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(1) Dati i vettori ~u = (2, 0,−1) e ~v = (1, 1, 0) determinare un vettore ~w ortogonale a entrambi,
e calcolare il volume del parallelepipedo compreso tra i tre vettori. Determinare poi, in forma
parametrica e cartesiana, il piano Π parallelo a ~w e passante per i punti P (0, 1,−1) e Q(3,−1, 0).

(2) Studiare l’andamento di f(x) = log |x| +
1

x− 2
, e tracciarne il grafico.(1)

(3) (a) Calcolare

∫ π

0

√
3 + cosx sin 2x dx .(2)

(b) Disegnare S = {(x, y) : y ≤ 2ex , |y| ≤ 2− x , x ≥ −1} , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =

√
2− xy

x− 1
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, dise-

gnando i risultati. Trovarne i punti stazionari.

(b) Determinare l’equazione cartesiana del piano Π tangente al grafico di g sopra il punto (0, 1)
del dominio. Ci sono altri punti del dominio sopra i quali il piano tangente al grafico di g
è parallelo a Π?

(5) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y′′+2y′+5y = cosx+2 sinx e tutte quelle
dell’equazione differenziale y′ − y = x il cui grafico passa per il punto (0,−1) con pendenza 2.

(1)Per lo studio di zeri e segno si consiglia il metodo grafico. Non è richiesto lo studio della convessità.
(2)Si consiglia di porre 3 + cosx = t2 , cioè cosx = t2 − 3 .
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Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare. IIII Tabella sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA

(1) Un vettore ortogonale ai due dati vettori ~u = (2, 0,−1) e ~v = (1, 1, 0) è ad esempio il loro prodotto vettoriale

~w = ~u ∧ ~v = det

(
~e1 ~e2 ~e3
2 0 −1
1 1 0

)
= (1,−1, 2), e il volume del parallelepipedo compreso tra i tre vettori è dato

dal modulo del prodotto misto |~w · (~u ∧ ~v)|, che in questo caso vale |~w · ~w| = |~w|2 = 6. Infine, il piano Π è
parallelo, oltre che a ~w, anche al vettore (3,−1, 0) − (0, 1,−1) = (3,−2, 1), dunque una forma parametrica è
Π = {(0, 1,−1) + s(3,−2, 1) + t(1,−1, 2) : s, t ∈ R} = {(3s+ t, 1− 2s− t,−1 + s+ 2t) : s, t ∈ R}; poi, eliminando
i parametri si ottiene la forma cartesiana 3x+ 5y + z − 4 = 0.

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = log |x| + 1
x−2

è definita per x 6= 0 e x 6= 2, ed è derivabile infinite volte nel suo
dominio. Non ha parità ne’ periodicità; i limiti notevoli sono tutti determinati, e valgono limx→∓∞ f(x) = +∞,
limx→0∓ f(x) = −∞ e limx→2∓ f(x) = ∓∞. Si ha poi f(x) ≥ 0 se e solo se log |x| ≥ − 1

x−2
, e un confronto

grafico tra le funzioni log |x| (il logaritmo simmetrizzato) e − 1
x−2

(un’omografica con asintoti y = 0 e x = 2)
mostra chiaramente che esiste un unico punto α ∈ ] − 2,−1[ in cui f si annulla, e tale che f(x) > 0 quando

x < α oppure x > 2. Le rette x = 0 e x = 2 sono asintoti verticali bilateri, ed essendo limx→∓∞
f(x)
x

= 0
non vi sono asintoti obliqui (in effetti, agli infiniti f tende a +∞ con andamento logaritmico). La derivata

f ′(x) = 1
x
− 1

(x−2)2
= x2−5x+4

x(x−2)2
si annulla in x = 1 e x = 4 e è positiva per 0 < x < 1 e x > 4: pertanto x = 1 è un

punto di massimo locale (con f(1) = −1) mentre x = 4 è di minimo locale (con f(4) = 2 log 2 + 1
2
' 1,9). Infine,

anche se non è richiesto, derivando ancora si otterrebbe f ′′(x) = −x
3−5x2+4x−8
x2(x−2)3

; la cubica p(x) = x3−5x2 +4x−8

ha massimo locale in x = 5−
√

13
3
∼ 0,5 e minimo locale in x = 5+

√
13

3
∼ 2,8 (basta guardare la derivata), entrambi

con valore negativo; e poiché p(4) = −8 < 0 e p(5) = 12 > 0 essa avrà un solo zero in un certo β ∈ ]4, 5[. Dunque
vale f ′′(x) > 0 per 2 < x < β, e f ha un solo flesso in x = β.

(3) (a) Posto 3 + cosx = t2 si ottiene sinx dx = −2t dt: perciò, ricordando che sin 2x = 2 sin x cos x, l’integrale

diventa
∫ π

0

√
3 + cosx sin 2x dx =

∫√2

2

√
t2 (−4t(t2 − 3)) dt = 4

∫ 2√
2
t2(t2 − 3) dt = 4( 1

5
t5 − t3]2√

2
= 8

5
(3
√

2− 4).

(b) (Figura 2) L’insieme S = {(x, y) : y ≤ 2ex , |y| ≤ 2 − x , x ≥ −1} è rappresentato in figura; l’area risulta
pertanto

∫ 0

−1
2ex dx +

∫ 2

0
(2− x) dx +

∫ −1

2
(x− 2) dx = (2ex]0−1 + (2x− 1

2
x2]20 + ( 1

2
x2 − 2x]−1

2 = (2)− ( 2
e
) + (2)−

(0) + ( 5
2
)− (−2) = 17

2
− 2

e
∼ 7,8.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) =
√

2−xy
x−1

è dato da xy ≤ 2 (si tratta della parte di piano compresa tra i due rami,
inclusi, dell’iperbole equilatera xy = 2) meno i punti della retta x = 1, parallela all’asse y. La funzione si annulla
sui punti dei due rami dell’iperbole (tranne ovviamente il punto A(1, 2), che è fuori dal dominio), è positiva per
x > 1, ed è continua in tutti i punti del suo dominio. Gli unici limiti interessanti sono in A e in ∞2, e nessuno dei
due limiti esiste: in entrambi i casi basta notare che sui rami dell’iperbole la funzione è nulla, mentre avvicinandosi

alla retta x = 1 la funzione tende a ∞. Le derivate parziali sono ∂g
∂x

= −
−y

2
√

2−xy
(x−1)−

√
2−xy

(x−1)2
= − xy+y−4

2(x−1)2
√

2−xy e
∂g
∂y

= 1
x−1

−x
2
√

2−xy = − x
2(x−1)

√
2−xy , e il sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 dà il solo punto stazionario P (0, 2

√
2).

(b) Come noto, l’equazione cartesiana del piano tangente al grafico di g sopra il punto (0, 1) del dominio è data

da z = g(0, 1) + ∂g
∂x

(0, 1) · (x− 0) + ∂g
∂y

(0, 1) · (y − 1): essendo g(0, 1) = −
√

2, ∂g
∂x

(0, 1) = − 3
√

2
4

e ∂g
∂y

(0, 1) = 0 si

ottiene z = −
√

2− 3
√

2
4
x, ovvero 3

√
2x+ 4z + 4

√
2 = 0. Eventuali altri punti (x0, y0) del dominio sopra i quali il

piano tangente al grafico di g è parallelo a quello trovato dovranno soddisfare il sistema ( ∂g
∂x

(x0, y0), ∂g
∂y

(x0, y0)) =

(− 3
√

2
4
, 0), ma è facile vedere che l’unica soluzione di tale sistema è per l’appunto (0, 1). Dunque non vi sono altri

punti con questa proprietà.

(5) L’equazione differenziale y′′ + 2y′ + 5y = cosx + 2 sinx è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica t2+2t+5 = 0 ha soluzioni complesse coniugate−1∓2i, dunque le soluzioni dell’equazione
omogenea associata sono del tipo Ae−x cos 2x + Be−x sin 2x con A,B ∈ R. Una soluzione particolare per
b(x) = cosx + 2 sinx sarà del tipo ỹ(x) = a cosx + b sinx, e imponendo che ỹ′′ + 2ỹ′ + 5ỹ = cosx + 2 sinx
si ottiene (a, b) = (0, 1

2
). Pertanto tutte le soluzioni della prima equazione differenziale sono y(x) = Ae−x cos 2x+

Be−x sin 2x + 1
2

sinx, con A,B ∈ R. • L’equazione differenziale y′ − y = x è lineare del primo ordine, e può
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essere vista nella forma y′ + p(x) y = q(x) con p(x) = −1 e q(x) = x. Poiché P (x) =
∫
p(x) dx = −x e∫

eP (x)q(x) dx =
∫
xe−x dx = −(x+1)e−x , la soluzione generale si può scrivere come y(x) = ex(−(x+1)e−x+k) =

kex−x−1 al variare di k ∈ R. • Chiedere che il grafico di y(x) passi per il punto (0,−1) con pendenza 2 equivale
a chiedere che y(0) = −1 e y′(0) = 2. Per la prima equazione differenziale ciò è niente altro che un dato di Cauchy,
che darà luogo a una e una sola soluzione: in effetti, imponendo tali condizioni si ottiene (A,B) = (−1, 1

4
), ovvero

y(x) = e−x( 1
4

sin 2x − cos 2x) + 1
2

sinx. Quanto alla seconda, la condizione y(0) = −1 dà già l’unica possibilità
k = 0, ovvero y(x) = −x − 1: ma questa soluzione soddisfa y′(0) = −1 6= 2, dunque non vi sono soluzioni con le
caratteristiche cercate.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g.
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