ANALISI DELIA REGRESSIONE

L’Analisi della Regressione riguarda lo studio delle relazioni esistenti fra 2 o piu
caratteri quantitativi o variabili. La ricerca dei legami esistenti fra piu variabili si
pone come ricerca delle relazioni funzionali che pongono Y come grandezza
dipendente da una serie di variabili indipendenti X, X,, ..., X;:

Y=f(X, X,, ..., X;) (Analisi Multivariata della Regressione)

Y=f(X) (Analisi Bivariata della Regressione)

ANALISI BIVARIATA DELLA REGRESSIONE

I FASE: rilevazione congiunta di valori osservati relativi alle due variabili X e Y.

IT FASE: individuazione del tipo di funzione matematica (funzione teorica) adatta ad
interpretare la realta osservata.

ITII FASE: stima dei parametri incogniti della funzione teorica.

IV FASE: valutazione della bonta d’accostamento del modello teorico alla realta
osservata.



I FASE: consiste nella rilevazione congiunta delle due variabili X e ¥ su un campione
di unita statistiche. Il campione deve essere di dimensione n sufficientemente elevata
€ rappresentativo.

Dal punto di vista operativo, questa I FASE porta alla costruzione di una Tabella di
valori osservati:

- Nel caso di dati semplici:

X X, Xy X; X,

Y Y1 Y2 Yi Yn

- Nel caso di dati ponderati:

Y

X Y, Y, Y, Y,

Xl fll f12 flj flh flo

X2 f2 1 f22 f2] f2h f2 °

Xi fil fi2 fij fih flo

Xk fkl fk2 fk] fkh fko
f,, f,, f,; f, N




II FASE: consiste nella scelta della funzione matematica (funzione teorica o funzione
interpolante) che sia in grado di interpretare la realta osservata.

La scelta viene fatta sulla base delle conoscenze specifiche del fenomeno in esame
oppure sulla base dell’esame della rappresentazione grafica dei valori osservati.

ITI FASE: consiste nella stima dei parametri incogniti della funzione teorica Y=f(X).
A tal fine esistono 3 metodi: il Metodo dei Momenti, il Metodo della Massima Verosimiglianza e il
Metodo dei Minimi Quadrati.

Metodo dei minimi quadrati
Si applica solamente a funzioni teoriche che siano lineari nei parametri.
Si supponga di rilevare n coppie di valori osservati (x;, y;) € di proporre una funzione
matematica teorica Y, definita da (s+/) parametri incogniti, quale interpretazione
della relazione che collega le due variabili:

Y = f(x;a,4,a,,...,a,)

Il Metodo dei minimi quadrati permette di stimare i parametri del modello teorico Y
e consiste nel minimizzare la quantita S:

n 2 n
minS:Z(yi—Yi ) :Z[yi_f(xi;aO’al’””as)]
i=1 i=l1

2

Come funzione teorica si consideri il polinomio di ordine s:

Y=a,+ax+ax’ +ax +..+ax’

Per stimare gli (s+1/) parametri incogniti, si applichi il Metodo dei minimi quadrati:
2
n

2

. & 2 3 s

mlnS:Z(yi_Yi ) :Z(yi_ao_alxi_aZ'xi —d3X, —...—dagx )
i-1

i=1

Allora il minimo di S si ottiene ponendo uguali a zero le derivate parziali di S rispetto
ai parametri incogniti; si ricava quindi un sistema di (s+1) equazioni in (s+1)
incognite, appunto i parametri.



a—S = 22": (yz Ay = @ X, = AX; — A X, —...—ax; X_ 1) =0
aao i=1
a—S = 2i (yl Ay — i X; — Ay X; — a3xi3 —..—ax; X_ X ) =0
aal i=1
a_S = zzn: (yi —dy —apx; —ay X, a3xz3 e—ax; X_ xiz): 0
8(12 i=1

9 _9 Y ()’, —a, —a,x, — a,x —a3xi3 —...—asxl.sx— xis_l)z 0
aas_l i=1
a—S =2 " ()’, —dy — a1 X; —ayX _a3xi3 —---—agxis)(— xis): 0
aas i=1 l

da cui, dividendo entrambi 1 membri di ogni equazione per 2 e normalizzando il
sistema, si ricava:

na, +ai2xl. +aZZ)cl.2 +...+aSfo = Zyl.

aOle. +alZ:xl.2 "‘%ZX? +...+a52xf“ = le.yl.
aOfo +alZ:xl.3 +azZ:xi4 +...+aSZ:xf+2 = inzyl.
aOZx,iH + aleli‘ + aZlei‘“ +...+a, fo“ = fo_ly,.
aOfo + aIfo“ + aZle.”z +...+aSle.2S = foyl.




ESERCIZIO 1

Sui seguenti valori osservati:

X y
0 5

1 10
2 20
3 42
4 8

5 2

stimare con il metodo dei minimi quadrati 1 parametri della funzione teorica
Y=a+bx’.

( n n
2 _
na+ bz X, = Z V;
i=1 i=1
n n n
2 4 2

a3 by =3y

i=1 i=1 i=1

S

X y x2 x4 xz*y
0 5 0 0 0
1 10 1 | 10
2 20 4 16 80
3 42 9 81 378
4 8 16 256 128
5 2 25 625 50
87 55 979 646

6a+55b =87

55a+979b = 646

a=17,4247

b=-0,3191

Da cui il modello teorico risulta il seguente: Y=17,4247-0,3191 x*



Nel caso particolare in cui i1l modello teorico scelto sia rappresentato da una
RETTA:

y'=a+bx

Allora per stimare i due parametri @ € b con il Metodo dei minimi quadrati si
deve minimizzare S facendo le derivate parziali di S rispetto ad a e rispetto a b:

n

min S =Zn:(yl- Y )2 =Z(y,- —a _bxi)z

i=l1 i=1

9IS _,
< da
o _,
Ldb
Per dati SEMPLICT:

na + bZn: X, = Zn: 7
i=1 i=1
azn:xl. —|-bzn:xl.2 = Zn:xiyi
i=1 i=1 i=1

"

Per datt PONDERATT:

Na+bzn:xif(xi) = iyj-f(yj)

aixif(xi)-l_bixizf(xi):i ixiyjf;j




In generale, sempre se il modello teorico ¢ una RETTA, valgono anche le seguenti
formule per la determinazione dei parametri incogniti a e b:

( M(X-Y)-mm,
. o
\a=m,—bm,

ESERCIZIO 2

Sui seguenti valori osservati:

x 3 0 2 1 5 2 0 4 2 3
21051 -1 0 -4 -2 1 31-15] -1

stimare con il metodo dei minimi quadrati 1 parametri della retta di regressione
Y=a+bx

X y X Xy
3 -2 9 -6
0 0,5 0 0
2 -1 4 -2
1 0 1 0
5 -4 25 -20
2 -2 4 -4
0 1 0 0
4 -3 16 -12
2 -1,5 4 -3
3 -1 9 -3
22 -13 72 -50

na+ bi X, = i V;
) i=1 ) i=1 )
ain +bZ:xi2 :le.yi
i=1 i=1 i=1




{1061 +22b=-13

22a+72b=-50
a=0,695
b=-0,907
Oppure:
Cov(x,y) M(X ‘Y)—mxmy
b= 2 2
GX O-X

a=m,—bm,

Dove:
M(Xx Y):ﬂz—s
10

m, =2= 2,2
10

m, =(_—13)=—1,3

Y10

o =2—(2,2)2 =236

10

Quindi sostituendo si ottiene:

2,36 2,36

a=-13-b-2,2=0,695

Quindi la retta di regressione e:

Y =0,695-0,907 - x

ESERCIZIO 3

Su un campione di 100 consumatori ¢ stata svolta un’indagine sul consumo
mensile di un certo prodotto, rilevando la variabile X quantita totale di prodotto
consumata durante il mese e la variabile Y numero di volte in cui e stato



acquistato il prodotto durante il mese. 1 risultato ottenuti sono riportati nella
seguente tabella a doppia entrata:

Y
X 0 2 5 9
0-2 14 20 6 0
2-4 6 9 7 8
4-8 0 6 12 12

Su tali valori osservati stimare con il metodo dei minimi quadrati 1 parametri della
retta di regressione Y=a+bx.

. 3 4
Na+b 3 f(x)=3y,f(¥))

c

X; yjfij

3 3 > 4
ay < fe)+bY e f =3 3

3
j=1 =l

100a +310b =375
310a +1390b =1525

a=113054
b=0,845



Oppure:

X y fxy nyxy
1 0 14 0
1 2 20 40
1 5 6 30
1 9 0 0
3 0 6 0
3 2 9 54
3 5 7 105
3 9 8 216
6 0 0 0
6 2 6 72
6 5 12 360
6 9 12 648
100 1525
x° fx) | xfx) | &) | )
1 40 40 1 40
3 30 90 9 270
6 30 180 36 1080
100 310 1390
y fly) | yfy) y. | YAy
0 20 0 0 0
2 35 70 4 140
5 25 125 25 625
9 20 180 81 1620
100 375 110 2385




M(X Y)-mm,

2

O-X
a=m, —bm,
Dove:
M(X -Y)=@=15,25
100
m, =@=31
100
m, :ﬁ:3,75
100
o’ :@—(3,1)2 =429
100

Quindi sostituendo si ottiene:

p_1525- (3,1)-(3,75) 3,625
4,29 4,29
a=3,75-b-31

b=0,845
a=1,13054



IV FASE: consiste nella valutazione della bonta d’accostamento del modello teorico
alla realta osservata. Si basa sul confronto fra i valori osservati y; e 1 valori teorici Y.

Indice di determinazione

2
R Dev.regressione _ ZZ::‘(Y’ M )
Dev.total C
ev.totale Z (yl —m, )2
i=l1
con 0S R <1

N.B.: tale Indice di determinazione R* coincide con I'Indice di determinazione r* — formula 10.7,
paragrafo 10.2: Regressione lineare del Capitolo 10 (Cicchitelli).

Attenzione: la formula (10.8) del paragrafo 10.2 (: Capitolo 10 del testo di Cicchitelli) non fa parte

del Programma.

ESERCIZIO (v. sopra dati ESERCIZIO 1)

Calcolo del Coefficiente di determinazione:

y Y (Y-m) (y-m)°
5 17,4247 8,55393 90,25
10 17,1057 6,78942 20,25
20 16,1485 2,71716 30,25
42 14,5532 0,00283 756,25

12,3198 4,75344 42,25
2 9,44823 25,52041 156,25
87 48,33719 1095,5




! 2
Y —
R Dev.regressione Z( l my) _ 48,33719

Dev.totale i(y Cm )2 1095,5 =0.04412
i y

87
Dove m, = o 14,5

Il valore vicino allo zero del Coefficiente di determinazione indica che il modello
teorico scelto non ¢ molto buono per interpretare la realta osservata.

ESERCIZIO (v. sopra dati ESERCIZIO 2)

Calcolo del Coefficiente di determinazione:

X y Y (Y+1,3) (y+1,3)°
3 2 2,026 | 0,527076 0,49
0 0,5 0,695 | 3,980025 3,24
2 -1 1,119 | 0,032761 0,09
1 0 0212 | 1,183744 1,69
5 4 3,84 | 6451600 7,29
2 2 1,119 | 0,032761 0,49
0 1 0,695 | 3,980025 5,29
4 3 2,933 | 2,666689 2,89
2 -1,5 1,119 | 0,032761 0,04
3 -1 2,026 | 0,527076 0,09
22 13 19,414518 21,6

2w em S
_ Dev.regressione ‘3 _19,414518

R2

=0,8988

n

Dev.totale 2 21,6
Z (yl - my )
i=1
Il che esprime che il grado d’accostamento del modello teorico, la retta, ai valori
osservati ¢ molto buono.



