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Istruzioni generali. (1) Risolvere i quesiti senza guardare lo svolgimento. (2) Al termine, autovalutare la propria
risoluzione con l'ausilio dello svolgimento indicato.

Istruzioni per Iautovalutazione. Ex. 1: 24 pt (4x6 pt). Ex. 2: 36 pt (2x18 pt). Ex. 3: 20 pt. Ex. 4: 20 pt
(2x10 pt). Totale: 100 pt. Lo studente valuti da s¢ quanto assegnarsi per una risoluzione parziale dei quesiti.
Consigli. Questa verifica vuole aiutare lo studente a capire il proprio grado di comprensione degli argomenti trattati a
lezione, dunque andrebbe svolta individualmente con impegno, usando lo svolgimento fornito solo per ’autovalutazione
e per rendersi conto delle difficolta incontrate nel lavoro solitario. Inoltre, per provare I'impegno di un esame, la verifica

andrebbe affrontata col minor numero possibile di interruzioni (ad es. in una seduta da 3 ore, o in due sedute da 2 ore).

(1) Calcolare i seguenti integrali definiti:
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(2) (a) Studiare 'andamento della funzione f(x) = x log(z + 3) e calcolare fBQ f(x) dx.

(b) Studiare ’andamento della funzione g(z) = % ; dire per quali a € R si puo calcolare

I'integrale foa g(x) dx, e dire quanto vale.

(3) Dato « > 0, si consideri Vinsieme U, = {(z,y) e R*: 0 <2 <1, — %5 <y < az®+ 1}, Dopo
aver cercato di capire come tale insieme varia al variare di « (ad esempio disegnarlo per o = %,
a=1 e a=2) calcolarne I'area, e dire per quale valore di « tale area diventa minima.

(4) Disegnare le seguenti regioni limitate del piano cartesiano e calcolarne l'area:

(a) S1={(z,y) eR*:y <sin’z, x>0, |z|+ |y <7};
(b) Soa={(z,y) eR?: 2 -2<y<e? y?+y—2<z <1}
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(1)

Soluzioni.

(a) 01 J{Lﬁ dz | Dopo la divisione, si scrive 8z* 4+ z = (22% — 3z + 1)(4z? + 62 + 7) + 16z — 7, dunque

f281 tz dx:f(4x2+6m+7+M)dw=%m3+3m2+7x+f2$1617_7d1:. Essendo poi 222 — 3z + 1 =

22 —3z+1 222 —3x+1 2—3z+1
2(z—3)(z—1), esistono due costanti A e B tali che 53T+ = gc—l +-B =24 4 B = %’ ovvero
2(A+B)=16e —2A— B = —7,dacui A = —1 e B =9: pertanto f%dm:—f%
9log|z — 1| — log |22 — 1]. Si ha dunque ffl 2:%;;““ dr = (32° + 32 + Tz + 9log |z — 1| — log |22 — 1[|2, =

(0) = (—3+3—7+9log2 —log3) = ¢ +log3 — 9log2 ~ 0,2.

(b) f14 241o=V® gz | Usando il cambio di variabile ¢ = /z, ovvero & = t2, da cui de = 2tdt, si ottiene

VT
f14 L\‘}l e V® d:p = ff 41 *t2t dt =2 f12(t2 +1)e” ! dt. Integrando due volte per parti, si ottiene G +1 “tdt =
(t* + 1)(— — [2(—e")dt = —(t* + 1)e " + 2 [te tdt = —(t* + L)e”" + 2(t( - [1(~
—(t* + 1) — 21‘}671& —2e” —|— k= —(t>+2t+3)e”" + k. Se ne ricava ff(t2 + et dt = ( (t2 + 2t + 3) *t]l =

—1le™% — (—66_1) = 81 Pertanto il nostro integrale iniziale risulta 2% ~ 1,4,
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=1 log(T2 +1)+ Qarcth + k. Quando t = % ale 7 =0, e quando t = 1 vale 7 = g: dunque
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f% m dt = (3log(r? +1) + iarctgﬂ = (3log(s +1) + Larc‘cg ‘f) — (3log(0+ 1) + ﬁarcth) =

3
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%10g 3 15~ - Pertanto il nostro integrale iniziale risulta log + "\[ =2log2 —log3 + ’“f ~ 0,9.

Notiamo la presenza di x al denominatore, che richiama la derivata di log . Ponendo dunque

e log =
D s 4=

t =logx, da cuidt = % dz, siricava flﬁ mé}% dx = fol %\/? dt. 2Ponendo ulteriormente u = t+2, da cui du = dt,
si ricava f;%du:f;“g—\;;duzf;(\s/u?—%ﬁ)du: (2us —3u3] = (2Vu2(u—5)]5 = 2(3V/4—2V/4) ~ 0,36.

(a) (Vedi Figura 1) La funzione f(z) = x log(z + 3) ha dominio > —3, si annulla per z = —2 ez =0 ed &

positiva per =3 < < —2 e per > 0; vale lim f(z) = liT f(z) = +o00. Essa ¢ infinitamente derivabile in
z——31 T—>+00

ogni punto del dominio; essendo f’( ) = log(z+3) + ;75, un facile confronto grafico tra log(z +3) e — ;75 mostra
che esiste un solo punto a € ]— 2, —1[ tale che f'(z) > 0 per > a, dunque z = a & punto di minimo assoluto
(con f(a) = alog(a + 3) = a(— a+3) ~ —0,7); infine si ha f"(z) = 45 + ﬁ = ﬁ, che nel dominio &

sempre positiva, percio f ¢ convessa. Poiché f & negativa nell’intervallo di integrazione I'integrale proposto sara
f 2 2(z+3) dzx

(0)—(0)— 1 _(x—3+m)d:r* —(72—3x+910g|a:+3|](12:—%((910g3)—(2+6))——91L258 ~ —0,94.

certamente negativo: integrando per parti, si ha infatti fEQ x log(x + 3) dx = (% log(z + 3 )%

(b) (Vedi Figura 2) La funzione g(z) = 7222~ ha dominio dato da cosz # %, ovvero x # F5 +2km con k € Z;

2cosz—1
poiché essa & dispari e periodica di periodo 27, conviene studiarla in [—7, 7] (dunque, per simmetria, in realta solo
in [0,7]). Si ha g(x) = 0 per x = 0, 7; essendo poi sinz > 0 per 0 <z <7me2cosz—1>0per0<z<7Z,siha
che g(x) > 0 per 0 <z < §;vale lim_g(x) = £oo. Nel dominio la funzione & infinitamente derivabile; essendo la
z—5F

derivata g¢'(z) = 2’“’”)2 sempre positiva, la funzione € strettamente crescente su ogni intervallo; infine, poiché

(2cosz—1

g’ (z) = m(‘;(gs ; CIO)ZI) = (27605 ;"51”)2 g(z ), si ha che g & convessa dove & positiva, e ha dunque flessi in z = 0, T,
con g(0) = g(7) = O g'(0) =1eg' (r) = 5. L'integrale [ g( dx ha percio senso se e solo se —% < a < %, e vale
Oa o dr = — fo'l Q_Cz:;nxl dz = —f(log(Z cosz — 1)]§ = — ((log(2 cosa — 1)) — (0)) = log(2 cosa —1).

(Si noti che il rlsultato ¢ sempre > 0: infatti per —% <z < % vale 0 <2cosa—1<1, dunque log(2 cosa—1) <0.
Guardando la figura, cio & chiaro se 0 <z < %, mentre se fg < x < 0 la funzione € negativa ma si sta integrando
a ritroso, dunque il risultato & ancora positivo.)

(Vedi Figura 3) Per a > 0, I'insieme Uy = {(z,y) € R®: 0 < 2 <1, —=% <y < az® + 1} & il tratto della
striscia verticale 0 < x < 1 compreso tra il tratto di iperbole y = —ﬁ_l (sotto) e il tratto di parabola y = az? + E
(sopra). Quando « tende a 0" I’iperbole (che ha asintoto verticale x = —1) tende ad adagiarsi sull’asse = da sotto,



mentre la parabola (con la concavita verso l’alto ed asse coincidente con l’asse delle ordinate) diventa sempre piu
larga con vertice sempre piu in alto; viceversa, mentre « cresce l'iperbole si abbassa, e la parabola diventa sempre
piu stretta con il vertice che si abbassa avvicinandosi all’origine. L’area di U,, che ovviamente dipende da «, &

dunque A(a fo ax? + d:c—&—ff( z+1)dac (a 33+ Jo+(— alog|x+1|]0=(%+i)—(0)+(0)—(—alog2):

(3 +log 2)a+ L. Derivando rispetto a o si ha A’(a) = 3 +log2— 25, da cui A'(a) = 0 per a = ag 1= 4 /H_%bg?
e A'(a) > 0 per @ > ap: in altre parole I’area diminuisce quando « passa da 0 a ag e poi inizia a crescere, dunque
diventa minima quando a = ap (e il suo valore & A(ag) = aio)

a) ’Sl = {(z,y) €R?:y <sin’z, £ >0, |z|+ |y| < 7} ‘ La condizione |z| + |y| < 7 descrive il rombo centrato

nell’origine con vertici (%, 0) (0,4m): pertanto Si e la porzione di piano rappresentata nella Figura 4. Se ne
ricava che Area(S1) = [ sin® zdx + fo v —m)de = % [[(1 = cos2z)dx + (32° — 7]} = (v — sinzcosz]f +

(
(0)—(%7r2—7r2):(%7r) (0)—|— =T :%ﬂ'(ﬂ'+ 1) ~ 6,5.

b) ’ So = {(z,y) € R?: 5—2<y<e”, v ry—2<2<1} ‘ E immediato notare che 95 & la porzione di piano

rappresentata nella Figura 5. Esplicitando la y in funzione di x, la parabola z = y? +y— 2 pud essere decomposta
come grafico di due funzioni f(z) = (=14 4z +9) e g(z) = 3(—1 — 4z +9), definite per z > —9. Si ha

allora Area(Ss) = [% f(a: dz + [} e "dx + [ (% - 2)dx + [, g g(z) dz. Poiché (ponendo t = 4z + 9) si ha
JViz+9dz = f\fdt 1% +k= 5(430—&—9)2 +k, si calcola Area(S2) = 3 (—z+ %(4334—9)%]22 +(—e "5+
4

1
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(3o* =20+ (et e+9)E), ¥ = 19—+ (= H= (1) (O ~G-2)+5 (D —(-$) = 21 ~ 7,25

La forma di Sz potrebbe suggerire, in alternativa, di considerare x come funzione di y: le condizioni § —2=ye

y = e ¥ danno le funzioni z=aly) = 2y+4 ex=p(y) =—logy, poia(y) =1pery=—3epB(y) =1pery=1

e’

da cui Area(S2) = [, (2y +4)dy + f 1dy + fl —logy) dy + fl (y* +y — 2) dy. Ricordando (per parti) che

1
Jlogydy = y(logy — 1) + k, si ritrova Area(52) — (P 412 + (0] —yllogy — 1)} + (3y® + by? — 247 =
2
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Figg. 1-2 Funzioni e integrali dell’ex. 2. Figg. 3a-83b-3c Insieme U, dell’ex. 3 per a = ag (grigio, area minima), oo = % (celeste) e @ = 3 (blu).

Figg. 4-5 Le regioni piane dell’ex. 4.



