Matematica e Statistica; Modulo di Statistidaref. Federico Di Palma
- Appello del 12 Febbraio 2014 -

Esercizio 1)
In una ricerca si € interessati a verificare o035
dimensioni in  micrometri di un granulocite
neutrofilo. A tale scopo si sono misurati N=20C
campioni ottenendo la distribuzione (a classi)ui c 0.25
istogramma é riportato a lato.

0.2
Il candidato 0.15
a) Determini la tipologia del carattere.

b) Fornisca una rappresentazione
tabellare dei dati (mettendo in risalto 095 |—
le frequenze assolute). 0

c) Se possibile, calcoli la mediana. 1 2 3 4 5 6 7 8

d) Se possibile, calcoli la varianza.

Raggio (micrometri)

Esercizio 2)

Un ricercatore vuole verificare se esista un legdraele ore di sonno ed il livello di
glicemia al risveglio in un soggetto diabetico. Far cid ha sottoposto lo stesso soggetto ad un
protocollo sperimentale che prevede il monitoraglyié notti di sonno ottenendo i seguenti dati

Notte I I 1 v \% VI
Ore di Sonno 5 6 6 7 7 8
Glicemia alle 7:30 [mg/dl] 71 75 70 75 82 80

[l candidato,
a) Indichi e fornisca una rappresentazione grafilsgaata alla serie ottenuta.
b) Se possibile, indichi e calcoli un opportuno a&ddi variabilita
c) Ipotizzando un legame di tipo lineare,
1. Calcoli l'opportuna regressione
2. Il legame ipotizzato € attendibile? Motivare nuicemente la risposta.
3. Ipotizzi quale sarebbe il valore di glicemialssoiggetto dormisse 24 ore.

Esercizio 3)

Il candidato, utilizzando i dati dell'Esercizio 2imi puntualmente e per intervallo il valore
atteso della glicemia al risveglio evidenziandapletesi necessarie. Il candidato proceda al calcolo
anche se queste risultassero non verificate.

Esercizio 4)
Si considerino i seguenti eventi considerati indgienti:

E.: si abbiax < 0 dovex e distribuita come una normale aveBf{X] = 2 eVar[X]=4
E.: y = 1 dovey € distribuita come una binomiale co 2ep = 0.5.

a) Il candiato calcoli le seguenti Probabili{E,); P(E.); P(E. U E); P(E:| Ey).
b) Il candidato indichi se gli everti, edE, possono ritenersi incompatibili.



- Appello del 12 Febbraio 2014 -

Svolgimento
Esercizio 1)
a) Determinare la tipologia del carattere.

Il carattere e di tipo quantitativo (in quanto eg®mo da numeri) continuo (in quanto concettualmente
lunghezza come un raggio pud assumere qualsiasieyal
b) Fornisca una rappresentazione tabellare dei @ewettendo in risalto le frequenze assolute).

Per risovere questo punto, risulta opportuno eitplesla relazionefra le grandezze riporatateisramma e
le frequenze assolute. In un istogramma le ordinpt@tano la densita di frequenza)(delle classi mentre le ascisse
gli estremi delle classi che compongono la distziboe. . Ricordando che € definita come il rapporto fra le frequenze
relative ) e I'ampiezza della classe cui sono rifergap(- inf); e che le frequenze relative son il rapporto l&a
frequenze assolute) ed il totale delle osservaziol), si ha:

n

di:m da cui si ottiene che n;=N d,(sup—inf;)

Pertanto i dati richiesti possono essere ricaygtlieando la formula testé ricavata. | risultathecstati raccolti nella
tabella ad entrata semplice (Tabella 1) riportateailce.

c) Se possibile, calcoli la mediana.

La mediana é il valore che bipartisce le osservazardinate, ovvero, quel valore che bipartisceebasottesa
dellistogramma. Considerando le frequenze cumitalabella 1, si osserva come la mediana cada gefhrta classe
(i* = 4) contente i valori fra 40% e 70% delle misuraziordinate. Per calcolare la mediana si deve troleaparte del
rettangolo relativo alla quarta classe che sottesula il 10% (® % - F-:) delle misurazioni. Poiché l'atezza del
rettangolo e nota @ = 0.3) possiamo facilmente ricavarne la base (0013/= 1/3). Quindi la mediana si avra
sommando questo valore all'estremo inferiore didlase iof- = 4.5) ricavando il valore di 4.83.

Lo stesso risultato poteva essere ottenuto applcénseguente formula che riassume il procedimappena descritto

Me = infs + (0.5 - Frs) / dv= 4.5 + (0.5 - 0.4)/0.3 = 4.5 + 0.1/0.3 = 4.83

d) Se possibile, si calcoli la varianza.

Il carattere in esame (quantitativo continuo) anenddtti gli indici di variabilita visti nel corsdrange,
varianza e distanza interquartiie e sgm) anche tgenuwio con sola rappresentazioni per classi di
osservazioni. In questo caso gli indici sono riddvabbinando ad ogni classe il valore centralkadeasse
(c). La varianza delle osservazioni & stata calcalditeezando i dati ricavati in Tabella 1 nella segte
formula

2
ai:(zimzl f % cﬁ)— XZ:(ZL f i*cﬁ)—(z“il f i*ci) =24.7-(4.8= 24.7-23.04=1.66

i inf, sup C n f F c*f c? c?*f

1 15 25 2 100 0.050 0.050 0.1000 4 0.2

2 2.5 3.5 3 200 0.100 0.150 0.3000 9 0.9

3 35 4.5 4 500 0.250 0.400 1.0000 16 4

4 4.5 5.5 5 600 0.300 0.700 1.5000 25 7.5

5 5.5 6.5 6 400 0.200 0.900 1.2000 36 7.2

6 6.5 7.5 7 200 0.100 1.000 0.7000 49 4.9
Totali 1 4.8000 24.7000

Tabella 1) analisi dati Esercizio 1
Esercizio 2)

a) Indicare e fornire una rappresentazione grafacbeguata.

Per serie bivariate continue o discrete cui le fegze non siano particolarmente alte si usa rappta® la
serie mediante diagrammi a dispersione. Questiraagi sono diagrammi cartesiani i cui le modalig caratteri
vengono poste sui due assi ed ogni osservaziome vappresentata da un punto. |l grafico ottemiatiodati nella
consegna viene riportato in Figura 1 (serie "D&aRR).

b) Se possibile, indichi e calcoli un opportunoiaeddi variabilita

Per serie bivariate continue o discrete l'indiceadiabilita migliore € dato dalla matrice variafzovarianza.
Questa matrice si compone di 3 distinti valorivégianze dei distinti caratteri e la covarianzdadsérie bivariata.

Si seguito riportiamo i calcoli relativi alle vanize dei i singoli caratteri:



X: Ore di sonno

1l 54646474748
Zi:lxi:

X:W 6 =6.5
2 1 n 2 (5—6.5°+2%(6—6.5°+2%(7—6.5°+(8—6.5° 2.25+0.5+0.5+2.25 5.5
O—Xzﬁzizl(xi_x) = 6 = 6 :?

Y: Glicemia al mattino

1" 71+75+70+75+82+80
y_ﬁzizlyi_ 6
10 2 (—4.5°+(—0.5°+(—=5.5/"+(—0.5)*+(6.5°+(6.75° 113.5
02=—Zi_1(yi—y)2=( )"+ ( )"+ ( )6 ( )+(6.5°+(6.75"_ -

=75.5

Sfruttando i conti ripostati in Tabella 2 si ottéela seguente covarianza:
—\_6.75+0.25+2.75-0.25+3.25+6.75_19.5

1 n _
O—Xy:WZizl(xi_X)(yi_y) 6 6
Pertanto la matrice varianza/covarianza risultaress
55 195
6 6
3=
195 1135
6 6
Osservazioni Totali
X 5 6 6 7 7 8 6.5000
Y, 71 75 70 75 82 80 75.5000
X=X -1.5 -0.5 -05 05 05 15
Y~y -4.5 -0.5 55 -05 65 45
&, ==X 675 0.25 275 -025 325 6,75 19.5000

Tabella 2) Dati relativi Esercizio 2

c 1) Ipotizzando un legame di tipo lineare, si oéilEopportuna regressione
La retta di regressione ha equazione
9% o Txg 19.5 195

¥= o2 x+y—?x S/:EX+75.5—E6.5 y=3.54x—-52.45

X X

¢ 2) Ipotizzando un legame di tipo lineare, si frehi il legame ipotizzato € attendibile? Motivare
numericamente la risposta

Un buon indicatore della bonta del modello di regiene 84
e dato dall'indice di correlazione 82 u

di Pearson , 80 I
R=—X_-061 R=0.78 £ M
00y £ 76
Poiche l'indice risulta superiore a 0.7 si puo assehe |l E 74 = o
legame & possibile. Ovviamente il dato deve es © 72 ® Dati Reali
confermato dalla visualizzazione del modello. Iifit & ;o M u M Modello
coefficiente di Pearson puo anche dare risultativianti. £ g
A lato si riportano le presevisioni effettuate daddello © 66
lineare che descrivono l'andamento dei dati connat 64

recisione.
P 45 5 55 6 65 7 75 8 85

Ore di sonno

Figura 1) Rappresentazione dei dati dell Es 2



c 3) Ipotizzi quale sarebbe il valore di glicem&iksoggetto dormisse 24 ore.

La risposta a questo quesito si ottiene applicdadetta nel puntx = 24; si ottiene quindi una glicemia prevista di
137.55 mg/dl.

Si ricorda che il valore risulta poco attendibitEghé il modello viene applicato in ascisse (24)tmtntane da quelle
usate per stimarlo (5-8).

Esercizio 3)
Le tecniche di stima viste nel corso prevedono che:
* la popolazione sia descrivibile mediante una véeatasuale,
» che il campione abbia una numerosita tale da favexgere lo stimatore e
» che le prove siano indipendenti ed identicamersgiduite (i.i.d.).
Nel caso in esame
» descrivere l'esperimento mediante la seguentebikErieasualeX: glicemia al risveglio in un soggetto
dibatico.
* lagrandezza da stimare risulifX] il cui stimatore & la media campionaria la qualeverge in legge per
campioni avente numerosita superiore a 30 (ipoi@siconfermata).
* L'ipotesi di prove i.i.d. € molto debole in quatgégrove essendo estratte dallo stesso soggetinrsar
fortemente correllate. Questa considerazione rissufatto che difficiimente analizzando un solggetto &
possibile trarre conclusioni su tutta la popolagion

La stima puntuale si ottiene semplicemente dallieggione dello stimatore, pertanto ricordano qaacalcolato
nell'esercizio precedente

A

o1y
E[X]=%=22_ %=755

Per effettuare una stima per intervallo si deve eqmma cosa fissare un livello di confidenza, mae$tro caso 95%
(0=0.05). Definita la tipologia di stima (stima patervallo al 95%), si ha che essa é data dallaesegu

E[X]e

X—Zy975

- Var|X | _ Var| X |
— Xt Zyg\ | T

Dove il valore della normale si ricava dalle tavole

Zpo7=1.96

La varianza della popolazione non & nota pertas$a @iene stimata utilizzando la varianza campian&icordando i
calcoli effettuati in precedenza si ha che:

“yi_2_ 2 N _11356_1135_
Var| X|=s"=o —1-"6 5 & =227

Infine si ottiene la stima richiesta:

E[X]e 75.&1.96,/%'7;75.&1.96,/%'7]:[75.&3.8; 75.5+3.8/=(71.7;79.3

Esercizio 4)

a) Il candiato calcoli le seguenti Probabilita: P{EP(E); P(E. U &) P(E | Ey).

L'eventoE,; & dato dalla probabilita di estrarre un numeroatigg da una normale con valore atteso due e \aaian

quattro. Per definire tale probabilita ci si deygortare alla normale standardizzatata, standaada il valorex = 0
,_%—E[X]_0-2__
" War[X] V4

Ricordando che le tavole assegnate riportano tggirali della normale fra O ed un numero positivieasche

1

P(E,)=P(X<0)=P(z<—-1)=0.5- P(0<z<1)=0.5-0.3413=0.1587

L'eventoE; & dato dalla probabilita di avere un esito unitaégativo in una prova di Binomiale con n=2 e =0
La prova binomiale & data dalla somman @rove di Bernoulli i.i.d. dove la generica prdwvgud avere esito paria 1 o
0.



n
y: Zi =1 bi = bl+ b2
Nel caso in esame I'unico modo di ottenre y = @irele che si verifichi uno dei due casi

E':(b,=0)N(b,=1) E'':(b;=1)n(b,=0)
che fra loro sono incompatbili. Pertanto
P(E,)=P(E'UE"")=P(E")+P(E")

Essendo gli eventi legati alle varibbi indipendenti la probabilita dell'evento intersemoe data dal prodotto delle
probabilita, pertanto risulta facile calcolare talgabilita richiesta:

P(E,)=P(E'UE'")=P(E")+P(E"")=P(b,=0) P(b,=1)+ P(b,=1) P(b,=0)=0.5%0.5+ 0.5+ 0.5=0.5

La stessa conclusione poteva essere raggiuntageipbnente ricordando che da distribuzione di podita di una
binomiale e data dalla seguente:

P(y=k)=(E) pk(l— D)”fk:—k!(:_! T pk(]_— p)n—k
Da cui
F’<Ez>=P<y=l>=(f)0.51<1—0.5)21:%0.5%1—0.5)21:0.5

Essendo gli eventi indipendenti la probabilita ‘deknto intersezione & data dal prodotto delle aivibite
P(E,NE,)=P(E,)P(E,)=0.5x0.7=0.35
Le restanti probabilita possono essere ricavaligzgndo la definizione assiomatica

E,NE
P(E,UE,)=P(E,)+P(E,)—P(E,NE,)=0.5+0.7-0.35=0.85  P(E Ez):P%:%'—?f:o.& P(E,)
, .

b) Il candiato indichi se i due eventj Ed & sono incompatibili.

Due eventi sono incompatibili se non possono &rBi contemporaneamente ne consegue che la plitbabi
dell'evento intersezione € nulla. Nel caso in esgmesta probabilita € non nulla, quindi & possibffermare che gli
eventi non sono incompatibili.



