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Esercizio 1 (12 pt). Dei seguenti sottoinsiemi della retta reale dire quali sono chiusi, quali sono aperti, quali
sono limitati e per quali motivi. Se ne descriva poi l'interno.
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∪ Z {x ∈ R : 2x ≤ 3x}

{m10−k : m, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 24} {πn : n ∈ N} {πn : n ∈ N} ∪ Z.

Esercizio 2 (6 pt). Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R ∪ {+∞}. Si dica quali di essi sono intorno di
+∞.

Z ∪ {+∞} {x ∈ R : 2x
2 ≤ 3x} ∪ {+∞} {x ∈ R : x2 − 5x+ 6 > 0} ∪ {+∞}

{x ∈ R : sinx > 0} Z ∪ [2,+∞]
⋃
n∈N

[n, n+ 1[∪{+∞}.

Esercizio 3 (3 pt). Sia {τj}j∈J una famiglia di topologie sull'insieme non vuoto X. Dimostrare che

τ =
⋂
j∈J

τj

è una topologia su X. Anche
⋃
j∈J

τj è una topologia su X? Motivare la risposta.

Esercizio 4 (6 pt). Sia X = {a, b, c, d, e} e si consideri

τ := {∅, X, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}.
(1) Si provi che τ è una topologia su X.
(2) Si trovino la chiusura degli insiemi {a}, {b}, {c, e} e per ciascuno di essi si dica se è denso in X.
(3) Si trovino i punti di frontiera di {a, b, c}.
(4) Si elenchino tutti gli intorni di e e di c.

Esercizio 5 (3 pt). Dimostrare che se F : Rn → Rm è una funzione continua e C ⊂ Rn è un compatto, allora
anche F (C) è un compatto. Dedurre che una funzione continua f : K → R de�nita su un insieme compatto
K ⊆ Rd ammette massimo e minimo assoluti.
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