Universita di Verona
Facolta di Scienze Matematiche, Fisiche e Naturali

Corso di Laurea Triennale in Matematica Applicata

Soluzioni degli appelli
di Analisi Matematica 2

Antonio Marigonda,

Anni 2009-2017



Soluzioni delle prove scritte di Analisi Matematica 2
per il Corso di Laurea in Matematica Applicata

Antonio Marigonda
Dipartimento di Informatica - Universita degli Studi di Verona
Strada Le Grazie 15 - 1-37134 Verona, Italy

E-mail: antonio.marigonda@univr.it



Indice

Indice iii
Prima parte - Testi 1
Prova scritta v.o. mod. av. del 31 marzo 2009 1
Prova scritta v.o. mod. av. del 1 luglio 2009 2
Prova scritta v.o. mod. av. del 15 luglio 2009 3
Prova scritta v.o. mod. av. del 7 settembre 2009 4
Prova scritta v.o. mod. av. del 22 settembre 2009 )
Prima prova parziale del 10 dicembre 2009 6
Seconda prova parziale del 2 febbraio 2010 7
Appello del 2 febbraio 2010 8
Appello v.o. del 2 febbraio 2010 10
Appello del 18 febbraio 2010 11
Appello del 16 giugno 2010 13
Appello del 9 luglio 2010 15
Appello del 13 settembre 2010 17
Appello del 27 settembre 2010 19
Prima prova parziale del 13 dicembre 2010 21
Seconda prova parziale del 1 febbraio 2011 23
Appello del 1 febbraio 2011 24
Appello del 15 febbraio 2011 26
Appello del 16 giugno 2011 28
Appello del 7 luglio 2011 30
Appello del 12 settembre 2011 32
Appello del 30 settembre 2011 34
Prima prova parziale del 2 dicembre 2011 36

Seconda prova parziale del 3 febbraio 2012 38

iii



iv

Appello del 3 febbraio 2012

Appello del 17 febbraio 2012

Appello del 22 giugno 2012

Appello del 10 luglio 2012

Appello del 7 settembre 2012

Prima prova parziale del 7 dicembre 2012
Seconda prova parziale del 6 febbraio 2013
Appello del 6 febbraio 2013

Appello del 25 febbraio 2013

Appello del 17 giugno 2013

Appello del 8 luglio 2013

Appello del 3 settembre 2013

Appello del 17 settembre 2013

Prima prova parziale del 2 dicembre 2013
Seconda prova parziale del 5 febbraio 2014
Appello del 5 febbraio 2014

Appello del 20 febbraio 2014

Appello del 18 giugno 2014

Appello del 9 luglio 2014

Appello del 4 settembre 2014

Appello del 18 settembre 2014

Prima prova parziale del 1 dicembre 2014
Seconda prova parziale del 2 febbraio 2015
Appello del 2 febbraio 2015

Appello del 16 febbraio 2015

Appello del 22 giugno 2015

Appello del 3 settembre 2015

Prima prova parziale del 30 novembre 2015
Seconda prova parziale del 1 febbraio 2016
Appello del 1 febbraio 2016

Appello del 15 febbraio 2016

INDICE

39
41
43
45
47
49
51
52
53
55
56
58
60
62
64
65
67
69
70
72
75
7
79
81
83
85
87
89
91
93
95



INDICE

Appello del 17 giugno 2016

Appello del 2 settembre 2016

Prima prova parziale del 2 dicembre 2016
Seconda prova parziale del 6 febbraio 2017
Appello del 6 febbraio 2017

Appello del 20 febbraio 2017

Appello del 12 giugno 2017

Appello del 4 settembre 2017

Seconda parte - Soluzioni

97

99
101
103
105
107
109
111
113






TESTI 1

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/2009

Prova scritta v.o. mod. av. di Analisi Matematica 2
Verona, 31 marzo 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 1. Si consideri in R3 la superficie S di equazioni parametriche:

(P(eay) = (\/ y2—|—1COSQ,y, \Y y2+1SiH9), e [O,QW], ’y‘ <1,

¢ il campo vettoriale F : R? — R3 definito da F(z,y, 2) = (22,y/2,z).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la circonferenza di
raggio \/5, centrata in (0,1,0) e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

~(0) = (\/icose, 1, ﬂsine) , 6 e [0,2n).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 113.

Esercizio 2. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione del telegrafo sul segmento [0, 7], con ambedue le estremita libere:
Ut + 2Up — Ugy = 0, uz(0,t) = ug(m,t) =0,

assumendo come dati iniziali u(z,0) = 0 e us(x,0) = x. Si discuta la convergenza uniforme della serie
ottenuta.

Soluzione a pagina 114.

Esercizio 3. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:

& —dx —2y = 4ed,
y—3z+y =0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

Soluzione a pagina 116.




2 TESTI

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/2009

Prova scritta v.o. mod. av. di Analisi Matematica 2
Verona, 1 luglio 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 4. In R3 ¢ assegnata la superficie ¥ parametrizzata dalla funzione
¢ :[0,27] x [0,1] — R3
definita da
©(6,5) = ((s* + 1) cosh, (s + 2)sin b, s%).
Si consideri il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da
ﬁ(:p, y,z) = (321 4y, 52 + 2, 2%).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva di equazioni parametriche
~(0) = (cos6,2sin6,0), 0 € [0,2m].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢ e si calcoli ’elemento d’area di X.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (0, 3,1).

—

(5) Si calcoli il flusso di rot(F') attraverso ¥ con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione
®.

Soluzione a pagina 117.

Esercizio 5. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione di reazione-diffusione-trasporto sul segmento [0, 7]:

Up — Uggy — 2Uy — u = 0, x € [0,7], t >0,

con dati al contorno di Dirichlet omogenei u(0,t) = u(mw,t) = 0Vt > 0, assumendo come dato iniziale
u(z,0) = z(m —z)e™™ per 0 < z < 7. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 118.

Esercizio 6. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
i — 3z + 2y = 3¢,
y—2x+2y=0.
Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

Soluzione a pagina 120.




TESTI 3

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/2009

Prova scritta v.o. mod. av. di Analisi Matematica 2
Verona, 15 luglio 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 7. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata dalla funzione
@ :[-1,1] x [-1,1] — R? definita da o(u,v) = (ve¥,u?, —v),
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da
ﬁ(m, y,z) = (2122, zcosy, 22 + ).
(1) si calcolino divergenza e rotore di F

(2) si scriva la matrice Jacobiana di ¢ e si calcoli I'elemento d’area di 3.
(3) si calcoli la circuitazione di F lungo il bordo ~ di ¥ con l'orientamento su esso indotto
dall’orientamento di
(4) si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1/2,0,—1/2).
(5) si calcoli il flusso di
H(z,y,2) = (v2,y2,0)
attraverso X con l'orientamento dato dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 121.

Esercizio 8.  Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione del calore sul segmento [0, 7|, con estremita termicamente isolate:

U — OUzy = 0, 0<x<m,t>0,
uz(0,t) = ug(m,t) =0

assumendo come dato iniziale u(z,0) = 2z. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 123.

Esercizio 9. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali

' +22 -3y =3t

y +4x — 6y =0.
Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

Soluzione a pagina 124.




4 TESTI

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/2009

Prova scritta v.o. mod. av. di Analisi Matematica 2
Verona, 7 settembre 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 10. Si consideri in R? la superficie S di equazioni parametriche:

w(l,z) = ($,€$2_1 cosf, e ! sin @), 0 €10,2n], || <1,
2
st s )

x
y2 + Z2 +1

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si calcoli la circuitazione di F lungo la circonferenza di raggio e, centrata in (1,0,0) e
appartenente al piano x = 1 parametrizzata da vy(f) = (1,ecosf, esinf), 0 € [0, 27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione (.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0, 1).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da ﬁ(m, Y, z) = (

Soluzione a pagina 125.

Esercizio 11. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione alle derivate parziali:

—u + 2Ugy + 3uy +u =0, per t > 0, x €]0, 7,

u(0,t) = u(w,t) =0,

3. (T T
u(z,0) =e 4% (— - ‘a:— —D ,
Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 126.

Esercizio 12. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:

T4+ 2r+3y =3e 2,
y+dz+y =0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

Soluzione a pagina 127.




TESTI 5

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/2009

Prova scritta v.o. mod. av. di Analisi Matematica 2
Verona, 22 settembre 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 13.  Si consideri in R? la superficie S di equazioni parametriche:
©(6,r) = (rcosf,rsind, 1 —rt), 0e€l0,2n],0<r <1,
e il campo vettoriale F : R? — R3 definito da F(z,y, z) = (3y2 + 22,1 — 82°, 22 — 632).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la curva I" appartenente
al piano z = 1 parametrizzata da y(0) = (5cos#,2sinf,1), 6 € [0, 27].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1/2,0,15/16).
(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

Suggerimento: si ricordi che fo% cos*0df = 3m/4.

Soluzione a pagina 128.

Esercizio 14.  Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione alle derivate parziali

—Uy + 3ugz, = 0 in |0, 7[x]0, +00]
uz(0,t) = ug(m,t) =0
u(z,0) =0
ug(x,0) = x.
Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 131.

Esercizio 15. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
8% + 14z — 9y = 8sin(2t),
4y — 6+ 13y =0.
Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

Soluzione a pagina 132.




6 TESTI

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 10 dicembre 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 16. Si consideri 'insieme:
L ={(z,y) e R?: (2 +¢* —22)? = 2% + %},
detto Chiocciola di Pascal.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che la curva interseca gli assi in cinque punti, di cui uno & lorigine. Si determinino
gli altri quattro punti P; = (x;,v;), i = 1,2, 3,4, e si scrivano le equazioni delle tangenti a T’
in essi.

(3) Per ogni i = 1,2,3,4, si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢;(z) di classe
C! in un intorno di x; con @;(x;) = y;.

(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = /22 + y? vincolati a I". Si dica se
I'" & compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I

Soluzione a pagina 133.

Esercizio 17. Dato a € R e indicata con D la regione illimitata del primo quadrante compresa tra
I'iperbole di equazione xy = 1, la retta y = x e 'asse delle z, si calcoli

1
/ — dx dy.
D z¢

Soluzione a pagina 141.

Esercizio 18. Si consideri la serie di funzioni definite per (¢,z) € [0, 1] x [0, 27]
i (V5-3)" _u
2n—1\/5

(1) Sistudi la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie.
(2) Si calcoli la somma della serie per (¢,x) = (0,0).

cos(nx).

n=1

Soluzione a pagina 142.




TESTI 7

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Seconda prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 19.  Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* + 1) cos 0,73 + 72, (r* + 1) sin 0), (r,0) € [0,1] x [0, 27,
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(x,y, 2) = (y + 2%, 42% — 32,627 + 3°).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0, 27] — R3
di equazione

v(t) :== (5cost,2,5sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Soluzione a pagina 142.

Esercizio 20. Si consideri 'equazione differenziale:

dy  xy—y
de r
a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;

b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 1.

c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, i si determini;
e.) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(1) = 1.

Soluzione a pagina 146.

Esercizio 21. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali con condizioni al contorno di
Dirichlet:

Oyu(t,x) — Opgu(t,z) = 0 per (t,z) €]0, 400 x |0, 7],

u(0,z) = z(m — x),

u(t,0) = u(t,m) = 0.
Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di
serie e si discuta la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 146.




8 TESTI

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 22. Si consideri 'insieme
I:={(z,y) e R?: —2® — 321y — 32%y* + 42 4 8zy — ¥ + 49® = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che I' interseca gli assi in cinque punti di cui uno ¢ l'origine. Si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' nei punti di I' N {zy = 0} diversi dall’origine. Si dica se I' definisce
implicitamente una funzione y = () in un intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = x* + 22%y% + y* vincolati a T.

(4) Si dica se I' ¢ compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T'.

Soluzione a pagina 148.

Esercizio 23. Definiamo Q := {(z,y) € R? : 1 < xy < 2, x/4 < y? < z}. Si tracci il grafico di 99
e si calcoli 'area di €.

Soluzione a pagina 149.

Esercizio 24. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* + 1) cos 0, 7> + 12, (r> 4 1) sin 9), (r,0) € [0,1] x [0, 27,
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (y + 2%,42% — 32,622 + ?).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0, 27] — R3
di equazione

v(t) :== (5cost,2,5sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Soluzione a pagina 150.

Esercizio 25. Si consideri ’equazione differenziale:
dy  ay’—y
doe xr

a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 1.
c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;
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d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, 1i si determini;
e.) si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(1) = 1.

Soluzione a pagina 150.




10 TESTI

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello v.o. di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 26. Si consideri la superficie S C R3 parametrizzata da:
©o(r,0) = ((r* + 1) cos 8, r> + 72, (1% + 1) sinh), (r,0) € [0,1] x [0, 27,
e il campo vettoriale F :R3 - R3 definito da:
ﬁ(:p, y,z) = (y + 2%, 42% — 32,62% + 9°).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0, 27] — R?
di equazione

v(t) :== (5cost,2,5sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione (.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Soluzione a pagina 150.

Esercizio 27. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali con condizioni al contorno di
Dirichlet:

Oyu(t, ) — Opgu(t,x) =0 per (t,x) €]0,4o00[ x 0, [,

u(0,z) = x(r — x),

u(t,0) = u(t,m) = 0.
Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di
serie e si discuta la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 150.

Esercizio 28. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:
& —3x 4 2y = e,
y+6x—y=0.

Si discuta la stabilita delle soluzioni stazionarie dell’omogeneo associato.

Soluzione a pagina 150.




TESTI 11

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 18 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 29. Si consideri 'insieme

2
r= {(x,y) e R2\ {(0,0)}: ———F 4ot 42222 4yt = 0} .
Vg

(1) Si esprima I in coordinate polari piane, e si determini I', dove T & la chiusura di I' in R2.

(2) Si dica se T' & compatto. Si dica se T' & compatto.

(3) Si provi che T interseca l'insieme C definito da C' = {(z,y) : #?> = y?} in due punti. Si
scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nei punti di I' N C'. Si dica se I' definisce
implicitamente una funzione y = () in un intorno di ciascuno di tali punti.

(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = y\/22 + y? vincolati a T.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 152.

Esercizio 30. Si calcoli il volume del solido:

T
Q=S (z,y,2)eR?: 1<2<2,0<2<
{(:cyz) x v<

2,x2<y<2m2}.
Y

Soluzione a pagina 153.

Esercizio 31.  Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(u,v) = (u® = 3uv + 1, v%u 4+ u, u* + v?), (u,v) € [-1,1] x [-1,1],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(m, y,z) = (6y, 6z — 4yz% + 522, 10yz — 4y%2).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F' & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva v : [0, 27] — R3 di equazione
y(t) := (tsint + 1,t/2m, 5 arctan(t> + 2t) sin? t).
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo

alla parametrizzazione .

3 3 1
(4) Si calcoli la normale indotta dalla parametrizzazione nel punto P (1, 1600 + ﬁ’ 4> (non
¢ richiesta la normalizzazione).

—

(5) Si calcoli il flusso di G(z,y,2) := (6y,1,1) attraverso la superficie S orientata secondo
I’orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 154.




12 TESTI

Esercizio 32. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali con condizioni al contorno di
Neumann:

Oru(t, x) — Opgu(t, z) + 4u(t,z) = 0 per (t,z) €]0,4o00[ x |0, 7,

u(0,z) = ‘g - x‘ ,

Uz (t,0) = ug(t,m) = 0.
Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di
serie e si discuta la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 156.




TESTI 13

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 16 giugno 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 33. Si consideri 'insieme
2
5 z? + y2 = O} .

.= {(m,y) e R“\ {(0,0)}: —m

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane. Si determini I, chiusura di " in R2.

(2) Si provi che I' interseca gli assi in due punti. Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a
I nelle due intersezioni e si dica se I' definisce implicitamente una funzione z = (y) in un
intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = arctanlog(x? + y? + 1) vincolati a
Ir.

(4) Si dica se I' & compatto, si dica se I' & compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T'.

Soluzione a pagina 157.

Esercizio 34. Definiamo Q := {(z,y) e R?: 0 <2 +y <2,0 <z —y < 2r}. Si tracci il grafico di
0N e si calcoli il seguente integrale doppio: // cos?(z 4+ y) sin(3(z — y)) dz dy.
Q

Soluzione a pagina 158.

Esercizio 35.  Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
cp(u,v):(u,v,l—UQ—v4), con u,v € R, u? +0v* <1,
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (99 + 32,82% + z, 622).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0,27] — R3
di equazione 7(t) := (cost,0,sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(1/v/2,0,1/2).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Soluzione a pagina 159.

Esercizio 36. Si consideri 'equazione differenziale:
dy y

dx yr? — o’
a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 3.
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c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, 1i si determini;
e.) si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(1) = 3.

Soluzione a pagina 160.




TESTI 15

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 9 luglio 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 37. Si consideri 'insieme
I:={(z,y) € R*: 2 + y* — cos(6zy) — 1 =0} .

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che I' interseca gli assi in quattro punti. Si scrivano le equazioni delle rette tangenti
a I' nelle intersezioni e si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un
intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si determinino i massimi della funzione h(z,y) = eV***t¥* 4 1 vincolati a T.

(4) Si dica se I' & compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I'.

Soluzione a pagina 160.

Esercizio 38. Definiamo Q := {(z,y) € R? : |z +y| < 2, |z —y| < w}. Si tracci il grafico di 9 e
T+Y

si calcoli il seguente integrale doppio: / / <3> sin?(z — y) dz dy.
Q

Soluzione a pagina 161.

Esercizio 39. Si consideri la superficie S C R3 parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* =12 + 1) cosh, (r* — 12 +1)sinb, ), con # € [0,27],0 <r <2,
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
ﬁ(m, y,2) = (247 + 62,522 + 4z, 22%).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F' & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0, 27] — R3
di equazione 7(t) := (cost,sint,0).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(1,0,1).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Soluzione a pagina 161.

Esercizio 40. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione alle derivate parziali

Ut — 3ugy = 0 in |0, 7[x]0, +00]

uz(0,t) = ug(m,t) =0

u(z,0) = z(r — x)

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.
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Soluzione a pagina 164.




TESTI 17

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 13 settembre 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 41. Si consideri I'insieme
I:={(z,y) eR?: 22 4+ 9% — 44 233 =0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.
(2) Si provi che I' interseca gli assi in quattro punti. Si scrivano le equazioni delle rette tangenti
a I' nelle intersezioni e si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un
intorno di ciascuno di tali punti.
(3) Si dica se I' & compatto.
(4) Si dica se esistono massimi e minimi della funzione
4 — x3y3
hz,y) = 2
vincolati a I, in caso affermativo li si determini.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I'.

e_(4_x3y3)/4

Soluzione a pagina 165.

Esercizio 42.  Definiamo Q := {(x,y) € R? : |z +y| < 1, |z — y| < w}. Si tracci il grafico di 9 e

. .. . ) sin(z — y)
si calcoli il seguente integrale doppio: ——=—dx dy.
g g PP //Q 1+ (x +y)2 Y

Soluzione a pagina 166.

Esercizio 43.  Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(u,v) = ((v2 + 1)2 sin(u), v, (1)2 + 1)2 COS(U)) , conu € [0,27],0 <wv <1,

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
ﬁ(x, Yy, 2) = (3z + 422, —x — 6y + 2,y — 2?).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva « : [0, 27r] — R? di equazione
~(t) := (cost,sint,0).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.

25 1
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P (16’ 16’ 0).

(5) Si calcoli il flusso di rot F attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema di Stokes.

Soluzione a pagina 167.
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Esercizio 44. Si consideri ’equazione differenziale

d 2 2+ &
dy  2zy+a7y+ 75
dr 2 +y2
(1) Siscriva tale equazione come equazione differenziale totale.
(2) Si trovi la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
(3) Si trovi la soluzione corrispondente al dato iniziale y(0) = /3.

Soluzione a pagina 169.




TESTI 19

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/2010

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 27 settembre 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 45. Si consideri 'insieme
I:= {(;U,y) cR?: (1‘2 + y2)5/2 — (1‘2 + y2)2 - (3:132 + y2)2 = 0} .

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che I' interseca gli assi in cinque punti punti, di cui uno & l'origine. Si scrivano le
equazioni delle rette tangenti a I' nelle intersezioni diverse dall’origine e si dica se I' definisce
implicitamente una funzione y = () in un intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si dica se I" & compatto. Si dica se I\ {(0,0)} & compatto.

(4) Si dica se esistono massimi e minimi della funzione

h(z,y) = log arctan(z? + y?)
vincolati a I\ {(0,0)}, in caso affermativo li si determini.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di IT'.

Soluzione a pagina 169.

Esercizio 46. Definiamo Q := {(z,y) € R?: |z +y| < 1, |z — y| < w}. Si tracci il grafico di 9 e

T — y)e_(x_y)Q dz dy
( .

) .. ) . (
si calcoli il seguente integrale doppio:
. grale doppio: [ /Q e

Soluzione a pagina 170.

Esercizio 47. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(u,v) = (1)2 + 1, v% sin(u), (1)2 + 1) cos(u)) , con u € [0,27],0 <wv <1,
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(:ﬁ,y, 2) = (5x + 2y + 422, 2z — y + 2z, —2% + 4y).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva v : [0, 27] — R3 di equazione

~(t) := (cos(t), 3sin(t),0).
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P (2,1,0).

(5) Si calcoli il flusso di rot F attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema di Stokes.

Soluzione a pagina 170.
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Esercizio 48. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione alle derivate parziali

Ut — 2Ugy +u =0 in |0, 7[x]0, +o00]

uz(0,t) = ug(m,t) =0

U(.le, 0) - X[Oﬂr/ﬂ(x)a

dove X[o,r/2)(z) = 1 se x € [0,7/2] e X[o,x/2/(z) = O altrimenti. Si discuta la convergenza uniforme
della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 173.




TESTI 21

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 13 dicembre 2010

Cognome e nome: matr

Nota: i punti a. costituiscono la versione A del compito, quelli b. ne costituiscono la versione B.

Esercizio 49. Studiare la convergenza uniforme della serie di Fourier

5n1/2 gn+9
_3+Zn+ n cosnx+(—1)" sinnz.

ni/2 _ 93n—1
24n+9 nl/2 _ .
b. S(z) =7+ Z(_l)n33n—4 COSNT — o g5 sinnz
n=1
2m
Calcolare S(z) dx. Dire inoltre se S(x) e derivabile, giustificando adeguatamente quanto asserito.

0

Soluzione a pagina 174.

Esercizio 50. Determinare la natura dei punti critici della funzione
a. f(z,y) =2%+y> —3zy — 3.
b. f(z,y) =23 —y> — 32y + 3.

Soluzione a pagina 175.

Esercizio 51. Determinare massimo e minimo della funzione f sull’insieme V' con
a. f(r,y,2) =22 —y?2, V={(2,y,2) € R3: 22 + 92 + 22 =9, 22 +y? — 2% = 4}.
b. f(z,y,2) =22+ 2%, V ={(2,y,2) €ER®: 2% +¢* + 2% =16, 2% + y* — 2* = 4}.

Soluzione a pagina 176.

Esercizio 52.

a. La relazione (22 + 2% + y?)? = 22 — 32 — 22 definisce implicitamente una funzione y = g(x, 2)
intorno al punto py = (‘4[, \4[, 0). Si determinino le formule che esprimono % e gy, e se ne

calcoli il valore in pg. Facoltativo: si dica intorno a quali punti non si puo esplicitare y in
funzione di z, z. Si dica intorno a quali punti non & possibile esplicitare nessuna delle variabili
in funzione delle rimanenti due.

b. La relazione y? — 2?2 — 22 = (2% + 22 + y?)? definisce implicitamente una funzione x = f(y, 2)
3 _ 1 \[ . .. . b 9
intorno al punto pg = (7 oL 0). Si determinino le formule che esprimono §7 e 5,0 € se

ne calcoli il valore in py. Facoltativo: si dica intorno a quali punti non si puo esplicitare x in
funzione di y, z. Si dica intorno a quali punti non e possibile esplicitare nessuna delle variabili
in funzione delle rimanenti due.

Soluzione a pagina 178.

Esercizio 53.

a. Calcolare // L dw dy dove D := {(z,y) € R?: 22 +y* <4,y > 1}.
DY
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b. Calcolare // 2% dx dy dove D ¢ il parallelogramma di vertici (0,0), (1,2), (3,0) e (2, —2).
D

Soluzione a pagina 178.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Seconda prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 1 febbraio 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 54. Si consideri il campo vettoriale F : R3 — R3 dato da f(m, y,z) = (xz,yz,1).

(1) Si scrivano divergenza e rotore di F.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

I:= {(.CE,y,Z) eR*: x2+y2+z2:25, 223},

percorsa muovendosi in senso antiorario rispetto all’asse z.
(3) Si calcoli il flusso di F' attraverso le superfici

S1:={(z,y,2) €R?: 2® +y° + 2% =25, 2 > 3}
Sy = {(z,y,2) cR3: x2+y2+22 < 25, z = 3}

entrambe orientate con la normale rivolta verso 1’alto.

Soluzione a pagina 178.

Esercizio 55. Si risolva, per separazione di variabili, il seguente problema relativo all’equazione
del calore (in una sbarra con estremita termicamente isolate):

ug(t, x) = ugs(t, ), z € (0,m),t > 0;
ug(t,0) = ug(t,m) =0, t>0;
u(0,z) =7 —x, z e (0,7).

Si discuta poi la convergenza uniforme della serie ottenuta per stabilire se il dato iniziale ¢ effettiva-
mente assunto.

Infine, si discuta la derivabilita termine a termine della serie e si dica se € lecito affermare che
la soluzione trovata soddisfa sia I’equazione differenziale che le condizioni al contorno imposte dal
problema.

Soluzione a pagina 180.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 1 febbraio 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 56. Si consideri la funzione f(z,y) = 2% — 3y?z — 120y — 27x.
(1) Si trovino i punti critici di f e se ne stabilisca la natura.
(2) Si dica se I'insieme di livello di f passante per il punto (1,—1) & esprimibile come grafico di
una funzione regolare di x in un intorno di tale punto.
(3) Si trovino il massimo ed il minimo assoluto di f sull'insieme D := {(z,y) € R? : |z|+|y| = 1}.

Soluzione a pagina 182.

Esercizio 57. Si calcoli il volume della porzione della semisfera
{(z,y,2) €ER®: 22>0, 22 +9° + 22 < 1}
contenuta nel cilindro {(z,y, z) € R3: 22 + 92 < 1/4}.

Soluzione a pagina 182.

Esercizio 58. Si studi la convergenza uniforme della serie di funzioni

= 1
——— e "sin(sinnz

; ny1l+n ( )

sulla semiretta [0, +oo[. Si discuta poi la derivabilita della somma f(x) della serie sulla semiretta

aperta |0, +o00[. Quante volte ¢ (eventualmente) derivabile f(z)?

Soluzione a pagina 183.

Esercizio 59.  Si consideri il campo vettoriale F : R3 — R? dato da F(z,y, 2) = (xz,yz,1).

(1) Si scrivano divergenza e rotore di F.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

= {(z,y,2) € R3: 22 +9? + 2% =25, 2 = 3},

percorsa muovendosi in senso antiorario rispetto all’asse z.
(3) Si calcoli il flusso di F' attraverso le superfici

S1:={(z,y,2) R+ 2® +y° +2° =25, 2 > 3}
Sy :={(z,y, 2) cR3: x2+y2+22§2572’=3}

entrambe orientate con la normale rivolta verso 1’alto.

Soluzione a pagina 183.
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Esercizio 60. Si risolva, per separazione di variabili, il seguente problema relativo all’equazione
del calore (in una sbarra con estremita termicamente isolate):

u(t, 1) = ugy(t, x), z e (0,7),t>0;
Uy (t,0) = uy(t,m) =0, t>0;
u(0,z) =7 —x, z e (0,m).

Si discuta poi la convergenza uniforme della serie ottenuta per stabilire se il dato iniziale ¢ effettiva-
mente assunto.

Infine, si discuta la derivabilita termine a termine della serie e si dica se e lecito affermare che
la soluzione trovata soddisfa sia ’equazione differenziale che le condizioni al contorno imposte dal
problema.

Soluzione a pagina 183.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 15 febbraio 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 61. Sia data la funzione f(z,y) = 2% + 3> + 3zy.

(1) Si trovino i punti critici di f e se ne stabilisca la natura.

(2) Si consideri I'insieme I' = {(z,y) € R? : 2% +y3 = 1}. Si dica se si tratta di una curva
regolare e se tale insieme ¢ localmente esprimibile come grafico di una funzione regolare di x
in un intorno di (0,1). E possibile esprimere globalmente T' come grafico di una funzione di
x?

(3) Si trovino, se esistono, il massimo ed il minimo assoluto di f su T

Soluzione a pagina 183.

Esercizio 62. Si calcoli 'integrale

/(y2 + 22) dx dy dz,
D
ove D & il cilindro {(z,y,2) € R3: -1 <2z<1, 22 +¢% <1},

Soluzione a pagina 184.

Esercizio 63. Si consideri il campo vettoriale F :R3 - R3 dato da

F(x,y,z) = (" cosy, —e" siny, z).

(1) Calcolare la divergenza ed il rotore di F. Dire se F & conservativo e, in caso affermativo,
trovarne un potenziale scalare.
(2) Calcolare l'integrale del campo F' lungo la curva

y(t) = (t2,sin (gt) ,t> , te[0,1].
(3) Calcolare il flusso del campo F attraverso le superfici
S1={(z,y,2) eR3: 22 +¢* <2z 2=1},
Se={(z,y,2) eR’: z =2 +¢* 0< 2 <1},
entrambe orientate con la normale rivolta verso 1’alto.

Soluzione a pagina 184.

Esercizio 64. Si risolva, per separazione di variabili, il seguente problema relativo all’equazione
della corda vibrante:
(6, ) = uge(t,x), x €J0,m[, t >0,

u(t,0) = u(t,m) =0, t>0,
u(0,z) =0, x €]0, [,
uy (0, 7) = sin3(z), x €]0, .
C’¢ qualcosa da osservare sulla convergenza della serie ottenuta? (Just a joke...)
[Sugg.: Puo essere utile I’identita sin®(x) = 3/4sinx — 1/4sin 3z.]
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Soluzione a pagina 185.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 16 giugno 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 65. Si consideri il seguente insieme:
I:={(z,y) € R?: 42* — 323y +¢* = 1}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Sidica se I' ¢ compatto. [Sugg. posto y = max, si ottiene z in funzione di...]

(3) Si provi che T" interseca gli assi in quattro punti distinti. Si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a ' in tali punti e si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un
intorno di ciascuno di tali punti.

(4) Si determinino, se esistono, i massimi assoluti vincolati a I' della funzione h(z,y) = 4x*—3z3y.
Esistono minimi assoluti di h vincolati a I'? [Sugg. si sfrutti il punto (2)]

(5) Facoltativo. Motivando accuratamente la risposta, si determini il numero di soluzioni C!
distinte della relazione (z,2) € I, in un intorno del dato iniziale z(0) = 1/2.

Soluzione a pagina 186.

Esercizio 66. Posto B := {(z,y,2) € R?: 22 + y? + 22 < 1}, si calcoli I := /// e“drdydz.
B

Soluzione a pagina 187.

Esercizio 67. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* + 1) cos 0,73 + 2, (r* + 1) sin 0), (r,8) € [0,1] x [0, 27],
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (y + 2%, 42% — 32,622 + ?).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la curva v : [0, 27] — R?
di equazione
~(t) := (5cost,2,5sint).
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo

alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto
dalla parametrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Soluzione a pagina 187.
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Esercizio 68. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali:
Opu(t, ) — 204,u(t,x) =0 per (t,x) €0, +oo] x 0, 7[,
u(0,z) = e*,
uz(t,0) = ug(t, m) = 0.

Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di
serie e si discuta la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 190.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 7 luglio 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 69. Si considerino i seguenti insiemi in R?
Iy = {(z,y,2) € R3: 23 + 62y — 3y° = 1},
Ty = {(x,y,2) € R®: 5y* + 6xy + 222 = 4}.

(1) Si descrivano I'y e I'y in coordinate cilindriche.

(2) Sidica se I'y e I'y sono compatti.

(3) Si provi che il piano di equazione y = 0 interseca I'y N 'y in due punti distinti P; e P di cui
P, con terza coordinata strettamente positiva.

(4) Sidica se in un intorno di P; = (Pig, Py, P12) € Py = (Pay, Pay, Ps2), 'insieme I'y NI'y ¢ para-
metrizzabile rispettivamente da una curva v1(z) = (21(2), y1(2), 2) e 12(z) = (x2(2), y2(2), 2).
In caso affermativo, si calcolino 41 (P1,) € Y2(Pay).

(5) Si determinino i punti di I'; pit vicini all’origine.

(6) Facoltativo: Si calcolino i vettori normali unitari 71 (P;) a 'y nel punto P e fig(P1) a 'y
sempre nel punto P;. Sia 6 I'angolo formato da tali vettori normali. Si scelga il verso della
normale 7fi2(P;) in modo che 6 € [0, 7] e si calcolino cosf e sin 6.

Soluzione a pagina 191.

Esercizio 70. Si consideri 'insieme:
D={(z,y) eR*: 22 +9° > 1,z +y<2,y<z, x>0, y>0}

Dopo aver tracciato un grafico di D, si calcoli

Yy
//D 21 dx dy.

Soluzione a pagina 193.

Esercizio 71. Si considerino la superficie S C R3 parametrizzata da
D(z,0) = ((2+sin3z) cos b, (2 +sin3z)sinb, z) con z € [0, 7], 6 € [0, 27],

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da

F(z,y,2) = (sin? zsiny, 2sin z cos z cos y, sin ).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & solenoidale e/o conservativo.
(2) Si calcolino 'elemento d’area e la normale a S.

(3) Si calcoli il flusso di F attraverso S.

Soluzione a pagina 194.
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Esercizio 72. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali:

Ou(t, x) = Oppu(z), per (t,z) €]0,+00[x]0, 7],
Uz (t,0) = ug(t,m) =0, per t €]0,+o0[
u(0,z) = z + cos bz per z €]0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per trovare una soluzione in forma di serie, e si discuta
la convergenza della serie ottenuta. Si calcoli, se esiste, il limite della soluzione per ¢ — 4oc0.

Soluzione a pagina 194.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 12 settembre 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 73. In R? si considerino:
By = {(z,y,2) € R3: 22 + ¢y + 2% = 4},
C:={(z,y,2) eR?: (x — 1) +y* =1},
':=ByNC,
m1(T) := {(y,2) € R?: esiste x € R tale che (z,y,2) € T'}.

(1) Si esprima 71 (T) in coordinate polari piane [Sugg.: si espliciti z* + y* nell’equazione di C]

(2) Sidica se I' & compatto.

(3) Si provi che I" interseca gli assi in tre punti distinti. Si dica se I" definisce implicitamente
una funzione () = (z(t), %, 2(¢)) in un intorno di ciascuno di tali punti, in caso affermativo
si calcoli 4(¢) in tali punti.

(4) Si determinino, se esistono, i punti di I' situati alla minima e massima distanza dal punto
A:=(5,0,0).

(5) Facoltativo. Si tracci un grafico qualitativo dall’insieme 7 (I").

Soluzione a pagina 195.

Esercizio 74.  Posto Q := {(2,9,2) € R3: —10 < 2z < 10, 22 + y?> < 1, 2% + 3% < 2y, x < 0} si
tracci un grafico accurato di €2 e si calcoli

I:= /// x\/ 2?2 + y? dx dy dz.
Q

Soluzione a pagina 197.

Esercizio 75. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:

p(r,0) = (z,y,1/Va? +2), 1<a?+y? <9,
e il campo vettoriale F :R3 - R3 definito da:
ﬁ(ﬂf,y, Z) = (y + Z2’4$2 - 32’ 1/24)'
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
2) Si calcoli la circuitazione di F lungo la curva v : [0, 2] — R? di equazione
(2) 8 v : [0, q
v(t) :=(4,2cost + 1,7 + 2sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(v/2,+/2,1/2).

(5) Si calcoli il flusso di rot F attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 198.
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Esercizio 76. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali:
Oyu(t, x) — Opgu(t, ) + Oyu(t,x) =0 per (t,x) €]0,4o00[ x |0, 7[,
u(0,z) = e/ %x(r — x),
u(t,0) = u(t,m) = 0.

Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di
serie e si discuta la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 200.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2010/2011

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 30 settembre 2011

Cognome e nome: matr

Esercizio 77. In R? si consideri 'insieme:
I:= {(x,y) e R?: ex2+y2(a:2 +y%) = ]m\}

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si dica se ' & compatto, si dica se R? \ I' & semplicemente connesso.

(3) Si provi che T" interseca gli assi nell’origine e in altri due punti distinti Py, P», e si dica se
I' definisce implicitamente una funzione x = z(y) in un intorno di P; e P». [Sugg. non &
richiesto di determinare in modo esplicito i punti di intersezione].

(4) Si consideri la funzione h(z,y) = x/+/x? + y? e si determinino, se esistono, i massimi e minimi
di h(z,y) vincolati a T.

(5) Facoltativo. Si tracci un grafico qualitativo dall’insieme T.

Soluzione a pagina 201.

Esercizio 78. Posto Q := {(z,y,2) € R*: 0 < z < 1, 2% + 3? < 1} si tracci un grafico accurato di

Q) e si calcoli
I:= /// z2\/1—y2drdydz.
Q

Soluzione a pagina 203.

Esercizio 79.  Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:

gp(u,v):<“‘£”,“;“,u2+v2>, 0 < |ul <5,0< |v] <5,

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (y+ 2%, 42> — 3z,2 + y).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva v : [0, 27] — R3 di equazione
v(t) :== (0,2 cost,2sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(3,0,18).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo I'orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 203.
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Esercizio 80. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali:
Opu(t,x) — Opgu(t,z) =0 per (t,x) €]0, 400 x |0, 7],
u(0,z) = x(m — x),
u(t,0) = u(t,m) =0,
ut(0,2) = 0.

Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di
serie e si discuta la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 204.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2011/2012

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 2 dicembre 2011

Cognome e nome: matr

Nota: i punti a. costituiscono la versione A del compito, quelli b. ne costituiscono la versione B.

Esercizio 81. Studiare la convergenza (in L?, puntuale e uniforme) delle seguenti serie:

o
1 -n 5n+2
a. S(x) = g + Z % cos nx + cos(nm) Gand sinna.
)™ logn n/* —4n
b. _7+Zn3+12n ] COSTT — g - sinnz.
2
Calcolare S(z) dx. Dire inoltre se S(z) ¢ continua, giustificando adeguatamente quanto asserito.
0

Soluzione a pagina 205.

Esercizio 82. Si consideri il sottoinsieme I' di R? definito da:
a. I'i={(z,y) eR?: (27 +2y2)2 =22 4+ 4%}
b. T':={(z,y) e R?: (2 + y2)2 = 2% + 247}
Si richiede di:
(1) esprimere I' in coordinate polari piane.
(2) dire se I' & chiuso, e se I' & compatto.
(3) provare che I' interseca gli assi in cinque punti distinti Py, Py, P3, Py, P5s con P5; = (0,0).
Si scrivano poi le rette tangenti r;, ¢ = 1,...,4, a I nei punti P;, ¢ = 1,...,4 e si dicase I'
definisce implicitamente una funzione y = ¢(z) in un intorno di ciascuno di tali punti.
(4) dire se esistono i massimi e minimi assoluti della funzione h(x,y) = 22 + 32 vincolati a I e,
in caso affermativo, determinarli.

Soluzione a pagina 205.

Esercizio 83.

a. Per ogni o € R, si determinino i punti critici della funzione g,, : R?> — R definita da g, (z,y) =
2% + 222 — axy 4 y? e se ne stabilisca la natura.

b. Per ogni o € R, si determinino tutti i punti critici della funzione g, : R? — R definita da
go(z,y) = 423 + 622 + 32y — ay?. Dopo aver verificato che O = (0,0) & punto critico per ogni
valore di «, si studi la natura di O = (0,0) al variare di a.

Soluzione a pagina 208.

Esercizio 84.

1
a. Calcolare I := // (RN dx dy dove D := {(z,y) € R?: x>0, y > 0}.

b. Calcolare I := // V14 x+ ydxdy dove D ¢ il triangolo delimitato dalle rette x =0, y =0
D
ex+y=3.
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Soluzione a pagina 211.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2011/2012

Seconda prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 3 febbraio 2012

Cognome e nome: matr

Esercizio 85. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
¢(u,v) == (sin®(u) cos(v), sin®(u) sin(v), u) u € [0,2n], v € [0,27],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(x,y, z) = (51‘2,:1: +2¢9% + z2,z) .
(1) Si calcolino la divergenza e il_)rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
v(t) := (2cos(t),sin’(t), 3) t € [0,2m7].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1, 0, %)

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso % con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

2 3
Suggerimento: / sin* 0 do = R
0
(6) Facoltativo:Si calcoli il flusso di rot F' attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parame-
trizzazione.
Soluzione a pagina 211.
3
d 2y +ay+ L&
Esercizio 86. Si consideri ’equazione differenziale d—y A 7] con x # 0.

2
X Y-
T+
a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 1.

c.) si studi il segno della soluzione;

d.) si dica se essa ¢ prolungabile ad una funzione C'! definita su tutto R che sia soluzione
dell’equazione per ogni x # 0;

e.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, li si determini.

Soluzione a pagina 214.

Esercizio 87. Si consideri la famiglia di funzioni:

X X _ )2
ue(z,y) = 22 (1 - g) ev=") JrlX[—e,s} ().

Si studi la convergenza puntuale di u.(z,y) per e — 0. Si calcoli

F(y) := lim [ uc(z,y)dz.
e—=0t Jr

Soluzione a pagina 216.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2011/2012

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 3 febbraio 2012

Cognome e nome: matr

Esercizio 88. In R? si consideri 'insieme T := {(CL‘, y) € R?: 62ty + 5ot 4+ 22%y* + ¢t — % = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si dica se I' & compatto.

(3) Si provi che I' interseca le bisettrici dei quadranti nell’origine e in altri quattro punti distinti
P, i =1,2,3,4, di cui P; appartenente al primo quadrante aperto. Si determinino tali punti.
Si indichi nel seguito con « I'ascissa di Pj e si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I’
in P;, 1 =1,2,3,4. Si dica se I" definisce implicitamente una funzione z = x(y) in un intorno
di P, i=1,2,3,4.

(4) Si consideri la funzione h(z,y) = y? e si determinino, se esistono, i massimi e minimi di
h(z,y) vincolati a T

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo dall’insieme T'.

Soluzione a pagina 216.

Esercizio 89.  Si consideri I'insieme  := {(x,y) € R?\ {(0,0} : z > 0,22 + y? < y} e si calcoli

I'integrale:
4
Yy
I:= ———— dx dy.
/ /Q 2y Y

Soluzione a pagina 217.

Esercizio 90. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
¢(u,v) := (sin®(u) cos(v), sin(u) sin(v), u) , u € [0,27], v € 0,2n],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(x,y, z) = (5:U2,x + 2% + 22, z) .
(1) Si calcolino la divergenza e ilﬁrotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
v(t) = (2 cos(t), sin?(t), 3), t €10,2mx].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,0, %).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

2 3r
Suggerimento: / sint 0 df = e
0
(6) Facoltativo:Si calcoli il flusso di rot F' attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parame-

trizzazione.

Soluzione a pagina 217.
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d 2y +xy + &
Esercizio 91. Si consideri ’equazione differenziale d—y = _y—yy23x, con x # 0.
T T+ 3

a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 1.
c.) si studi il segno della soluzione;
d.) si dica se essa ¢ prolungabile ad una funzione C'! definita su tutto R che sia soluzione
dell’equazione per ogni x # 0;
e.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, li si determini.

Soluzione a pagina 218.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2011/2012

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 17 febbraio 2012

Cognome e nome: matr

Esercizio 92. In R? si consideri 'insieme T := {(CL‘, y) € R?: 2% + 423 4+ 22292 + 9 — 92 = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si dica se I' & compatto.

(3) Si provi che I' interseca le bisettrici dei quadranti nell’origine e in altri quattro punti distinti
P, i=1,2,3,4. Si determinino tali punti e si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I
in P;, i =1,2,3,4. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno
di P,i=1,2,3,4.

(4) Si consideri la funzione h(z,y) = y/22 + y? e si determinino, se esistono, i massimi e minimi
di h(z,y) vincolati a I'. [Suggerimento: dall’espressione in coordinate polari, si usi il Teorema
di Dini per studiare le derivate di p = p(#), studiando a parte i punti dove la funzione non &
esplicitabile.]

Soluzione a pagina 218.

Esercizio 93.  Si consideri l'insieme Q := {(z,y,2,t) €R*: 1 <2 <2, 3<y<4,1<2<2,3<
t < 4} e si calcoli I'integrale:

1
I := dx dy dz dt.
/Q<m+y>2<z+t>2 ravaes

Soluzione a pagina 218.

Esercizio 94. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) := (3u2 + v, u? + 4% u+ v) , wel[-1,1,ve[-1,1],

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:

F(z,y,2) = (2 +y,z+y+2,22—y).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

~(t) := (cos(t), 3sin(t),0), t € 0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (3,1,1).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 219.
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Esercizio 95. Si consideri 'equazione alle derivate parziali
Owu(t,z) — 36 02, u(t,x) =0, in ]0,+oo[x]0, ],
u(t,0) = u(t,m) =0,
u(0,x) = e*.

Si applichi il metodo di separazione delle variabili per scrivere la soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 221.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2011/2012

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 22 giugno 2012

Cognome e nome: matr

Esercizio 96. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : —32%y* 4+ 22 + 6y* — 2 =0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si dica se I' & compatto.

(3) Si provi che I' interseca la retta x = 2 in quattro punti distinti P;, ¢ = 1,2, 3,4. Si determinino
tali punti e si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' in P;, ¢ = 1,2,3,4. Si dica se I’
definisce implicitamente una funzione x = z(y) in un intorno di P;, i = 1,2, 3, 4.

(4) Si consideri la funzione h(x,y) = 2% + 32 e si determinino, se esistono, i massimi e minimi di
h(z,y) vincolati a I'.

Soluzione a pagina 222.

Esercizio 97. Sia o > 1. Calcolare

1 1
I, = — dx dy,
“ /Ra (log)? + (logy)Zay Y
dove

1
R, = { (z,y) €R?:2 >0,y >0, — < (logz)® + (logy)* < o,
«Q

log  + logy > /{log 2% + (log y>2} .

Soluzione a pagina 224.

Esercizio 98. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+v,v2 —u?u? +v2) , u€e[-2,2],ve[-272],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(a:, y,z) = (:CQZ, 2% 2% — y) i
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

~(t) == (3 cos(t), 3sin(t),0), t €0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1,1).

(5) Si scriva il flusso di rot F* attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 224.

Esercizio 99. Si consideri la seguente equazione differenziale:
dy  e™(2—ay) — zy?
dr 2 (e® — 2y)
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a.) Si scriva l'equazione data come equazione totale.
b.) Si scriva la soluzione dell’equazione data in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
c.) Per ogni ¢ > 0, si provi che se y(-) & una soluzione dell’equazione definita in ]0,e], allora
lim |y(x)| = +oo.
z—07t

Soluzione a pagina 227.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2011/2012

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 10 luglio 2012

Cognome e nome: matr

Esercizio 100. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : 42* 4 52? — 6zy + 4y* = 0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.
(2) Si provi che I' interseca la retta y = x nell’origine e in altri due punti distinti P;, i = 1,2.
Si determinino tali punti e si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' in P;, ¢ = 1,2. Si
dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di P;, i = 1, 2.
(3) Si consideri la funzione
2(,4 | 4
e ty) (ac +y ), sey #0
h(z,y) = y!
0, se y =0,

e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e minimo vincolati a I'. Non e richiesta
la determinazione esplicita dei punti di massimo. [Sugg. Ponendo y = ma nell’equazione
f(z,y) = 0 che definisce T si ottiene...]

Soluzione a pagina 228.

Esercizio 101. Posto R := {(x,y) ER?:2>0,y>0,z<a?+y%< 2x}, calcolare:

I'—/ 2zy dz dy
R (@ +y) (A +a? 4 y?)

Soluzione a pagina 229.

Esercizio 102. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+v2,v —u?, u? +v2) , u€[-2,2],ve[-22],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
F(x,y,2) = (zy2,y,22).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

~(t) :== (3 cos(t),0,sin(t)), t € ]0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 230.
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Esercizio 103. Si consideri il seguente problema differenziale:

Opu(t,x) + 20pu(t, x) — Oppu(t,z) =0, set>0,0<z<m,

u(t,0) = u(t,m) =0, set >0,
Ou(0,2) =0, se0 <z <m,
u(0,2) = =, se0 <z <.

(1) Si applichi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di
serie.

(2) Sidiscuta la convergenza della serie ottenuta, stabilendo se essa effettivamente ¢ una soluzione
del problema.

Soluzione a pagina 232.
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Esercizio 104. In R? si consideri l'insieme I' := {(33, y) € R?: 23 — 322y + xy? =

o5}

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto. In caso negativo, si determini

se ammette asintoti.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(z) in un

intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := xy e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e

minimo assoluti vincolati a I'.
(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Esercizio 105. Posto

V3

Soluzione a pagina 234.

Q::{(x,y)ERQ:x;éO,y>0,1<:L“2+y2<9,<z<\/§},

3

si tracci il grafico del dominio €2 e si calcoli

I:/ yQ /$2+y2
' Q 2(132

log(y? + x2) dx dy.

Esercizio 106. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) == (u—i—v,v—u,u2+v2), u€[-2,2],v

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

F(z,y,2) = (zz,y + z,2° — y?).

Soluzione a pagina 236.

€[-2,2],

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) := (cos(t),t + 3sin(t),0), t € ]0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo

alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1, 1).

(5) Si scriva il flusso di rot F* attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 236.
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Esercizio 107. Si consideri il seguente sistema di equazioni lineari del primo ordine:

36—2t

o= =200 -T2y —

o2t
y =6x+4 22y + -

(1) Si scriva la soluzione generale del sistema, precisandone 'intervallo massimale di esistenza.
(2) Si scriva la soluzione vp(t) = (x(t), y(t)) passante per il punto P(1,0) al tempo ¢ = 0.
(3) Si dica se yp(t) € limitata per ¢ > 0. Esistono soluzioni limitate per ¢ > 07

Soluzione a pagina 239.




TESTI 49

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2012/2013

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 7 dicembre 2012

Cognome e nome: matr

Nota: i punti a. costituiscono la versione A del compito, quelli b. ne costituiscono la versione B.

Esercizio 108. Si considerino le seguenti serie:

5 ~=e "+n?—logn
a. S(x):= 5 g i cos(nx).
5 <= arctann 4+ n — log 6n
b. S(z) := 3 + E o B cos(nx).

Giustificando adeguatamente le risposte, si chiede di:

1) studiare la convergenza puntuale, uniforme, totale e in L?(—n, ) della serie data.
3T

2) calcolare S(z)dx.

(

(2)
—T

(3) dire se S(-) & continua, se & pari oppure dispari e se & di classe C*.

(4)

™
4) provare che / 1S (x)|? dx > 257/2.
—T

Soluzione a pagina 240.

Esercizio 109. a., b. Si consideri il sottoinsieme I' di R? definito da:
[i={(z,y) e R?: (22 + y*)* + 22y — (2 + y*)* = 0}.
Si richiede di:
(1) esprimere I in coordinate polari piane.
(2) dire se I' & chiuso, e se I" & compatto.
(3) provare che I' interseca gli assi in cinque punti distinti P, Py, Ps, Py, P5 con P5 = (0,0).
Si scrivano poi le rette tangenti r;, ¢ = 1,...,4, a ' nei punti P;, i = 1,...,4 e si dica se '
definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un intorno di ciascuno di tali punti.
(4) dimostrare che la funzione h(z,y) = 2% + y* ammette massimo e minimo assoluti vincolati a
I', e che i punti di massimo e minimo assoluti sono date dalle intersezioni di I" con la retta
y = —x [Nota: non si richiede la determinazione esatta dei massimi e dei minimi vincolati.]

Soluzione a pagina 241.

Esercizio 110. Al variare del parametro a € R, si consideri la funzione g, : R> — R definita da
a. go(z,y) = 2+ ax® + 4oy + (a — 3)y* + (2z + y)>.
b. ga(z,y) = 2+ ay® + dzy + (o — 3)z* + (2y + 2)*.
Dopo aver determinato tutti i punti critici di g, e aver provato che l'origine & punto critico di g, per
ogni a € R, si stabilisca se 'origine € punto di massimo relativo, di minimo relativo o sella.

Soluzione a pagina 243.

Esercizio 111. Dopo aver tracciato un grafico accurato del dominio €2, si calcolino i seguenti
integrali:
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o
- Il

22 1
(x—y)?

1+ a:+y

TESTI

dz dy, dove Q := {(z,y) € R?:

5 dz dy, dove Q := {(z,y) e R*\ {(0,0)} : = > 0,2% +y* < y}.

2 +y| <1, o —y| <7}

Soluzione a pagina 245.
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Esercizio 112. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+v,u2+v2+1,v), uwe[-1,1],v e [-2,2],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(:ﬁ,y,Z) = (myz,y2z2,m2) .
(1) Si calcolino la divergenza e il_’rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
v(t) := (cos(t),1,2sin(2t) + 1), t €[0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,2,1).

(5) Si calcoli il flusso di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 246.

Esercizio 113. Si consideri il seguente problema differenziale:

40pu(t, v) — 202, u(t,z) =0, pert >0, z €0,7|,
u(t,0) = u(t,m) =0, per t > 0,

2

u(0,z) = z°, per z €]0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 248.

Esercizio 114. Al variare di € > 0 si considerino le funzioni:

1 z

ftan<—)cos —x), er 0 <z <em/4,
fg(:]j, y) = - (y ) p /

0, altrimenti.

Si calcoli il limite puntuale di f-(z,y) per € — 07, si calcoli

F(y) := lim fe(z,y) dx,
R

e—0t

e si dica se vale il passaggio al limite sotto al segno di integrale.

Soluzione a pagina 250.
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Esercizio 115. Si consideri I'insieme
= {(z,y) € R?: —a® - 3a"y® — 32y + 42® + Bay — y° + 4y° = 0}.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che T interseca gli assi in cinque punti di cui uno & l'origine. Si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I nei punti di I' N {zy = 0} diversi dall’origine. Si dica se I' definisce
implicitamente una funzione y = ¢(x) in un intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = x* + 22%y? + y* vincolati a I'.

(4) Si dica se I' & compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 251.

Esercizio 116.  Si calcoli il volume del solido V intersezione della sfera B := {(x,y, 2) : 22+y*+22 <
1} con il cono C := {(z,y,2) : 2 > V/x? + y?}.

Soluzione a pagina 251.

Esercizio 117. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+v,u2+v2+1,v), uel[-1,1,ve[-2,2],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (zyz, 2%, 27) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
~(t) := (cos(t),1,2sin(2t) + 1), t € ]0,27].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,2, 1).
(5) Si calcoli il flusso di rot F' attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 251.

Esercizio 118. Si consideri il seguente problema differenziale:
40pu(t, x) — 202, u(t,z) =0, pert >0,z €]0, 7|,
u(t,0) = u(t,m) =0, per t >0,
u(0,2) = 22, per z €0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 251.
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Esercizio 119. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : 2% + 2y* + 4y — 2 = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I' con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I" in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(z) in un
intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2%+ y e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 251.

Esercizio 120.  Si determini I’area della porzione del paraboloide P di equazione z(x,y) = 4—x2—y?
che giace nel semispazio z > 0.

Soluzione a pagina 252.

Esercizio 121. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) := (vfu,027u2,u2), wel-1,1,ve[-1,1],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
Fla,y,2) = (v’ + 2% 2 + 22w+ y7) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
v(t) := (sin(t), 0, 1), t € 0,2n7].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 1).
(5) Si scriva il flusso di F' e di rot F' attraverso X con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 252.

Esercizio 122. Si consideri la seguente equazione differenziale:
dy  y(y’+3)
dr  2—xz(y>—6)
Si richiede di:
a. scrivere tale equazione come equazione totale w(x,y) = 0.
b. risolvere ’equazione totale w(x,y) = 0.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(0) = 1.

c. si dica se tale funzione ¢ definita su tutto R e se ammette asintoti.
d. si dica se tale soluzione ¢ strettamente monotona nel suo intervallo di esistenza.
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Soluzione a pagina 256.
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Esercizio 123. In R? si consideri l'insieme I' := {(z,y) € R? : 2* + 223 — 22% 4+ y* = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(x) o
x = z(y) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2* +1* e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 257.

Esercizio 124. Dopo aver tracciato un grafico accurato di  := {(x,y) € R?: 22 +y? < 2(x —y)},
si calcoli l'integrale:

Soluzione a pagina 258.

Esercizio 125. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) == (u(u+v),v(u —v),u+v), u€[-2,2],ve[-22],
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
ﬁ(:c,y,z) = (y222,:n,$ —y+ z) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
v(t) := (tcos(t),0,sin(t)), t €10,2mx].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0, —1,1).

(5) Si scriva il flusso di F attraverso Y con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 258.

Esercizio 126. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

i(t) =t +z(t) + 3y(t),

y(t) = 2z(t) + 2y(t).

Soluzione a pagina 260.
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Esercizio 127. In R? si consideri 'insieme I' := {(a:, y) €R?: 2t + 222 4 ¢y* — 6= ()}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.
(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.
(3) Si consideri la funzione h(zr,y) := y? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e
minimo assoluti vincolati a I'.
(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 261.

Esercizio 128.  Definiamo Q := {(z,y) € R? : |z 4 6y| < 4, |22 — y| < 72}. Si tracci il grafico di
T + 6y
3

3
0€) e si calcoli il seguente integrale doppio: [ := / / < > arctan®(2x — y) dx dy.
Q

Soluzione a pagina 262.

Esercizio 129. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) := (u — v u? =% ud —l—v) , u€[-2,2],ve[-22],

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(x,y, z) = (?JZ: 1a$2 + y2) .

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F lungo la curva
v(t) :== (tcost,3sint,2t), t € 10,27 .
[Suggerimento: si utilizzi la relazione cos(2t) = 2cos?t — 1 = 1 — 2sin?¢.
Si presti particolare attenzione agli estremi di integrazione.|
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1,1).
(5) Si scriva il flusso di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 262.

Esercizio 130. Si consideri il seguente problema differenziale:
Opu(t, z) + 402 u(t, ) + 2u(t,r) =0, pert >0,z €0,n],
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,z) = 222, per x €0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.
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Soluzione a pagina 264.
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Esercizio 131. In R? si consideri I'insieme I := {(x, y) e R?: (22 + % + 2y)2 —a? -y’ = 0}.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Sideterminino i punti di intersezione di I' con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(x,y) := 2% +1%? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 266.

Esercizio 132. Posto
3
Q= {(x,y) € [0, +00[x[0, +oo[: 2% + 9 < 1,\3[:5 <y< \/gx} ,
dopo aver tracciato un grafico accurato di €2, si calcoli il seguente integrale:
7o / 2z dx dy
"~ Jaycost(a? +y?)

Soluzione a pagina 267.

Esercizio 133. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+ 20, ut + v, 2u — v), we[-1,1],v e [-1,1],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

F(z,y,z):= (xQz, 22

7'7;2 - y) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

v(t) := (2cos(t), 3sin(t),0), t €10,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di rot F attraverso Y con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 267.

Esercizio 134. Si consideri la seguente equazione differenziale:
y(bry + 3)
y(x) ==
3(z—v%)
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
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b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
c. Si determini una forma implicita per la soluzione soddisfacente a y(0) = 1.

Soluzione a pagina 270.
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Esercizio 135. In R? si consideri I'insieme I' := {(x, y) e R?: (2% + y2)3 —xy = O}.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I' con le bisettrici, e, ove possibile, si scrivano le
equazioni delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una
funzione y = y(x) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(x,y) := 22 +? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 271.

Esercizio 136. Posto
Q= {(:L‘,y)ERQ: m2+y2§2,0§y§x},

dopo aver tracciato un grafico accurato di €2 si calcoli il seguente integrale:

22 + 2)3 2, .2
I = (2" +y7)  cos(a” +y )sin <Q> dx dy.
Q 22 T

Soluzione a pagina 271.

Esercizio 137. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
SO(U7U) = (u + v, —UQ,UQ - 1) ’ u € [_27 2] CAS [_2a 2] )

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:

ﬁ(m,y,z) = (:c+y+z,:1c2 + 2,22 — y) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
v(t) :== (2cos(t),sin(t),1), t € [0,2m7].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1, -1, —1).
(5) Si scriva il flusso di F' attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 272.

Esercizio 138. Si scriva la soluzione generale del seguente sistema di equazioni differenziali lineari
del primo ordine a coefficienti costanti:

2/ () =4da(t) +2y(t) +t
y(t) = =(t) +3y(t).
Si determini poi la soluzione soddisfacente a (z(0),y(0)) = (1,2).
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Soluzione a pagina 273.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 2 dicembre 2013

Cognome e nome: matr

Esercizio 139. Studiare la convergenza (in L?, puntuale e uniforme) delle seguenti serie:

o
tan(1 2n—2
a. S(zr) =6+ Z cos(nr) —;2 an(1/n) cos nx + 95cqz)_s§n7r) sin n.
nlogn n—4n?
b. S —7T+Zn5+12n2+1cosnm—msmnx.
2w
Calcolare S(z) dx. Dire inoltre se S(z) e continua, giustificando adeguatamente quanto asserito.
0

Soluzione a pagina 275.

Esercizio 140. Si consideri il sottoinsieme I' di R? definito da:
= {(z,y) € R*: 2% — 227" 4+ ¢® = 0}.
Si richiede di:
(1) esprimere I' in coordinate polari piane.
(2) dire se I' & chiuso, e se I" & compatto.
(3) provare che I interseca le bisettrici in cinque punti distinti Pi, Ps, P, Py, P5 con Ps = (0,0).
Si scrivano poi le rette tangenti r;, ¢ = 1,...,4, a I’ nei punti P;, i = 1,...,4 e si dicase I
definisce implicitamente una funzione y = ¢(z) in un intorno di ciascuno di tali punti.

(4) dire se esistono i massimi e minimi assoluti della funzione h(x,y) = 22 vincolati a T e, in caso
affermativo, determinarli.

Soluzione a pagina 275.

Esercizio 141.

a. Per ogni o € R, si consideri la funzione g, : R> — R definita da
ga(,y) = a(l — a)z? — daxy?® 4+ 2a%zy + 4oy — a*y?

Dopo aver verificato che O = (0,0) & punto critico per ogni valore di «, si studi la natura di
O = (0,0) al variare di .
b. Si determinino i punti critici della funzione f : R> — R definita da

flz,y) = zt 4+ 42%y — y? — 1022 — 5,

e se ne stabilisca la natura.

Soluzione a pagina 277.

Esercizio 142. Dopo aver tracciato un grafico accurato del dominio di integrazione, calcolare:

da dy dove D := {(z,y) € R?: 2® +y? < 2z, y > 0},

1
a.I:://
D /12 + 12
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z+
b. J:= // e da dy dove E ¢ il trapezio di vertici (1,0), (2,0), (0,—2) e (0,—1).
E

Soluzione a pagina 278.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Seconda prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 5 febbraio 201/

Cognome e nome: matr

Esercizio 143. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
@(u,v) = ((v* +1) cos(u), (v* + 1) sin(u), v) , u € [-m 7], ve[-1,1],

e il campo vettoriale F :R3 = R3 definito da:

ﬁ(:}:,y,z) = (.’B2 Ty, z— anz) .

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

() == (cos(t),sin(t),t), t € [0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 279.

Esercizio 144. Si consideri la seguente equazione differenziale:
() = —1222y% — 6y* + 5y.
6xy® 4+ 10x
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.

b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(0) = (5/6)'/3.

c. Si dica se e definita su tutto R, in caso negativo se ne determini l'intervallo massimale di
esistenza.

d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.

e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Soluzione a pagina 282.

Esercizio 145. Per ogni n € N\ {0} si consideri

nsin?(nt
In(t) == 7r(>><[—n/n,7r/n1 (t),

dove xa(t) =0set ¢ Ae xa(t)=1set e A. Siponga

fu(y) == /Rgn(t) arctan(y + t) dt.

Si studi la convergenza puntuale e uniforme della successione {g, }nen € si calcoli f(y) := ngrfoo fn(y).

Vale il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale?

Soluzione a pagina 283.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 5 febbraio 201

Cognome e nome: matr

Esercizio 146. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : o* + zy? + y* + 2y — 2 =0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(x,y) := = e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e
minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 283.

Esercizio 147. Sia () la regione finita di piano delimitata dalle rette x4+y =0, 2 +y =1, 20—y = 0,
2z —y = 3. Dopo aver tracciato un grafico accurato di {2 si calcoli

I:= //Q(x+y)2dg:dy.

Esercizio 148. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) := ((v3 + 1) cos(u), (U3 + 1) sin(u), v), u € [-m,m,ve[-1,1],

Soluzione a pagina 284.

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(x,y,z) = (932 +y,z— 2y,z) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) := (cos(t),sin(t),t), t €10,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,0,0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 285.

Esercizio 149. Si consideri il seguente problema differenziale:
—Opu(z,t) + 602, u(z,t) +u(z,t) =0, pert >0,z €]0,n]
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,2) = 222 + 1, per z €0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.
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Soluzione a pagina 285.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 20 febbraio 2014

Cognome e nome: matr

Esercizio 150. In R? si consideri l'insieme I' := {(:U, y) €RZ: 2t 2?2 2Py 4yt -1 = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(x,y) := y e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e
minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 287.

Esercizio 151. Sia D la regione finita del primo quadrante delimitata da zy =1, 2y =9, y = =,
y = 4x. Dopo aver tracciato un grafico accurato di D si calcoli

1:://}3 (\/EJF\/@) dx dy.

Esercizio 152. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) = (u — v, u+ 42 ud — v?’) , u€[-2,2],ve[-272],

Soluzione a pagina 289.

e il campo vettoriale F :R? = R3 definito da:

—

F(z,y,z) = (z—4dz,x +y,c+y+2).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
~(t) == (1, 3sin(t), 3 cos(t)) , t €[0,2n].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo

alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1,1).

(5) Si scriva il flusso di rot F* attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 289.

Esercizio 153. Si consideri la seguente equazione differenziale:
, 10zy?
y@) =313 1955
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(0) = 1.
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c. Si dica se ¢ definita su tutto R, in caso negativo se ne determini 'intervallo massimale di
esistenza.

d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.

e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Soluzione a pagina 291.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 18 giugno 2014

Cognome e nome: matr

Esercizio 154. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : 2* + 52%y? + 6y° — 2 =0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(x,y) := y e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e
minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di I

Soluzione a pagina 292.

Esercizio 155.  Si consideri 'insieme Q := {(x,y) € R?\ {(0,0} : > 0,22 + y? < y} e si calcoli
I'integrale:
4
LY
I:= ——— dx dy.
/ /Q 2y

Esercizio 156. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) := (4u—5v,u2+v2+2,2u+v), wel[-1,1,ve[-1,1],

Soluzione a pagina 293.

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

F(z,y,z) = (aer,z,a;Z — y) .

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

v(t) == (3 cos(t),sin(t), 3sin(t)), t €10,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0, 2,0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 293.

Esercizio 157. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

(t) =t*+z(t) + 3y(t),

y(t) = 2(t) +y(1).

Soluzione a pagina 296.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 9 luglio 2014

Cognome e nome: matr
Esercizio 158. In R? si consideri l'insieme I' := {(z,y) € R? : 2* — 2%y — 2y + y* —2=0}.
(1) Siesprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.
(2) Sideterminino i punti di intersezione di I' con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.
(3) Si consideri la funzione h(z,y) := y e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e
minimo assoluti vincolati a T'.
(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 298.

Esercizio 159. Indicato con D il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0, 1), si calcoli

I:= // xsin |y — 2x| dzx dy.
D

Si tracci un grafico accurato del dominio prima di iniziare lo svolgimento.

Soluzione a pagina 299.

Esercizio 160. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) := (u,vz,u2 + ’1)2) , u€[-2,2],ve[-22],

e il campo vettoriale F :R3 - R3 definito da:

ﬁ(a:,y, z) = (:Uyz,y2 + 2% 2% — y) )

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

() := (tcos(t), sin(t),0), t € [0,2mn].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,0, 1).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 299.

Esercizio 161. Si consideri il seguente problema differenziale:
20pu(x,t) + 302, u(z,t) =0, pert >0,z €]0,n|,
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,z) = 42% — 1, per x €0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.
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Soluzione a pagina 302.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 4 settembre 201/

Cognome e nome: matr

Esercizio 162. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : 2® + 32y + y* — 2 = 0}.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Sideterminino i punti di intersezione di I' con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(x,y) := z
minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

2 e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e

Soluzione a pagina 304.

Esercizio 163. Si calcoli il seguente integrale:
I:= // arcsin(z? + y?) dz dy,
D

dove D ¢ il dominio delimitato dalla curva di equazione polare p = v/sinf per 6 € [0, 7].

Soluzione a pagina 305.

Esercizio 164. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
e(u,v) == (u—v,u+v*u* +0?), we[-2,2],ve([-2,72],

e il campo vettoriale F :R3 - R3 definito da:

27$_y)'

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

v(t) := (t,3sint, cost), t € [0,2m7].

ﬁ(m,y,z) = (yQZ,m

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0, 2, 2).

(5) Si scriva il flusso di F attraverso Y con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 305.

Esercizio 165. Si consideri la seguente equazione differenziale:
() = A2ty 1
6x4y2
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
b. Si risolva ’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(1) = 1.



TESTI 73

c. Si dica se e definita su tutto R, in caso negativo se ne determini 'intervallo massimale di
esistenza.

d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.

e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Soluzione a pagina 307.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2013/2014

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 18 settembre 2014

Cognome e nome: matr
Esercizio 166. In R? si consideri l'insieme I' := {(z,y) € R*: 2® + z + ¥y = 0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.
(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.
(3) Si consideri la funzione h(z,y) := x* e si dica se esistono punti di massimo e minimo assoluti
vincolati a I' (non é necessario determinarli esplicitamente).
(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

3

Soluzione a pagina 308.

Esercizio 167. Posto Q := {(z,y,2) € R3: —10 < 2 < 10, 22 + 9% < 1, 22 + 3? < 2y, v < 0} si
tracci un grafico accurato di €2 e si calcoli

I:= /// x\/ 22 + y?dx dy dz.
Q

Soluzione a pagina 309.

Esercizio 168. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) == (u+2v, v? —2u?, 2u% + U2) , uwe[-2,1],ve[-1,1],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (z2, 2,2 — ).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) := (cos(t), 2sin(t),0), t € 10,27 .

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1, -2, 2).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso 3 con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 309.

Esercizio 169. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

2(t) =2 +x(t)+2yt),

y(t) = 3x(t) +y(t).

Soluzione a pagina 312.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2014/2015

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 1 dicembre 201}

Cognome e nome: matr

Esercizio 170. In R? si consideri I'insieme I' := {(w, y) eR?*: (2% —da + y2)2 —2? = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se &€ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I' con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un
intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := x
minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

2 e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e

Soluzione a pagina 313.

Esercizio 171. Si consideri la seguente serie di funzioni:

o0

y - 280(0/2) 2nt 0t o),
ot nm

dove t > 0, x € [—m, 7. Si studi la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie e si dica se tale
serie risolve 'equazione dyu — 202, u+u=01int >0, z € — 7, 7[.

Soluzione a pagina 316.

Esercizio 172. Si calcoli il volume del solido di R? ottenuto sezionando il cilindro 22 + y? = 9 con
iplaniy+z=5ez=1.

Soluzione a pagina 317.

Esercizio 173. Si consideri la funzione
fa(z,y) = 2a2® — 922 + ldazy — 602y + oy + 18ay? — 90y,
al variare di a € R. Si determinino massimi e minimi relativi di f, al variare di o € R.

Soluzione a pagina 317.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2014/2015

Seconda prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2015

Cognome e nome: matr

Esercizio 174. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u® +v,0* —u?,u+v?), u€[-2,2],ve[-2,2],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(a:, Y, 2) = (aczz, yz, x% — yz) )

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) := (3 cos(t), 3sin(t),0), t € 1[0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (2,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 317.

Esercizio 175. Si consideri la seguente equazione differenziale:
(@) = y (22 — 5y)
5xy3 + 6
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(2) = 1.
c. Si dica se ¢ definita su tutto R, in caso negativo se ne determini l'intervallo massimale di
esistenza.

d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.
e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Soluzione a pagina 319.

Esercizio 176. Risolvere il sistema:
i1(t) =y (t) + 3aa(t) + 2t + 1,
{jtg(t) = 2x9(t) — 21 (¢).
con le condizioni z1(0) = 1, z2(0) = 0.

Soluzione a pagina 320.







TESTI 81

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2014/2015

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2015

Cognome e nome: matr
CH 2 o : O PSR — 2. 4 2,2 4 1 _
Esercizio 177. In R“ siconsideri I'insieme I' := {(az,y) €R?: 3a* +4wy” —a/22 + 2+ Yyt 4 55 = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 22 + 12 e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 323.

Esercizio 178. Calcolare I'area della porzione della superficie di equazione z = arctan(y/z)
soddisfacente a x > |y| e 1 < 22 4+ y? < 16. [Suggerimento: per calcolare una primitiva di v/1 + u? si

= sinh ¢ da cui t = log(u + V1 4+ u?), du = coshtdt ..

ponga u = ———
Soluzione a pagina 324.

Esercizio 179. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) = (u® +v,0* —u* u+0?), ue[-2,2],ve[-272),

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(x, Y, 2) = (xQz, yz, x? — yz) )

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F ¢ conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) := (3 cos(t), 3sin(t),0), t €10,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (2,0,0).

(5) Si scriva il flusso di rot F attraverso Y con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 325.

Esercizio 180. Si consideri il seguente problema differenziale:
20iu(w,t) — 402 u(z,t) +u(x,t) =0, pert >0,z €]0,7],
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,z) = 3z, per z €]0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 325.
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Esercizio 181. In R?si consideri 'insieme I' := {(a:, y) € RZ. —z%— 2x2y2 + 22+ dxy — y4 + y2 = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2% +%? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 327.

Esercizio 182. Data la curva C di equazione cartesiana
42y + 422 (x —y) — (z —y)? =0,
11
calcolare I'area della regione limitata dall’arco di curva C' che ha per estremi i punti (0, 0), (4, 3),
1
dall’asse delle z, e dalla retta x = 1 [Suggerimento: nel calcolo di alcuni degli integrali puo essere

conveniente la sostituzione t = /1 — 2x.]

Soluzione a pagina 328.

Esercizio 183. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) := (u + 3v,u — v, 4u® + 02) , u€[-2,2],ve[-22],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

F(z,y,2) = (2 —y,x +2,22).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) := (3 cos(t), 3sin(t),0), t €[0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 329.

Esercizio 184. Si consideri la seguente equazione differenziale:

1 — 3623
!
Vi) = g

a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.



84 TESTI

b. Si risolva ’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(1) = 1.

c. Si dica se ¢ definita su tutto R.
d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.
e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Soluzione a pagina 330.
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Esercizio 185. In R? si consideri I'insieme I := {(z,y) € R? : 2* — 42?y + 3y* —4 = 0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.
(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.
(3) Si consideri la funzione h(z,y) := x2 <y — %) e se ne determinino, se esistono, i valori di

massimo e minimo assoluti vincolati a I".
(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 331.

Esercizio 186. Definiamo Q := {(z,y) € R? : 1 < zy < 2, x/4 < y? < z}. Si tracci il grafico di 9Q
e si calcoli I'area di 2.

Soluzione a pagina 333.

Esercizio 187. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) := (2u + v, —u — 3v,u® + 112) , wel[-1,1,ve[-1,1],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(x,y, z) = (xz,yzQ,a: +y+ 1) )
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
~(t) :== (3 cos(t),3sin(t), 1), t € 0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso 3 con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 333.

Esercizio 188. Si trovi la soluzione generale del seguente sistema di equazioni differenziali lineari
del primo ordine:

i(t) =12 + x(t) + y(t),

y(t) = 4z(t) + y(t) + 4.

Soluzione a pagina 336.
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Esercizio 189. In R? si consideri I'insieme I := {(z,y) € R? : 2% + 8y* + 8y — 2 = 0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.
(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.
(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2%+ 2y e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a I'.
(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 337.

Esercizio 190. Sia ¥ = {(z,y,2) € R?: 2 >0, 2 = 2 — 22 — 3?}. Si calcoli

I ::/(m2+y2)da,
)

dove do ¢ I'elemento d’area di X.

Soluzione a pagina 338.

Esercizio 191. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) := (2u +v,20% —u?,u? + 112) , u€[-2,2],ve[-22],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(x,y, z) = (nyz,xz,y) )

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

v(t) := (4 cos(t),sin(t),t), t € 0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (2, —1,1).

(5) Si scriva il flusso di rot F* attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 338.

Esercizio 192. Si consideri il seguente problema differenziale:
200u(x,t) + 202 u(z,t) + Opu(z,t) + 6u(z,t) =0, pert >0,z €|0, [,
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,z) = bz, per z €]0, 7]

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 340.
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Esercizio 193. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R? : 2* + 4z + ¢ + 2y* + 4y = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se &€ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si considerino le funzioni h(x,y) := z* e k(x,y) := y e si dica se esistono punti di massimo e
minimo assoluti vincolati a I". [In caso affermativo, non é necessaria l’esatta determinazione
di tali punti.]

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 342.

Esercizio 194. Data la curva v nel piano zz definita da
x(t) =1 —sint, v
t) = t e [O, - [,
(0 {z(t) = —log cost, 2

si calcoli il volume della regione illimitata di spazio che si ottiene ruotando la curva intorno all’asse z.
Mostrare inoltre che la superficie che delimita questa regione ha area finita.

Soluzione a pagina 342.

Esercizio 195. Al variare di a € R, si determinino il dominio e i massimi e minimi relativi e
assoluti della funzione

fa(z,y) := arcsin (max {—1, ¥ T2y 2o 200+ _ 2}) :

Soluzione a pagina 344.

Esercizio 196. Data la curva ~ definita da

x2+y2—|—4z2—4:0,
2?2+ y? =22 -2 =0.

Si determini il punto di v dove la terza componente assume il suo valore massimo.

Soluzione a pagina 344.
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Esercizio 197. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+ 20, v% — 2u?, u? + 112) , u€e[-2,2],ve[-272],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(a:,y,z) = (ac2 —z1-222% 4= —y).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

~(t) == (3 cos(t),2sin(t),t), t € [0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1, -2, 1).

(5) Si scriva il flusso di rot F* attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 346.

Esercizio 198. Si consideri il seguente problema differenziale:
30uu(z,t) — 402 u(x,t) + 2u(x,t) =0, pert >0,z €]0, 7|,
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,z) = Tz, per z €]0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 349.

Esercizio 199. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

i) = a(t) +y(t) +sin(t),

y(t) = 3x(t) +4y(t).

Soluzione a pagina 351.
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Esercizio 200. In R? si consideri I'insieme I' := {(z,y) € R* : 2* + 32y 4+ 3y> — 1 = 0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.
(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.
(3) Si consideri la funzione h(z,y) = z e si determinino, se esistono, i massimi e minimi di h(z,y)
vincolati a I'.
(4) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo dall’insieme I'.

Soluzione a pagina 352.

Esercizio 201. Calcolare il volume del solido delimitato dalle superfici di equazione z = 2% 4+ y2 e
z=+/3—2(z2 + y?).

Soluzione a pagina 354.

Esercizio 202. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u+ 20,02 — 2u?, u® + 02) , u€[-2,2],ve[-2,2],

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(:c,y,z) = (x2 —2,1—22,332—1—36—3/).
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
~(t) := (3 cos(t),2sin(t), 1), t €[0,2x].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1, -2, 1).
(5) Si scriva il flusso di rot F' attraverso ¥ con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 354.

Esercizio 203. Si consideri la seguente equazione differenziale:
() = 2zy? (6 - 5y2)
1022y3 + 3
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(3) = 1.

c. Si dica se e definita su tutto R, in caso negativo se ne determini l'intervallo massimale di
esistenza.
d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.
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e. Se ne tracci un grafico qualitativo.
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Soluzione a pagina 354.
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Esercizio 204. In R? si consideri I'insieme I' := {(:c, y) € R?: 62%y? 4 5zt + 2229 + 4t — 9% = 0}.
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.
(2) Si dica se I' ¢ compatto.
(3) Si provi che I' interseca le bisettrici dei quadranti nell’origine e in altri quattro punti distinti
P, 1 =1,2,3,4, di cui P; appartenente al primo quadrante aperto. Si determinino tali punti.
Si indichi nel seguito con « I'ascissa di P; e si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I
in P;, 1 =1,2,3,4. Si dica se I" definisce implicitamente una funzione z = x(y) in un intorno
di P, i=1,2,3,4.
(4) Si consideri la funzione h(z,y) = y? e si determinino, se esistono, i massimi e minimi di
h(z,y) vincolati a T.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo dall’insieme T'.

Soluzione a pagina 355.

Esercizio 205. Dopo averne tracciato un grafico accurato, si trovi il volume limitato dal paraboloide
di equazione z = 222 + 32 e dalla superficie di equazione z = 4 — y?.

Soluzione a pagina 356.

Esercizio 206. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:

o(u,v) = (u+v,v2 —u?,u? +v2), u€[-2,2],ve[-2,2],

e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(l’,y, Z) = (nyQa Z,LL’2 - y2) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
~(t) := (3t,3sin(t),0), t € [0,2n].
i scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
3) Si scriva 1 trice Jacobi di indi el to di ficie 2-di ionale relati
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1,1).
(5) Si scriva il flusso di rot F' attraverso ¥ con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 356.

Esercizio 207. Si consideri il seguente problema differenziale:
30uu(x,t) — 402 u(z,t) + 2u(z,t) =0, pert >0, x €]0, [,
u(t,0) = u(t,m) =0, pert >0
u(0,z) = Tz, per z €]0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 359.
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Esercizio 208. In R? si consideri l'insieme I' := {(m, y) e R?: (2% —da + y2)2 — 2?49 = O}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(z) in un
intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) == x
minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

2 ¢ se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e

Soluzione a pagina 361.

Esercizio 209. Sia A la porzione di piano contenuta nel primo quadrante e racchiusa fra le
curve di equazione z —y = 0 e 23 + 4% — 2y = 0 con = > y. Calcolare il volume del cilindroide di
base A delimitato dal grafico della funzione f(x,y) = y/x2. [Suggerimento: utilizzare le formule di
Gauss-Green).

Soluzione a pagina 361.

Esercizio 210. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (4u +v,02 — 2% u— 31)) , u€[-2,2],ve[-22],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(w,y,z) = (3372 —zy+ 22 2% — y) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
v(t) := (cos(t), 3sin(t), 3sin(t)), t €10,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1, —3).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso 3 con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 361.

Esercizio 211. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

@(t) = 5a(t) + 4y(t) + t,

y(t) = =(t) +3y(?).

Soluzione a pagina 364.
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P (2 1) byt VTP _

Esercizio 212. In R? si consideri I'insieme I := {(a:, y) € R%\ {(0,0)} :

/2 + y2

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(x) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := |z| e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo e
minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 366.

Esercizio 213. Posto D = {(z,y) € R?>: 22 + 2 <1, 22 + 132+ 4y > 0, y < V/3z,x > 0} si calcoli

I:= // (2% + 4?3 dx dy.
D

Soluzione a pagina 367.

Esercizio 214. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata das:
o(u,v) = (u+v,v2 —u?u? +v2) , u€[-2,2],ve[-22],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(:z:,y, z) = (ny, 2% 2% — 22) )
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva

v(t) := (sin(t),sin(¢),0), t € [0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,1,1).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso 3 con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 367.

Esercizio 215. Si consideri la seguente equazione differenziale:
a* (1-3y%) -3
3x5y ’

y'(x) =

a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.

0}.
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Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(1) = 1.
c. Si dica se e definita su tutto R, in caso negativo se ne determini I'intervallo massimale di
esistenza.
d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.
e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Soluzione a pagina 371.
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Esercizio 216. In RZ si consideri 'insieme
[:= {(:p,y) eR?: (2 + y2)5/2 — (2? +y2)3/2 + 622 — 6y% = 0} .

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I' con le bisettrici dei quadranti, e, ove possibile, si
scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente
una funzione y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2% +1? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 371.

Esercizio 217. Si consideri il seguente insieme
E:={(x,y,2) €ER3: 2 >0,y >0, arctan(z? + y*) < z < w/4}.
Si disegni F e se ne calcoli il volume.

Soluzione a pagina 373.

Esercizio 218. Si consideri in R? I'insieme definito da

224+ 2 +2y — V22 =0,
2?2+ =1

Si provi che tale insieme & una curva v di classe C' in R3, e si determini il punto di v con terza
componente massima.

Soluzione a pagina 373.

Esercizio 219. Dire se esistono massimi e minimi assoluti della funzione f e, in caso affermativo,
determinarli.
sin [ — xy
2

141 —22—y*

fa,y) =
[Suggerimento: utilizzare metodi indiretti]

Soluzione a pagina 374.
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Esercizio 220. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) == (u—v,u—vz,u2 +v2) , ue[-2,2],ve[-22],
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
ﬁ(ﬂz,y,z) = (y2 —z, 2%, 2% — y) )
(1) Si calcolino la divergenza e il_‘rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
~(t) := (cos(t), 2sin(t),0), t €10,2mx].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 2).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 374.

Esercizio 221. Si consideri il seguente problema differenziale:

opu(t, x) — 0%, u(t,r) +u(t,z) =0, pert >0,z €0, x|
u(t,0) = u(t,m) =0, per t >0,
2

u(0,z) = %, per z €]0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 378.

Esercizio 222. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

i(t) = dx(t) 4+ 2y(t) + 4t

Soluzione a pagina 379.
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Esercizio 223. In RZ si consideri 'insieme
1—\ = {(x’y) c R2 . (332 +y2)5/2 _4 ($2 +y2)3/2 +2 /xQ + 2 _ 2y — 0} X

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I" in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(z) in un
intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2% +1? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 380.

Esercizio 224. Sia
D = {(az,y)ERZ: r+y<3, 2% +y? > 2, 1‘2—|—y222y,$20,y20}.

Dopo aver tracciato un grafico accurato di D, si calcoli

r+y
I := ——dz dy.
//fpw2+y2 v

Soluzione a pagina 381.

Esercizio 225. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u—v,u—vZ,u2 +v2) , u€[-2,2],ve[-22],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

ﬁ(.’l},y,Z) = (y2 - Z,JIS,CU2 - y) :
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
~(t) := (cos(t), 2sin(t),0), t €0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0,0, 2).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 381.
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Esercizio 226. Si consideri il seguente problema differenziale:

Owu(t,z) — % ut,z) +u(t,z) =0, pert >0,z €0, 7],

u(t,0) = u(t,m) =0, per t > 0,
u(0,z) = %2, per z €0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 381.
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Esercizio 227. In R? si consideri I'insieme I' := {(:p, y) €ERZ: 2t 4+ 203 — 32+ 23 +y = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se &€ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(z) in un
intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2% +1? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a I'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T

Soluzione a pagina 381.

Esercizio 228. Posto D := {(z,y) € R? : 22 + 4> <2, (Jz| = 1)2+y%> > 1,y > —1}, dopo aver

tracciato un grafico accurato di D si calcoli I := (z%y + x4y3) dx dy.
D

Soluzione a pagina 382.

Esercizio 229. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) == (u(u+v),v(u —v),u+v), ue[-2,2],ve[-272],

e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:

F(z,y,z) = (2,2 4+y—z,2—y+2).

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

v(t) := (cos(t),0,sin(t)), t € 10,27 .

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0, —1,1).

(5) Si scriva il flusso di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione.

Soluzione a pagina 382.

Esercizio 230. Si consideri la seguente equazione differenziale:
i) = By
2xy5 +9
a. Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
b. Si risolva I’equazione trovando la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma
esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente a y(1) = 1.

c. Si dica se e definita su tutto R, in caso negativo se ne determini l'intervallo massimale di
esistenza.
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d. Si dica se ammette asintoti e di che tipo.
e. Se ne tracci un grafico qualitativo.

Suggerimento: per c., d., e., utilizzare una parametrizzazione opportuna della forma implicita della
soluzione.

Soluzione a pagina 385.
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Esercizio 231. In R?si consideri 'insieme I' := {(a:, y) € RZ. —z%— 2x2y2 + 22+ 4y — y4 + y2 = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se & compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e, ove possibile, si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione
y = y(z) in un intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := 2% +%? e se ne determinino, se esistono, i valori di massimo
e minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 387.

Esercizio 232. Calcolare il volume e la superficie della regione dello spazio

Di={(z,y,2) eR*: 2? +y? + (2 —1)? <dea® +y* + (¢ +2)* < 9}.

Soluzione a pagina 387.

Esercizio 233. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u(2u +v),v(u — 2v),u +v), ue[-2,2],ve[-272],
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
ﬁ(:z,y, z) = (yzz,y + 2,2z — 235) .
(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva
v(t) := (cos(t), t,sin(t)), t € 0,27 .

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (0, -2, 1).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 387.

Esercizio 234. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:

i(t) = 2x(t) + 2y(t) + 8t,

y(t) =3z(t) + 2y(t).

Soluzione a pagina 391.







TESTI 111

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2016/2017

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 4 settembre 2017

Cognome e nome: matr
Esercizio 235. In R?si consideri l'insieme I' := {(z,y) € R?: (z + y)* +2(z + y)> — 2(z + y)* + y* = 0}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane e si dica se ¢ compatto.

(2) Si determinino i punti di intersezione di I" con gli assi, e si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a I' in tali punti. Si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = y(z) in un
intorno di essi.

(3) Si consideri la funzione h(z,y) := (z +y)* + y* e se ne determinino, se esistono, i valori di
massimo e minimo assoluti vincolati a T'.

(4) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di T.

Soluzione a pagina 392.

Esercizio 236. Calcolare il volume del solido

D= {(z,y,2) € R®: 0 <z <1+43(y* +2%), 16(y> + 2%) <a?, y* + 2% < 1/4}.

Soluzione a pagina 393.

Esercizio 237. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u(u+v),v (u— 112) ,u+v2) , we[-1,1],ve[-1,1],
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
l*:"(x,y, z) = (yQ,x +2y,2x — 3y + 3z) .
(1) Si calcolino la divergenza e il_’rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva
v(t) := (cos(t), t,sin(t)), t €10,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (%, 0, %)

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso  con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

Soluzione a pagina 393.

Esercizio 238. Si consideri il seguente problema differenziale:
30wu(t,z) — 02, u(t,z) +u(t,r) =0, pert >0,z €]0,n|,
u(t,0) = u(t,m) =0, per t > 0,
u(0,z) = 2% + 2, per x €0, 7].

Si usi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione in forma di serie e si discuta
la convergenza della serie ottenuta.

Soluzione a pagina 397.
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Svolgimento (Esercizio 1). Poniamo ¢(60,y) = (g1, @2, p3) € F = (Fy, Fy, F3).
(1) Si ha
divﬁ(aj,y, 2) = 0,1 + 0yFo + 0. F3 =20 4+ 1/2,
. 51 635 $2
rot F=det | é& 9y y/2 | =(0,—1,0).
63 3Z X
Poiché il rotore non € nullo, il campo non & conservativo.
(2) Dal teorema di Stokes, la circuitazione e il flusso del rotore attraverso la superficie D =
{(z,1,2) : 2% + 22 < 2} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0,—1,0) su D induce per
la regola della mano destra l’orientamento richiesto su . Il flusso é:

/ rot F - fdo = / do = Area(D) = 2.
D D

Verifichiamo il risultato:

2m
/ﬁd’y:/ F(V2cos0,1,v2sin6) - (—v/25in 6, 0,v2 cos §) df
ol 0

27
:/ (—23/20082981110—{—200529)d9:27r
0

Quindi la circuitazione non e nulla, il che conferma come F' non sia conservativo.
(3) La matrice Jacobiana &

_ 2 1sin 6 ycos b
VvV yc + lsin 7@
Jacp(8,y) = 0 1
P} 1 0 ysin 0
VvV y°+ 1cos 7\/1@

Per la formula di Binet, ’elemento d’area é:

Wy = \/det2B1 + det®By + de‘52337

dove

1

1 0 Yy cos 0

y? + sin ‘/r.zﬂ det?By — y2

VY2 + 1cos b % ’
Yy

1
_ : 2p. _ (2 2
B3 = ( Y2 +1cos0 ysin § ), det®Bs = (y“ + 1) cos 0.

ViR+1
da cui wp = /292 + 1
(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In partico-
lare, nel punto (1,0,0) = ¢(0,0) si ha (0,1,0) e (0,0,1). La normale deve essere ortogonale
a questi due vettori, e avere norma uno, per cui ¢ della forma (£1,0,0). Verifichiamo quale
di questi due ¢ la normale indotta dalla parametrizzazione:

+ 1 Sln9 ycosb
By = ( v’ VAL ] det?By = (y2 +1) sin” 6.

By =

£1 0 0
0 10

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (1,0,0) & (—1,0,0).
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(5) 11 flusso richiesto vale:
o 2 . Yy cos 0
- Fiop vV y?+ 1siné 7%?;24_1
= / / det | Fhrop 0 1 dy df
0 /-1 Vi +1cosf LSl o

F30(p
(y2 + 1) cos26 —msine \y/%

2
:/ / det y/2 0 1 dy db
o /=l VY2 +1cosf /y?+ 1cos \3;%

21 gl —/y2 + 1sinf 4esf
—/ / (—y/2)det \/Z; ﬁ dy do+
o J_1 y? + 1cos6 o)
/2”/ < Y +1)cos2(9 —/y?+ 1sinf ) du do
y? —i—lcosG Vy?+ lcosd Y

2m 2m
= / / y2/2dyd9_|_/ / ((7424—1)3/2 Cos30+(y2+1)sin90030> do dy
0o J-1 -1Jo
2

= —T.

3
Nell’ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

2 1 2T 1 4m
/ cosGsinGdO-/ sin(29)d0—/ sinw dw = 0.
0 2 Jo 4 Jo
2w 3m/2 3m/2
/ cos® 0 df = / cos> 0 df = / (1 —sin®#) cosfdf
0 —7/2 —7/2

/2 3/2m
= / (1 —sin®6) cosfdf + / (1 —sin?#6) cos 6 do
—7/2 /2

= /_11(1 w2)dw+/1_1(1w2)dw:().

Svolgimento (Esercizio 2). Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(z,t) = U(t)X(x).

Sostituendo nell’equazione si ha:
U)X (z) +2U ()X (z) — U(t) X (z) = 0,
e dividendo per U(t)X (x) si ottiene:

Ut)+20()  X(z)
U(t) X (x)

= ()’
pertanto si ha:

U(t) + 20U (t) — AU(t) = 0.

Dai dati iniziali si ricava u,(0,t) = U(t) X (0) = 0 e uy (7, t) = U(t) X (7) = 0 da cui X (0)
Cerchiamo quindi soluzioni non nulle di:

{X(as) —AX(z) =0,

= X(7)=0.
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al variare di A € R. L’equazione caratteristica & u? = \.
Se A > 0 la soluzione é:

X(x) :cle\[\x + 026_ﬁx, c1,c2 € R,
X(a:) :cle)\eﬁx — CQ\/XC_\/Xx, c1,c2 €R.

Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha 0 = X(0) = (¢; — ¢2)v/A da cui ¢; = ¢, e 0 = X (1) =
c1 ﬁ(eﬁ” — e‘ﬁ”) il che implica ¢; = 0, quindi 'unica soluzione ¢ quella identicamente nulla, non
accettabile.

Se A = 0 la soluzione ¢ X(z) = ¢; + cox al variare di ¢1,c2 € R. Poiché X(:U) = ¢, sl ottiene
ca = 0 e si ha la soluzione accettabile X (z) = ¢; € R\ {0}.
Se A < 0, posto w = /[A[, la soluzione & X(z) = ¢; cos(wz) + casin(wz) al variare di ¢1,co € R.

Si ottiene X (z) = —cjwsin(we) 4 caw cos(wz), e sostituendo si ha 0 = X (0) = cow da cui cg = 0 e
0= X (1) = —cwsin(wz) da cui w € Z, pertanto A = —n?, n € N, n # 0.
Quindi 'equazione per X (x) ammette soluzioni accettabili per A = —n?, n € N e si ha X, (z) =

¢ cos(nz), il che comprende anche il caso A = n = 0. L’equazione per U(t) risulta:

U(t) +2U(t) + n?U(t) = 0,
U(0) = 0.

L’equazione caratteristica & p? 4+ 2u +n? = 0, il cui discriminante ¢ A = 4(1 — n?). Studiamo i vari
casi in base al segno del discriminante, tenendo presente che n € N.
Sen =0si ha A > 0 e le radici sono 1 = 0 e g = —2, pertanto le soluzioni sono U (t) = dy + doe ™2

al variare di dy,d2 € R. Sostituendo la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene d; —ds e quindi
U()(t) = d1(1 — 67215).

Sen = 1siha A = 0 e 'unica radice doppia & u = —1, pertanto le soluzioni sono U(t) = dye! +date™
al variare di di,ds € R. Sostituendo la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene d; = 0 e quindi

Ul(t) = dztet.
Sen > 1si ha A <0 e si hanno le due radici complesse coniugate pu; = —1 +ivn2 —1, yus = —1 —
ivn? — 1, pertanto le soluzioni sono U(t) = die~! cos(v/n? — 1t) + dae ' sin(v/n? — 1t). Sostituendo
la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene d; = 0 e quindi U, (t) = d,e ' sin(v/n? — 1t).
Definiamo wu,(x,t) = U, (t) X, (x), si ha:
up(z,t) = do(1 — e *)co = ag(1 — e~ %)
uy(x,t) = dite ey cosz = ayte ' cosx
Un(z,t) = dpe tsin(v/n2 — 1t) ¢, cos(nz) = aze 'sin(v/n2 — 1t) cos(nx).
Derivando in ¢ e valutando in 0:
Oyup(z,0) = 2ap
Oyur (z,0) = ay cosx
(x,0

Oun(2,0) = apvV/n? — 1cos(nx).

oo
Cerchiamo soluzioni del tipo u(x,t) = Z un(x,t), derivando in t e valutando per ¢t = 0 si deve avere:

n=0

o0 o
xr = Ou(z,0) = Z Opun (x,0) = 2a0 + aj cosx + Z anV/n? — 1cos(nz).

n=0 n=2
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Pertanto ¢ necessario calcolare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f(x) = x definita in [0, 7]
estesa per parita in [—m, 7| e per 2m-periodicita a tutto R. Se n > 1 si ha:

1 s

s
il de = =
or Jo T T 2
2 [T 2 i T 2 4 2(1— (=)
/ xcos(nz)dr = — [gjsm(nw)] — — [ sin(nz)dx = —#
™ Jo ™ n 0 nm Jo ™n
Pertanto si ha per |z| <
2 4 2 = 1—(=1)"
—g %Z )cos(nx):g—wcosx—wz1(12)cos(m;),
n=1 n=1
da confrontare con
o
xr = 2ag+aycosT + Zan\/ n? — 1 cos(nz).
n=2
us 4 4 1
Ne segue che ag = —, a1 = ——, e asr = 0 € agpyr1 = —— per k € N, k£ < 1.
4 ™ * T \/4k(1 + k)(2k 4 1)2

Pertanto si ottiene:

4 Ak(1+ k)t
u(x,t):%(l—e_%)—;te cos:p——z “sin k)Y

VA1 + k)(2k 4+ 1)2

il termine generale della serie & maggiorato uniformemente rispetto a (¢,z) in modulo da 1/(2k +
1)2 che ¢ termine generale di una serie convergente, quindi la serie converge totalmente, dunque
uniformemente.

cos((2k + 1)x),

Svolgimento (Esercizio 3). Il sistema puo essere scritto nella forma:

i = Az + B(t) conz_<z>, A_<§ _21> B(t)_<4‘55t>.

Si ha detA = —10 # 0 quindi Az = 0 se e solo se z = 0. Pertanto le soluzioni stazionarie dell’omogeneo
associato sono z(t) = 0 e y(t) = 0. Calcoliamo autovalori e autovettori di A: gli autovalori risolvono
I'equazione A2 — tr AX 4+ det A = 0, ovvero A\ — 3\ — 10 = 0 le cui soluzioni sono \; = —2 e Ay = 5.
Tali valori sono reali di segno discorde, per cui le soluzioni stazionarie dell’omogeneo associato sono
nodi instabili. Calcoliamo gli autovettori relativi agli autovalori:

o-an ()~ (41) (1)

da cui si ottiene 3v{ + v} = 0, e possiamo scegliere v; = (1, —3).

T —1 9 T
- () -(5 %) ()

da cui si ottiene —v§ + 2v§ = 0, e possiamo scegliere vo = (2, 1).
Sia P la matrice le cui colonne sono gli autovettori e P~! la sua inversa (det P = 7 # 0).

(51 ()

Posto w = P~ !z, e ricordando che P~'AP ¢ la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori di A e
tutti gli altri valori pari a 0, si ottiene

_ 5t
i=P 2= P'Az 4 P'B(t) = PU AP \w+ PB(t) = ( Y ) w+ ( 142665//77 ) .
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Risolviamo quindi le due equazioni:

4

Wy = —2w, + —e’,
7
12

Wy = Hwy + 765t.

La soluzione generale dell’omogenea associata all’equazione per w, & cie~2. Per trovare una soluzione
particolare utilizziamo il metodo dei coefficienti indeterminati: dato che il temine noto ¢ del tipo
e con a # —2, cerchiamo una soluzione della forma Ae’. Sostituendo nell’equazione si ottiene
5Ae’ +2A4e% = 4€5 /T da cui A = 4/49. Quindi si ha w,(t) = cie 2! +4e% /49. La soluzione generale
dell’omogenea associata all’equazione per w, ¢ co€”. Per trovare una soluzione particolare utilizziamo
il metodo dei coefficienti indeterminati: dato che il temine noto & del tipo e* con a = 5, cerchiamo
una soluzione della forma Cte5. Sostituendo nell’equazione si ottiene Ce® +5Ce5t —5C e = 127 /7

da cui C = 12/7. Quindi si ha wy(t) = cpe® + 12€5%¢/7. Si ha z = Pw, per cui:
)\ [ 1 2 cre” 2 + 4e° /49
y(t) )\ -3 1 coe® + 127 )7 )

4 24
z(t) = cre 2 4 4—965t + 2¢9et + 7e5tt,

La soluzione ¢ allora:

12 12
) = —3cie 2t 5¢ 5¢ Sty
y( ) cie 7496 + coe”” + - e

Svolgimento (Esercizio 4).

(1) Si ha div(F)(z) = 1223 + 2z e rot(F)(z) = (=1,0,4).
(2) Si ha:

(3cos 6+ 2sin 6, 5cos0,0) - (—sin 6, 2cos b, 0) db

(—3 cos Osin 6 — 2sin? 6 + 10 cos? 9) do

Infatti si ha: )
/ cos4951n0d0:/ cos? @sinfdf = 0,
0

—T7
perché l'integranda & 2m-periodica, dispari e nell’'ultimo integrale si ha che lintervallo di
integrazione ¢ simmetrico rispetto all’origine; inoltre per periodicita si ottiene

27 2w 5/2m 2
/ cos? 0 df = / sin?(0 4 7/2) df = / sin? o do = / sin?(0) do,
0 0 /2 0

che permette di calcolare:
2 2
27 = / (cos? @ +sin? 6) df = 2 / cos 0 df.
0 0

Si puo anche osservare che la curva assegnata e il bordo della superficie

Ci={(@,y,2) : 2 =0, 2> +2/4 <1},
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orientata con normale (0,0, 1). Dal teorema di Stokes si ricava allora che:
j{l{ﬁds = / rot(F) - ido = 4Area(C) = 8,
¥ C

che conferma il calcolo precedente.
(3) La matrice Jacobiana della parametrizzazione é:

—sinf(s? +1) 2scosf

Jac(yp) = (s +2)cosf sin 0
0 352
Posti:
B _ —sinf(s? +1) 2scosf
1= (s +2)cosf sin 0 ’
—sinf(s? +1) 2scosf
Bz = 0 352 )7
(s+2)cosf sinf
Bs = 0 3s2 )

per il teorema di Binet ’elemento d’area risulta quindi:

do = <\/ det?’By + det’By + det233> db ds

= \/9(5 +2)2 cos2(t)s* + 9 (52 + 1)? sin?(t)s? + (25(s + 2) cos?(t) + (s> + 1) simQ(t))2 df ds.
(4) Siha ¢(r/2,1) = (0,3,1) e la normale indotta dalla parametrizzazione in tale punto vale:
-2
Opp(m/2,1) N Osp(m/2,1) = det Jacp = det
(0,5)=(m/2,1)

—9).

0
1 | =(0,6,—-2).
3

JTH o
JTHrn <o

0
0

Si ha quindi 72(0,3, 1) = {g5=3 = 59 (0,6,
(5) 11 flusso richiesto é:
—sinf(s?> +1) 2scosf

. o ol -1 s°+1
/ rot(F) - ndo = / / det | 0  (s+2)cosb sin 0 ds df
= 0 Jo 4 0 3s?

2,1
= / / (—35%(s +2) cosf + 4(—(s* + 1) sin® § — 2s(s + 2) cos® 0))) ds df
o Jo
1
= / —d4m (3s® +4s+ 1) ds = —16m.
0

Svolgimento (Esercizio 5). Cerchiamo soluzioni u(t, z) = U(t) X (x), sostituendo nell’equazione si
ha:
U)X (x) = U)X (z) —2Ut)X (z) — U(t)X (x) =0,
e supponendo che u(t,x) = U(t) X (x) # 0 per ogni (¢, x) si ottiene dividendo per tale espressione:

U(t) B X(z) _ X(z) 1=
00~ X CX@
: U(t):X(x)+2X(x)+1:)\eRv

U(t) X(x)
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Consideriamo a questo punto le equazioni:

{U(t) = \U(t)

X(x) 42X (x) + (1 =N X(z) = 0.

Dalle condizioni al contorno u(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni t > 0, si ricava che X(0) = X(7) = 0,
pertanto cerchiamo i A € R tali per cui vi sia soluzione non identicamente nulla per:

X(z)+2X(z)+ (1 - NX(z)=0
X(0)=X(m)=0.

L’equazione caratteristica dell’equazione & u? + 21+ 1 — XA = 0, da cui si ricavano

p=—-1—y/1—(1=X)=—-1-VA, pe = —14+ VA

Quindi per A > 0 si ottiene che I’equazione ammette al variare di ¢1,co € R le soluzioni
X (z) = creMt + coel?t,

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; +c2 =0, e da X(7) =0
si ha: 0 = ¢j(ef1™ — et2™). Poiché p; # g si ottiene che 'unica possibilita e avere ¢; = ca = 0, quindi
se A > 0 'unica soluzione compatibile ¢ la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Se A =0, si ha u; = uo = —1. L’equazione ammette al variare di c1,co € R le soluzioni

X(z) = cre " + eote™.

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; = 0 e da X (7) = 0 si
ottiene come™™ = 0, quindi cs = 0 e si ottiene solo la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Studiamo ora il caso A < 0 e poniamo w = \/W . Per A < 0 si ottiene che le radici dell’equazione
caratteristica sono p1 = —1 —iw e po = —1+iw, e quindi ’equazione ammette al variare di c1,cy € C,
dy,ds € R le soluzioni

X(z) = cre e 4 cpe e = e (cre7 T + cpe™”) = e (dy coswz + dasinwz) .

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali: da X(0) = 0 si ottiene d; = 0 e da X (7)) = 0 si
ottiene do sin mw = 0. Poiché si cercano soluzioni non identicamente nulle, si ottiene ds # 0 e quindi

w=mnecN\{0}.
In definitiva, si ottiene che A = —n? al variare di n € N\ {0}, e le soluzioni di:

Xon(2) 4+ 2X(2) + (1 — n?) X (z) = 0

Xn(0) = X (7) =0,
sono tutte della forma X, (z) = dye *sinnz al variare di d,, € R. L’equazione U,(t) = —n2U(t)
ammette come soluzione Uy, (t) = U,(0)e ™. Poniamo un(t,z) = Upn(t)Xn(x). Per ogni n, essa
¢ una soluzione dell’equazione data soddisfacente u,(0,t) = wu,(m,t) = 0 per ogni ¢ > 0. Posto

by = Un(0)d, € R si ottiene per ogni n € N\ {0} un(t,z) = bye e sinnz. Cerchiamo di
soddisfare il dato iniziale con una serie di tali funzioni. Cerchiamo i coeflicienti b,, in modo che
o o o

Zun(x,O) = u(z,0) ovvero ane_x sinnx = z(r — z)e”*, quindi (7 — z) = an sinnx. Se ne
n=1

n=1 n=1
deduce che i coefficienti b,, sono i coefficienti di Fourier della funzione ottenuta prolungando z(m — x)
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a tutto [—m, 7] per disparita, e poi a tutto R per 2z-periodicita.

2 [T 2 [T
by, = / z(m — x) sinnz dx = / (=% + 7z sin nz da
T Jo T Jo
2 7T 2 [T 2 [T
=— [—M(—xz + 71'33)} + — [ cosnz(—2x+m)dr =— [ cosnz(—2x+7)dz
™ n 0 ™ Jo ™ Jo
2 |si T T 4 4
== [smm?(_Qx + 7T):| +— [ sinnzdr=— [ sinnrdr
n n ™ 0 ™ 0

e[ - -

Quindi by, = 0 e bo1 = 8/(7(2k + 1)3) per k € N. Si ha allora:

™3

o0

8 1 2
_° —(2k+1)%t—z 3 ) 1 )
u(t, x) - E_O TP 1)36 sin ((2k + 1)z)

Studiamo la convergenza della serie cosi ottenuta. Per ognit > 0 e z € [0, 7]

1 2
=2k 1)t o2k 1 -
‘(2k+1)3e sin (2% + 1)z)| < (2k +1)%’
quindi
— (2k+1)2t7x . Qk 1 < - 1
kzzo igg ‘Qk—i— e e sin ((2k 4+ 1)z)| < kZ:O(Qk—F I < +o00,

z€[0,7]

infatti il termine generale della serie di sinistra (2k+1)"2 < 273k=3 < 1/(8k?), termine generale di una
serie convergente. Pertanto la serie che definisce u(t, z) converge totalmente, quindi uniformemente.

Svolgimento (Esercizio 6). Posto z = T(z,y), A = ( g :; > e b(t) = T(e3*,0) (dove il segno
T indica il trasposto) si ha 2 = Az + b(t). Cerchiamo autovalori e autovettori di A. L’equazione
degli autovalori & A2 — tr(A)\ + det(A) = 0, ossia A2 — A — 2 = 0, quindi A\; = 2 e Ay = —1. Poiché
det(A) # 0, si ha che Az = 0 se e solo se z = 7(0,0). Pertanto 1'unica soluzione stazionaria del
sistema omogeneo associato ¢ z(t) = 0, y(¢t) = 0, e poiché gli autovalori sono reali di segno discorde,
si che ha tale punto e una sella, quindi un equilibrio instabile.

Gli autovettori di A sono le soluzioni vq, ve € R? di (A=XNId)v; = 0,7 =1,2, ossia < ; :Z > v =

4 -2
2 —1
cambiamento di base le cui colonne sono i vettori v, v e la sua inversa:

(21 L 12 -1
e-(Ta) (A )

Moltiplicando il sistema per P! e posto P~z = w, si ottiene:

0 da cui v; = T(2,1), > vy = 0 da cui vg = T(1,2). Definiamo quindi la matrice del

d
priCh P71 = P 'APw + P 0(t),
quindi
TR AD VI wy (20 wy 2/3e3t
() =05 ) i) rrmo= (8 %) (o )+ (2 )-
Si ottengono quindi le equazioni w; = 2wy +2/ 3e3t e g = —wy—1 / 3e3t. Le omogenee associate hanno

soluzione cje?t e cpet al variare di ¢1, ca € R. Per cercare le soluzioni particolari, applichiamo il metodo

dei coefficienti indeterminati osservando che e non & soluzione delle omogenee associate. Cerchiamo
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quindi soluzioni particolari nella forma Cie® per la prima e Cae3 per la seconda. Sostituendo, si ha
3C) =2C14+2/3dacui C; = 2/3e3Cy = —Cy—1/3 dacui Cy = —1/12. Pertanto wy(t) = c1e?'42/3e3!
e wy(t) = coe™t — €3 /12. Si ha infine:

= (5 ) =ro= (2 1) (o)
e pertanto la soluzione generale del sistema risulta:
z(t) = 2c1€®* + 5/4e3 + cae ™,
y(t) = cre®t +1/2e3t 4+ 2c9e 7,
al variare di ¢y, co € R.
Svolgimento (Esercizio 7).

(1) Posto F = (Fy, Fy, F3), si ha:

div F = %Fxl + 86Fy2 + 68F23 = 42322 — zsiny
i 0y Fy i 0y a2

rot FF =det | j 9y Fy | =det| 7 8, zcosy | =(2y—cosy,2x(z*2—1),0)
];Z 82 Fg ];7 82 5132 + y2

(2) La matrice Jacobiana di ¢ = (p1, @2, p3) &

Oup1 Oyip1 ved el
Jaco(u,v) = | Oup2 Ovp2 | = | 2u
Outps  Ovps 0 -1

Indicate con By, Bg, Bs le tre sottomatrici quadrate 2 x 2 di Jac p(u,v), si ha:

2u 0 vet* e vet eY
Bl:(o —1)’32:< 0 —1>’B3:<2u 0)'

e 'elemento d’area risulta

do = \/ det? By + det? By + det? B3 du dv
= /(—2u)2 4 (—ve®)2 + (—2ue®)2 du dv
= \/4u2 + vZe2u + 4u2e2u du dv.
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(3) Per il teorema di Stokes si ha che tale circuitazione ¢ il flusso del rotore di F attraverso X.
Posto rot F' = (G1, G2, Gs), si ha:

Giop
/F ds—/rotF nda—/ / det | Gaop|Jacy | dudv

G3 oY
2u2 — cosu? vet e
:/ / det | —2ve“(vie3* +1) 2u 0 du dv
0 0 -1

:/ / (—2u(2 u® — cosu?) — 2v%e*" (v1e™ + 1)) du dv
= / / (— 2™ — 2¢®v? — 4u® + 2u cos(u?)) du dv
—1J-1

1 .1
— / / ( — 2e5Uyb _ 9e2u 2) du dv.
1/

perché il termine —4u3 + 2u cos(u?) & dispari e integrato in un intervallo simmetrico rispetto
all’origine. Sviluppando I'integrale si ha:

. 1 1 1 4 4
/F -ds = 2/ (/ ( — 2e%U0 — 262“112) dv) du = / <—e5“ — 62“> du
Y -1 0 -1 7 3

2 inh 4sinh(2
=——(e _6_5)—*(62—6_2):—8SIH (5) _ 4sin ( )‘
3 35 3

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il bordo di I' € costituito dalla curva formata
dalla giustapposizione delle quattro curve:

m(t) = e(=1,1) = (t/e, 1, 1), Y(t) =(e,0,-1)
12(t) = ¢(t,1) = (', %, 1), Aa(t) = (¢, 2t0)
13(t) = ¢(1, —t) = (—te, —1,1), Y3(t) = (—e,0,1)
1(t) = p(—t,~1) = (e, 1%, 1) a(t) = (7", 2t,0),
per —1 <t < 1. Si ha quindi (ricordando che F(z,y, z) = (2222, z cos y, 22 + 32)):

4
/ﬁ-ds = Z/ F o()%(t) dt
v i=1 77
1

1
= / (t5/e*, —tcos1,t2/e* +1)- (e71,0,—1) dt —i—/ (e, —cost?, e +t1) - (!, 2t,0) dt+
-1 -1
1

1
+/ (t%* tcos(—1),t%e® +1) - (—e,0,1) dt + / (e™¥ cost? e +t1) - (e7,2t,0) dt
-1 —1

1
= / ((t66_5 —t?e7% — 1) + (&% — 2t cost?) + (—15¢° + t?2e* + 1) + (e + 2t cos t2)) dt
-1

1 t2 t6
= / (e*"” e — 10 +t%e* — — + ) dt
1 (&

_ e’
45 502 9 5 8sinh(5) 4sinh(2)
—35(6 e )+3(e e )=+ ar + 3
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Per determinare se I'orientamento scelto per il bordo sia quello corretto, ovvero quello indot-
to dalla parametrizzazione, osserviamo come nello spazio dei parametri (u,v) in bordo del
quadrato [—1,1] x [—1, 1] venga percorso in senso orario, quindi negativo. Pertanto & neces-
sario invertire il segno del risultato, che conferma cosi il risultato ottenuto con il Teorema di

Stokes.
(4) si ha ¢(0,1/2) = (1/2,0,—1/2). La normale indotta in tale punto é:
i Oupr Ovpr i 1/2 1
Oup(0,1/2) N Dpp(0,1/2) = | J Oypa Oy =|1J 0 0 =(0,1/2,0),

k C{911903 81)903 (0,1/2) k 0 -1

da cui

By2(0,1/2) A Byp(0,1/2 0,1/2,0
a1/2.0,_1j2) - DO N000.1/2) _ 0.1/2.0)

©0up(0,1/2) A Dup(0,1/2)] — 1/2
(5) posto H= (Hy, Ho, H3), il flusso di H attraverso ¥ ¢ dato da:

. 1 1 Hyop
/H-ﬁda:/ / det | Hooyp |Jacy | dudv
b -1J-1

Hzop
1 A —vet pet v
= / / det vu?  2u 0 du dv
-1J-1 0 0 -1

1 1
= / / (2uv26” + v3u26“) du dv
“1J-1

Il termine con potenza dispari di v si annulla per disparita nell’integrazione su un intervallo
simmetrico, e quindi

. 1 1 4 1 8
/H-ﬁdaz/ / 2u’u2e“dvdu:/ we du = —.
> “1J-1 3./ 3e

Svolgimento (Esercizio 8).  Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(t,z) = U(t)X (z). So-

stituendo nell’equazione si ottiene U(t)X (z) — 5U(t)X (z) = 0, da cui dividendo per 5U (t)X (z) si
ha

ui) _ X(z)
50 X)) R
Si ottengono quindi le equazioni:
U(t) = 5AU (1),
X(x) = A X (2),

da accoppiare con le condizioni iniziali u,(0,t) = U(t)X(0) = 0 e ug(m,t) = U(t) X (7) = 0 che porgono
X (0) = X(m) = 0. Studiamo quindi:

L’equazione caratteristica & u?> — A = 0. Distinguiamo quindi i vari casi in base al segno del discri-
minante dell’equazione. Se A > 0 abbiamo come radici ¢ = £v/A e le soluzioni dell’equazione data
Sono

X(z) = cre¥Ae 4 cze_ﬁm,
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al variare di cq, co € R. Derivando si ottiene:
X (2) = eVreV> — v re VA7,

Valutando la derivata in 0 e ponendola pari a zero si ottiene ¢; = cg, sostituendo questo fatto e
valutando la derivata in 7 si ottiene che per soddisfare X (m) = 0 si deve avere ¢; = co = 0, ma la
soluzione nulla non & accettabile.

Se A = 0 lequazione ha per soluzioni X (z) = ¢; + cox al variare di ¢1,c2 € R, la cui derivata
X(x) = ¢1. Si deve avere quindi cg = 0 e la soluzione risulta essere X (z) = ¢;. Affinché tale soluzione
sia accettabile, & necessario richiedere ¢ # 0.

Se A < 0, posto w = /|| equazione ha per soluzioni X(z) = ¢ cos(wz) + casin(wz), la cui
derivata & X (z) = —we; sin(wz) + we cos(wz). Valutando tale derivata in 0 e in 7 e ponendola pari
a zero si ricava ca = 0 e sin(wr) = 0 da cui w = /|| € Z.

Il sistema pertanto ammette soluzioni accettabili solo per A = —n?, con n € N e detta X, la
soluzione corrispondente a A = —n?, tali soluzioni sono date da X, (z) = c; cos (nz). Tale scrittura
comprende anche il caso n = 0.

L’equazione per U, ovvero Uy (t) = —5n2Uy(t) ha per soluzione U, (t) = Uy, (0)e™®""t, si ha quindi
al variare din € N:

Un(t, @) = Up () Xn(2) = ane " cos (nz)

dove si € posto a, = U(0)c1, quindi a, € R\ {0}. Cerchiamo di raggiungere il dato iniziale con una
serie di queste soluzioni:

u(0,z) =2z = Zun(O,w) =ap+ Zcos (nz),

j=0 n=1

quindi i coefficienti a,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli coseni della funzione
f(x) = 2z, mentre ag ¢ il doppio del coefficiente di ordine 0 dello sviluppo in serie di Fourier di f.
Prolunghiamo quindi f per parita a tutto [—m, 7| e poi per 2w-periodicita a tutto R. Si ha:

1 s
aoz/ 20dr =7
0

s

2 (7 4 i T 4 [T
an = / 2x cosnrdr = — [:L‘Sln nx] — — [ sin(nx)dx
™ Jo ™ 0 nm Jo

= - leos(na)]f = 4(_173;_1

Quindi ag = 7, ag, = 0 e ag,_1 = —8/(w(2k — 1)?) per k € N, k > 1. La soluzione risulta quindi:

8 &n e 32D cog (2K — 1))
u(t,a) =7 - = 2 (2k — 1)2 '

La serie converge totalmente quindi uniformemente, infatti si ha:

> e5(2k=1)% cog ((Qk‘ — 1)w) > 1
< -
kzlsup (2k — 1)?2 <D @k—12 =t

k=1

(ad esempio per confronto con la serie di termine generale 1/k2).

Svolgimento (Esercizio 9).  Moltiplicando la prima equazione per 2 e sottraendo la seconda si
ottiene 2z’ — ' = 6t2, da cui 2z(t) — y(t) = 2t> + c1. Sostituendo, si ha 3 +2(y + 2t3 +¢;) — 6y =0
ossia y — 4y = —4t> — 2¢;. L’omogenea associata ¢ 3/ = 4y che ha per soluzione y(t) = coe®,

per trovare la soluzione della non omogenea cerchiamo una soluzione particolare con il metodo dei
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coefficienti indeterminati nella forma At + Bt? + Ct + D. Sostituendo nell’equazione, si ottiene:
A=1,B=3/4,C=3/8, D=2 +%. Pertanto si ha:

3 3 R

D=coe+ 3+ 824+ ¢4 = 4+ —

y() coe + +4 +8+32+27
3 3 3

C2 4, 3.3 3.9
w) =gt gl gt Ter t
-2 3
—4 6
riga il doppio della prima, tale matrice ha determinante nullo. Le soluzioni stazionarie sono date da
tutti i punti della retta —2z + 3y = 0. Gli autovalori risolvono I'equazione A? — tr(A) A + det(A) = 0,
ovvero A2 — 4\ = 0 ovvero A = 0 e A\ = 4. Pertanto si tratta di equilibri instabili.
Per la determinazione della soluzione, si poteva anche procedere nel modo seguente. Derivando la
prima equazione si ottiene ¥ + 2 — 3y = 6¢. Dalla seconda equazione si ha y = 6y — 4x, per cui
sostituendo nella prima si ha & + 24 — 18y + 12z = 6t. Dalla prima equazione si ha 3y = i + 2z — 3t2,
sostituendo si ha quindi & + 2& — 64 — 12z — 182 + 12z = 6t, quindi I’equazione per la funzione z(t)
risulta essere & — 44 = 18t> + 6t. L’omogenea associata ¢ & — 44 = 0, lequazione caratteristica &
A2 — 4\ = 0 che ha come soluzioni \; = 0 e Ay = 4, pertanto le soluzioni dell’omogenea associata
sono dy + doet al variare di di, ds € R. Per risolvere I’equazione, utilizziamo il metodo dei coefficienti
indeterminati e cerchiamo quindi una soluzione particolare nella forma At 4 Bt>4Ct+D. Sostituendo
nell’equazione si ottiene 6 At +2B —4(3At?+2Bt+C) = 18t +6t, dacui A = 3/2, B = 3/8, C = 3/16.
Il valore della costante D ¢ aribitrario, possiamo scegliere D = 0. Quindi si ottiene

Il sistema omogeneo associato, posto z = (z,y) &€ 2 = Az con A = ) Essendo la seconda

3 3 3

1) =dy+doe + 23+ 42+ ¢

37() 1+ dge +2 +8 +16’
1 32 3t 2d; 1
) =(i4+22 -3t =3+ + 4 2™+ T —.
y(t) S(x—i-ac ) +4+8+ 2e+3 16

Le soluzioni ottenute con i due differenti procedimenti sono equivalenti: basta infatti porre 2ds = co
e dy = 3/64 + 3/4cy, infatti in questo modo si ha dy = ¢2/2 e 2/3dy +1/16 =1/32+1/2¢1 +1/16 =
3/32 4 ¢1/2, il che mostra l’equivalenza delle soluzioni.

Svolgimento (Esercizio 10). Poniamo ¢(0,z) = (¢1(0, ), p2(0, ), p3(0,x)) e
F(‘Ta Y, Z) = (Fl(:Ea Y, Z)? FQ(CL‘a Y, Z)? Fg(.fE, Y, Z))

(1) Si ha:
_—— x
le(F) = 83;F1 + 8yF2 + 8zF3 = m + 2y + 21’2’,
B & 0 F
rot(F)=det | é& 0, F>
€s 0. F3
2222 9 9 222y
—(owy—2s -T2 22 Y )
<‘w R G LR Ve

Poiché rot(F) # 0, il campo non & conservativo.
(2) La circuitazione richiesta é:

2m 2m
%F-dS:/ Foy(ﬁ)-"y(@)d@z/ < ! 2 62> - (0, —esinf, ecos ) df = 0.
v 0 0

-, €
62+17 )
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(3) La matrice Jacobiana eé:

0 1

2 . 2
=lging 2xe* 1cosf

Jac(p) = | —e

x2—1

2
e cosf 2xe®

—lsind

Per la formula di Binet, ’elemento di superficie 2-dimensionale ¢ dato dalla somma dei
quadrati dei determinanti delle sottomatrici 2 x 2 ovvero:

do = \/436264(952*1) + e2@2-1) df dx = ¢ ~1\/422e2(@*-1) 1 140 dz.

(4) Si ha ¢(mw/2,1) = (1,0, 1), in questo punto si ha

0 1
Jac(p)(r/2,1) = | -1 0 ],
0 2

Dette v1 e vo le colonne di tale matrice, si ha:

A(1,0,1) = LLAv2 _(22.0.1) _ _%Oﬁ
T ‘1)1/\1)2‘ \/5 5775 '

(5) 11 flusso richiesto eé:
2

. 1 2 62(x2r,1)+1 0 1
O(F,S) = /1 / det 2@ _ew=lging 22"l cos dx df
-0 2e2@ =1 g2®=loogh 2pe®lging

1 p2n 2¢2-2..3
_ :c2+2(:c2—1)—1 . x2+2(r2—1)—1 . 2e €z —
/_1 /0 (e xsin(t) + e cos(t) @D 11 dx df = 0.

Svolgimento (Esercizio 11).  Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(z,t) = U(t)X (z),
sostituendo si ottiene

~U)X (x) +2U) X (x) +3U ()X () + U)X (x) = 0,
e dividendo per U(t)X (x) si ha:

~U(t) +U(t) 2X (z) + 3X(g;).

U(t) N X(x)
Si ottengono quindi le due equazioni (A € R):

—Ut)+ (1= NU(t) =0,
2X(z) +3X(z) + AX(z) = 0.

al variare di A € R. Studiamo l'equazione per X (z), la sua equazione caratteristica al variare di
AERe2u?+3u+ A =0, il cui discriminante @ A = 9 — 8. Dalle condizioni al contorno, si ricava
u(0,t) = U(t) X (0) = 0 per ogni t e u(m,t) = U(t) X (m) = 0 per ogni ¢, il che implica X (0) = X (7) = 0.

Se A > 0, equazione caratteristica ammette le radici reali distinte A1 e A2, e ’equazione per X (z)
ammette come soluzione generale X (z) = c1eM? 4 chet2®, Sostituendo, si ottiene 0 = ¢1 + ¢ dalla
prima e quindi X (z) = ¢;(eM?® — *2%). Sostituendo X (1) = 0, si ha 0 = ¢;(eM™ — ™), ed essendo
A1 # Mg, si ottiene ¢; = ¢ = 0, soluzione non accettabile.

Se A = 0, l'equazione caratteristica ammette la radice reale doppia A1, e I'equazione per X (z)
ammette come soluzione generale X (z) = c1eM® + cpze*®. Sostituendo le condizioni al contorno si
ha ¢; =0 e 0 = come™™, il che implica ¢; = 0 e anche questa soluzione non & accettabile. Supponiamo
A < 0, in tal caso l'equazione caratteristica ammette le radici complesse coniugate \; = a + iw e
Ao = a —iw dove @« = —3/4 e w = \/W/Zl # 0. La soluzione generale dell’equazione ¢ X (x) =
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e (1 coswr + g sinwz), sostituendo le condizioni al contorno si ha ¢; = 0 e 0 = ce®™ sinwn. Cio
implica w € Z\ {0}. In particolare, poiché 4w = /]A[ si deve avere w = n € N\ {0} e quindi
16n2 = —A perché A < 0, pertanto si ha 16n%? = —9 + 8\, e A, = (2n? — 9/8). Pertanto al variare di
n € N la soluzione relativa a A, e
X (x) = cre™ ¥/ sinna.

Studiamo ora lequazione per U(t), essa & —U = (A — 1)U, la cui soluzione generale & U(t) =
U(0)e~ A=t Sostituendo i valori di A accettabili, ovvero i valori A, si ottengono soluzioni U, (t) =
U, (0)e~2n*+1/8)t Poniamo b, = Uy (0)c, e costruiamo le soluzioni elementari

up(z,t) = be~ 2 HL/8) e =3/42 iy

Per coprire il dato iniziale si deve avere

da cui

pertanto i coefficienti b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie (di soli seni) della funzione
e

definita su [0, 7] e prolungata per disparita a [—7r,7r] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Pertanto i
coefficienti b,, sono dati da:

bn:2/ (z—‘m—zbsinmcdx
™ Jo 2 2

9 /2 T
:/ xsinnmd$+/ (m — x) sinnz dz
™ Jo w/2

4 ( 7r)
= ——=Sm|\n—-].
™2 2

Quindi la soluzione risulta essere:

4 sin () +1/8)t /42

u(z,t) = = Z T sin(nx).
n=1

Essa converge uniformemente, infatti si ha:

= sin (n ) —(2n?+1/8)t ,~3/42

3 SlIl TLLI?
n

sup
n—=1 (z,t)€[0,7]x[0,4o00[

o0
1
<D g

che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie.

Svolgimento (Esercizio 12). Posto z = (z,y), il sistema si riscrive nella forma z = Az + B(t) con

(32 me(%)

Siha T = tr(A) = -3 e D = det(A) = —13. L’equazione degli autovalori & A2 — T'A + D = 0 ovvero
A2 + 3\ — 13 = 0, che ammette come soluzioni i due autovalori reali
1 1
/\1:5(—3—\/671), A2=§<—3+m>-
Poiché D # 0, 'unico punto di equilibrio per 'omogeneo associato & (0,0), e poiché gli autovalori sono
di segno discorde tale punto ¢ una sella.
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Riscrivendo il sistema dato, si ha:
—3y =4+ 22— 3e” %,
Y= —5T —y.

Derivando la prima equazione, si ottiene —33y = & + 24 + 6e 2.
Sostituiamo 1’espressione di g ottenuta dalla seconda equazione:

—3(=5z —y) = & + 20 + 6e 2L,

Riscrivendo tale espressione si ha # + 24 — 15z — 3y + 6e 2! = 0.
Sostituiamo ’espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

&+ 24 — 152 + (& + 22 — 32" + 6e 2 = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:

i 424 — 15z 4+ @ + 27 — 3¢~ 2 + 6% = 0.
Tale equazione si riscrive come:

F—(=2—1)i+ (2—15)x — 3¢ 2 4 672 = 0.
In notazione compatta, si ha & — 7@ + D2 = —3e~?!. L’omogenea associata ha soluzione generale
c1eMt + cpe??t Cerchiamo una soluzione particolare di tale equazione con il metodo dei coefficienti
indeterminati. Poiché —2 non e soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione nella
forma ge=% con ¢ € R. Sostituendo e semplificando e, si ottiene 4¢ —6¢ — 13¢ = —3 da cui ¢ = 1/5,
quindi si ottiene
1
z(t) = c1eMt + cpe™ + 56’2"/.
Derivando, si ha:
2
z(t) = i eMt + cpdge?t — 56_%.

Si ha percio:
2 1
y(t) = — <cl)\1€>‘1t + 02)\26)‘215 — 56_% + 2 <cle>‘175 + 026>‘2t + 56_2t> — 36_2t>

LT (1 ) e (VT 1) )

La soluzione del sistema & quindi:

W

16_%(3_m)t + 026—%(3+\/ﬁ)t + %2’5
OV ( (14 VBT) exeV 4 (VBT — 1) ¢ + 63 (VFT-1))

x(t) =
y(t) =

con ci,cy € R.

= O

Svolgimento (Esercizio 13). Poniamo (6, y) = (@1, 2, 3) e F = (FL, Fy, F3).
(1) Siha:
div F = 9, Fy + 0,Fy + 8, F3 = 0,

1 8x 3y2 + 2z
5 0y 1-—8x% | =(—12y,0,—242” — 6y).
3 0, 2z —6y?

Loy

rot F = det

1

gy

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non & conservativo.
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(2) Utilizziamo il teorema di Stokes: T' & bordo di un’ellisse £ appartenente al piano z = 1.
La normale unitaria a tale ellisse sara quindi (0,0,4+1). Parametrizziamo tale ellisse con
Y(r,0) = (5rcosf,2rsinf, 1), 0 <r <1, 0 € [0,27]. Lo Jacobiano di tale parametrizzazione

N

&
5cosf —bHrsinf
Jac(y)) = | 2sinf 2rcosf |,
0 0

e Ielemento d’area risulta do = +/(107sin?@ + 107 cos2#)2 = 10r. Si ha poi che la nor-
male alla superficie in ogni punto concorde con l'orientamento di questa parametrizzazione
dell’ellisse &

1 e1 bcosf —bHsinf
n(f,1) = ——det | ez 2sinf 2cosd =(0,0,1).
|do] e 0 0

Questa parametrizzazione dell’ellisse per la regola della mano destra induce lo stesso orien-
tamento su I' della parametrizzazione assegnata. Dal teorema di Stokes si ricava (sfruttando
la simmetria del dominio):

?{ﬁ-ds :/rot(ﬁ) -ndo = /(—243:2 — 6y)do
T £ I
27 1
= —24/ 22 do = —24/ / 2512 cos? 0 - 10r dr df = —15007.
£ 0 0

Per calcolo diretto si ha:

ﬁﬁ-dSZ/%ﬁoy(e).y(a)dQ

0
27
= / (3(2sin6)* + 2,1 — 8(5cos 0),2(5cos f) — 6(2sin #)?)(—5sin 6,2 cosb,0) df
0
27 27
= / (—60sin® 0 — 10sin @ + 2 cos § — 2000 cos* #) df = —2000/ cos? 0d = —15007
0 0

che conferma il calcolo precedente.
Nell’'ultimo passaggio si e sfruttato il fatto che:

27 2 2m
/ cos? 0 = [sin @ cos® 0)3™ + 3 / sin? 0 cos? 0 df = 3 / sin® § cos® 0 df
0 0 0

27 2m 2w
/ cos @ :/ (1 —sin®f)cos’0dh == —/ sin? @ cos? 6 db,
0 0 0

pertanto:
2 2
s —/ sin® 0 cos? 0 df = 3/ sin? 0 cos? 0 d#,
0 0

da cui

21 T
/ sin?@cos?0do = —,
0 4

2 3
e quindi / cos* 0 = S
0 4
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(3) La matrice Jacobiana ¢

—rsinf cosf
Jacp(8,r) = rcosf  sinf
0 —4r?

Il prodotto vettoriale delle colonne di tale matrice &

e; —rsinf cosf
det [ ex 7cosf sinf | = (4rcosd,4rtsing, —r).
es 0 —4r3
L’elemento d’area ¢ il modulo di tale prodotto vettoriale, quindi
do =ry/(16r% + 1).
: _ S (21/40-1/2) V5
(4) si ha ¢(0,1/2) = (1/2,0,15/16). La normale ¢ 1 = e %2(—1,0,-2).
(5) Consideriamo la superficie ausiliaria C' = {(z,y,0) : 22 +y? < 1}. Si ha che SUC ¢ superficie

chiusa che racchiude il volume V. Per il teorema della divergenza si ha che, orientando SUC
con la normale esterna a V:

:/divﬁdvz ﬁ-ﬁda:/ﬁ-ﬁda+/ﬁ-ﬁda.
1% SuC S C

Pertanto, orientando S e C con la normale esterna a V' si ottiene:

/F nda——/F-ﬁda.

La normale a C' ¢ (0,0,—1). Dal punto precedente, si ¢ visto come tale orientamento sia
I'opposto di quello deﬁnito dalla parametrizzazione assegnata su S, infatti il vettore n e
normale unitaria interna a V. Pertanto si ha, passando in coordinate polari piane:

@(S,ﬁ):/Cﬁ'(O,O,—l)da:—/C(2x—6y2)dxdy:6/cy2dxdy

2 1 3
= 6/ / r3sin?0drdd = -7
o Jo 2

Procedendo per calcolo diretto, si ha:
o el Fiop —rsinf cosf
@(S,ﬁ):/ / det | Fooep rcosf sinf | drdf
F300 0 43
2 1
= / / (3(rsin0)2+2(1 —r4)>4r4cosedrd0+
o Jo

2 pl
+/ / 1 — 8(rcos 9)3>4r4 sin 6 dr df+

2
/ / 2(r cos @) — 6(rsinh) )drdH

Il primo integrale € nullo perché f027r sin? @ cosHdf = 2 f(;r sinf cos 0 df = 2f1_1 tdt =0 (si
ponga t = cos ), il secondo perché l'integranda come funzione di # & dispari e 2w-periodica.

27 1 3
— / / —6r3sin®0drd = =,
o Jo 2

che conferma il risultato precedente.
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Svolgimento (Esercizio 14). Applichiamo il metodo di separazione delle Variabjli cercando solu-
zioni non nulle nella forma wu(z,t) = U(t)X(x). Dalle condizioni iniziali si ricava X (0) = X (7)) =0
Sostituendo, si ottiene al variare di A € R:

~Ut)X (z) +3U(t) X (z) =0,
e dividendo per U(t)X (z) si ha:
—U@) _ 3X(z) _
Uiy X(x)

Si ha dunque il seguente sistema:

3X (z) + XX (z) = 0.

Risolviamo ’equazione in X (x) accoppiata con i dati X (0) = X (7) = 0. L’equazione caratteristica ¢
3u2 + X = 0, il cui discriminante ¢ A = —12X. Se A > 0 allora necessariamente A < 0, I'equazione
caratteristica ammette due radici reali, distinte e non nulle. La soluzione generale ¢ X (z) = cje1® +
coet?® la cui derivata e X(ac) = cipu1eM® + couge!?®. Sostituendo i dati X(O) =0e X(7r) = 0 si
otterrebbe il sistema (nelle incognite ¢ e ¢3):

cip1 + copg =0
c1p1 et + copoet?™ =0

{—U(t) —\U(t) =0,

Il determinante di tale sistema & pqpug(et2™ — e1™) £ 0, pertanto 1'unica soluzione ¢ ¢; = ca = 0 non
accettabile.

Se A = 0 allora necessariamente A = 0 e p; = 0 € l'unica radice dell’equazione caratteristica. Si

ha X (x) = ¢; + cox come soluzione generale, derivando si ha X (x) = ¢y e sostituendo le condizioni
date si ottiene cp = 0, pertanto si ottiene la soluzione accettabile X (x) = ¢1, ¢; € R\ {0}.
Se A < 0 allora necessariamente A > 0 e si ottengono le radici complesse coniugate +iw dove w =
\/A/3. La soluzione generale & X () = ¢; cos(wx)+ ¢ sin(wz), derivando si ha X () = —wey sin(wz) +
wey cos(wz) e sostituendo X (0) = 0 si ha ¢y = 0, pertanto X (z) = ¢; cos(wz). Affinché sia X () = 0
si deve avere w € N e per avere A < 0 si deve avere w # 0, quindi A = 3n?, n # 0.

Si ha dunque X, (z) = ¢, cos(nz), n € N che comprende le soluzioni accettabili per A < 0.

Risolviamo ’equazione per U corrispondente a A = 3n?, n € N, ovvero U (t) + 3n2U(t) = 0 con la
condizione iniziale U(0) = 0. Se n = 0 si ha la soluzione U(t) = ¢1 + cot e sostituendo la condizione
iniziale, si ottiene U(t) = cot Se n # 0, si ha che 'equazione caratteristica ¢ p? 4+ 3n% = 0, le cui
soluzioni sono p; = iny/3 e la complessa coniugata pp = —iny/3, la soluzione generale pertanto &
U(t) = ¢y cos(nv/3t) + casin(ny/3t) e poiché U(0) = 0 si ha ¢; = 0, quindi Uy, (t) = d, sin(n/3t). Si
ha quindi, posto k, = c,d,,

<
[e=)
K
~
~—
|
-
S
N—
b
&
|

kot,
Uy (2,t) =U (1) X (x) = ky, sin(nv/3t) cos(nz),
da cui

druo(z, 0) =ko,

Dyun (x,0) =nv/3k, cos(nz).

Sviluppiamo il dato iniziale in serie di coseni

1 /7r ™
ap=— [ r=_—
0 ™ Jo 2
T 2 i = 2 [T 2
an = / xcos(nz)dr = — [acsm(n:n)] — — [ sin(nz)dr = ———(1 - (-1)"),
0

2
T n =0 N7 Jo nem



132 SOLUZIONI

da cui
n

_2 Z 1 cos(nz).

1\3\>1
>q

Per confronto, si ha:

Opu(x,0) = ko + Z nv/3k,, cos(nz),

n=1
da cui si ottiene kg = /2 e nv3k, = % ( Dl , quindi k, = 237\7/; 1_(7;1)”. La soluzione & quindi:
T 2/3e=1—(-1)" |
u(z,t) = 575 ~ 3. ; 3 sin(nv/3t) cos(nx)
T 4B 1
=—t— in((2k + 1)v3t 2k + 1)x).
5 i kgo Ok 17 sin((2k + 1)V/3t) cos((2k + 1)x)

Il termine generale della serie ¢ maggiorato da 1/n3, termine generale di una serie convergente.
Pertanto la serie converge totalmente, quindi uniformemente.

Svolgimento (Esercizio 15). Poniamo z(t) = (x(t),y(t)),

9
4 8 i
. ’ B <smé2t) )
313
2 4

Il sistema diviene 2 = Az + B. Calcoliamo gli autovalori di A, essi sono soluzioni di A? — tr(A)\ +
det(A) = 0, ossia A2+ 5 +4 = 0. Quindi \; = —1 e A\y = —4. Poiché det(A) = 4 # 0 I'unica soluzione
stazionaria dell’omogeneo associato ¢ z(t) = y(t) = 0 per ogni t € R, ed essendo gli autovalori con parte
reale strettamente negativa I'origine € un nodo proprio stabile per I'omogeneo associato. Calcoliamo
gli autovettori vy = (v}, v7) e vo = (v, vY):

0= (A — \Idgs)or = ( —3/4 9/8 )("’1 > da cui —va+9

Yy _
3/2 —9/4 v g1 =0

. _(9/4 9/8 vy .9 .9y
O—(A—)\QIdR2)U2—<3/2 3/4><Ug>dacul4v2+802—0.

Possiamo quindi prendere v; = (3,2) e vy = (—1,2). Pertanto si ha:

(23 g ()= k)

Si ha quindi, posto w(t) = P~ z(t), w(t) = (wa(t), wy(t)):
d

w = %(P_lz) = P_l,é = P_l(AZ+B) = P_l(APw—i—B) — P_lAP’LU—I—P_lB _ Dw—i‘P_lB,
-1 0 . . . . o ' .
dove D = 0 —4 )¢ la matrice diagonale degli autovalori. Cio equivale al seguente sistema:
ly = —wy + 1 sin(2t)
Wy = —4wy — isin(2t)

Risolviamo la prima equazione: I’omogenea € w, + w,; = 0, il polinomio caratteristico ¢ y — Ay = 0,
pertanto la soluzione generale dell’lomogenea ¢ w,(t) = cie”!. Per trovare una soluzione particolare
applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati, essendo il termine noto della forma sin(at). Poiché
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2 = a # A\ = —1, cerchiamo una soluzione nella forma A cos(at)+ Bsin(at). Sostituendo e ricordando
che oo = 2 si ottiene:

1
—2Asin(2t) + 2B cos(2t) + Acos(2t) + Bsin(2t) = 1 sin(2t),

che implica A+ 2B = 0e B—2A = 1/4, quindi A = —2B e B+ 4B = 1/4 per cui B = 1/20,
A = —1/10. Pertanto:

1 1
wy(t) = cre”t — 0 cos(2t) + 2 sin(2t).

Risolviamo la seconda equazione: 'omogenea ¢ w, + 4w, = 0, il polinomio caratteristico ¢ u— Ay = 0,
pertanto la soluzione generale dell’omogenea € wy(t) = coe~ 4. Per trovare una soluzione particolare
applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati, essendo il termine noto della forma sin(at). Poiché
2 = a # A\ = —4, cerchiamo una soluzione nella forma A cos(at)+ B sin(at). Sostituendo e ricordando
che a = 2 si ottiene:

1
—2Asin(2t) + 2B cos(2t) + 4A cos(2t) + 4B sin(2t) = ~1 sin(2t),
che implica 2B+4A =0e —2A+4B = —1/4, quindi B = —2A4A e B+4B = —1/4 per cui B = —1/20,
A =1/40. Pertanto:
1 1
wy(t) = coe™ + — cos(2t) — — sin(2t).

40 20
Poiché z(t) = Pw(t), si ottiene:

1 1
z(t) = 3wy(t) —wy(t) = 3ere™ — cpe — £ cos(2t) + R sin(2t)

y(t) = 2w, (t) + 2wy (t) = 2cre”" + 2cae™H — % cos(2t).

Svolgimento (Esercizio 16). Poniamo:
flz,y) = (2% +y* = 22)" — (2% +4°)
E utile osservare come f (z,—y) = f(x,y) pertanto 'insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse.
(1) In coordinate polari si ha:
f(pcos®, psinf) = (p? — 2pcosB)? — p* = p*((p — 2cos6)* — 1)
= p*(p—2cosf —1)(p—2cosf + 1)
Quindi I' =Ty U T’y dove:
'y = {(pcosh, psinf): p—2cosf —1=0,p>0,0€|0,2r]},
'y ={(pcosh, psinf): p—2cosf@+1=0,p>0,0€|0,2r]},
e questa scrittura! comprende anche l'origine (0, 0).
(2) Poiché f(0,0) =0 si ha (0,0) € I'. Studiamo le intersezioni con l’asse delle y ponendo = = 0:

f(0,y) = y* —y?> = 0 quindi le intersezioni sono O = (0,0), P, = (0,1), P, = (0,—1).
Analogamente, studiamo le intersezioni con I’asse delle x ponendo y = 0:

f(z,0)= (22 —22)2 —2? = (2® — 22 — 2)(2® — 2z + 2) = 2%(x — 3)(z — 1),
quindi le intersezioni sono P3 = (1,0), Py = (3,0) e O = (0,0).
IEra importante osservare come I' in coordinate polari fosse espresso da due rami differenti ovvero da [p—2cos 0| = 1.
In generale non & lecito passare da (p — 2 cos 0)2 =1ap—2cosf =1, perché in questo modo si sta escludendo uno dei

due rami. Ricordiamo che va? = |a| per ogni a € R. Inoltre & necessario aggiungere la condizione p > 0, come risultera
evidente nel calcolo del massimo e minimo vincolato.
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Calcoliamo il differenziale di f:

df (z,y) = O0uf(2,y) dx + 0, f (z,y) dy
= (4(2® + y* — 22)(z — 1) — 22) dz + (4(z* + 3 — 22)y — 2y) dy.

Si ha quindi df (P) = —4dx 4 2 dy, pertanto esiste ¢; € R tale per cui la retta —4x + 2y = ¢
sia tangente a I in P;. Sostituendo si ha ¢; = 2 e la retta tangente ¢ y = 22 + 1. Poiché I’
¢ simmetrico rispetto alle ascisse, e P, ¢ il simmetrico rispetto a tale asse di P, si ha che la
retta tangente a I' in P € la simmetrica rispetto all’asse delle ascisse di quella tangente in
Py, ovvero y = —2x — 1. Si ha poi df (P3) = —2 dx, pertanto la tangente a I' in questo punto
¢ la retta verticale x = 1, e analogamente si ha df (P;) = 18dz, pertanto la tangente a I' in
questo punto e la retta verticale z = 3.

Osserviamo che 0, f(P;) = 0,f(Ps) = 0, quindi in questi punti il Teorema di Dini non e
applicabile (la tangente a I' & verticale). Invece si ha 9, f(P1) = —0,f(P2) # 0 e quindi per
il Teorema di Dini esistono ¢ e @2 con le proprieta richieste. Si ha che ¢} (0) e ¢4(0) sono i
coefficienti angolari delle tangenti a I' rispettivamente in P, e Py, ovvero ¢} (0) = —¢4(0) = 2.
Si ha h(z,y) > 0 e I'uguaglianza vale solo nell’origine. Quindi l'origine & 'unico minimo
assoluto per h. Inoltre essa appartiene a I', quindi € 'unico minimo assoluto vincolato e
h(0,0) = 0. Studiamo i massimi e minimi vincolati di h su I'y e su I'y separatamente.
In coordinate polari si ha che h(pcos,psinf) = p, T'y ¢ dato® da p1(6) = 2cosf + 1,
p1 > 0 eIy & dato da pa(f) = 2cosf — 1, po > 0. Individuiamo il dominio in cui sono
definite p; e py alla luce della condizione p > 0. Si ha che p; & definito per cos@ > —1/2,
quindi 6 € dom(p;) := [0,27/3] U [47/3, 27|, mentre py & definita per cos@ > 1/2, quindi
dom(pg) := 6 € [0,7/3] U [5/3m, 27].

Se si sceglie di parametrizzare 6 tra —m e m (¢ assolutamente la stessa cosa), si ottiene

dom(py) := [—27/3,27/3] e dom(p2) := [-7/3,7/3]. Questa scelta che, ribadiamo, & per-
fettamente equivalente al parametrizzare 6 tra 0 e 27, presenta il vantaggio permettere una
scrittura pit semplice.
Si tratta di studiare i massimi e minimi delle funzioni p; e p2 sotto i vincoli p1, p2 > 0, ovvero
rispettivamente in dom(p;) e in dom(pz). Cominciamo con lo studiare tale funzioni nell’in-
terno dei domini in cui sono definite. Si ha p)(0) = ph(8) = —2sin6. Si ha p}(0) = p5(0) <0
per 0 < 0 < 7 e 'uguaglianza vale per 6 € {0, 7}.

Osserviamo che m ¢ dom(p1) e ™ ¢ dom(p2), quindi 7 non & un valore accettabile: infatti
si ha p1(7) = —1 e pa(m) = —3 non accettabile alla luce della condizione p; > 0 e po2 > 0.

Per quanto riguarda 0, calcoliamo p/(0) = p4(6) = —2cosf e p{(0) = p5(0) = -2 < 0,
quindi si ha che p;(0) = 3 accettabile e massimo relativo, p2(0) = 1 accettabile massimo
relativo.

Rimangono da studiare i punti sulla frontiera dei domini: si ha p;(+27/3) = p1(47/3) =
p2(E£7m/3) = p2(5m/3) = 0. Tutti questi punti corrispondono quindi in coordinate cartesiane
all’origine (p = 0 caratterizza 1’origine) pertanto si ottiene nuovamente che ’origine & minimo
assoluto. Il massimo assoluto ¢ raggiunto nel punto corrispondente a py;r = p1(0) e 07 = 0,
quindi & (par cosOar, parsinfyr) = (3,0) e vale h(3,0) = 3, I'altro massimo relativo e raggiunto
nel punto corrispondente a p,, = p1(0) e 6, = 0, quindi & (p, cos by, pmsinb,,) = (1,0) e
vale h(1,0) = 1.

L’insieme I' & chiuso perché f & continua e si &€ appena visto che e limitato perché contenuto
nella palla chiusa centrata nell’origine e di raggio 3, quindi & compatto.
Vogliamo ora dare un’idea dell’andamento qualitativo.

2Qui risulta fondamentale ’aver correttamente individuato i due rami e il richiedere comunque p > 0.
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2. Vi & una simmetria rispetto all’asse z. Inol-
tre osserviamo che (3,0) ¢ max. ass. per la
distanza dall’origine. Non vi sono punti di T’
a dx della retta z = 3. Attorno a tale punto
non si ha un’esplicitazione y = y(z), pero si ha

un’esplicitazione z = x(y). Analogamente (1,0) =

€ massimo relativo per la distanza dall’origine,
pertanto vicino a tale punto non vi sono punti a
dx della retta x = 1, non si ha un’esplicitazione
y = y(z), pero si ha un’esplicitazione = = z(y).

135

v 1. Ecco la situazione iniziale con i punti e le
2 mra— 2 3 + * tangenti finora trovate.

3. Ricordiamo che il ramo corrispondente in

coordinate polari a p2(6) raggiunge la sua mas-
sima distanza dall’origine proprio in (1,0) e poi
agli estremi del dominio, ovvero per § = +7/3
tale ramo ritorna in 0. Inoltre si ha sempre
che ps < p1. In figura sono riportate anche le
due rette corripondenti ad un angolo di £7/3
con l'asse delle ascisse. Sfruttando la simme-
tria rispetto all’asse delle ascisse ci si porta nella
situazione indicata.
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4. Studiamo ora il ramo corrispondente a p;. _
Poiché +7/2 € dom(p1), si ha che tale ramo A
congiunge il punto (3,0) (massima distanza dal- VY
'origine) con i punti (0,+1) che sono le uniche y
due intersezioni di I' con I’asse delle ascisse. Tale = o 2 o
ramo deve inoltre essere tangente alle due rette
passanti per (0, +1) Inoltre non puo intersercare
il ramo di ps.

5. Partendo dai punti (0,+1), sappiamo che il
ramo p; deve ritornare nell’origine perché agli
estremi del dominio di p; si ha p; = 0. Quindi
si ha un cappio nell’origine, come ci si poteva

attendere da V£(0,0) = (0, 0).

Questo concludeva lo studio qualitativo richiesto dall’esercizio. Con ulteriori calcoli, un
po’ lunghi ma non particolarmente complicati, si pud essere ancora piu precisi ed arrivare a
tracciare un grafico piu dettagliato. Ribadiamo che comunque, questa parte, esulava dalle
richieste dell’esercizio, la riportiamo solo per completezza.

Studiamo i punti critici di « vincolati a ', ovvero i punti a tangente verticale (diversi
dall’origine). Essi risolvono il sistema:

Oy f(x,y) =0, y=+
Sy =0~ f(@,y) =0.

, oppure y =0

V=222 44z +1
{ \/§ 7

da cui y = 0 oppure
1 21
—x2+<x2+2(—2x2+4x+1)—2x> +§(2x2—4x—1)20,

percio z = —1/8. Da y = 0 si ottengono i punti O = (0,0) (non accettabile) e A = (3,0),

1 V15
mentre da x = —1/8 si ha By = (8,18).
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Studiamo i punti critici di y vincolati a I', ovvero i punti a tangente orizzontale (diversi
dall’origine). Essi risolvono il sistema:

—223 + 62% — 32
8xf(x,y):O, y==4 )
) 2(x—1) ,
fz,y) = 0.
fz,y) = 0.
da cui
z (82% — 152 + 6) 0
4(x —1)2 -
1
percio x = 0 e z = E(lf) 4+ 1/33). Per z = 0 si ottiene (0,0) (non accettabile). Per
1
x = E(lS — +/33) si ottengono i punti:

C. = <116(15 = \/ﬁ),i;\/g (69 - 11@)) ,

1
per x = 1—6(15 + v/33), si ottengono i punti:

Di = <116(15+ \/ﬁ),i;\/;’ (69+ 11@)) .

Confrontando questi valori con l'origine (che viene studiata a parte), e ricordando la
compattezza di I', osserviamo che il punto A & di massimo assoluto per x vincolata a I', i
punti By sono di minimo assoluto per x vincolata a I', il punto D, e di massimo assoluto
per y vincolata a I' e il punto D_ e di minimo assoluto vincolato a I'.

Consideriamo una retta z = k, e studiamo il numero di soluzioni y dell’equazione f(k,y) =
0. Si ha

0= f(k,y) = (K +y* - 2k)* — (K + %)
=yt + (2K% — 4k — 1)y + (K? — 2k)? — k2
=yt 4+ (2k% — 4k - Dy + B2 (k- 3)(k— 1)

Posto t = y?, cerchiamo soluzioni non negative di py(t) = t?+(2k?—4k—1)t+k?(k—3)(k—1) =

0. Si ha limy 4o pr(t) = +00 e pp(0) = k?(k — 3)(k — 1). Si ha p(0) >0 per k <10k > 3.

(a) se 1 < k < 3 I'equazione pg(t) = 0 ammette due soluzioni distinte ¢~ e t* di segno
discorde perché pg(0) < 0 e limy 400 p(t) = +00. Sia tT > 0, allora si ottiene y; = Vit
ey = —Vt=. Dato 1 < x < 3 esistono quindi o1 (z) e @4(z), distinti, p1(z) < 0 < @4(z)
tali che (z,y) € T se e solo se y € {¢1(x), pa(z)}.

(b) se k < 1ok >3 mak # 0, allora pg(0) > 0, quindi le soluzioni reali di pg(y) = 0,
se esistono, sono entrambe strettamente positive o entrambe strettamente negative: se
’ascissa del vertice delle parabola z = pi(t) ¢ positiva, allora se esistono sono entrambe
strettamente positive, altrimenti o non esistono oppure sono entrambe strettamente ne-
gative. Le radici negative non sono accettabili. Tale ascissa & zp = —(2k? — 4k — 1)/2.
Sihazk>0per%(2—\/6) <k<%(2+\/6). Poiché

1

5(2—\@><0<1<%<2+\/6><3,
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si ottiene che se pi(y) = 0 ammette radici reali, esse sono due radici strettamente positive
per % (2 - \/6) < k <0eper0< k< 1.Il discriminante di pg(t) =0 ¢

A= (2k* — 4k —1)* —4k*(k — 3)(k — 1) = 1 + 8k.

Per 0 < k < 1e —1/8 < k < 0 tale discriminante & positivo, quindi si hanno due
soluzioni strettamente positive. Pertanto per k €]0,1[U] — 1/8,0[ , la retta z = k
interseca I' in quattro punti distinti, due a due simmetrici rispetto all’asse delle ascisse.
Dato 2(2 — v6) < = < 1 esistono quindi ¢1(z), pa2(z), @3(x), pa(z), distinti, ¢1(z) <
wa(z) <0 < p3(x) < a(x) tali che (x,y) € ' se e solo se y € {pi(z): i=1,2,3,4}.

(c) per k = 0, si hanno le intersezioni con ’asse y, quindi O = (0,0), P, = (0,1), P, = 0.
Poniamo ¢1(0) = —1, ¢4(0) = 1 e 3(0) = 2(0) = 0.

df (z,y) = (42 +y° — 22)(x — 1) — 22) dz + (4(2® + y* — 22)y — 2y) dy.

Si ha
(i) df(0,0) = 0, quindi in un intorno di (0,0) non & possibile applicare il Teorema di
Dini.
(ii) df(0,1) = —4 dz+2dy quindi in un intorno di (0, 1) & possibile applicare il Teorema
di Dini. In un intorno di tale punto ¢4 & di classe C! e 4(0) =1/2 > 0
(iii) df(0,—1) = —4dx — 2dy quindi in un intorno di (0, —1) & possibile applicare il
Teorema di Dini. In un intorno di tale punto ¢; & di classe C1 e p1(0) = —1/2 < 0
(d) per k = 1, si ha p1(y) = y?(y> — 3) da cui si ottengono le intersezioni (1,0), (1,v/3) e
(1, —v/3). Poniamo 3(0) = ¢2(0) = 0, 91 (0) = —1, 94(0) = 1.
(e) per k = 3, si ha p3(y) = y%(y* + 11) da cui si ottiene la sola intersezione (3, 0). Poniamo
¢1(3) = ¢a(3) =0
(f) per k = —1/8 si ha p_y/5(y) = —(1/64) — y* + (17/64 + y*)* da cui si ottengono le
due intersezioni (—1/8, —v/15/8) e (—1/8,++/15/8). Poniamo p4(—1/8) = ¢3(—1/8) =
(—1/8,+v15/8) e p1(—1/8) = p2(~1/8) = (~1/8,-V/15/8)
Le quattro funzioni ¢;, ¢ = 1,2, 3,4 sono due a due simmetriche rispetto all’asse delle ascisse.
Inoltre la tangente a I' nei punti (x,y) con z # 0,1,3 non & mai verticale. Per il teorema di
Dini, queste funzioni sono quindi C! negli intervalli aperti che non contengano z = 0,1,3 e in
cui siano definite. Per quanto visto al punto precedente, si ha che ¢ e 4 sono C! all’interno
di tutto il loro dominio.

Studiamo ora i massimi e minimi relativi di y = psin @ vincolati a I'; ovvero i massimi e
minimi delle funzioni g;(6) = 2sinf cosf + sinf = sin 26 +sin 6 con 6 € [0,27/3| U [47/3, 27]
e la funzione g9(f) = 2sinfcosf — sinf = sin20 — sin 6 con 0 € [0,7/3] U [5/3,27]. Se h &
nulla anche g; e g2 sono nulle, quindi ¢;(27/3) = ¢g1(47/3) = g2(7/3) = g2(57/3) = 0. Si ha
quindi

g1 (0) = 2cos20 + cosf = 4cos® § + cosf — 2,

che si annulla per

1 1
cos@’{:§<—1+\/33), COSQ§:—§ (1+\/33>.
Si ha cos ] > —1/2, quindi 0 & accettabile, cos 5 < —1/2 non accettabile. Analogamente:
g5(0) = 2c0s20 — cosf = 4cos®f — cosf — 2,

che si annulla per

(:os,Hki.izl(l—i—\/ﬁ)7 cos 0 =

8 <1_\/§>‘

| —
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Si ha cosf; > 1/2, quindi 6*3 ¢ accettabile, cosf3 < 1/2 non accettabile. Posto p] =
2cos 0] +1 e p5 = 2cosf; — 1, si ottengono quindi gli unici punti critici:

x1 = pj cos by = (2 (; (—1+\/§)> +1)é(_1+\/§> :157;6\/5

x3 = p3cosfs = <2 (1 (14—\/@)) - 1> L (1—1—\/@) = M
8 8 16

Vogliamo ora stabilire una corrispondenza tra le curve pi(0) e pa(6) e le curve p;(z), i =
1,2,3,4. A tal proposito ricordiamo che ¢4(x) & sempre maggiore di p3(x) > 0, e che ;1 € o
sono le simmetriche di ¢4 e @3 rispetto all’asse delle asccisse. Quindi, nel primo quadrante
laddove esistono entrambe le curve in coordinate polari p1(0) e p2(f), la curva tra le due che
in coordinate cartesiane ha l'ordinata maggiore rappresentera 4 e l'altra rappresentera s.
Ricordo che l'ordinata ¢ data da p1(0)sinf e pa(@)sin6.

Osserviamo che se 6 € [0, 7] Ndom(p;) Ndom(ps), si ha p1(0)sinf > pa(#)sinf. Quindi
nei punti del primo quadrante la curva p;(0) descrive ¢4 e la curva py descrive ¢3. Per cui
x] ¢ punto critico di ¢4, e quindi anche della sua simmetrica @1, e 23 ¢ punto critico di ¢s3,
e quindi anche della sua simmetrica 2. Si ha che p3(0) = ¢3(3) = 0, p3(x) > 0 in ]0, 1],
e (3 ha un solo punto critico, tale punto deve essere di massimo relativo per ¢s e quindi di
minimo relativo per (s.

Poiché z7 > 0 e ¢4(0) > 0 si ha che 2}, unico punto critico per 0 < z < 3, deve essere
un massimo assoluto per ¢4 e simmetricamente un minimo assoluto per ;. Determiniamo
esattamente i valori di z* e y*:

(a) Sostituendo nell’equazione per determinare i valori del massimo, si ha:

. —3(693 + 283+/33) — 128(175 + /33)y? + 8192y*
0=flziy) = 8192 ’

che ha come soluzioni reali (si pone y = t2 e si sceglie I'unica soluzione ¢ positiva. Allora

y = +V1)

o1(z7) =—;\/2 (69+11\/§), pa(z?) = é\/g (69+11\/§).

(b) Sostituendo il valore di z3, si ha:

. 8192y* + 128 (V/33 — 175) 4 + 849+/33 — 2079

Con la sostituzione y? = t si ottiene un’equazione di secondo grado in ¢ che ha due radici
positive. I valori di pa(3) e ¢3(2%) sono i valori dati da 41/t dove ¢ & la radice di modulo
minimo dell’equazione: infatti I’altra radice da luogo ai valori di ¢1(23) e @a(x3) (che
infatti in modulo sono strettamente maggiori dei precedenti).

p2(23) = —;\/2 (69—11\/5), ©3(x3) —+;\/g (69—11@).

In figura le rette verticali da sinistra a destra sono:
(a) la retta x = —1/8, tangente a I' nei punti (—1/8,4+1/15/8). Non vi sono punti di I con
ascissa strettamente minore di —1/8;
(b) la retta = 0, che interseca I" nei punti (0, 0), (0, £1);

¢) la retta = 15=Y33 che interseca T in quattro punti, i due punti pit vicini all’asse delle
16
ascisse sono estremali per le funzioni implicitamente definite da + passanti per essi, tali

punti sono (15_1%/§, j:%\/% (69 — 11@));
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Ficura 1. La Chiocciola di Pascal e alcune rette significative

(d) la retta z = 154576 V33 che interseca I' in due punti, esso sono i punti di ordinata massima

e minima appartenenti a I', e sono (15‘&%/5, i%\/% (69 + 11/ 33)).

(e) la retta x = 3, tangente a I' nell’unico punto (3,0). Non vi sono punti di I con ascissa
strettamente maggiore di 3.
La Chiocciola di Pascal € quindi inscritta nel rettangolo

R=[-1/8,3] x [—é\/g’ (69+ 11\/35),;\/3 (69+ 11\/5)] .

OSSERVAZIONE 1. Nella seconda versione del compito, 'insieme era dato da

I'={(z,y) € R? : (:172 + 3/ —1—2:5)2 = z? +y2}.
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Pertanto tale insieme ¢ il simmetrico rispetto all’asse delle ordinate di quello studiato nell’esercizio
precedente, quindi tutti i risultati dell’esercizio precedente valgono in questo caso qualora si mandi x
in —z, y rimanga invariato, e in coordinate polari si mandi 6 in 7 — 6 (quindi cos(m — ) = —cosf e

sin(m — 6) = sin6).

Svolgimento (Esercizio 17). La retta y = = e I'iperbole zy = 1 si incontrano nel primo quadrante
solo nel punto (1,1), inoltre per = €]0,1[ si ha 1/z > z. Il dominio D & normale rispetto all’asse x,
decomponiamolo nelle due parti DN {(z,y): 0 <z <1} e DN{(z,y): > 1}. Si ha:

1 1 T 1 —+o00 l/x 1
I(oa)-// dacdy—/ (/ dy) dw—i—/ / —dy | dx
Dz 0 0o ¢ 1 o ¢
1 +0o0 dr
11—«
- d e
/0 T a:+/1 STta

Se a < 0 il secondo integrale vale 400, mentre il primo & sempre maggiorato da 1 perché 'integranda
& minore o uguale a 1 e l'intervallo di integrazione ha lunghezza 1, quindi I(a)) = +o00 se a < 0.
Se o > 2 il primo integrale vale +oco, mentre il secondo ¢ finito quindi I(«) = +00 se a > 2.
Per 0 < a < 2 entrambi gli integrali sono convergenti, inoltre se 0 < a < 2non si hamai 1—a = —1
oppure 1+ a =1, e quindi
1 1

I = —.
(a) 2—0¢+a

Altro modo per procedere, consideriamo il dominio D normale rispetto all’asse delle y. Fissiamo
y € [0,1]. Allora z varia tra y e 1/y, quindi:

1 1y q
I(a) = / / —dz | dy.
0 Y T
Si ha allora

1 1/y 1 1
I(1) =/0 (/y 1dw> dy:/o (log(1/y) —log(y)) dy = —2/0 log(y) dy = —2[ylogy — ylp

X

=242 lim (ylogy —y) =2 < 400.
y—0+

Supponiamo ora « # 1, si ha:

1 /y q 1 1
_ - _ —a+1ljz=1/y
I(a) /0 </y = dx) dy o1 /0 [z lazy

1 1 1 1 1
_ / (ya—l _ y—oc+1) dy _ lim <ya—1 _ _1> dy
0

Cl-a Iy ye

Sea#1ea#0, as#2siottiene

1
I(a)

1 1 1
— li e TP B
1—aa—1>r(§l+[ay 2o L

Se a < 00 « > 2 1l limite risulta 4+o00. Inoltre:

0= ( /y”y dx) w=[ () ay= e

1
1(2)=/0 (y—y ') dy = +oo
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Per 0 < a0 < 2 si ottiene invece:

che conferma il risultato precedente.

OSSERVAZIONE 2. Nella seconda versione del compito, si aveva come D la regione illimitata del
primo quadrante compresa tra l'iperbole di equazione xzy = 1, la retta y = x e 'asse delle y e si

calcolava
/ — dz dy.
DY~

Rispetto alla versione dell’esercizio precedente si € applicata una simmetria rispetto alla bisettrice del
primo e terzo quadrante. Il risultato e il procedimento sono gli stessi: si scambi semplicemente x con

Y.

Svolgimento (Esercizio 18). Maggioriamo il termine generale della serie in modo appropriato. Si

ha:
n n
(V5 -3)" 3) (V5 —3)" _2 V5 -3 :7\f—3
on— 1\[ on—1,/5 NG 2 V5 2
Poiché |(v/5 — 3)/ 2[ < 1, la serie geometrica di ragione (v/5 — 3)/2 & convergente® e si ha

\/—3 1 V6—3 V5-5

Pertanto 1’estremo superiore del termine generale ¢ in modulo maggiorato dal termine generale di una
serie convergente, quindi la serie converge totalmente e di conseguenza uniformemente e puntualmente

2 VvV6-3 2v6-3 1 1
f5—\/5 S5 VE-1 5 WE

OSSERVAZIONE 3. Nella seconda versione del compito, la serie era data da

— (VT=3)" 1y
Zme 12

Esattamente come prima si riconosce che |(v/7 — 3)/2| < 1, e vale la maggiorazione

(VT =3)" 1o (V73| (ﬁ—s)"
2

T e “cos(nx)| < =
= (vi-3\" 1 VT4
Z( 5 = = —1= 9 < H-o00.

Ancora come prima si ottiene
n=1

4 cos(nzx)| <

su [0,1] x [0, 27], e la sua somma per (¢,2) = (0,0) & proprio

cos(nx).

n=1

2 V7-4
N

Si ha ancora convergenza totale, uniforme e puntuale e la somma per (¢,z) = (0,0) vale

Svolgimento (Esercizio 19). Poniamo F(z,y, z) = (F1, Fy, F3).

. . . 1 . ..
3Ricordiamo che se g€ C,|q <1siha E q" = T tuttavia nell’esercizio la somma non parte da 0 ma da 1,
—q
n 0

iq:Zq":qO—i—Z = —l—Zq dacuqu :7— .
n=0 n=1

n=1 n=1 1_q

indi
quindi I
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F1GURA 2. La superficie S.

Si ha:

div F(z,y,2) = 0xFy + 0, Fy + 8. F3 = 0,

e O I
rot F(.%', Y, Z) = det € 8y Fy = 51(8yF3 — BZFQ) + 82(6ZF1 — 83;F3) + 53(8ZF2 — 8yF1)
€3 0, F3

= (3+2y,—12z + 2z, -1+ 8x).

I1 rotore non & nullo, per cui il campo non & conservativo.

La curva « & il bordo del cerchio D centrato in (0,2, 0) di raggio 5 contenuto nel piano y = 2.
La normale unitaria a D ¢ costante e vale n(D) = (0,£1,0). Determiniamo il verso positivo
dell’orientamento della normale indotta dalla parametrizzazione: si deve avere per la regola
della mano destra n(D) = (0,—1,0). Altro modo: un osservatore con i piedi su D vede il
bordo ~y(t) percorso in senso antiorario solo se il vettore che va dai suoi piedi alla testa ¢
parallelo e concorde a n(D). Per il teorema di Stokes si ha:

fﬁﬂ:/ﬁﬁw,
0% D

nel nostro caso si ha che tali integrali sono:

/ﬁ-ﬁdaz/(l&v—%)daz@,
D D

perché D & simmetrico rispetto alla sostituzione x — —x, y — y e z — —z e l'integranda e
dispari rispetto alla medesima sostituzione.
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Verifichiamo il risultato ottenuto per calcolo diretto:
2r
FFa= [ Fowrea
¥ 0
27
= / (2 + 25sin?t,100 cos® t — 15sint, 150 cos® t + 4) - (—5sint, 0,5 cost) dt
0

2w
= / (—10sint — 125sin® ¢ + 750 cos® t + 20 cost) dt = 0,
0

per le simmetrie di seno e coseno e la periodicita.

(3) Siha
2rcos(d) — (r? + 1) sin(6)
Jacp(r,0) = | 3r2+2r 0
2rsin(f)  (r? + 1) cos(f)
Posto:
2 .
(1) Ay = ( 3;;(15(292 —(r +01) sin(0) > , det Ay =7 (3r® + 2r® + 3r + 2) sin(6),

~( 2rcos(§) — (r?+1)sin(9)
@ A= ( 97 sin(6) (52 + 1))008(9) >

3r? 4 2r 0
(3) Ay = ( 2rsin(f) (r* 4+ 1) cos(6) > ’

Per il Teorema di Binet si ha:

do = \/det2A1 4 det? Ay + det? Az dr df = r(r* + 1)/ 9r2 + 12r 4 8.
(4) Dobbiamo trovare (r,8) €]0, 1[x]0, 27| tali per cui ¢(r,0) = (5/4,3/8,0) ossia:
((r> 4+ 1) cosf = 5/4,
% =3/8,
(r? 4+ 1)sind = 0.
Dall’ultima relazione si ha § = 0 oppure § = 7. Sostituendo nella prima, si ha che 8 = 0

er?+1 = 5/4, quindi » = 1/2. Dette d,¢ e dpe le colonne di Jac ¢, si ha 9,¢(1/2,0) =
(1,7/4,0) e Oge(0,0,5/4). 11 prodotto vettoriale di questi vettori porge:

det Ay = 2r(1 +12),

det A3 =7 (37“3 +2r% 4+ 3r + 2) cos(0),

(&) 1 0
35 5 5 (7
0rp(1/2,0) A Dpp(1/2,0) = | & 7/4 0 :(16,—4,0>=4<4,—1,0>,

& 0 5/4

per cui

B B/8.0) = 15 o1]2.0) A dpe(1/2,0)] — Vs

(5) Utilizziamo il teorema della divergenza. Poniamo:
Do={(z,y,2) eR3: y=0,22 + 22 =1}
Dy ={(z,y,2) € R3: Y= 2,x2 + 22 = 4}.

La superficie formata dall’unione di Dy, Dy e S € una superficie chiusa che racchiude il volume
V. Per il teorema della divergenza, se la normale € orientata in modo da essere uscente da
V', si ha:

47

0rp(1/2,0) A dpp(1/2,0) 4 <7 )

/ F_’"ﬁdaz/divﬁ(az,y,z)dzdydz.
DoUD1US Vv
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Poiché la divergenza e nulla, si ottiene:

/ﬁ-ﬁdaz—/ F.fdo=— ﬁ-ﬁda—/ F - fdo.
S DouDUS Dg Dy

La normale uscente a V' in Dy & costante e vale (0, —1,0), mentre in D; vale (0,1,0). Quindi
(ricordando che Dy e D; sono simmetrici rispetto alla sostituzione z — —z):

1 2m
/ F- da:—/ (4x2—32)do:—4/ xzda:—4/ / p?cos?0pdpdd = —.
Do Do Do 0 Jo

2 2m
/ ﬁ-ﬁdaz/ (4x2—32)daz4/ x2daz4/ / p?cos? 0 pdpdf = 16m.
D, Dy D1 0 Jo

Orientando pertanto 7 in modo da essere uscenti da V, si ottiene:

>

/ﬁ-ﬁdaz —15m.
S

L’orientamento uscente da V ¢ effettivamente quello indotto dalla parametrizzazione: per

verificarlo osserviamo che n(5/4,3/8,0) = \/% (%,-1,0). Sezionando S con il piano y = 3/8

si ottiene la circonferenza (5/4 cos6,3/8,5/4sin ) e se proiettiamo la normale sul piano zz si
ottiene \/%(7/ 4,0,0). Tale proiezione nel punto (5/4,3/8,0) ¢ uscente dal cerchio racchiuso
dal tale circonferenza.

Verifichiamo il risultato per calcolo diretto:

~ 1 por Fiogp 2rcos(d) —(r*+1)sin(9)
O(S, F) = / / det | Froop 3r2+2r 0 dr df
0 J0 Fsop 2rsin(d)  (r?+1)cos(6)

1 pon 3+ 724+ (r2 4+ 1)%sin? 6 2rcos(d) — (r? +1) sin(0)
= / / det | 4(r?2 +1)%2cos?60 — 3(r? +1)sinf 3r2+2r 0 dr df
0 70 6(r? 4+ 1)%cos? 0+ (r* +7%)?  2rsin(d) (r?+1) cos(6)

Sviluppiamo il determinante D che compare nell'integranda secondo Pultima colonnas
D = (r* + 1) cos(0) ((37“2 +2r) (r?’ + (2 1) sin2(0) + %) +
—2rcos(8) (4 (2 + 1) cos?(6) =3 (12 + 1) sin(0) ) ) +
+ (=2 = 1) sin(0) (2rsin(0) (4 (2 + 1) cos?(9) — 3 (r* + 1) sin(6) ) +
(32 42r) (6 (r2 4+ 1) cos?(0) + (r* +1)°))

Nell’integrazione, i termini che contengono potenze dispari di seno e coseno si cancellano,
quindi resta solo:

1 r2m 1 pr2nm 3 3
/ Ddrdf = / / (—87“ (r* +1)” cos*(0) — 8r (r* + 1) sin®(0) cos2(9)> dr df
0 Jo o Jo

- / | / T8 (124 1)° (cos(0) + sin?(0) cos*(9)) dr 9
0 JO
27

1
= —8/ (r+3r® +3r° +77) dr- / cos®(9) df = —15m,
0 0

che conferma il calcolo precedente.
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Svolgimento (Esercizio 20). In forma di equazione totale si ha

w(z,y) = p(x,y)dr + q(z,y) dy = y(1 — zy) de — xdy = 0.

La forma w non ¢ esatta, tuttavia si ha:

2
Oyp(x,y) — Opq(a,y) =1 - 22y +1=2—2ay = ;p(w,y),
pertanto I'equazione ammette il fattore integrante

_[2 _ _
by) = T 5 = 21wl — o~ loms? —

Y
o= (1) Zona()-a(5)-o(35)

Pertanto le soluzioni in forma implicita sono date da:

Si ha:

2
T c, ceR,
Y 2
ovvero (ridefinendo la costante c)
(@) 2z
)= —.
Y c+a?
Sostituendo le condizioni y(1) = 1 si ottiene:
2z
v = e

che ¢ prolungabile per continuita su tutto R (inizialmente il problema ¢ posto in R\{0}) e per x — +o00
ammette asintoto orizzontale y = 0. Essa & simmetrica rispetto all’origine. La sua derivata e nulla
per x = %1, cui corrispondono y(1) = 1 e y(—1) = —1. Il punto con ascissa positiva ¢ di massimo
assoluto e l'altro & di minimo assoluto.
Altro metodo per trovare la soluzione: riscriviamo ’equazione
y/ . g — y2'
x
L’equazione data ¢ della forma y' + p(z)y = q(x)y"™ con n = 2, n # 0,1, pertanto essa & un’equazione
di Bernoulli, e poiché n > 0 essa ammette la soluzione identicamente nulla. Procediamo con la
sostituzione z = y!=" = 1/y, si ha allora
/
2:—%:—i—1:—i—1.
Yy LY &

L’equazione si riduce quindi all’equazione lineare 2z’ 4+ z/x = 1, la cui soluzione generale ¢ data da:

z(x):e_fdf [/1-efdzzdxdx+c} = ¢ loglzl [/!m\dm—i—c]

1 2+d
= B (sgn(x)x2/2 +¢) = ’ 2—;
dove si e posto d = 2sgn(z)c, ¢ € R da cui d € R. Poiché y = 1/z, si ottiene ancora
2z
=———,deR,
y(@) x2+d

che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 21). Cerchiamo una soluzione del problema nella forma u(t, z) = U(t) X (z)

con U(t) # 0, X(z) # 0. Si ottiene U(t)X () — U(t)X(t) = 0.

Uit) X(z)
0~ X <R

Dividendo per U(t)X (z) e separando le variabili si ha
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d 2 _
FigurA 3. La soluzione di d—y S
T

con y(1) = 1.

Si ottengono quindi le due equazioni U(t) = AU(t), da cui U(t) = U(0)e™ e X(z) = AX (z), quest’ul-
tima da accoppiarsi con le condizioni iniziali X (0) = X (7) = 0. Le soluzioni dell’equazione per X (z)
sono date da

coeﬁ‘” + cle_\f)‘x se A >0
X(z) =< co+ a1 se A\=0
cocos(v—Ax) + crsin(v/—Az) se A <0

Se A > 0siha X(0) =0=cp+c dacuicy = —c; quindi X(z) = co(e‘&r —e‘ﬁz). Sostituendo x = 7
si ha allora X(7) =0 = co(eﬁ” - e‘ﬁ”) ed essendo X\ # 0 si conclude che deve essere ¢cp = ¢; = 0,
soluzione non accettabile.

Se A =0, si ha X(0) =0 = ¢, quindi X (x) = c;z e sostituendo X (7) = 0 = ¢y7 si conclude che deve
essere ¢y = ¢; = 0, soluzione non accettabile.

Se A < 0, si ha X(0) = 0 = ¢g, quindi X (z) = ¢ sin(v/—Az) e sostituendo X (1) = 0 = ¢; sin(v/—\z),
per avere soluzioni non nulle si deve avere A = —n?. Si ottengono quindi le soluzioni X,(x) =
cpsin(nz), n € N, ¢, € R. Le soluzioni dell’equazione in U corrispondenti a tali valori di A sono
Un(t) = dpe™™t, pertanto le soluzioni elementari sono

n2t

Un(t, ) = bpe™ " "sin(nz),

ove si e posto b, = c,d, € R.
Cerchiamo di coprire il dato iniziale mediante una serie di soluzioni elementari:

u(0,2) =z(r —x) = Z by, sin(nzx),
n=1

pertanto i b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli seni del dato iniziale: cio vuol
dire prolungare per disparita la funzione x(7m — x) da [0, 7] a [—7, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto
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R. Si ha, integrando per parti:

9 [T 2 - =t g qm
by, = / z(m — x)sinnzdr = — [m(ﬂ — x)cos(nx)} + — | (7 —2x)cos(nz)dx

m™Jo ™ 2=0 nm Jo
2 [T 2 i = 4 i

= —2x cos(nz) dr = — [_2ms1n(na:)] + — sinnz dx
nm Jo nm n =0 n<m Jo

4 41— (-1
= —nT[COS(nJL")]i:g P S

In particolare se n = 2k, k € Nsi ha bogpy =0esen =2k+ 1, k € Nsiha by = . Pertanto

la soluzione ¢ data da:

8
m(2k+1)3

+oo 24 .
8 (2k+1)°t 2% + 1
ult,z) = © Z e sin(( h + 1)z)
(it (2k+1)
Il termine generale della serie & maggiorato in modulo da 1/(2k + 1)3, termine generale di una serie

numerica convergente. Quindi la serie converge totalmente, uniformemente e puntualmente.

Svolgimento (Esercizio 22). Poniamo f(z,y) = —2% — 32*y? — 32%y* + 42? + Sxy — ¢® + 442, Os-
serviamo che f(x,y) = f(y,z) e f(z,y) = f(—z, —y) quindi I'insieme & simmetrico rispetto all’origine
e alla bisettrice y = .

(1) In coordinate polari piane si ha:
f(pcos®, psinf) = —pSsin® 6 — p% cos® @ — 3% sin? @ cos? 6 — 3% sin 6 cos? 6+
+ 4p? sin? 0 + 4p? cos? 0 + 8p® sin O cos 0
= —p5(sin® 6 4 cos® § + 3sin? @ cos® O + 3sin? O cos? A) + 4p? + 8p* sin b cos f
= —p%(sin? 0 + cos® 0)3 + 4p® 4 8p? sin f cos(6)
= p*(4+ 8sinfcosb — pt) = p*(4 + 4sin 20 — p*)

pertanto si ha:
I = {(pcosh, psinf) : p* =4+ 4sin 26},
e questa scrittura comprende anche l'origine. Si osservi che 4 + 4sin20 > 0 per ogni 0,
pertanto r(6) ha dominio [0, 27[.
(2) Si ha f(x,0) = —2% + 422, nullo per + = £v/2 e x = 0. Per simmetria, si ricava che
I'n{zy =0} = {(0,0), (£v2,0), (0,£v2)}. Calcoliamo:

df (x,y) = (—62° — 1223y> — 62y* + 8z + 8y) dx + (—6xty — 12223 + 8z — 61° + 8y) dy,

e pertanto df(v/2,0) = —16v/2dz + 8v/2dy. Quindi la retta tangente in P;(v/2,0) ha equa-
zione —16v2x + 8v/2y = ¢, da cui, sostituendo, si ha ¢ = —32 e quindi la tangente in
Pyi(v/2,0) ha equazione —2z 4+ y = —2v/2. Ricaviamo per simmetria rispetto all’origine e
alla bisettrice le altre tangenti: la tangente in Py(—+/2,0) ha equazione 2z +y = —2v/2, la
tangente in P3(0,v/2) ha equazione 2z —y = —2+/2 e la tangente in P4(0, —v/2) ha equazione
2y —x = —21/2. Poiché nessuna di queste tangenti & verticale, il teorema di Dini & applicabile
in tutti questi punti, fornendo localmente la funzione implicita richiesta.

(3) In coordinate polari, si ha iz(p, ) = h(pcos B, psin @) = p, pertanto il problema si riconduce
allo studio dei massimi e minimi di p*(f) = 4(1 + sin26), 6 € [0,27[. 1l massimo di p*
e 8, raggiunto nei punti con 20 = 7/2 + 2kn, k € Z, quindi 0 = 7/4,5/4n. Tali punti
di massimo corrispondono a i(21/ 4 91/ 4), mentre il minimo & raggiunto nell’origine (ovvero
0 =3/4m,7/4m).

(4) L’insieme ¢ limitato perché inscritto nella circonferenza centrata nell’origine di raggio v/8,
inoltre e chiuso perché f & continua. Pertanto € compatto.
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(5) Per tracciare il grafico di I', osserviamo che ¢ sufficiente stabilire il grafico per 6 € [—m /4, 3/47|
e poi sfruttare le simmetrie. In tale intervallo, p cresce strettamente fino a raggiungere il suo
massimo per § = 7/4 e poi decresce strettamente a zero. Ne segue che I' ha I'aspetto di un
otto ruotato di 7 /4 in senso orario. Questo conclude il grafico qualitativo richiesto, possiamo
pero essere pit precisi: Consideriamo la funzione

fz,ma) = —m®2® — 3m*2® — 3m2a2% + 4m22? + 8ma® — 28 + 422,
raccogliendo e semplificando 22, si ottiene f(x, mz) = 0 se vale
mb (—x4) — 3m*z* — m? (31‘4 — 4) +8m—zt+4=0,
da cui si ottiene

S (mS+3mA+3m24+1)  (14+m?2)3’
La derivata di tale espressione e

d
™ (M) =~

ot = 4(m? +2m +1) 4(m +1)2

8 (2m3 + 5m? + 2m — 1)
(m?+1)"
che si annulla nei punti m§ = —1, m} = (=3 — V17)/4, m} = (=3 + V17)/4. Ad essi,

corrispondono i punti:
O = (z(mg), mgz(mg)) = (0,0)
49— V1T (=3-VIT) 4vV9- V1T >
v 4 @V
AVI+VIT  (=3+V17) 49+ V1T
(21-3v1D)"* 4 (21—3\/ﬁ)3/4>

e tali punti sono i massimi e minimi di |z|, per simmetria rispetto alla bisettrice si ricavano i
punti A, B, C’, D’ massimi e minimi di |y|.

9

A= =B = (x(my),mjz(mi)) = (

0=—D=mmamamm=<

Svolgimento (Esercizio 23).  Poniamo u = zy e v = y?/z, da cui y = Juv = u'/30/3, ¢ =
Y2 v = u?/3v=1/3 e quindi
o(u,v) = (u'/30/3 W2By=1/3), o Hz,y) = (zy,9° /).
Si ha Q = {p(u,v) : u e [1,2], v € [1/4,1]}. Calcoliamo la matrice Jacobiana della parametrizzazione

¥
1,-2/3.1/3  1,1/3, -2/3
Jac p(u,v) = 3 fout/ gu/v !

) %u_l/?’v‘l/?’ —%u2/3v_4/3 )

il cui modulo del determinante & 1/|3v|. Si puod anche calcolare la matrice Jacobiana di ¢!

Jacp Yz, y) = y o > ,
o (7,y) ( _y2/$2 2y/x
il cui modulo del determinante vale |3y?/z| = |3v| e osservare che
det Jac p(u, v)| = |det Jac o~ (2, 3)| " = 1/|30].

Pertanto 'integrale vale:

20 2t d 1 1=t 2
/ dxdy = / / |det Jac p(u,v)|dv | du = / / Ndu= - [log ] = —log2.
Q 1 1/4 1 J1ja 3v 3 V)y—1/a 3

Altro modo: il dominio 2 & contenuto nel primo quadrante, calcoliamo i punti di intersezione delle
quattro curve che delimitano il dominio Q: l'intersezione di zy = 1 con = = y? porge A = (1,1),
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A
2 4

FIGURA 4. L’insieme —2°® — 32%y? — 322y* + 422 + 8xy — 3® + 4y% = 0 e alcune rette significative.

lintersezione di zy = 1 con /4 = y? porge D = (22/3,272/3)  Pintersezione di zy = 2 con z = y?
porge B = (2%/3,/2) e Vintersezione di 2y = 2 con z/4 = y? porge C' = (2%/3,271/3). Si ha quindi:
94/3

22/3 .\ /z 2/x
// da:dy:/ / dyda:—i—/ / dydx
Q 1 1/x 22/3  J\/x/2
22/3 24/3
1 2
e [ () o
1 T 22/3 X 2
) x=22/3
= {33}3/2 — logw}

4 2 2 3 4 4 9 2
205224 %082 = — 2 og24 2 = Zlog2
3 3082 gtglogs— g glogat g =glogs

che conferma il risultato precedente.

1 x=24/3
+ [2 logx — 3x3/2]

=1 x=22/3

Svolgimento (Esercizio 24). Si veda la soluzione dell’Esercizio 19.

Svolgimento (Esercizio 25). Si veda la soluzione dell’Esercizio 20.

( )
Svolgimento (Esercizio 26). Si veda la soluzione dell’Esercizio 19.
( )

Svolgimento (Esercizio 27). Si veda la soluzione dell’Esercizio 21.

oy — i — 3 — A
Svolgimento (Esercizio 28). Riscrivendo il sistema dato, si ha: < Y 6x n e
y=-brry

Derivando la prima equazione, si ottiene —2y = & — 34 — 4e*t.
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A
2.5t
2 zy = 2
Y=z
1.5+ zy =1
1 4
Q C
0.5 1 D
y? =x/4
0 0.5 1 1.5 2 2.5

FIGURA 5. Linsieme Q = {(z,y) € R?: 1 <2y < 2, /4 < y? < x}.

Sostituiamo 1’espressione di g ottenuta dalla seconda equazione:
—2(—6x +y) = i — 3@ — 4e*.
Riscrivendo tale espressione si ha & — 3@ — 122 + 2 — 4e** = 0.
Sostituiamo ’espressione di —2y ottenuta dalla prima equazione:
i — 3% — 122 — (& — 3z — ) —4e' = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:
i — 3% — 127 — & + 3z + &' — 4e* = 0.
Tale equazione si riscrive come:
i — 43 — 9z = 3e.
L’equazione caratteristica dell’lomogenea associata & A2 —4X —9 = 0 le cui soluzioni sono A\; = 2—+/13,
A2 = 2 +1/13. Tali valori sono gli autovalori della matrice del sistema omogeneo associato: essi sono
reali non nulli di segno discorde, quindi si ha una sella e 'unica soluzione stazionaria ¢ ’origine.

La soluzione generale dell’omogenea associata & ®(cy, ca,t) = c1eM +ce?2t al variare di ¢p, o € R.
Per trovare la soluzione t — z(t), € necessario sommare a ®(cy,co,t) una soluzione particolare ,(t)
dell’equazione & — 4@ — 9 = 3e*’. Poiché 4 non @ radice dell’equazione caratteristica, cerchiamo
7,(t) = Ae*': si ha 164e* — 16Ae* — 9Ae* = 3¢ da cui A = —1/3 e quindi

4t
x(t) = 616(2—\/ﬁ)t + 626(2+\/ﬁ)t _
3 )
4
B(t) = c1(2 — V13)eP VI 4 0y (2 4 V/13)e2HVIB gt

Dalla prima equazione si ha:

y(t) = —%(55  3a(t) — e /3) = ée_(‘/ﬁ_2)t (-3 (VI 1) eV 13 (14 VI3) ey 4 4c+VEN).



152 SOLUZIONI

Svolgimento (Esercizio 29). Poniamo

3329 4 2 92 4
flz,y) = ————= +2" + 227y +y".

Poiché f(x,y) = f(—x,y) si ha che l'insieme & simmetrico rispetto all’asse y. In coordinate polari
x = pcosf, y = psinf si ha, ricordando che p # 0:

p?sin 6 cos? 6
V/p?sin? 0 + p2 cos?(6)
= p*(sin* 6 + cos* 6 + 2sin? @ cos? H) — p?sin  cos? 6

f(pcos@, psinf) = p*sin? 6 + p* cos® @ + 2p* sin? O cos® 6 —

= p*(sin” 6 + cos? 0)? — p*sin b cos? 6
= p%(p? — sinf cos? 0).

Poiché p > 0 possiamo dividere per p? ottenendo p? = sin cos? # accoppiato con le condizioni p > 0,
p # 0. Si ha quindi che il dominio di 6 ¢ |0, 7[\{7/2} ovvero

I'={(p(0) cosb,p(f)sinb) : p(f) = Vsinb|cosb|: 0 €]0,w[\{mr/2}}.

L’insieme T non ¢ chiuso: si prenda una successione {6, },en tale che 6,, — 0%. Se r,, :=sin6, cos? 6,
si ha che (2, Yn) := (pn cos Oy, pp sinf,,) & una successione in I' convergente a (0,0) € R?\T'. Poiché T’
non ¢ chiuso, non puo essere compatto. D’altra parte, la funzione p(#) puo essere estesa per continuita
all’intervallo compatto [0, 7], e quindi I'insieme

T = {(p(0) cost, p(§)sinh) : p(d) = Vsinf|cosb| : § € [0, 7]},
e immagine continua di un compatto, quindi compatto.
L’insieme C'NT & contenuto nel semipiano y > 0, per cui da 22 = y? si ottiene |z| = |y| e quindi y = |z|,

da cui y = +x. Dobbiamo quindi risolvere F(z,4z) = 0, z # 0, da cui z = £27%4 e y = 275/4, 1
differenziale di f e dato da

2xy 3y
_ 3 _ 2
df (z,y) = (456 e + ot y2)3/2 + 4zy ) dx+

G Tyt d
- Yy Y Y-
(22 + y2)3/2 /22 4 42
Sostituendo, si ottiene df (27%/4,275/4) = 2=11/4 4 4-3.2-11/4 gy = 2= 11/4 (dz 4 3dy), pertanto la retta
tangente avra equazione x4 3y = ¢. Imponendo il passaggio per (2*5/4, 2*5/4) si ottiene z 43y = 23/4,
Simmetricamente, la tangente in (2_5/4, 2_5/4) & —x + 3y = 2%/%. Entrambe le tangenti non sono
verticali, il teorema di Dini fornisce le applicazioni implicitamente definite richieste.

Si ha che h(pcosf, psin@) = p?sinf. Se cerchiamo massimi e minimi vincolati a I il problema si
riduce a determinare massimi e minimi di p*(6)sin@ = sin? 6@ cos? # = I sin? 260 vincolati a 6 € [0, 7).
Il minimo & assunto in 6 = 0,7/2, 7 e vale 0, il punto corrispondente ¢ 'origine. Il massimo ¢ assunto
in @ = 7/4,3/4n, cui corrisponde il punto (+275/4 275/4) ¢ il valore massimo di h & 1/4.

Per quanto riguarda il grafico qualitativo, poniamo g(#) = p?(#) e studiamo per @ € [0, 7]. Si ha
9(0) = g(m) =0, e

g (0) = cos® @ — 2sin? f cos @ = cos O(cos? § — 2sin? §) = cos (1 — 3sin?h).

Tale derivata per 6 €]0, x| & nulla nel punto 6,, = 7/2, e g(7/2) = 0, punto di minimo, oppure nei
punti corrispondenti a 0, per cui vale sin? €, = 1/3 e quindi cos? 6y, = 2/3. Si ha p(fyr) = 2v/3/9.
I punti corrispondenti in coordinate cartesiane sono (+2v/2/9,2/9) e sono i punti di I' pitt lontani
dall’origine.
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02 0.4 X

Ty

FIGURA 6. L’insieme — + 2t + 222y + y* = 0 e alcune rette significative.

Per disegnare 'insieme, quindi, partiamo dall’angolo § = 0 e dall’origine, la distanza cresce con
l’angolo fino al suo valore massimo e poi decresce fino a 0 per §# = 7/2. Si ricostruisce il grafico per
simmetria nel secondo quadrante. L’aspetto € quello di un quadrifoglio tagliato a meta.

Questo conclude lo studio qualitativo richiesto. Per completezza forniamo ulteriori dati. Studiamo il
massimo di y2(6) := p?(6) sin® § = sin® O cos? 6. Si ha

%(yz(G)) = —2cosfsin? 0 + 3sin? 0 cos? § = sin? (3 cos? § — 2sin? A) = sin? (5 cos? 6 — 2).

Tale derivata per 6 €]0, [ & nulla se cos? = 2/5, cui corrisponde sin?@ = 3/5 e p?(6) = v/60/25. 1
punti di ordinata massima sono quindi (++/2/5v/60/5,/3/5v/60/5).

Studiamo il massimo di 22(6) := p?(6) cos? 6 = sin # cos* 0

d
@(xQ(H)) = cos® 0 — 4 cos® fsin? 0 = cos® B(cos® O — 4sin §) = cos® (1 — 5sin? 6).

Tale derivata se 6 €]0,7[\{r/2} si annulla per sin?# = 1/5 cui corrisponde cos?f = 4/5 e p?(0) =
4-573/2 1 punti di ascissa di modulo massimo sono quindi (+4- 575/4 2.575/4 L’insieme @ inscritto
nel rettangolo con lati paralleli agli assi

Q:=[—4-5"%% 4.575/4 % [0,1/3/5v/60/5].
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Svolgimento (Esercizio 30). Si ha (ponendo t = y/z):

2 T +y 2 272 x
Vol(§2 // dxdydz—// / dzalyd:}c:/1 /352 1y ——— dydz
2
:/1 / mdtdw
2 2x 1 9
:/1/x 1—i—t2dtdx:/1 (arctan(2x) — arctan x) dzx

2
2
(per parti) = [z(arctan(2z) — arctan z)]*=3 — /1 (1 +flx2 —1 —f:ﬁ) dx

1 (% 8 1?2
:2(arctan4—arctan2)—arctan2+Z—4/1 H_Z:UQd:E—i-Q/l 1_,_22

1 —
= 2arctan4 — 3arctan2 + % - Z[log(l + 422)]222 4 = [log( + 22)])*=2
2

1 - -
= 2arctan4 — 3arctan2 + % - 1[log(1 + 42222 + i[log(l + z%))2=2

1 1
= 2arctan4 — 3arctan2 + % 1 log(17/5) — 5 log(2/5)

1 1
= 2arctan4 — 3arctan 2 + % ~ 1 log(17/5) — 1 log(4/25)

1
= 2arctan4 — 3arctan 2 + % + 1 log(125/68).

Svolgimento (Esercizio 31). Poniamo F(z,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(x,y, 2)).

(1) Si ha:
div ﬁ(ﬂ?,y, Z) = 8wﬁ(x,y, Z) + 0 _ﬁ(ﬂ? Z) + 8Zﬁ($7y7 Z) = _4-y2 + ]-Oy - 4227
R 51 8 Fl( ) 51 890 6y
rot F'(z,y,z) =det | € 0y Fy(x, y, z) | =det| & 0, 6x—4yz?+522
és 0, F3(z,y,2) €3 O, 10yz — 4y?z

= ((10z — 8yz) — (—8yz + 102),0,6 — 6) = (0,0,0).

Poiché il rotore € nullo, il campo e conservativo.

(2) Poiché il campo & conservativo, 'integrale di linea non dipende dal cammino, ma solo dagli
estremi: y(0) = (1,0,0) e y(27) = (1,1,0). Possiamo quindi integrare sul segmento 7 :
[0,1] — R3, 7(¢) = (1,¢,0). Si ottiene quindi:

L / Fov()v’()dt—/01(6t,6,o)(0,1,0)dt—6.

(3) Si ha:

2u—3v —3u
Jacp(u,v) = v+ 1 3uw
2u 2v
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Determiniamo I’elemento d’area con la regola di Binet: formiamo le tre sottomatrici quadrate:

2u—3v —3u
B = < Bl 3u? ) , det By = 6u?v? — 6uv® + 3u;
_f 2u—-3v —3u a2 a2,
By = < 9 % ) , det By = 6u” + 4uv — 6v7;
By (V1 3w’ det By = —6u?v? + 20" + 2
3 1= o 9 , et By = —6u“v v .
Per Binet:

do = \/ det® By + det” By + det” Bz du dv

= \/(6u2 + duw — 602)% + (—6uv? + 204 4 20)% + (6u2v? — 6uv3 + 3u)? dudv.

(4) B necessario trovare (up,vp) € [—1,1] x [—~1,1] tali per cui P = @(up,vp), ovvero risolvere

il sistema:
u? —3uv+1=1,
wv® +u = 3/1600 + 3/(2v/10),
u? + 0% =1/4.
Dalla prima equazione si ottiene u? — 3uv = 0, quindi u(u — 3v) = 0 per cui u = 0 o

u = 3v. Se u = 0 la seconda non puo essere risolta. Quindi ©v = 3v. Dalla terza si ottiene
v = +1/(2V/10), per cui v = +3/(24/10). La seconda equazione & soddisfatta prendendo i
segni positivi up = 3/(2v/10), vp = 1/(2v/10). Si ha quindi:

3 9
2V10 _2§/E

Jacp(up,vp)=| 1+ —9__
Py

10 V10

La normale indotta ¢ quindi:

> 3 9
. R I I
‘ 210 2/10 1 13 3 9 9
det | & | Jacp(up,vp) —det| & 14+ =L 9 = <_’_7_|_>
& P D V10 400" 27400 ' 24/10
V10 T

Il versore normale &

L B 39 9
V10 400" 27400 ' 2/10

1 13 2+9+ 9 N 9 \?
J10 400 4 " \400 " 210

A(P) =
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(5) Posto G= (G1,G2,G3), il flusso richiesto é:

. 1 G1 o p(u,v)
o(G,S) = / / det | Gaop(u,v) | Jacp(up,vp) | dudv
—1J-1 G3 0 p(u,v)

1,1 6 (uv3 + u) 2u—3v —3u
= / / det 1 v +1 3uw?
—1J/-1 1 2u 2v
1,1 1,1
= / / 6 (uv® +u) (20(v® + 1) — 6u0?) dv du + / / —(2v(2u — 3v) + 6u?) du dv+
—1J-1 —-1J-1

1 1
+ / / ((2u — 3v)3uv? + 3u(v® + 1)) dudv
—1J-1

Tutti i termini nello sviluppo che contengono potenze dispari di w o v sono nulli perché tali
termini sono funzioni dispari di v o di v integrate su un intervallo simmetrico. Si ha quindi
che il primo integrale & nullo e:

. 1 1 11 11 11
O(F,S) ::/ / (61}2—6u2—|—6u2v2)dudv:6/ / 112—6/ / u2+6/ / u?v? du dv
—1J-1 —1J-1 —1J-1 —1J-1
1 1
:6/ / uw?v? dudv = 8/3.
—1J-1

Svolgimento (Esercizio 32). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili, cerchiamo
soluzioni non nulle nella forma u(¢, x) = U(t) X (z). Siottiene: U(t) X (z)—U(t) X (x)+4U(t) X (x) = 0.
Dividendo per u(t,z) = U(t) X (z) si ottiene allora:

Ut)+4  X()
Ul  X(z)

Si ottiene quindi il sistema:

Consideriamo 1'equazione per X (z) accoppiata con le condizioni X(0) = X(r) = 0. L’equazione
caratteristica ¢ pu? — A = 0, il cui discriminante ¢ A = 4X. Se A > 0 allora A > 0 e I’equazione
ammette due radici reali distinte non nulle j11, p2, la soluzione generale diviene X (z) = cjef'® +coeH2?.
Derivando, si ha X (x) = crpu1eM® + copget2® da culi il sistema nelle incognite ¢; e ca.

X(0) = cip1 + copz =0
X(m) = c1eM™ gy + caef2™ gy = 0.

Poiché p1 # po, le due equazioni sono indipendenti e quindi 'unica soluzione ¢ ¢; = ¢o = 0 non
accettabile. Se A\ = 0, si ha p1 = pg = 0, quindi la soluzione generale dell’equazione ¢ X (x) = co+cyx.
Derivando, e sostituendo le condizioni al contorno si ottiene ¢; = 0. Quindi si ha la soluzione accettabile
Xo(z) = co, co € R\ {0}. Se A < 0, si ottengono due radici complesse coniugate p; = iv/—N\,
Lo = —iv/—\, quindi la soluzione generale & X (z) = ¢1 cos V=A\x + ¢z sin /= Mz, la cui derivata risulta

X (z) = V=A(—c1sin V—Az 4 ¢ cos vV —\x).

Sostituendo la condizioni al contorno X (0) = 0 si ha ¢z = 0, da cui X (z) = —¢;v/—Asinv/=\z, e dato
che X(m) =0 e c; # 0, si deve avere /=X € N e percio A\, = —n?, n € N. La soluzione corrispondente
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risulta quindi X, (x) = ¢, cos(nz), n € N, che include anche il caso precedente. L’equazione per U(t)
con i valori A\, ha soluzione U, (t) = dne_("2+4)t, pertanto le soluzioni elementari sono del tipo

un(t, z) = Up(t) Xp(z) = ane” (7 cos(nx).

Cerchiamo soluzioni in forma di serie, quindi:

x) = Z un(t, ),
n=0

in particolare:

u(O,x)—‘2 ’ Zuntx —a0+Zancosmc

Per confronto, si ricava che i coefficienti a,, n > 0 sono i coefﬁmentl dello sviluppo di Fourier della
funzione u(0, x) prolungata per parita in [—m, 7] e per 2m-periodicita a tutto R, mentre ag € meta del
coefficiente corrispondente di tale sviluppo.

12
a =5 / - — ‘ dr = % (¢ larea di un triangolo moltiplicata per un coefficiente.)
T
2 [T 2 [7/2 2 (7
ap = / T_ 1“ cos(nx) dx = / (I - !E) cos(nx) dr + / (73 - E) cos(nz) dx
T Jo 12 7 Jo 2 T Jr/2 2
2 [sin(nx) T =2 g 2
== (7 — 1:) + — sin nx dx+
™ n 2 2=0 nm Jo
T=T T
+ 2 [sm(n:z:) (1; — ﬂ-)} _2 sinnz dx
™ n 2 x=m/2 N Jr/2
~ 2(1 4+ (—1)" —2cos(nm/2))
N n’m ’

dove si e integrato per parti e osservato che i termini tra quadre sono nulli. La soluzione ¢ quindi:

u(t,z) = e (Z + % Z 67”2’&1 + (=1)" — 2 cos(nm/2) cos(n:v)) .
n=1

n2m

Il termine generale delle serie & maggiorato in modulo da 4/n?, termine generale di serie convergente.
La serie converge totalmente, quindi uniformemente e puntualmente. Si puo anche fare la seguente
osservazione: per n dispari si ha a,, = 0. Per n > 0 pari e multiplo di 4, ovvero n = 4k, k > 0 si ha
ancora a4 = 0. Per n > 0 pari ma non multiplo di 4, ovvero n =4k —2, k > 0, si ha a4;_o = 7@,37_1)2,

quindi la soluzione diviene:

e —4(2k—1)2
Svolgimento (Esercizio 33).  Osserviamo che F(z,y) = F(—=z,y), F(x,—y) = F(x,y) quindi
I'insieme I' ¢ simmetrico rispetto agli assi.

(1) In coordinate polari piane si ha

29
F(p0<>89,psin9)=p2—COS2 : p#0,
P

I = {(pcosb, psinf : p* =cos?6,p# 0}

[ non ¢ chiuso perché data {py}nen CJ0,+00[, p, — 0T, per n sufficientemente grande &
possibile determinare 6,, := arccos p2 in modo da avere (py, cos Oy, p,, sin 0,) € T'. Tuttavia
tale successione di punti di I" converge a (0,0) ¢ I". La chiusura diI' e ' =T'U {(0,0)}.
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FIGURA 7. L’insieme ———— + 2?24+ =0.
(22 +y?)

Si ha F(z,0) = 22 —1/2? che si annulla per z = +1, da cui i punti (&1, 0), invece F(0,y) = 3>
che si annulla in y = 0, pero il punto (0,0) ¢ I'. Pertanto I' interseca gli assi in (£1,0).
Si ha:

3
8$F(x7 y) = _(inny)Q + (x;iny)S + 2'177
2
OyF(z,y) = (x;liy%)g + 2y

Nella fattispecie 0, F'(£1,0) = 0 e 9, F (£1,0) = £4, pertanto ¢ possibile applicare il teorema
di Dini e concludere 'esistenza di funzioni z = ¢*(y) e z = ¢~ (y) definite in un intorno di 0
tali per cui ¢*(0) = £1. Poiché F € C' tali funzioni sono C*'. Si ha

do*r . 9,F(£1,0)
@( )= T 0. F(+1,0)

Le tangenti a I' in tali punti sono verticali e quindi sono x = +1.

Osserviamo che h & una funzione strettamente monotona di p?, pertanto massimi e minimi di
h sono raggiunti nei massimi e minimi di p2. In particolare vi & un minimo in (0,0) che vale
h(0,0) = 0. p raggiunge il suo massimo per cos?# = 1, pertanto i massimi sono in (+1,0) e
h(%£1,0) = arctanlog 2.

I" non ¢ compatto perché non ¢ chiuso. Dall’espressione in coordinate polari sua chiusura T
si ricava che p ¢ limitato, quindi T’ & compatto.

Oltre alle gia citate simmetrie rispetto agli assi, osserviamo che la funzione 6 — cos?6 & -
periodica, pertanto 'insieme ¢ invariante per rotazioni di angolo 7. I massimi di |z| coincidono
con i massimi di p in quanto questi ultimi sono assunti su punti dell’asse x. La funzione
6 — cos? ¢ strettamente monotona decrescente da 0 a m/2, e in m/2 vale 0. Per simmetria
e possibile ricostruire da questo il grafico di I'.

Svolgimento (Esercizio 34).  Definiamo la seguente mappa ¢ : Q — [0,2] x [0,27], ¢(z,y) =
(x +y,z —y). Tale mappa ¢ invertibile:

sat)en = (1)
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il cui determinante & —2 # 0. La sua funzione inversa 1) : [0, 2] x [0, 2] — € ha determinante Jacobiano
pari a
1 1

Tacl) ) = S ) ~ 2

Si ha allora:

// cos’(x +y)sin(3(x — y)) de dy = / cos® usin 3v|det(Jac(v)(u, v))| du dv
Q ()

27
0

.

2

1 2 2

:</ sin3vdv>-</ cos2udu>:0.
2 \Jo 0

Svolgimento (Esercizio 35). Poniamo F = (Fy, Fy, F3)
(1) Si ha

2
/ cos? usin 3v du dv
0
vy

div F(z,y, 2) = 0, Fy + 0,Fy + 8,F3 = 0,
. gl ax Fl(x7y7z)
rot F(z,y,z) =det | € 0y Fy(x,y,2) | =(—162,3 —12z,1 — 18y).
é"3 az Fg(l‘, Y, Z)
Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non € conservativo.
(2) Posto C = {(z,0,y) : 22 + y> < 1}, si ha v = C. 1l bordo di C ¢ v, e la normale indotta

positivamente ¢ (0, —1,0). Per il teorema di Stokes, la circuitazione su v ¢ il flusso del rotore
attraverso C', quindi:

fﬁdﬁ: // rot(ﬁ)-ﬁda://(—162,3—1293,1—18y)(0,—1,0)da://(12x—3)da:dy:—377.
v C c C

dove si ¢ sfruttata nell’ultimo passaggio la simmetria del dominio C. Verifichiamo il risultato
per calcolo diretto:

21 2T
= / (-3 sin? t 4 6 cos® t)dt = —3/ sin?t = —3r.
0 0

(3) Si ha:
1 0
Jac p(u,v) = 0 1
—2u  —4v3

Dalla regola di Binet si ricava do = v/1 + 1605 + 4u? du dv.

(4) Tl punto P = ¢(1/4/2,0), pertanto la normale ¢ data dal prodotto vettoriale delle colonne
dello Jacobiano della parametrizzazione. Dividendo per il modulo di tale vettore (ossia per
do(P)) si ottiene il versore normale richiesto:

2,0,1
n(P) = 7(f’ ’ )
V3

(5) Consideriamo la superficie ¥ := {(u,v,0) : u? +v* < 1}. Si ha che X U S & superficie

chiusa, inoltre la normale uscente da S indotta dalla parametrizzazione & la normale esterna
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al volume V racchiuso da X U S. Se orientiamo X con la normale verso il basso, dal Teorema
della divergenza si ha:

/ ﬁ-ﬁdoz/divﬁdxdydzz().
sus 1%

Pertanto

/ﬁ-ﬁda:—/ﬁ-ﬁda
S =
1 1—y
:—/(9y2+3z,8z2+x,6m2)(0,0,—1):G/xQd:cdyzﬁ/ / z?dx | dy
b b —1 \J—/1—y4

24/1(\/1—y4)3dy=8/1(1—y4)3/2dy-

-1 0

Svolgimento (Esercizio 36). In forma di equazione totale si ha
w(z,y) = p(z,y) dz + q(z,y) dy = —y dz + z(1 — zy) dy = 0.
La forma w non e esatta, tuttavia si ha:
2
ﬁyp(x,y) - 8$Q(£U,y) =-1-1- 21:3/ = _Eq(xay)7

pertanto I'’equazione ammette il fattore integrante

k(z) = exp (/ (@) dx) _ o S2mas _ 1

x2
Si ha:
Y 1
k(z,y)w(z,y) = 2 dx + ;(1 — xy) dy.

Moltiplicando I'equazione data per %2, si ottiene:

1 2
Oz—yzdﬂ:+dy—ydy:d<y—y>.
x T T 2

Pertanto in forma implicita le soluzioni sono descritte da

2
Yy )
- = =g, e R.
. 5 c c
Si ricavano le due soluzioni al variare di ¢ € R
1+ +v1—2cz?
y(z) = ‘
T
Se y(1) =3, si ha
1+ V14 322
yla) = T

Tale soluzione ¢ definita in ]0, +00[ e ammette un asintoto orizzontale y = v/3 e verticale per z = 0,
il limite a 0T & 400 ed ¢ strettamente decrescente.

Svolgimento (Esercizio 37). Poniamo F(z,y) = 2% + y? — cos(6xy) — 1. Si ha che I'insieme ¢
simmetrico rispetto agli assi e alle bisettrici perché F(x,y) = F(y,z) = F(z,—y) = F(—=x,y).
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(1) In coordinate polari, si ha
F(pcosb, psinf) = p? — cos(6p® cosfsin ) — 1 = p* — cos(3p*sin26) — 1.
Quindi:
I = {(pcosb, psinf) : p? — cos(3p®sin20) —1=0,p >0, 6 € [0,27]}.

(2) Si ha F(x,0) = 22 — 2 da cui, sfruttando anche le simmetrie, le quattro intersezioni con gli
assi sono (£v/2,0), (0, £+/2). 11 differenziale di F &

AF(e,y) =5 (o) do-+ (e, dy = (20 -+ Gysin(Gay) de -+ (2y + O sin(6ay) dy.
Nei punti (£v/2,0) si ha 0F,(£v/2,0) = 0, quindi le tangenti sono verticali e sono z = £+/2.
Per simmetria, nei punti (0, ﬂ) le tangenti sono orizzontali e sono y = +v/2. Nei punti
(0,/2) il teorema di Dini ¢ applicabile per ottenere una funzione implicita y = ¢(z) che
esplicita T'. Nei punti (+1/2,0) invece no.
(3) Dall’espressione in coordinate polari si ha

p? = cos(3p*sin26) +1 < 2,

e 'uguaglianza vale per 3p%sin26 = 0 o in generale per 3p?sin20 = 2kw, k € Z. Si ha che
F(0,0) # 0, quindi p # 0. Allora dalla prima deve essere sin 20 = 0 da cui § = 0,7 /2, 7, 37 /2.
D’altra parte se 3p? sin 26 = 2k, si ottiene p? = 2 quindi 6 sin 20 = 2km quindi sin 20 = kx /3.
Ma se k # 0, si ha |k7/3| > 1 quindi non ci sono soluzioni. Allora p? raggiunge il suo massimo
nei punti di intersezione con gli assi e tale massimo vale 2. Essendo h composizione di funzioni
strettamente monotone, il massimo di h € raggiunto nelle intersezioni con gli assi e vale eV241.
Sebbene non richiesto, osserviamo che d’altra parte la derivata rispetto a 6 di

g(p,0) = p* — cos(3p® sin 20) — 1

gz = 6% cos(26) sin(3p? sin(26)),
che si annulla per p = 0 (non accettabile), sin(20) = 0 (gia discusso), cos 26 = 0 il che implica
0 = 7/4,3n /4,57 /4, 7Tn /4. In tali punti, si ha p? = cos(3p?) + 1 e tali punti sono punti di
minimo per p.

(4) Si ha p? < 2 quindi P'insieme & limitato, poiché F & continua, 'insieme & chiuso quindi &
compatto.

(5) Vinsieme & invariante per rotazioni di periodo 7/2 (dall’equazione in coordinate polari) e
inoltre & simmetrico rispetto alle bisettrici del primo quadrante.

Svolgimento (Esercizio 38). Consideriamo la mappa ¢ : R? — R? definita da o(z,y) = (z+y,z —

y) =: (u,v). Si ha:

Jac oz, ) = ( } _} )

Il determinante di tale matrice ¢ —2 # 0, Quindi la trasformazione & globalmente invertibile. Sia
= L Siha Q=(D)con D:= {(u,v) : |u] <2, |v] <7}. L'elemento d’area & dato dal modulo
del determinante dello Jacobiano di v, ovvero l'inverso del medesimo di ¢, quindi 1/2. Pertanto
I'integrale richiesto vale:

1 2 T .3
2/2/ﬂ;sin2vdudv:().

in quanto funzione dispari di u estesa ad un intervallo simmetrico rispetto all’origine.

Svolgimento (Esercizio 39). Poniamo F= (Fy, Fy, F3).



162 SOLUZIONI

1t d ‘_/ \\ h N

FIGURA 8. L’insieme 22 + % — cos(6zy) — 1 = 0.

(1) Si ha:

div ﬁ(az, Y,2) = 0p F1 + 0yFy + 0.F3 = 0.

. gl ax Fl (:Ca Y, Z)
rot F(z,y,z) =det | € 0y Fy(x,y,2) | =(—102,6 — 4z, 4 —4y).
53 az Fg(l', Y, Z)

Poiché il rotore non & nullo, il campo non e conservativo.
(2) La curva 7 & bordo del cerchio C' centrato nell’origine, di raggio 1 e appartenente al piano
z = 0. Per ottenere I'orientamento dato, € necessario orientare il cerchio con la normale verso

’alto, ovvero (0,0,1). A questo punto per il teorema di Stokes si ha:

fﬁ-dﬁ—/rotﬁ.ﬁda—/(4—4y)da—47r.
ot C C

Verifichiamo il risultato per calcolo diretto:

27 27
%F-dﬁz/ Fo~-4df :/ (2sin?, 4 cos 6,2 cos?) - (—sin@, cos 6, 0) df
v 0 0
/ (—2sin® @ + 4 cos? 0) df) = 4.

0

(3) Siha:

(3r2 —2r) cos® — (r® —r?* 4 1)sin(6)
Jaco(r,0) = | (3r* —2r)sin®  (r® —r? +1) cos(d)
1 0
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L’elemento d’area do, per la formula di Binet, ¢ dato dalla radice della somma dei quadrati
dei determinanti delle sottomatrici di ordine 2:

— 3r2 —2r)cosf — (r3 —r?+1)sin(0)
B, = < ((37“2 — 27”)) sin 6 (53 —r?+1) )COS(Q) )

By - ( (3r2 — ?T) cosf — (r3— r20+ 1) sin(6) )

3r2 —2r)sind (1 —r2+1) cos(d
By (') (7175 o))

do = \/det231 +det?By + det?Bs = |r® — 12 + 1| V/Ort — 1203 4+ 412 4 1.

(4) siha (1,0,1) = ¢(1,0). La normale ¢ quindi il prodotto vettoriale delle colonne di Jac ¢(1,0),
ovvero il prodotto vettoriale di (1,0,1) e (0,1,0) quindi (—1,0,1). La normale unitaria si
ottiene dividendo tale prodotto per il modulo:

n(1,0,1) = ‘f(—Lo, 1).

(5) Il campo assegnato ha divergenza nulla. La superficie S non ¢ una superficie chiusa, e il suo
bordo ¢ dato dalle circonferenze (6 € [0, 27]):
71 (t) = (cost,sint,0), v2(t) = (5cosf,5sin b, 2).

Consideriamo quindi i due cerchi ausiliari C; e Co, di cui 71 e 72 sono i bordi. Orientiamo C1
con la normale (0,0, —1), C5 con la normale (0,0,1) e S con la normale uscente a C; UCyUS.
Per il teorema della divergenza si ha:

/[qﬁ-ﬁdaz—(//qﬁ- ﬁda+//02ﬁ- ﬁda)

- (/ (242, 4z,222)(0,0, —1) dx dy + / (2y% + 12,20 + 4z, 22%)(0,0,1) dz dy)
C1 C2

:Q/xdxdy—Q/xda:dy
2 2

= / / p? cos 0pdpd9—2/ / p?cos® 0 pdpdo
2

—2/ cos@d@/pdp 2/ cosﬁdﬂ/pdp
0 0 0

= —312m.

Se sezioniamo S con il piano z = 1, otteniamo il cerchio di raggio 1. La normale esterna a
tale cerchio nel punto (1,0) & (1,0), mentre la proiezione della normale indotta dalla parame-
trizzazione & (—1,0). Pertanto il flusso richiesto & 'opposto di quello calcolato, ossia 3127.
Verifichiamo il risultato per calcolo diretto:

. 2 o Fiop
//F-fzda:/ / det | Fhop|Jacy | dpdf
s o Jo Fyo00

o (r¥ —r*+ 1) sin?(t) + 6r  (3r? — 2r) cos(t) (—r®+r*—1)sin(t)
/ / det 57’ + 4 (r —r? —|— 1)cos(t) (3r*—2r)sin(t) (r® —r*+1)cos(t) dr dt
—r?+ 1) cos?(t) 1 0
= 3127,

che conferma il risultato precedente.
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Svolgimento (Esercizio 40). Per applicare il metodo di separazione delle variabili cerchiamo
soluzioni non nulle u(x,t) = U(t) X (x). Sostituendo nell’equazione e dividendo per U(t) X (x) si ha:
Ut X
0 _ X0 _ g
u)  X(x)

le equazioni divengono allora:

U(t) = AU (%), 3X (z) — A\X(z) = 0,

e dalle condizioni al contorno si ricava X(0) = X(x) = 0. L’equazione caratteristica per X (z) &
3u? — X =0. Se A > 0 si ottiene la soluzione

X (z) = coeVM3 4 e V3,
Derivando:
X(z) = co\/N/3eV3 —c1\/A/3e" VA3,
Valutando in 0 e ricordando le condizioni al contorno si ha ¢y = ¢ perché A # 0, da cui:

() = con/ ARV — /Ny,

che valutata in 7 si annulla solo per ¢g = ¢; = 0, quindi non & accettabile. Se A = 0 si ottiene la
soluzione Xy(z) = ¢y + c1z, derivando e sostituendo le condizioni in 0,7 si ottiene ¢; = 0, quindi la
soluzione Xg = ¢y € R ¢ accettabile. Se A < 0 si ottiene

X (x) = cocos(v/|A|/3x) + c1sin(y/|A]/3x).
X (z) = —cov/|N|/3sin(\/|A]/3z) + c1v/|\|/3 cos(v/|A]/3z).

Sostituendo la condizione in 0 si ottiene ¢; = 0 da cui:

Derivando:

X (z) = —cov/|N|/3sin(y/|A|/32).
e sostituendo la condizione in 7 (e richiedendo ¢y # 0) si ha \/|\|/3 = n da cui A = —3n? (si ricordi
che A < 0). Si ottiene quindi la soluzione accettabile X, (z) = ¢, cos(nz) relativa a A = —3n?,
e questa scrittura comprende anche il caso n = 0. La soluzione per U(t) relativa a questo dato &
Up(t) = dne3""t. Pertanto rimangono definite le soluzioni elementari:

Un (2, 1) = Up () Xn(2) = ane " cos(nz).

Cerchiamo di realizzare il dato iniziale con una sovrapposizione di soluzioni elementari. A tal proposito,
consideriamo lo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni di (7w — x). Prolunghiamo tale funzione per
parita in [—m, 7] e poi per 2m-periodicita:

an = — /7r |z|(m — |x|) cos(nx) dz = i/owm(w —x)cosnxdr = —%(1 + (=)™

—T

1 ™ 1 ™ 2
a0 =5 |x|(7r—|a;|)d:r:7r/0 $(7T—£L’)dl':%

I coefficienti dispari sono nulli. Si ricava ponendo n = 2k:

2 . cos(2kz
k=1

—T

La soluzione risulta allora:

(2.1) 72 X e 12W cos(2kx)
u(x,t) = — — :
’ 6 k2

k=1
Il termine generale della serie & maggiorato in modulo da 1/k?, quindi la serie converge totalmente e

quindi assolutamente e uniformemente. Derivando due volte in z o una volta in ¢t (per ¢ > 0) si ottiene
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. . N . . q. _ 2 . .
che il termine generale ¢ maggiorato da una costante moltiplicata per k%e'2#"* termine generale di
serie geometrica convergente, quindi la serie delle derivata prima in t e seconda in x convergono per
t > 0, fornendo quindi una soluzione del problema.

Svolgimento (Esercizio 41).  Poniamo F(x,y) = 22 + y?> — 4 + 23y3. L’insieme & simmetrico
rispetto all’origine perché F(x,y) = F(—xz,—y) e alla bisettrice del primo e terzo quadrante perché
F(a,y) = F(y,z).

(1) In coordinate polari si ha:

I' = {(pcosb, psinf) € R? : p*> — 4 = p®sin3(26)/8}.

(2) Si ha F(x,0) = 22 — 4 nullo in x = +2. Pertanto i punti cercati sono (£2,0) e i simmetrici
rispetto alla bisettrice (0,£2). Calcoliamo il differenziale di F' ricordando che 9, F(x,y) =
OyF(y,x) per le simmetrie:

dF(z,y) = 0, F(z,y) dx + 0,F(z,y) dy = (32%y> + 2z) dz + (3y*2® + 2y) dy.
In particolare dF'(2,0) = 4dz, quindi la retta tangente in (2,0) & verticale ed ha equazione
x = 2. Per simmetria, la tangente in (—2,0) ha equazione z = —2 e le tangenti in (0, £2)
hanno equazione y = 4+2. Per il teorema di Dini, si ha la definizione di una funzione implicita
y = () in un intorno dei punti (0, £2), in quanto ivi 9, F'(0, +2) # 0, mentre 9, F(+2,0) = 0.
(3) T & chiuso perché F ¢ continua. Osserviamo che

2
pr—4
8 e = sin®(26).

Per p > 0 sufficientemente grande, il membro di sinistra & piu piccolo di 1, ed & positivo,
quindi la sua radice cubica e piu piccola di 1 e quindi si ha
. 24
sin(20) = ¢/8 —=.
P
che e risolubile in 8. Pertanto per ogni valore di p > 0 sufficientemente grande si ha che esiste
un valore di 0 tale per cui il punto (pcosf, psinf) € I', quindi I non ¢ limitato, percio non e
compatto.
2
(4) InT si ha p*—4 = —p®sin®(20)/8, da cui h(pcos b, psin ) = %6_92/4. Studiamo la funzione
h(r) = %e*’g/‘l per r > 0: essa ammette un unico punto di minimo assoluto in » = 0 e si ha
h(0) = 0, inoltre per r — 400 si ha h(r) — 0F. La derivata ¢

/ 1 —ﬁ 2
h(r):—ge ir(r’—4),

che si annulla in » = 2. Ivi la funzione raggiunge il suo massimo e vale 1/e. Si ha che
(0,0) # T', quindi p = 0 non ¢& accettabile. Osserviamo che poiché I" non ¢ limitato, esiste una
successione di punti in I' lungo cui h tende a zero, pertanto non esistono punti di minimo.
L’estremo inferiore di A & 0 che non e assunto. Invece esistono punti in I' tali per cui p = 2.
Infatti tali punti soddisfano

0= —4sin3(26)/8

da cui sin260 = 0 quindi § = 0, 7/2, 7, 37w /2. I punti di massimo vincolato sono quindi (£2,0)

e (0,£2).
(5) Studiamo i segni di 9, F e 9, F. Siha 9,F(x,y) > 0 per 3z%y>+2z > 0 da cui z(3zy*+2) > 0.
Consideriamo le curve x = 0, 32y + 2 = 0 da cui z = —2/(3y?) e le simmetriche y = 0,

y = —2/(323) dividono il piano in varie regioni. Le curve x = —2/(3y%) e y = —2/(323)
si incontrano nel punto della bisettrice y = —z dato da 2% = 2/3 ossia z = £{/2/3. 1l
piano risulta quindi diviso in varie regioni a seconda del segno delle derivate parziali di F'.
In particolare, sappiamo che attorno al punto (2,0) & possibile esplicitare I' come funzione
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FIGURA 9. L’insieme 22 + y? — 4 + 23y3 = 0 e alcune curve significative.

y = ¢(x), il che vuol dire che attorno a (0,2) vi sono punti di I' del primo quadrante ossia
con x > 0, y > 0. In tutto il primo quadrante si ha 0, F(x,y) > 0 e 9,F(x,y) > 0 quindi
_OF(y)
O F(z,y)
tale punto ¢ grafico di una funzione strettamente decrescente. Pertanto da (0,2) parte una
curva y = 1(x) nel primo quadrante strettamente decrescente e simmetrica rispetto a y = x
che raggiunge l'unica intersezione con 'asse delle x ovvero (2,0). Poiché VF(z,y) # 0 in
tutto il quadrante, non si hanno altri rami di I" nel primo quadrante.
Per 2 < 0 sufficientemente piccolo, e y vicino a 2, si ha che dyF(z,y) > 0 (in quanto
0yF(0,2) =4 > 0), mentre 0,F(x,y) < 0 in quanto per x piccolo tale derivata e 2z + (2 —
e)r? < 2z + 2%y® < 2 + (2+¢)a? < 0 se x < 0 & sufficientemente piccolo. Pertanto il punto
x = 0 & un massimo locale per la curva y = p(z) che esplicita localmente I'. Osserviamo ora
i seguenti fatti: nel punto z = —1/3, sostituendo nella curva 3y3x + 2 = 0 si ottiene y = /2
e si ha F(—1/3,v/2) < 0, mentre per z — 0~ si ha y — +oco e F(x,y) — +oo per (z,y)
vincolato a 3y3z +2 = 0. Quindi la curva che esplicita I' incontra la curva 3y3z +2 = 0 in un
punto compreso tra x = —1/3 e 0, entrando cosi in una regione di crescita, da cui non esce
pit. Per simmetria, si ricostruisce il grafico completo.

< 0, quindi se (z9,yo) € I appartiene a questa regione, localmente I" attorno a

Svolgimento (Esercizio 42). Consideriamo la mappa ¢ : Q — R? data da ¢(z,y) = (z —y,z +y).
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1 -1
Jaw(ﬂf,y)—<1 1 )

il cui determinante ¢ 2. Poiché esso ¢ diverso da zero, la trasformazione € invertibile, sia 1) = ¢
Poniamo D = ¢(Q2). Si ha D = [—7, 7| x [—1, 1] dalla definizione di Q e di ¢, inoltre Q = (D) e

Jacth(u,v) = [Tac gL (p(u, ),
da cui detJac(u,v) = 1/2, pertanto

//fz:y dmdy—//foquL]an(u o) dudv.
// 1ng+gy/ //fif;dudu:o_

Svolgimento (Esercizio 43). Poniamo ¢(6,y) = (@1, 02, ¢3) € F = (Fy, Fy, F3).

Lo Jacobiano di tale mappa &

-1

Nel nostro caso si ha:

(1) Siha
divF(z,y,2) = 0, Fy + 9, Fy + 0. F3 = -3,
. €1 O P
rot F=det | é& 0, F» | =(1,2x+ 8z, —1).
€3 0, F3

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non € conservativo.
(2) Per calcolo diretto si ha:

2T
/Fch = F(cost,sint,0) - (—sint,cost,0)dt
¥ 0

_ /Qﬂ (3 cos(t), —6sin(t) — cos(t) + 2,sin(t) — COSQ(t)> - (—sint, cost, 0) df
0

2w 2m
:/ —cost(—2+cost+981nt)dt:/ —cos?tdt = —
0 0

Quindi la circuitazione non & nulla, il che conferma come F non sia conservativo.
(3) La matrice Jacobiana e
(v? + 1)2 cos(u)  4v (v?+1) sin(u)
Jacp(0,y) = 0 403
- (v*+ 1)2 sin(u) 4v (v +1) cos(u)

Per la formula di Binet, ’elemento d’area é:

wy = \/ det® B + det” By + det”Bs,

dove

0 43
Bl_( (v —1—1) sin(u) 4v (v* +1) cos(u) >’

(v + 1) cos(u) 4v (
—(v*+ 1)2 sin(u) 4v (v* + 1) cos(u)
2

Ba — (v? + 1)2 cos(u) 4v (v +1)sin(u
3= 0 40" ’

s

2
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da cui

wy =4 v2(v2—|—1)4(2v4—|—2v2+1):41)(1)2—1—1)2 204 + 202 + 1,

ove si puo omettere il modulo su v perché 0 < v < 1.

(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In partico-
lare, nel punto (22, L. 0) = ¢(r/2,1/2) si ha (0,0, —25/16) e (5/2,1/2,0). La normale (non
unltarla) ¢ data dal prodotto vettoriale di tali vettori ed ¢ pari a

e 0 572 95 125
& —25/16 0
Pertanto
16\/ 25 125 1 5
A(P) = =0 —
25 \32" 327 V26" /26

(5) Per il teorema di Stokes, il flusso del rotore & pari alla circuitazione del campo sul bordo
della superficie con l'orientamento indotto. L’immagine della frontiera con tale orientamento
¢ data dall’unione delle quattro curve:

7 (u) = p(u,0) = (sin( ) 0,cos(u)), u € [0, 27]

(v) = &(
v3(u) :go(27r—u, 1) :(—4sin( ), 1,4cos(u)), u € [0, 27r]
a(v) = (0,1 — v) = (o (1)t (1 =) +1) 2)

le cui derivate sono:

A1 (u) = (cos(u),0,—sin(u)), u € [0, 27]

Yo (v) = (0,403, 4v (v? + 1)), v € [0,1]

A3(u) = (=4 cos(u),0, —4sin(u)), u € [0, 27]

a(v) = (0, —4(1 = v)%, 4 (1 —0)* + 1) (1 —v)) , v € [0,1],

Si ha quindi:

Ilzz/ﬁ-di
Y1

2m
:/0 (3sin(u) + 4 cos®(u), 2 — sin(u), — sin®(u)) - (cos(u),0, — sin(u)) du

27
:/0 (sin®(u) + cos(u) (3sin(u) + 4 cos?(u))) du

/.

1
:/ (4 (212 + 1)4 ,2 — 6@4,04) . (0,4v3,4v (112 + 1)) dv

0

/

(4 (02 + 1) v’ +4 (2 — 6U4) v3) dv
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F.ar

13:

3
2

(64 cos®(u) — 12sin(u), 4sin(u) — 4,1 — 16sin®(u)) - (—4 cos(u),0, —4sin(u)) du

2
(—4sin(u) (1 — 16sin*(u)) — 4 cos(u) (64 cos®(u) — 12sin(u))) du

Il
o— 5 S

I
o

F.ar

=
I

1 (4 (1=v)?+1)* 2-601-v)* (1- v)4> (0, -4(1 = v)3, —4 (1 = v)2 + 1) (1 - v)) dv

1 (4 ((1-v)*+1)(1-v)° —4(2—6(1 —v)*) (1 —v)?) dv

I
S— o— S

1
6 )
Sommando i quattro contributi si ottiene:
L+ DL+ 13+ 14 =0,
che conferma il risultato precedente. Si osserva che il contributo dato da ;1 e 3 deve essere

complessivamente nullo, in quanto si tratta della stessa curva percorsa nei due sensi opposti.

Svolgimento (Esercizio 44). In forma di equazione totale si ha
3

w(z,y) = p(z,y)dx + q(x,y) dy = <2xy + 2%y + y3> dx + (a:2 + y2) dy = 0.

Si ha
Oyp — g = 2> +y* = 1-q(2,y),

quindi si ha un fattore integrante della forma h(z) = el 1dr — ¢* Pertanto 'equazione totale

3
e’ <2my + 22y + 1}3) dr + e®(z? +y*)dy =0

¢ esatta. Per trovare una primitiva, integriamo la forma lungo una spezzata con i lati paralleli agli
assi congiungente (0,0) al generico punto (zg, yo):

Yo
/w - / e™ (x5 + y°) dy = €™ yo(x§ + 15 /3)-
5 0

Pertanto V (z,y) = ye* (22 +y%/3) e la soluzione in forma implicita & V (z,y) = C, C € R. La soluzione
corrispondente alle condizioni iniziali si ottiene ponenedo C' = V (0, v/2) = 1, ossia: ye®(2? + y?/3) =
1.

Svolgimento (Esercizio 45). Poniamo F'(z,y) = ($2 + y2)5/2— (x2 + y2)2— (3:22 + y2)2. L’insieme
¢ simmetrico rispetto agli assi e origine: F(+x,+y) = F(z,y) per ogni scelta possibile dei segni.
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(1)

(2)

()

SOLUZIONT
In coordinate polari si ha:
I' = {(pcosb, psinf) € R?: p* (— (20082(9) + 1)2 +p— 1) =0}

— {(pcost, psinf) € R?: p=1+ (2cos?(6) + 1)’} U{(0,0)}

Per 0 = 0,7, si ottiene p = 10 e per p = 7/2,37/2 si ha p = 2. Quindi i punti cercati sono
(£10,0), (0,£2), (0,0). Calcoliamo il differenziale di F":

dF(x,y) = 0. F(z,y) dx + 0, F (x,y) dy
— (5 (22 +y?)** — 402 — 16y2> da+
+y (5 (22 +%)*? — 1622 — 8y2> dy.

In particolare J,F(£10,0) = 0, quindi le retta tangenti in (+10,0) sono verticali ed hanno
equazione x = +10. Analogamente, 9, F(0,+2) = 0 e le tangenti in (0, £2) hanno equazione
= 12 (rette orizzontali). Per il teorema di Dini, si ha la definizione di una funzione
implicita y = ¢(z) in un intorno dei punti (0,+2), in quanto ivi 9,F(0,+2) # 0, mentre
0y F(£10,0) = 0.
I" & chiuso perché F' ¢ continua. Dall’equazione in coordinate polari, abbiamo che p e li-
mitato, quindi I' € compatto. Sempre dall’equazione in coordinate polari, osserviamo che se
(pcosB, psinf) € T') allora o p = 0 oppure p > 1, quindi 'origine & un punto isolato. Pertanto
I'\ {(0,0)} e chiuso e limitato (perché I' lo ¢) quindi compatto.
Osserviamo che h(pcosf, psin ) = log arctan p? & una funzione strettamente crescente di p,
quindi i suoi massimi e minimi sono raggiunti in corrispondenza dei massimi e minimi di p
vincolati a I' \ {(0,0)}. Tali massimi sono raggiunti per p = 10, 6 € {0, 7}, quindi nei punti
(+10,0) e il valore massimo ¢ log arctan(100), mentre i minimi sono raggiunti per p = 2 quindi
nei punti con cosf = 0, ovvero § = w/2,37/2, ossia (0,+2), e il valore minimo ¢ log arctan 4.
Osserviamo che per 0 < # < 7/2 si ha che p ¢ strettamente decrescente dal suo massimo 10
al suo minimo 2. Si ricostruisce grazie alle simmetrie il grafico completo.

Svolgimento (Esercizio 46). Consideriamo la mappa ¢ :  — R? data da p(z,y) = (z —y,z + y).
Lo Jacobiano di tale mappa ¢

il cui determinante ¢ 2. Poiché esso e diverso da zero, la trasformazione e invertibile, sia ¢ = ¢

1 -1
Jacso(w,y)=<1 1 >

-1

Poniamo D = ¢(Q2). Si ha D = [—7, ] x [—1, 1] dalla definizione di 2 e di ¢, inoltre Q =¥ (D) e

Jact(u,v) = [Jac o]~ (p(u,v)),

da cui detJact(u,v) = 1/2, pertanto

//Qf@’y) dody = //Dfow(u,v)Jacw(u,v) du dv.

Nel nostro caso si ha:

—(z—y)?
dz d d dv = 0.
//Q 1+ :c+y = /_W/ T2

Svolgimento (Esercizio 47). Poniamo ¢(0,y) = (@1, pa, ¢3) e F = (Fy, Fy, F3).
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N

(x2 + y2)5/2 — (:132 + y2)2 — (3x2 + y2)2 =0
4 4

FIGURA 10. L’insieme (22 + y2)5/2 — (a2 + y2)2 — (32% + y2)2 =0.

(1) Siha
diVﬁ(xayv Z) = 896F1 + ayFQ + azFS = 4,
~ 51 896 Fy
rot F=det | e 0y Ib | = (3,204 8z,—4).
53 8z F3

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non € conservativo.
) Per calcolo diretto si ha:

(2
— 27 —
/Fdfy = / F(cost,sint,0) - (—sint,3cost,0) dt
0% 0
2m
= / (6 sin(t) + 5cos(t), —3sin(t) — 2 cos(t), 12sin(t) — cosz(t)) - (—sint,cost,0) dd
0

27
:/ —6 — 7sin 2t dt = —12m.
0

Quindi la circuitazione non ¢ nulla, il che conferma come F non sia conservativo.

Piu brevemente: la curva « & il bordo di un’ellisse £ nel piano z = 0 centrata nell’origine
e di semiassi 1 e 3. Dalla regola della mano destra, per indurre I'orientamento richiesto sul
bordo, & necessario che la normale a tale ellisse sia rivolta verso ’alto, ossia n = (0,0,1). Per
il teorema, di Stokes, la circuitazione ¢ il flusso del rotore, quindi

/ﬁdvz/ rotﬁ~ﬁdaz4/ do = —4 Area(€) = —12m,
0 E &

essendo l'area di un’ellisse pari a m moltiplicato per il prodotto dei semiassi.
(3) La matrice Jacobiana ¢
0 2v
2

Jacp(0,y) = v cos(u) 2usin(u)
— (v*+ 1) sin(u) 2vcos(u)
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Per la formula di Binet, 'elemento d’area é:

Wo = \/det231 + d6t232 + det2B3,

dove
=& ff;;?n(u) oot )
- < (2 +1 ) sin(u) 2vc2<:;(U) )’
= ( v? cos(u) QvSQiZ(U) >’

da cui

Wy = \/4116 cos?(u) + (—v cos(2u) + 203 + v)* + 4 (v2 4+ 1) v2 sin?(u).

Allo stesso risultato si ottiene calcolando il prodotto esterno delle colonne della matrice
Jacobiana della parametrizzazione.

(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In parti-
colare, nel punto P(2,1,0) = ¢(7/2,1) si ha (0,0,—2) e (2,2,0). La normale (non unitaria)
¢ data dal prodotto vettoriale di tali vettori ed ¢ pari a

er 0 2
ea 0 2 = (4,-4,0).
e&s —2 0
Pertanto )
n(P) = (1,-1,0).

V2

(5) Per il teorema di Stokes, il flusso del rotore ¢ pari alla circuitazione del campo sul bordo della
superficie con l'orientamento indotto. Tale bordo e contenuto nell’insieme parametrizzato
dalle curve v1,73 : [0,27] — R e 72,74 : [0,1] — R? che descrivono 'immagine tramite ¢
della frontiera dello spazio dei parametri percorsa in senso antiorario, ossia

71(t) = »(t,0) = (1,0, cos(t)),

Yo(t) = p(2m,t) = (£* + 1,0,£* + 1),

v3(t) = (2w —t,1) = (2, —sin(t), 2 cos(t)),
() = (0,1 —t) = (1 — )2 + 1,0, (1 — )% 4+ 1).

Il contributo dato da =5 e 4 deve essere complessivamente nullo, in quanto si tratta della
stessa curva percorsa nei due sensi opposti. Per il teorema di Stokes:

(S, 1ot F) = [ F-dl+ ﬁ-d€+/ f-d£+/ F-dl
7 72 V3 Y4
27
= / (4 cos?(t) + 5,cos(t) — 2, —1)(0,0, —sin(t)) dt+
0
1
+/ (4 P+ 1) 45 +1), 2 —2(+1)+1,— (+ 1)2) (2t,0, 2t) dt-+
0
2m
+ / (—2sin(t) + 16 cos®(t) + 10, sin(t) + 2 cos(t) — 4, —4sin(t) — 4) (0, — cos(t), —2sin(t)) dt+
0

+/1(4((1—t)2+1)2+5((1—t)2+1),(1—t)2—2((1—t)2+1)+1,—((1—t)2+1)2)-
0

C(=2(1 — 1),0,—2(1 — 1)) dt.
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Gli integrali estesi da 0 a 1 sono I'uno opposto dell’altro (si usi il cambio di variabile y = 1—t)
Risulta quindi:

. 2m 2w
O(S,rot F) = /0 sint dt +/0 (—2(—4sin(t) — 4) sin(t) — cos(t)(sin(t) + 2 cos(t) — 4)) dt

= /% (8sin?(¢) + 8sin(t) — 2cos®(t) + 4 cos(t) — sin(t) cos(t)) dt = 67
0

Per calcolo diretto si ha:

2w 3 0 2v
®(S,rot F) = / / det | 8cos(u) (v +1) +2(v?+1) v? cos(u) 2usin(u) | dudv
—4 — (v* 4 1) sin(u) 2vcos(u)

/ /27r (v? cos(u) (6v cos(u) + 8v)+

U +1) sin(u) (— 1603 cos(u) + 6v sin(u) — 16v cos(u) — 4v® — 4v)) dudv
2m
= / / (—4v5 sin(u) — 16v° sin(u) cos(u) + 6v° sin?(u) — 8v® sin(u) 4 6v3 cos®(u) +

+8v3 cos(u) — 320° sin(u) cos(u) 4 6vsin?(u) — 4vsin(u) — 16v sin(u) cos(u)) dudv = 6,

(ricordando che i termini in cui compaiono potenze dispari di seno e coseno si annullano
nell’integrazione) che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 48). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando solu-
zioni non identicamente nulle della forma u(t,z) = U(t) X (x). Sostituendo e dividendo per U(¢)X (),
si ottiene:

UBX(E) 200X (z)

U)X TX(@) 0
da cui:
U) _2X(z)
0~ X@) TR

pertanto si ottiene il sistema:

2X(z) =O\+1)X(2).

L’equazione per U ha soluzione U(t) = de ™. Le condizioni al contorno u,(0,t) = u(m,t) = 0
porgono X (0) = X(m) = 0. L’equazione caratteristica per X (z) ¢ 2u> — (A +1) = 0. Se A > 1 si
ottengono due soluzioni reali distinte p1, p2, di cui almeno una diversa da zero e di segno opposto. e la
soluzione & X (x) = c1eM* + c9et2®. Derivando, X(x) = c1 1M + copzet?” Imponendo le condizioni
al contorno in 0 si ha ¢; + ¢2 = 0, quindi X(x) = c1(pu1eM"* — pget?®) Le condizioni in 7 impongono
o ¢1 = 0 oppure p1e*'™ = poet?™. La seconda eventualita va esclusa, perché le soluzioni hanno segno
opposto e non nulle. Quindi ¢; = ¢z = 0, ma questo non ¢ accettabile.

Se A = —1 si ha la soluzione doppia p = 0, la soluzione generale ¢ X (z) = ¢; + caz, la cui derivata
¢ identicamente ¢y, che quindi deve essere nulla. Allora si ha la soluzione costante X (z) = ¢1, ¢1 # 0.

{U@) = \U(1),

Se A < —1 si hanno due soluzioni puramente immaginarie di segno opposto: p; = iy/|\+ 1]/2, p2 =

—iy/|A +1]|/2. La soluzione generale ha forma X (z) = ¢j cos(y/|A — 1]/2x) + casin(+y/|\ + 1]/2 ),
la cui derivata & X () = v/|X + 1|/2(—cy sin(y/|X + 1]/22) + g cos(y/|A + 1|/2x)). La condizione in
x = 0 porge ca = 0, e la condizione in 7 porge ¢; = 0 (non accettabile) oppure \/|A+1|/2 = n,
n € Z. Quindi A = —2n2 — 1 tenendo conto del fatto che A + 1 < 0. Si ottiene quindi la soluzione
Xn(z) = c,cosnzx relativa a A = —2n% — 1. Questa scrittura comprende anche il caso A = —1.
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Sostituendo i valori di A accettabili, si ottiene Uy, (t) = dne(~2""~D* Quindi si hanno le soluzioni
elementari, posto a, = c¢,dy:

Un(t,z) = Up(t) Xp(x) = ane=27" D cos ng.

Per determinare i coefficienti a,,, sviluppiamo in serie di Fourier di soli coseni il dato iniziale, ovvero
prolunghiamo il dato iniziale ad una funzione pari definita in [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto

R.
1 [7 1 [7/2
/ X[o,n/2)(|]) d = / do =1,
™ -7 T 0
1 77 2 7r/2 9 - 94 5
/ X[OaW/Q](uDCOS”"de = / cosnz dr = — [sinnzx],_ 0/2 = M
T T Jo nmw nr
Quindi:
> 2sin(nm/2)
X[OJ/Z](|$D 5 Ziﬂcos(nx)
La soluzione & pertanto:
ult, Z 2sin n7r/2 (207 D cos(na).
=1

Si ha per t > 0, x €]0, 7[:

- al 2sin(nm/2) (op2_qy o
Z’u”(t’x)’227 n_)cosnw Z (=2n%—
n=1 n=1 nm
N N .
2 2 1. 2n2 41
nm - -
v =l n=1
N N . N
S Oustn(t,2)| =Y n? 2sin(nm/2) (_op2_1); cos(nz)| < 1 S et
nm o
e n=l n=1

Se tg > 0 e fissato, per n sufficientemente grande e ¢ > tg, si ha che 2#%16(—2712—1)75 < %e(_%ﬁ_l)to

ne(=2n* =Dt & pe(=2n*-Dto o (=201t /p < (=20~Dto /p ¢ tutti e tre sono minori di 1/n2, quindi
le serie convergono puntualmente e uniformemente su ogni sottinsieme [e, +00[x]0,7[ con € > 0, e
pertanto u(t, x) ¢ soluzione del problema.

)

Svolgimento (Esercizio 49).

a. Osserviamo che raccogliendo n al numeratore e n? al denominatore si ha per n sufficientemente

grande
1
n+5nt? 1 NG 1
n’/2—6 n? 6 "~ no2
nl/2 _ 3
3y 3930 3\"
93n—4 = 9—48n =3"-16 <8>
Quindi
n + 5nt/? 3o 9 3\"
" FoR cosnz + ( )”23n4smn:c <5 +37-16 3) -
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I termini di destra sono il termine generale rispettivamente della serie armonica generalizzata
di esponente 2 > 1 e della serie geometrica di ragione 3/8 < 1. Entrambe tali serie sono
a termini positivi e convergono, quindi la serie costituita dalla somma dei termini generali
converge e pertanto la serie in S converge totalmente, quindi uniformemente. Se deriviamo
il termine generale della serie, compare un fattore n a numeratore, tuttavia

n + 5nl/? 1

R e T a2
3n+9 39.3n 9 3\" 3\" 3\"
n = =3"-16n|=-) <16-2" (=] <16(-| .
23n—4  9—dgn 8) — 8) 4
Per quanto riguarda il primo termine, a destra abbiamo il termine generale della serie armo-
nica generalizzata di esponente 3/2 > 1 e nel secondo abbiamo la serie geometrica di ragione
3/4 < 1, quindi anche la serie derivata converge totalmente. Per il teorema di derivazione
per serie, S & derivabile. Poiché 'intervallo di integrazione & compatto e la serie converge

uniformemente, & possibile integrare termine a termine. I termini contenenti coseni e seni
hanno integrale nullo per periodicita, quindi

2w 2w
S(az)dm:/ 3dx = 6m.
0 0

b. Procediamo in modo analogo al precedente:
nl/2 — 4 1
8n3 —3n2  8nd/2’

24n+9 _ 29.1671 :29.81 E n
33n—4 34270 27

La conclusione su convergenza e derivabilita ¢ analoga al punto precedente per gli stessi
motivi. Poiché l'intervallo di integrazione € compatto e la serie converge uniformemente, e
possibile integrare termine a termine. I termini contenenti coseni e seni hanno integrale nullo
per periodicita, quindi

2 27
S(z)dx = / Tdx = 147.
0 0

Svolgimento (Esercizio 50).

a. Se f(x,y) = 23 +y3 —3xy—3, si ha grad f(z,y) = 3(2? —y,y? — z). I punti critici sono quelli
ove tale gradiente & nullo. Sostituendo, si ottiene y* — y = 0 che ammette come radici reali
y =0, y = 1. Pertanto i punti critici sono (0,0) e (1,1). La matrice Hessiana &

Hess f(z,y) = ( Ea; g; >, Hess £(0,0) = < _03 _03 ), Hess f(1,1) = ( _63 _63 >

Gli autovalori si possono calcolare come radici di A> — A\Traccia Hess f + det Hess f = 0. Nel
caso del punto (0,0), la traccia & nulla e il determinante ¢ —9, quindi gli autovalori sono le
soluzioni di A> — 9 = 0 ovvero +9. Essendo di segno discorde, questo & un punto di sella.
Nel caso del punto (1,1), la traccia ¢ 12 e il determinante & 27, quindi gli autovalori sono le
soluzioni di A\ — 12\ + 27 = 0, quindi A\ = 6 & /36 — 27 = 6 & 3 > 0, pertanto questo ¢ un
punto di minimo.

b. Se f(x,y) = 3 — y3 — 3wy + 3, si ha grad f(x,y) = 3(2% — y, —y> — x). I punti critici sono
quelli ove tale gradiente & nullo. Sostituendo, si ottiene y* — y = 1 che ammette come radici
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reali y = 0, y = 1. Pertanto i punti critici sono (0,0) e (—1,1). La matrice Hessiana ¢

Hess f(z,y) = ( Egg —_6?;/ )Hessf(0,0) = ( _03 _03 ) : Hess f(—1,1) = ( :g :2 >

Gli autovalori si possono calcolare come radici di A2 — A\Traccia Hess f + det Hess f = 0. Nel
caso del punto (0,0), la traccia & nulla e il determinante ¢ —9, quindi gli autovalori sono le
soluzioni di A2 — 9 = 0 ovvero £9. Essendo di segno discorde, questo & un punto di sella. Nel
caso del punto (—1,1), la traccia & —12 e il determinante & 27, quindi gli autovalori sono le
soluzioni di A\? + 12\ — 27 = 0, quindi A = —6 + /36 — 27 = —6 + 3 < 0. Essendo negativi,
questo & un punto di massimo.

Svolgimento (Esercizio 51).

a. Sia f(z,y,2) = 22 —y%2, V = {(z,y,2) € R3: 22442 +2%2 =9, 22 +y?—2% = 4}. Riscriviamo
le equazioni del vincolo: y? + 22 =9 — 22, 22 + y?> = 4 + 22, da cui si ricava 9 — 22 = 4 + 22
quindi z = +/5/2. Pertanto il vincolo si riduce a

V ={(z,y,2) € R®:x ==4/5/2, y* + 2? = 13/2}
= {(z,pcosh, psinf) e R® : & = ++/5/2, p = 1/13/2,0 € [—m, 7},

quindi il vincolo & parametrizzato da v (6) = (£1/5/2,/13/2 cosf,/13/2 sin #) percio

5 13v26 5 13v26
2 2

- — cos?fsinf = =
2 2

g(0) == for™(0) = (sin @ — sin® 9).

La funzione e continua sul compatto V', quindi ammette massimo e minimo assoluto. Deri-
vando, si ha

% oyE(h) = —MSCOSQ(COSH — 3sin®fcosf) = —W(—Zcos@%— 3cos’ 6).

Tale derivata si annulla nell’intervallo della parametrizzazione per cos § = 0, ovvero § = +m /2,
e cos?f = 2/3, quindi § = +arccos(4+/2/3). Derivando ancora, si ottiene

d2
do?

13126
2

fort(8) = — (2sin @ — 9 cos? fsinh).

Valutando nei punti in questione, si ottiene che il punto corrispondente a 6 = T, /2 & di massimo
relativo, quello corrispondente a § = —7/2 ¢ di minimo relativo. Nei punti 6 corrispondenti
a cos?f = 2/3 si ha

2
%f oyE(f) = 13v265sind.

Pertanto i minimi relativi sono per 6 = arccos(y/2/3) e — arccos(—4/2/3) e i massimi relativi
sono per — arccos(4+/2/3) e arccos(—+/2/3). Per quanto riguarda il valore di massimi e
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minimi, si ottiene:

g(£m/2) =5/2,
13v/26 1
glarccos(£4/2/3)) = 5/2 — 5 /3

45 — /1378
— 5 <5

13v26 1
g(— arccos(£+/2/3)) = 5/2 + 57

45 + /1378
- 18 -

(554D

sono di massimo assoluto e i punti
5 13 13
/=, =, = —
(=557
sono di minimo assoluto.

b. Se f(z,y,2) = 22 + 2%y, V = {(2,9,2) € R®: 22 + ¢y + 22 = 16, 2% + y? — 22 = 4}, con
passaggi analoghi al punto precedente si ottiene

V={(z,y,2) € R®: 2 = £V622 +3? = 10}
= {(pcosf, psinh,z) e R®: z = £V6 p = V10,0 € [-7, n[},
quindi il vincolo & parametrizzato da y*(6) = (v/10 cos 6, v/10 £ 1/6) percio
g(0) := f o~yF(8) = 6+ 10V/10 cos? fsin .

La funzione ¢ continua sul compatto V, quindi ammette massimo e minimo assoluto. Tra-
scurando le costanti inessenziali, la funzione & la stessa del punto precedente. Tenendo conto
della differenza di segno del secondo addendo rispetto al punto precedente, si ha quindi che i
punti corrispondenti a § = /2, —arccos(£+/2/3) e arccos(—+/2/3) sono di minimo relativo,

/2,

5/2,

quindi i punti

quelli corrispondenti a # = —7n/2, § = arccos(1/2/3) e —arccos(—4/2/3) sono di massimo
relativo, Per quanto riguarda il valore di massimi e minimi, si ottiene:
g(F7/2) =6,
204/ 4

3

glarccos(£+/2/3)) = 6 + —5 > 6,
20,/
g(— arccos(£4/2/3)) = 6 — \3/? < 6,

(j:Z\/g, @,i\/@)

sono di massimo assoluto, e i punti

<i2\/§,\/?,i\/6>

In definitiva, i punti
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sono di minimo assoluto

Svolgimento (Esercizio 52). Poniamo F(z,y,2) = (22 + 22 + y?)? — (22 — y% — 2?).
a. Si ha

grad F(z,y, 2) = (4z (302 + 4y + 22) — 22, 4y (wQ + %+ 22) + 2y, 4z (a:2 + 2+ z2) +2z).

Effettivamente, F(pg) = 0, inoltre grad F(pg) = (0,/2,0), pertanto OyF(po) # 0 e per
il teorema di Dini F' definisce implicitamente una funzione y = g(z,z) intorno al punto

po—([,[, 0). Si ha

(0xF(z,y,2),0.F(x,y, z)
8?/F(‘T7 y7 Z)

grad g(z, z) = — :
y=9(z,2)

Sostituendo, si ha che in pg tali derivate sono entrambe nulle. I punti intorno cui non si puo
esplicitare y in funzione di z, z sono quelli dove d, F'(x,y, 2) = 0, ovvero il piano y = 0. I punti
intorno cui non e possibile esplicitare nessuna delle variabili in funzione delle rimanenti due
sono quelli dove grad F(z,y,2) = 0. Da 0y,F(x,y,2) = 0,F(x,y, 2) = 0 ricaviamo z =y = 0.
Sostituendo nell’espressione di 0, F otteniamo x = 0 oppure x = :l:\lf pertanto i punti in

questione sono (0, 0, 0) ( f,() 0).
b. Poniamo F(x y,z) = — 22— (22 + 22+ y*)?2. Siha
grad F(x,y, z ( (x +y? 4z ) 2z, 2y — 4y (x2+y2+22),—4z (w2+y2—|—22) —22).

Effettivamente, F(pg) = 0, inoltre grad F(py) = (—v/2,0,0), pertanto 0,F (py) # 0 e per
il teorema di Dini F' definisce implicitamente una funzione x = f(y,z) intorno al punto

(8yF($7 Y, Z)v aZF($7 Y, Z)

gradf(y’z):_ ) F(ZL‘ y Z)
Y » Y

y=f(y,2)

Sostituendo, si ha che in pg tali derivate sono entrambe nulle. I punti intorno cui non si puo
esplicitare x in funzione di y, z sono quelli dove 9, F(z,y, z) = 0, ovvero il piano x = 0. I punti
intorno cui non e possibile esplicitare nessuna delle variabili in funzione delle rimanenti due
sono quelli dove grad F'(z,y,z) = 0. Da 0, F(z,y,2) = 0,F(x,y,2) = 0 ricaviamo z = x = 0.

Sostituendo nell’espressione di 0, F otteniamo y = 0 oppure y = +1 73 pertanto i punti in
questione sono (0,0,0) e (O,i%,O).

Svolgimento (Esercizio 53).

a. Il dominio D e l'intersezione del cerchio centrato nell’origine e di raggio 2 con il semipiano
y > 1, in particolare esso & simmetrico rispetto all’asse x. Poiché si ha f(z,y) = —f(—=z,v),
si ottiene che 'integrale ¢ nullo.

b. L’integrale richiesto ¢

1 2z 3 3—z 2 0 3 0
[;:/ </ ﬁdy) dq:-|—/ (/ xzdy> d:c+/ (/ :c2dy> d:c—i—/ / 2 dy | dx
0 \Jo 1 0 0 — 2 2(z—3)

1 3 2 3
= / 223 dx + / (3 — x)z?dx + / 23 dx + / 2(3 — x)z* dx = 16.
0 1 0 2

Svolgimento (Esercizio 54). Poniamo F = (Fy, Fy, F3).
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(1) Siha
divﬁ(m, Y,2) = Op 'y + Oy Iy + 0. F3 = 2z,

~ ey 0, K
rot FF=det | €& 0, F» | =(—y,z,0).
€3 0, F3

Anche se non richiesto, osserviamo che poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non & conserva-
tivo.

(2) La curva I' & una circonferenza giacente nel piano z = 3, centrata in (0,0, 3) di raggio 4.
parametrizziamo la circonferenza in modo opportuno definendo « : [0,27] — R3, y(t) =
(4cost,4sint,3), e osserviamo che l'orientamento richiesto & rispettato. La circuitazione &
quindi:

2 27
%Fdﬂ = / wF(y(t))Yy dt = / (12cost,12sint,1) - (—4sint,4cost,0)dt = 0,
¥ 0 0

ricordando che l'integrale esteso da 0 a 27 di sinx cosx € nullo.

Si poteva anche procedere nel modo seguente: la curva I' &€ bordo della superficie Ss.
Se orientiamo Ss con la normale (costante) verso l'alto n = (0,0, 1), abbiamo che il bordo
ha l'orientamento antiorario richiesto dall’esercizio. A questo punto possiamo applicare il
Teorema di Stokes:

j{ﬁd[:/ rotﬁ'ﬁdo'g:/ (—y,2,0)-(0,0,1)doy =0,
Y Sa So

che conferma il risultato precedente.
(3) Parametrizziamo S in coordinate cilindriche

01(0,2) = (V25 — 22cos 6,/ 25 — 22sinb, z), 6 €0,2n[,3 <z <5.

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

0
/25 — Zsing BV
V25 — 22

Jacpi(0,2) = 5 zsin 6
’ V25 —z%cosl) ——
V25 — 22

0 1

La normale ¢ data dal prodotto vettoriale delle colonne della matrice Jac 1 (0, ), diviso per
la sua norma, quindi:

n(f,z) = o1 Moy L (\/25 — 22cos 0,25 — z2sin9,z) )

|01 AD2p1| B

L’elemento d’area ¢ dato dalla norma del prodotto vettoriale delle colonne della matrice
Jac p1(0, z), pertanto esso €

doy = |0gp1 N\ Op1|dOdz = 5df dz.

Osserviamo che poiché z > 0 si ha che la normale e rivolta verso ’alto, quindi la parametriz-
zazione ¢ concorde con quella richiesta dall’esercizio.
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11 flusso ¢
. Fiopy
O(S1,F):=det | Froypy |Jacyr | dzdf
F30¢

2V/25 — z2cos(f) —v/25 — z2sin(f) —

2T 5
_/o /:adet T Tsin(0) VI Zeos(d) ——nO) | dzdf

1 0 1

21 5
= / / —2(—26 + 2%) dz df = 1447.
0 J3
Per quanto riguarda la superficie So, essa & parametrizzata da
©2(p,0) = (pcosd, psind, 3), 0<p<4

L’elemento d’area € semplicemente do = pdpdf, la normale unitaria & costante e vale
n(p,0) = (0,0,1), quindi il flusso &

27 4
@(SQ,ﬁ):/ ﬁﬁda:/ /(3pcos0,3psin0,1)~(0,0,1)pdpd9:167r.
So 0 0

Si poteva procedere anche nel modo seguente: le superfici S; e Sy costituiscono rispettiva-
mente la superficie curva e la base di una calotta sferica C' di raggio 4 e altezza 2 con base
costituita dal circolo giacente nel piano z = 3 e centrato in (0,0,3). Per il teorema della
divergenza, si ha:

/ div FdV = ®(S), F) — ®(Sy, F),
c
dove il segno negativo ¢ dovuto al fatto che, nell’applicazione del teorema della divergenza,

la normale deve essere esterna a C', quindi la normale a S5 deve essere rivolta verso il basso.
Quindi, parametrizzando in coordinate cilindriche

. 5 21 pV/25—22
/ div F'dV = / / / 2zpdpdf dz = 128m.
C 3 JO 0

I valore di ®(S,, F) ¢ facile da calcolare, e quindi si ha ®(Sy, F') = 1287 + 16w = 144, che
conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 55). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando solu-
zioni non identicamente nulle della forma u(t,x) = T'(t) X (x). Sostituendo e dividendo per T'(¢) X (z),
si ottiene

Si ottengono cosi:

T(t) = XT'(t)
X(z) — AX(x) = 0.

Le condizioni al contorno si scrivono X (0) = X(nr) = 0. L’equazione caratteristica per X (z) & data
da p? = \. Distinguiamo tre casi:
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(1) Se A > 0 le radici sono ++/X si ottiene X (z) = 16V 4 cre= VAT da cui X(z) = \f/\(cleﬁ”” -
026_‘535) Dovendo soddisfare X (0) = 0 si ha ¢; = ¢y, da cui X(z) = clﬁ(eﬁ‘” - e_ﬁgc) e
poiché X (m) = 0 si ottiene ¢; = co = 0, quindi il caso A > 0 non & accettabile.

(2) Se A =0, la soluzione ¢ X (x) = ¢g + 1, sostituendo le condizioni al contorno si ha X (x) =
co €R \ {0}

(3) Se A < 0 le radici sono complesse coniugate e si ha X (z) = ¢ cos(y/|A|z) + o sin(—+/|\|x) da
cui X (z) = —/[M(c1sin(y/[Ax) + 2 cos(—+/|A[x)) Sostituendo X (0) = 0, si ottiene cy = 0,
da cui X(z) = —e1y/|Nsin(y/[Az) e sostituendo X (7) = 0 si ha \/[\[ = n € Z da cui
A= -n?<0.

Pertanto si ottengono le soluzioni X, (z) = ¢, cos(nz), n € N, ¢, € R\ {0}, che comprende anche
il caso n = 0. Le soluzioni T;, relative ai valori accettabili di A sono quindi T,,(t) = dne_”zt. Posto
an = cpdy, si ottengono le soluzioni elementari

up(t,z) = T (t) Xpn(x) = ane "t cos(nx).

Cerchiamo una soluzione nella forma
o0
u(t,z) = Z ane "t cos(nx),
n=0
da cui
o oo
u(0,2) = Z an cos(nzx) = ag + Z an, cos(n).
n=0 n=1

Per determinare i coefficienti a,,, prolunghiamo per parita il dato iniziale ad una funzione definita in
[—m, 7| e per 2m-periodicita a tutto R. I coefficienti sono dati da:

1 (" 2 [T 21— (=1
an = / (m — x) cos(nz) dx = / —z cos(nz) dx = —#,
T T Jo T n
in particolare per n = 2(k + 1), k € N, cio¢ n pari non nullo, si ha a, =0, e per n =2k + 1, k € N si
ha a2k+1 = W Si ha pOiI
2 ™
2a0—/ (r—x)dr=m
™ —T
Quindi:
T 4 & e—(2k+1)2t
u(t,x) = 5 + - kzo IETE=ES cos((2k + 1)x).
Poniamo
e~ (2k+1)%t
gi(t,z) = k12 cos((2k + 1)z),
e osserviamo che la serie che definisce u converge totalmente, infatti:
k(6 )| < 5
su , )| € —m,
ay (9K (2k +1)?

z€[0,7]

dove a sinistra abbiamo il termine generale di una serie geometrica convergente, pertanto la serie
converge uniformemente. Inoltre si ha

e~ (2k+1)t
sup |Opgi(t,z)| = |————sin((2k + 1)x)| .
up 10,04(1, )] = | S sin((26 + 1))

z€[0,7]
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Sia m € N. Se t > 0, per k sufficientemente grande si ha (2k + 1)™e~@FD* < 1/(2k + 1), da cui
si ottiene |0pgx(t, )| < 1/(2k + 1)2, |0sagr(t, 7)| < 1/(2k + 1)%, |Opgr(t,x)| < 1/(2k + 1)2. Quindi le
derivate prima e seconda di u rispetto alla = e la derivata prima rispetto a u convergono totalmente e
uniformemente se t > 0, z €]0, 7[. In tale insieme, la serie & derivabile termine a termine. La funzione
u pertanto risolve ’equazione. Le derivate rispetto alla  non convergono in ¢ = 0 Per ¢t = 0, il dato e
assunto in quanto la serie converge uniformemente in t > 0, 2 € [—m, 7] Per ¢ > 0, la derivata rispetto
a x converge uniformemente per x € [—m, 7|, quindi anche i dati di tipo Neumann sono assunti.

Svolgimento (Esercizio 56). Osserviamo preliminarmente la simmetria f(x,y) = —f(—z, —y). Si
ha grad f(x,y) = (322 — 3y? — 27, —6xy — 120).

(1) Il gradiente si annulla se
ZE2 . yQ =9
xy = —20.

Sostituendo la seconda equazione nella prima si ha y = —20/z da cui 22 — 400/2% = 9 quindi
xz* — 922 — 400 = 0. Le soluzioni reali sono x = +5. Si ottengono quindi i punti critici

P, = (5,—4) e P_(—5,4). La matrice Hessiana di f ¢
([ 6x —6y
Hess f(z,y) = ( 6y —6x > .

da cui
-30 —24
Hess f(—5,4) = ( 94 30 >

Gli autovalori di questa matrice sono le soluzioni dell’equazione
A% — ATracciaHess f(—5,4) 4 detHess f(—5,4) = 0.

ossia A2 = 1476 e percido A = £6v/41. Sono di segno discorde, quindi il punto & di sella. Per
simmetria, anche I'altro punto sara di sella.

(2) Siha 0y, f(1,—1) = —144 # 0, quindi localmente & possibile esprimere la curva di livello di f
passante per questo punto come funzione y = p(z).

(3) Parametrizziamo il vincolo: |z| = 1 —|y| da cui —1 <y < 1ex = £(1 — |y|) (quindi
—1 < z < 1). Studiamo separatamente i vari casi. Si ha che z =0 solosey=+1ley =0
solosex =241Se0<z<1,0<y<1siha

FA—y,y) = =321 —y) + (1 —y)> — 27(1 — y) — 120y.
La derivata di tale espressione & 3y? — 3(1 —y)? — 6y(1 —y) — 93 = 2(—13 — 48y + ¢®) < 0.
Se0<z<1l, —-1<y<0siha

fl+y,y)==3@y+ 1)+ (y+1)>—27(y + 1) — 120y.

La derivata di tale espressione & —3y? — 6(y + 1)y + 3(y + 1)? — 147 = —6 (y2 + 24) < 0.
Quindi in D N {(x,y) : 0 < 2 < 1} non vi sono estremali. Per simmetria di f e D, non ve
ne sono nemmeno in DN {(z,y) : —1 < z < 0}. Studiamo i punti (0,£1) e (£1,0). Si ha
f(£1,0) =F26 e f(0,£1) = — F 120. Quindi (0,1) & di minimo assoluto vincolato e (0, —1)
¢ di massimo assoluto vincolato. Osserviamo che in un intorno di (1,0) escluso il vincolo &
parametrizzato rispettivamente da (1 + y,y) se y < 0 e (1 —y,y) se y > 0 Sia per y < 0
che per y > 0 in tale intorno la funzione composta con la parametrizzazione € strettamente
decrescente, perché ha derivata negativa, quindi (1,0) non & di massimo o minimo relativo.
Ragionamento analogo per (—1,0).

Svolgimento (Esercizio 57). Parametrizziamo il volume dato K in coordinate cilindriche:
1

©(p,0,2) = (pcosb, psin, z), 0<p<35.0€(0,27],0 <2< V1—p%
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Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

cos —psinf O
Jacyp(p,0,2z) = | sinf pcosf O
0 0 1

L’elemento di volume & dV = |det Jac p(p, 6, z)| dpdf dz = pdp df dz. Quindi:

o2 (1/2 /192 1/2 1/4 9
/ dV:/ / / pdzdpd9:27r/ pV1—pPdp=m \/1tdt:<\i§>ﬂ'.
K 0 0 0 0

0 3

Svolgimento (Esercizio 58). Poniamo

1 —nx L ;
x) = ——=¢ "“sin(sinnz).
full) = e sin(sinna)
Si ha |fn(z)] < n 32 per x > 0, e poiche la serie Y. n~%/2 & convergente, si ha che la serie converge
totalmente e uniformemente in [0, +o00[. Osservando poi che

|f2(z)| = n~3?ne™"®| sin(sin nx) 4 cos sinna - cos nx| < 2n~3 e,
si ha che in ogni compatto di |0, +oco[ le derivate convergono totalmente, quindi uniformemente infatti
sia K compatto di 0,400 e zg = inf K > 0. Si ha per z € K |f,(z)] < n=3/?2ne "% ¢ per n
sufficientemente grande si ha 2ne ™™ < 1. Quindi la serie ¢ derivabile termine a termine. Per le
derivate successive, osserviamo che in modulo la derivata d-esima di f, ¢ limitata da n=3/2dnde—"®
e quindi, ragionando come prima sia K compatto di ]0,4+o0[ e zp = inf K > 0. Per x € K, n
sufficientemente grande si ha dne™"* < 1 e percio |9%f,| < n~3/2. Quindi la somma & C™.

Svolgimento (Esercizio 59). Si veda la soluzione dell’Esercizio 54.

Svolgimento (Esercizio 60). Si veda la soluzione dell’Esercizio 55.

Svolgimento (Esercizio 61). Osserviamo preliminarmente la simmetria f(z,y) = f(y, z).

(1) Calcoliamo grad f(z,y) = (3z% + 3y, 3y? + 3z). Il gradiente ¢ nullo se si ha 22 +y = 0 e
y? + 2 = 0. Si ricava quindi y* +y = 0 da cui (z,y) = (0,0), (z,y) = (=1, —1). La matrice
Hessiana di f ¢

Hess f(z,y) = < 6; 63y ), Hess f(0,0) = ( g g ), Hess f(—1,—-1) = < _36 —36 )

Gli autovalori sono le radici dell’equazione A\> — ATraccia (Hess f) + Det (Hess f) = 0. Nel
punto (0,0) si ha A2 =9 da cui A = +3. Gli autovalori sono di segno discorde, quindi (0, 0)
¢ punto di sella. Nel punto (—1,—1) si ha A2 =120\ +27 =0dacui A = -3 e A = —9. Gli
autovalori sono negativi, quindi (—1, —1) & punto di massimo locale.

(2) Poniamo F(z,y) = 2> +y> — 1. La funzione F' € C*°(R?) e inoltre VF(z,y) = 3(z%,y?). Nei
punti di I' si ha sempre VF # 0, quindi per il teorema di Dini I' & localmente grafico di una
funzione y = ¢(z) di classe C! oppure x = 1(y) di classe C'', pertanto & una curva regolare.
In (0,1) si ha 0,F(0,1) = 3, quindi il Teorema di Dini € applicabile e quindi in un intorno di
(0,1) I'insieme I" puo essere espresso come grafico di una funzione regolare di z. In generale,
si ha OyF(x,y) = 0 se y = 0, cui corrisponde il punto (1,0) di I'. Attorno a tali punti il
Teorema di Dini non e applicabile per ottenere I' come grafico di una funzione di z. Cio
non basta a concludere che sia impossibile farlo, perché il Teorema di Dini porge condizioni
sufficienti. Tuttavia ¢ sufficiente notare come per ogni zg fissato, ’equazione 3% = 1 — $%

ammetta una sola soluzione reale, quindi I' si puo esprimere come grafico di una funzione

della sola z, tuttavia tale funzione non e regolare: infatti la tangente al grafico in (1,0) &

grad f(1,0) - (x — 1,y) = 0 ossia 2 = 1, verticale. Tale funzione ¢ y = sign (1 —23) - ¢/|1 — 23]
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(3) Per ogni (z,y) € T si ha f(x,y) = g(z) = 1 + 3wsign(1 — 23) ¢/|1 — 23|. Osserviamo che

lim g(x) =—o00
|z| =400

e questo esclude la presenza di minimi assoluti. Per z > 1 si ha:

glz)=1—3zv/z3 -1
1
g (z) = —3va3 —1— ng(a:?’ —1)7%3. 322 <0

pertanto per x > 1 si ha che g e strettamente decrescente. Per x < 1 si ha:

g(x) =1+ 3zv/1— 23

1
d(x) =3V1—a3—3z- §(1 — %) 72/3 . 342

=3(1—2%)"231 -2 —2%) =301 — 2%)7?/3(1 — 22%)
Tale derivata ¢ nulla per z = 271/3, negativa per 2713 < z < 1 e positiva per z < 271/3.
Quindi esiste un unico estremale relativo e assoluto, esso ¢ un massimo assoluto e viene

raggiunto nel punto (273,273 e vale 1 4 3-2%/3,
Svolgimento (Esercizio 62). Parametrizziamo D in coordinate cilindriche:
o(r,0,2) = (rcosf,rsinb, z), 0<r<1,0€]0,2n[, z € [-1,1].

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

cosf —rsinf 0
Jacy(r,0,z) = | sin@ rcosf O
0 0 1

L’elemento di volume ¢ il modulo del determinante Jacobiano di tale matrice, cioé |det Jac ¢(r, 0, z)| =

r. L'integrale é:

2,1 gl 2,1 pl
/(y2+z2)d:ndydz:/ / / (T281n20—|—z2)7‘dzdrd9:2/ / / (r?sin® 0 + 2%) r dz dr df
D o Jo J—1 o Jo Jo

2 1 1 1 9
—2/ / r?sin®0 + = rdrd@—Q/ 777«3+ﬂ dr:ﬁ_
o Jo 3 0 3 6

Svolgimento (Esercizio 63). Poniamo ﬁ(aj,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)).
(1) La divergenza é:

divﬁ(az,y,z) = 8xFl(x7ya Z) + 8yF2(fL',y,Z) + azF3($’y7 Z) =1L

Il rotore é:

. 51 896 Fy
rot F(z,y,2) = | é& 0y F> =0
53 8Z F3

Il campo & definito su R? che ¢ convesso, quindi semplicemente connesso, e pertanto, essendo
irrotazionale, ¢ conservativo. Il potenziale scalare V' deve soddisfare gradV = F. Si puo
procedere o osservando direttamente la struttura del campo (& un campo molto semplice), in

tal caso posto
52

V((L’,y,Z) =e" COSy+ ?7
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si ha la funzione V & un potenziale scalare per F , oppure integrando F lungo la curva
congiungente (0,0,0) a (z,y, z) formata dalle spezzate v1(t) = (¢,0,0) da (0,0,0) a (z,0,0),
Y2(t) = (2,t,0) da (z,0,0) a (z,y,0) e infine v3(t) = (x,y,t) da (x,y,0) a (z,y, 2).

V(ry.2) = /0 " Fn(t) () dt + /0 " F(at)) - An(t) dt + /0 " F(s(t)) - As(t) dt
= /I(et,o,o) (1,0,0) dt+/y(ef” cost, —e"sint,0) (0,1, 0) dt+
0 0

4
+/ (e” cosy, —e"siny, ) (0,0,1) dt
0
=" —1+e"cosy —e” +22/2=V(x,y,2) — 1,

che conferma il risultato precedente (due potenziali differiscono per una costante).
(2) Dato che il campo & conservativo, si ha

/ﬁ Ldl = V(y(1) = V(4(0)) = V(1,1,1) — V(0,0,0) = e cos 1 — %
Y

(3) Le superfici S e Sy sono rispettivamente la base e la superficie laterale di un paraboloide
retto a sezione circolare la cui base ¢ il cerchio centrato in (0,0,1) di raggio 1 e giacente nel
piano z = 1 e il vertice ¢ nell’origine. La normale alla superficie S; ¢ costante e, dovendo
essere orientata verso 'alto, ¢ semplicemente (0,0,1). La superficie S; ¢ parametrizzata in
coordinate polari da ¢(r, ) = (pcosf, psinf, 1), da cui do = pdpdf. Si ha quindi

®(F,S1) —/

2 rl
F-ﬁda—/ / F5(rcos®,rsin6,1)rdrdd = .
51 o Jo

La superficie S1 U Sy € una superficie chiusa che racchiude il volume C. Se dotiamo Sy della
normale verso il basso (ovvero uscente da (') il Teorema della Divergenza porge:

/ div F dz dydz = ®(F, Sy) + ®(F, Sy ).
C

Il termine di destra e il volume del paraboloide. In coordinate cilindriche si ha x = pcos#,
y =psinf, 2z =zcon0 < z2<1,60€[0,2r] e 0 < p < /2. Lelemento di volume il
determinante dello Jacobiano della parametrizzazione, ovvero p. Quindi il volume é:

1 27 py/z 1
/ / / pdpd@dzz%r/ S P
o Jo Jo 0o 2 2

Esso & 7/2, da cui ®(F, S5 ) = —m/2, e quindi il flusso richiesto (dove la normale Sy & verso
il basso) & ®(F, Sy) = 7/2.

Svolgimento (Esercizio 64).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma wu(t,z) = T(t)X(x).
Sostituendo nell’equazione si ha T'(t)X (z) = T(t)X(x). Dividendo per T(t)X(x) e separando le
variabili si ottiene

T(t) _ X(x)

T(t)  X(x)
Imponendo a T'(t) X (0) = T'(t) X () = 0 si ottiene X (0) = X (7) = 0, e inoltre imponendo T'(0) X (x) =
0 si ha T'(0) = 0 da cui:

T(t) = XT'(t), t>0, X(z) =X (x), z¢€]—mn]
T(0) = 0;

=AelR.

X(0) = X(n) =0.

Studiamo l’equazione per la funzione X (-). Il polinomio caratteristico & u? = \.
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i. Se A > 0 si ottiene u = £v/) e la soluzione generale & X (z) = cle*ﬁz + czeﬁx. Sostituendo
le condizioni al contorno, si ha X(0) =c¢1+c2 =0dacuic; = —cp e X(z) = cl(e_\i\x—eﬁm).
Sostituendo X (7) = ¢; (e_\Aﬂ - e\[\”) = 0 il che implica ¢; = ¢ = 0 perché \ # 0, ma la
soluzione identicamente nulla non ¢ accettabile.

ii. Se A = 0 si ottiene come soluzione generale X (x) = ¢; + caz. Dovendo essere X (0) = 0 si ha
c1 = 0 e dovendo essere X (m) = 0 si ottiene che anche ¢y = 0, quindi anche questo caso non
e accettabile.

iii. Se A < 0 si ottiene come soluzione generale X (x) = ¢ cos(y/|A\|x) + ca2sin(+/|A|z). Si ha
X(0)=0seci =0e X(m) =0se \/[]\| =n, n € N\ {0}. Quindi, poiché A < 0, si ha
A=-n?conneN,n#0.

Si ottiene quindi X, (z) = ¢y sin(nz), n € N\ {0}, ¢, € R\ {0}. Consideriamo ora ’equazione per
T(t) subordinata ai valori accettabili di A = —n? < 0. Si ottiene T}, (t) = d, cos(nt) + e, sin(nt) e
sostituendo la condizione T'(0) = 0 si ha d,, = 0. Posto b, = e,cy, si costruiscono cosi le soluzioni
elementari u, (t,x) = by, sin(nx) sin(nt). Cercheremo una soluzione in forma di serie

u(t,x) = Zun(t,x) = Z by, sin(nz) sin(nt).
n=1

n=1

Per determinare i coefficienti b, calcoliamo Oyu,(t,x) = nby,sin(nx) cos(nt) e quindi dyu,(0,z) =
nb, sin(nx). Cerchiamo di raggiungere il dato 9;u(0,)) = sin®z con una sovrapposizione di tali
funzioni:

du(0,2)) = sin® z = Z Oyun (0, x) = Z nby, sin(nz)
n=1 n=1

D’altra parte, dall’identita trigonometrica suggerita si ha:

3 1 >
Sp = zsinﬁ 1 sin 3z = ann sin(nz),

n=1

sin

pertanto si ha b, = 0 se n # 1,3, e quindi:
3
1 sinz — 1 sin 3z = by sin(z) + 3bs sin(3z),

da cui by = 3/4 e b3 = —1/12. Quindi la soluzione & data da
(t,2) = > sinasint — — sin 3z sin 3¢
u(t,z) = o sinzsing — - sin 3zsin 3.

La serie e in realtd una somma finita, quindi converge in tutti i sensi, la soluzione & C'°°, assume il
dato al bordo e soddisfa ’equazione.

Pur non essendo richiesto dall’esercizio, dimostriamo l’identita trigonometrica data grazie alle
formule di Eulero:

3 elr _ p—ix 631:1: —e Jix 4 3ei%e 2ix 362116 1T
SIn- r = =
2 8

_ 1 edir _ 3w . § e~ — 3eiv _ sin3x  3sinz
4 2 4 2 4 4

Svolgimento (Esercizio 65). Poniamo f(z,y) = 4a* — 323y +y% — 1. Poiché f(z,y) = —f(—z, —y)
si ha che I'insieme ¢ simmetrico rispetto all’origine.

(1) Si ha f(rcost,rsint) = 4r* cos*t — 3r*sint cos®t + r?sin?t — 1, da cui

I' = {(rcost,rsint) € R? : 4r*cos*t — 3rtsintcos®t + r?sint — 1, t € [0, 2x]}.
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(2) Studiamo f(xz,mz) = m?z% + (4 — 3m)z* — 1. Escludendo il caso z = 0, per soddisfare
I’equazione si deve avere

x2_m2—\/m4—12m+16 o ure$2_m2+\/m4—12m+16
- 6m — 8 ) OPP - 6m — 8

Per m — 4/37 si ha nella seconda espressione 22 — 400, quindi I non & compatto.

(3) Si ha f(z,0) = 42* — 1, che si annulla per z = +1/2/2. Pertanto le intersezioni con l’asse x
sono P; = (v/2/2,0) e P, = —Py. e f(0,y) = y*> — 1 che si annulla per y = 1. Pertanto si
hanno le intersezioni con 'asse y sono P3 = (0,1) e Py = —Ps. 1l differenziale di f &

df (z,y) = 0o f(2,y) dx + 0y f (2,y) dy = (163° — 92%y) dx + (2y — 32°) dy.
Le rette tangenti in (xg,yp) € I" sono date da

0z f(x0,%0)(x — w0) + 0y f(0,%0)(y — yo) = 0.

Nel nostro caso, la tangente in P; & 4v/2(z — v/2/2) — 3v2y/4 = 0, la tangente in P &
—4y/2(x +V/2/2) 4+ 3v/2y/4 = 0, la tangente in P3 ¢ y = 1, la tangente in Py ¢ y = —1. In
tuttii punti considerati si ha 9, f # 0, quindi per il teorema di Dini I' definisce implicitamente
una funzione y = ¢(z) in un intorno di ciascuno di tali punti.

(4) Dall’equazione f(z,y) = 0, si ottiene che massimizzare h(x,y) vuol dire trovare il massimo
di 1 —y? vincolato a I, ovvero il minimo di y? vincolato a I'. Tale minimo ¢ 0 ed & raggiunto
nei punti P, e P». Non esistono invece minimi assoluti vincolati di h: per il punto (2) per
ogni K > 0 esistono punti di (z,mz) € T tali per cui m > 4/3, x > K, y > 4K /3, pertanto
y? ¢ illimitato superiormente in I' e quindi A ¢ illimitata inferiormente.

(5) Siha (z,2) € T se e solo se f(z 2) = 0. In particolare, se z(0) = 1/2 si ha f(1/2 2(0)) =0
se e solo se 2(0)? — %(O) — Z = 0. Tale equazione ha due soluzioni distinte - (3 + /201 )
Osserviamo che 0, f(1/2,t) # 0 se t # 3/16, quindi ’equazione differenziale f (2,2) = 0 in
un intorno delle condizioni iniziali si scrive come 2 = ¢(z) con ¢ di classe Cl. Pertanto,
per Cauchy-Lipschitz, ’equazione ammette esattamente due soluzioni di classe C'! attorno a
2(0) = 1/2, corrispondenti a £(0) = & (3 +v/201).

Svolgimento (Esercizio 66). Osserviamo che —1 < z < 1. Posto D(r) := {(z,y) : 22 +3? <r}, si

ha
/ (// e e dxdy) dz-/_ e® Area(D (m))dzz/_llezﬂ(l—ZQ)dz

1
:71'[62]_1—7['/1 2dz =m(e—1/e) — nle*2?]Y, —1-277/
=2nm(e+1/e) —2m(e —1/e) = 4n/e.

1
e“zdz =2rmle*z]| —27r/ e dz

1 -1

Svolgimento (Esercizio 67). Poniamo F(z,y,z) = (F1, Fy, F3).

(1) Si ha:
div F(z,y,2) = 0, Fy + 0, Fy + 9, F3 = 0,
) & 0. R
rot F(l‘, Y, Z) = det 52 8y Fy = 51(8yF3 — 8ZF2) + 52(8ZF1 - 81F3) + 63(85,3172 — 8yF1)
es 0, F3

= (3+2y,—12z + 2z, —1 + 8x).

Il rotore non & nullo, per cui il campo non & conservativo.
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La curva «y ¢ il bordo del cerchio D centrato in (0,2,0) di raggio 5 contenuto nel piano y = 2.
La normale unitaria a D & costante e vale (D) = (0,41,0). Determiniamo il verso positivo
dell’orientamento della normale indotta dalla parametrizzazione: si deve avere per la regola
della mano destra n(D) = (0,—1,0). Altro modo: un osservatore con i piedi su D vede il
bordo v(t) percorso in senso antiorario solo se il vettore che va dai suoi piedi alla testa &
parallelo e concorde a n(D). Per il teorema di Stokes si ha:

%ﬁdﬁ:/ F - fdo,
o D

nel nostro caso si ha che tali integrali sono:

/ﬁ-ﬁdJ:/(12SL‘22)dO’:0
D D

perché D & simmetrico rispetto alla sostituzione x — —z, y — y e z — —z e 'integranda ¢
dispari rispetto alla medesima sostituzione.
Verifichiamo il risultato ottenuto per calcolo diretto:

2
fFa= [ Fowiwa
¥ 0
2m
= / (2 + 25sin®t,100 cos* t — 15sint, 150 cos® ¢ +4) - (=5sint, 0,5 cost) dt
0

2
= / (—10sint — 125sin® t + 750 cos® t 4 20 cost) dt = 0,
0

per le simmetrie di seno e coseno e la periodicita.
Si ha
2rcos(d) — (r? + 1) sin(6)
Jacp(r,0) = | 3r2+2r 0
2rsin(6)  (r? + 1) cos(6)

Posto:

A = ( ?);gcf(gz —(r +01) sin(6) > 7 det Ay = r (3r° + 22 + 3r + 2) sin(0),
w (i ) wamaa e,

A= ( gi;(% (r? + 1(3 cos(6) ) , det Ay =1 (3r% + 21 + 3r +2) cos(0),

Per il Teorema di Binet si ha:

do = \/det2A1 + det? Ay + det? Az dr df = r(r* + 1)/ 9r2 + 12r + 8.
Dobbiamo trovare (r,6) €]0,1[x]0, 27| tali per cui ¢(r,8) = (5/4,3/8,0) ossia:

((r*+1)cosf = 5/4,
r3 412 =3/8,
(r?4+1)sinf =0

Dall’ultima relazione si ha § = 0 oppure § = 7. Sostituendo nella prima, si ha che § = 0
er?+1=5/4, quindi 7 = 1/2. Dette d,¢ e dpe le colonne di Jac, si ha 9,¢(1/2,0) =
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(1,7/4,0) e Og(0,0,5/4). 1l prodotto vettoriale di questi vettori porge:

\}

e 1 0
35 5 5 (7
87"90(1/230) A 0990(1/2a0) = € 7/4 0 = <a _7()) =7 <a _1a0> )
= 16" 4 4 \4
5 0 5/4

per cui

A  00(1/2.0) Adpp(1/2.0) 4 (T
A5/ 38.0) = 15 (1 72,0) N po(1/2.0)] ~ Vs (4’ _1’0> |

(5) Utilizziamo il teorema della divergenza. Poniamo:

Dy = {(x,y,2) cR3: yzO,x2+y2:1}
Dy ={(x,y,2) cR3: y:2,x2+y2:4}.

La superficie formata dall’unione di Dy, Dy e S & una superficie chiusa che racchiude il volume
V. Per il teorema della divergenza, se la normale e orientata in modo da essere uscente da

V, si ha:
/ ﬁ-ﬁdaz/divﬁ(az,y,z)dwdydz
DouD1US %4

Poiché la divergenza ¢ nulla, si ottiene:

/ﬁ-ﬁda——/ F-ado=— ﬁ-ﬁda—/ F-ado
S DouD1US Do D1

La normale uscente a V' in Dy € costante e vale (0, —1,0), mentre in D; vale (0,1,0). Quindi
(ricordando che Dy e D; sono simmetrici rispetto alla sostituzione z — —z):

1 2
/ F. —/ (4x2—3z)d02—4/ x2d02—4/ / p*cos’Opdpdd = —m.
Do Do Do 0 Jo

2 27
/ F- da:—/ (4x2—32)daz4/ x2d024/ / p?cos? 0 pdpdf = 16m.
Dy Do Dy 0o Jo

Orientando pertanto 7 in modo da essere uscenti da V', si ottiene:

do

>

>

/ﬁ-ﬁdaz —15m.
S

L’orientamento uscente da V & effettivamente quello indotto dalla parametrizzazione: per
verificarlo osserviamo che 7n(5/4,3/8,0) = \/% (£,-1,0). Sezionando S con il piano y = 3/8
si ottiene la circonferenza (5/4 cos,3/8,5/4sin ) e se proiettiamo la normale sul piano xz si
ottiene %(7/ 4,0,0). Tale proiezione nel punto (5/4,3/8,0) ¢ uscente dal cerchio racchiuso
dal tale circonferenza.

Verifichiamo il risultato per calcolo diretto:

Fiogp 2rcos(d) —(r*+1)sin(9)

1 2w
®(S, F) = / / det | Fhop 3r2+42r 0 dr df
0 J0 Fsop 2rsin(d)  (r?+1)cos(6)
1 pon 3+ 724+ (r2 4+ 1)%sin? 6 2rcos(d) — (r? +1) sin(0)
= / / det | 4(r?2 +1)%2cos?0 —3(r? +1)sinf 3r?+2r 0 dr df
0 70 6(r? 4+ 1)%cos? 0+ (r* +7%)?  2rsin(d) (r?+1) cos(6)
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Sviluppiamo il determinante D che compare nell'integranda secondo I'ultima colonna:
D= (12 +1) cos(0) ((3r2+2r) (r* + (12 + 1) sin®(6) + 1) +
—2rcos(0) (4 (r2 +1)" cos*(6) 3 (12 + 1) sin6) ) ) +
+ (=% = 1) sin(0) (2rsin(0) (4 (2 + 1) cos®(6) — 3 (+2 + 1) sin(6) ) +
— (32 42r) (6 (2 + 1) cos?(0) + (rF + 1))

Nell’integrazione, i termini che contengono potenze dispari di seno e coseno si cancellano,
quindi resta solo:

1 27 B 1 2 B ) 3 4 B ) 3 in2 )
/0 ; Ddrd@—/0 /0 ( 8r (r* +1)" cos*(f) — 8r (r* + 1) sin*(6) cos (0)) dr df
1 2m
= / / —8r (r* + 1)3 (cos*(8) + sin®(0) cos®(0)) dr df
o Jo

1 2w
= —8/ (r+ 3r3 +3r° + r7) dr - / cos?(0) df = —15,
0 0
che conferma il calcolo precedente.

Svolgimento (Esercizio 68). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando solu-
zioni non identicamente nulle della forma u(t,x) = T'(t) X (x). Sostituendo e dividendo per T'(¢) X (z),
si ottiene

T(t)  2X(x)

M- X@

Si ottengono cosi:

)
Le condizioni al contorno si scrivono X (0) = X (nr) = 0. L’equazione caratteristica per X (z) ¢ data
da pu? = \/2. Distinguiamo tre casi:

(1) Se A > 0 le radici sono £4/A/2 si ottiene X(z) = c1eVM 4 cgem VAT da cui X(z) =
VA/2(c1eVA2E — cemVA2%) Dovendo soddisfare X (0) = 0 si ha ¢; = ¢y, da cui X(z) =
c1A/N/2(eVM2 — e=VA2T) 6 poiché X () = 0 si ottiene ¢; = ¢y = 0, quindi il caso A > 0
non ¢ accettabile.

(2) Se A =0, la soluzione & X (z) = ¢ + c1z, sostituendo le condizioni al contorno si ha X (z) =

Cco € ]R\ {0}

(3) Se A < 0 le radici sono complesse coniugate e si ha X (x) = ¢1 cos(/|\/2|z)+casin(—+/|N\/2|x)
da cui X (z) = —+/]N/2|(c1 sin(y/|A/2]z)+¢2 cos(—+/|N/2|x)) Sostituendo X (0) = 0, si ottiene
¢ =0, da cui X (z) = —c14/]N /2| sin(y/]A/2|z) e sostituendo X (7) = 0'si ha y/|]\/2| =n € Z

da cui A = —2n?% < 0.
Pertanto si ottengono le soluzioni X, (z) = ¢, cos(nz), n € N, ¢, € R\ {0}, che comprende anche

il caso n = 0. Le soluzioni T,, relative ai valori accettabili di A sono quindi T},(t) = dne_”2t. Posto
an = cpdy, si ottengono le soluzioni elementari

up(t,x) = T, () Xp(z) = ane 27t cos(nzx).

Cerchiamo una soluzione nella forma

Z ane” "t cos(nx),
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da cui
o0 o
u(0,2) = Z an cos(nx) = ag + Z an cos(nx)
n=0 n=1

Per determinare i coefficienti a,,, prolunghiamo per parita il dato iniziale ad una funzione definita in
[—7, 7] e per 2m-periodicita a tutto R. I coefficienti sono dati da:

1 (7 2 [T 1 Q . Q ,
an = / elel dz = / e’ cos(nx) dr = — (/ " T dy —i—/ et da:)
L ™ Jo m 0 0

1 eﬂtﬂ'mc ex—mz =7 1 y A
= y TTiNnr - —inx
[1+m+1—m] O—m[(l—m)e + (14 in)e” "]
r=
2 _ 2 (—1)e™ — 1
= ———— [e" cosnz + ne® sinnz|;_ = L
T

=T

; =0

(1 +n?) 1+ n?
Si ha poi:
1 /7 2 [T 2(e™ —1
2a0:/ e'zdx:/ emdxzu
T . T Jo s
Quindi:
-1 2 (=)™ -1
u(t,z) = c + = Le*%% cos(nz).

T 14+ n2
n=1

Discutiamo ora la convergenza della serie. La serie converge uniformemente per ¢ > 0, z € [0, 7] in

quanto il termine generale & maggiorato in modulo da e*/(1 + n?). Derivando una volta in ¢ oppure
4,2,—2n%t

due volte in x, il termine generale € maggiorato in modulo per ¢ > 0 da % < ele=2n’t, Quindi

la serie delle derivate in ¢ e in x converge uniformemente in |¢, +oo[ per ogni ¢ > 0. Percid u & una
soluzione del problema.
Svolgimento (Esercizio 69). Poniamo fi(z,vy,2) := 23+ 62y —3y? — 1 e fao(x,y, 2) := 5y* + 6ay +
222 — 4.
(1) In coordinate cilindriche si ha = pcosf, y = psinf, z = z, quindi
fi(pcos®, psinb, z) = p? cos®(0) — 3p*sin*(A) + 6pzsin(h) — 1,
f2(pcos®, psin, z) = 5p* sin(0) + 6p? sin(6) cos(0) + 22* — 4.

Iy = {(pcosb, psinb, z) : p®cos(0) — 3p?sin®(#) + 6pzsin(h) = 1},
Iy = {(pcosb, psinb, z) : 5ptsin?(6) 4 6p? sin(0) cos(h) + 22% = 4}.

(2) I due insiemi sono chiusi perché fi e fo sono funzioni continue. Consideriamo la curva
o1(y) = (V1+43y*y,0) Si ha fi(o1(y)) = 0 per ogni y € R, quindi o1(y) S I'1, perd
llo1(y)|| = +oo per y — 400 quindi la curva o1 non ¢ limitata, e pertanto nemmeno I'y che
la contiene puo esserlo. Percio I'y non & compatto.

In modo del tutto analogo, per y > 0 consideriamo la curva o2(y) = ((4 — 5y*)/6y,y,0).
Si ha fa(o2(y)) = 0 per ogni y > 0, quindi o2(y) C T'e, pero ||o2(y)|| — +o0 per y — +o0
quindi la curva o9 non ¢ limitata, e pertanto nemmeno I'y lo €. Percio I's non € compatto.

(3) E necessario risolvere il sistema:

23+ 62y —3y2 =1
5yt + 6xy + 222 =4
y=0.

Sostituendo la terza nelle altre due si ha 2° =1 e 222 = 4, ovvero = 1 e z = +v/2. Quindi

Py =(1,0,v2) e P, = (1,0, —/2).
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(4) Posto F(z,y,2) := (fi(x,y, 2), fo(x,y, 2)), I'intersezione I'y N T’y & data da F(z,y,z) = (0,0).
Il problema richiede di descrivere il luogo degli zeri di F' attorno ai punti P, e P, esplicitando
le prime due variabili in funzione della terza in F(x,y,z) = (0,0). Calcoliamo quindi la
matrice Jacobiana di F':

VH(z.y. 322 626y 6
_DF(CL',y,Z) = < v;;gi,z’ i; > == (azyF(xayaZ)|azF($ayaz)) = ( ny 20;3—1—%}1' 4:;,/ )

Si ha pertanto:

DF(P,) = DF(1,0,/2) = ( g 6‘65 4\0/5 ) ,

DF(P,)) = DF(1,0,—v/2) = < g _66‘/5 _40\/5 > .

Per poter applicare il Teorema di Dini ¢ necessario che il minore 9, ,F formato dalle prime
due colonne di DF' abbia rango massimo in P; e P». Il suo determinante € non nullo in
entrambi i casi, per cui e possibile esplicitare in un intorno di P; e Ps il luogo I'y N T2 come
grafico di una funzione della variabile z. Per quanto riguarda la derivata, dal Teorema di
Dini si ha

Y(2) = ~[0ny F(z,y,2)] 710 F (2, y),

da valutarsi nei punti P; e P». Si ha quindi:

Wl(ﬁ)z‘(% 6\55)_1(435):_11@%((6) _63\/§><4?/§>:§<—%/§>
wem=-(3 5)" ()-8 ) (L) -3()
0.

Poniamo

(5) Il problema richiede di determinare i minimi di 22+y2+22 vincolati a f1(z,y, z) =
L(z,y,2,\) := 22 + 4% + 22 + Mi(z,y, 2) e studiamo il sistema VL(z,y,2) = 0.

3Az? 422 =0

A6z —6y) +2y=0

6 \y +22 =0

23— 3y% +6yz —1=0.

Se A = 0 siottiene x = y = z = 0 dalle prime tre, ma la quarta non ¢ soddisfatta, quindi A # 0.
Studiamo la seconda e la terza equazione. Dato che A # 0, dalla terza si ricava y = —z/(3\) e
sostituendo nella seconda, si ottiene —2z+6Az—2z/(3)\) = 0, da cui (=1+3X—1/(3X))z = 0.
A questo punto, se z = 0, poiché A # 0, si ha y = 0 dalla terza e pertanto si ricava dalla
quarta x = 1 e dalla prima A = —2/3. Si ottiene quindi il punto @1(1,0,0). Se invece
z # 0, si deve avere —1 +3X —1/(3X\) =0, da cui A = %(—1 + /5). Sostituendo dalla terza
y = —2z/(3\), si ottiene

2 2
3 Z 2z
———————-1=0
SRR
dove, dalla prima equazione, si ha x = 0 oppure z = —2/3\. Pertanto se scegliamo A =

é(—l —+/5) > 0, gli addendi sono tutti negativi e uno ¢ strettamente negativo, pertanto
I’equazione non puo essere soddisfatta. Quindi necessariamente si ha A = %(—1 —+/5). Se
x=0,2#0e = %(—1 —/5), si ottiene nella quarta equazione:

22 222

3?+T+1:0'
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da cui

= i\/_ 1?; \/30(5 +3V5)

e y = —z/3\. Si ottengono quindi i punti:

R 5+3\f 1
5
Q2 = T 30 5+3\f

e Q3 =—Q2. Seinvece z = —2/3\,z#0e X = %(—1 —+/5), si ottiene nella quarta equazione

LI S
2703 T 3A2 T A o

ossia

8

2 2 2
+6X2° = —— — 3\
z 6z 9\ 3

quindi (1+6X)z% = — & — 3A2 ovvero

1 8
2 _ )\2
z \[<9)\—|—3

Si ha che —2/3 < A < —1/2, pertanto —16/9 < 8/(9\) < —4/3, mentre 3/4 < 3\? < 4/3.
Pertanto il termine di sinistra € negativo e I’equazione non ha soluzioni reali. A questo punto
determiniamo la distanza dei punti @)1, @2, X3 dall’origine. La distanza di ()1 dall’origine e
1. La distanza al quadrato di Q2 e Q3 dall’origine, ricordando che 1/)\? < 4, &

1 1 |
53vE) (14— ) <2 14.(104/9) <1
30(+f>(+9v)—30 (1+4/9) <

quindi Q)2 e Q3 realizzano la minima distanza dall’origine.
(6) Le normali non unitarie sono date dalle righe della matrice DF(P}), pertanto si ha

G20 (12

M sl \3 )
o 064V (3 2y
P e VT VI

Il coseno dell’angolo compreso tra questi vettori unitari ¢ pari al loro prodotto scalare. Quindi

si ha cosf = 3/% e sinf = \/% Osservando che tali valori non distano molto da 1/v/2, si

deduce che # non ¢ molto lontano da /4.

Svolgimento (Esercizio 70). In coordinate polari x = rcosf, y = rsinf si ha
D= f,rsinf): 0e0,n/4], 1 <p< ——F—>.
{(TCOS rsind) 0, m/4] _p_cose—i—smﬁ}

L’elemento d’area della trasformazione di coordinate & p, pertanto

P G ——— :

y cos O+sin 6 p Sin 9

I:= ———dxdy = dpdf
//Dﬁﬂ/z o /0 /1 2 P

w/4 ﬁ w/4 : w/4
:/ / " 9sin0dpd9:2/ Smed,@—/ sin 6 df
0 1 o cosf+sind 0

_2/”/4 tan 6 df g Lroodt V2
0

bt 0 L
T+ tang T L o THiirz T
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ove si ¢ posto t = tanz. Si ha
t A +Bt+C’
1+t +12) 1+t (1+12)

da cui
t=A+ A+ (Bt+C)1+t) = (A+ B2+ (B+CO)t+ (A+C)
pertanto A= —-B=—-CeB+C=1. Percio B=C=1/2=—Aesiha

1 1 1
dt t+1 V2 1 2 V2
I=—-[| —/— dt+—=—1=1log2+ - | ——dt tanl + — — 1
01—|—t+/0 112 —1—2 og —1—2/0 112 + arctan —1—2

1 2 1
:2log2+arctan1+\2[1:4(2log2+7r+2\f4).

Svolgimento (Esercizio 71). Si ha divF(z,y,2) =0 e
rotﬁ(m, y,z) = (cosy,0,2 cos? z cosy — 3sin® z cos y) .
Il campo ¢ solenoidale, ma non conservativo. Lo Jabiano della parametrizzazione é:

3cos(3z) cos(t) —(sin(3z) + 2)sin(t)
Jac®(z,t) = | 3 cos(3i) sin(t)  (sin(3z) —g 2) cos(t)

Il modulo del prodotto esterno delle colonne di tale matrice e ’elemento d’area:

1
do = (sin(3z) + 2)\/2(9 cos(6z) + 11) dz dt.
La normale ¢ il prodotto esterno delle colonne diviso per il suo modulo:

V2(— cos(t), — sin(t), 3 cos(3z))
9cos(6z) + 11

La superficie e originata dalla rotazione completa della curva z = 2 + sin 3z giacente nel piano zz
attorno all’asse z. Se consideriamo il solido V formato dalla superficie S e dai due cerchi Cy e Cy
centrati in (0,0,0) e (0,0, 7) di raggio 2 giacenti rispettivamente nei piani z = 0 e z = 7, si ha che il
flusso uscente da V' e nullo, pertanto il flusso uscente da S ¢ I'opposto di quello uscente da Cq e Cs.
Tuttavia la normale indotta dalla parametrizzazione & entrante in V' (lo si verifica osservando che &
rivolta sempre verso l’asse z). Pertanto il flusso richiesto ¢ pari alla somma del flusso uscente da C e
C5. Quindi:

@(S,ﬁ):/ ﬁ(w,y,O)-(0,0,—l)dmdy—i—/ ﬁ(x,y,2).(o,o,1)dxdy:/ —siny—i—/ siny = 0.
C1 Co & Cs

Si poteva anche osservare, senza fare alcun calcolo, che il campo non dipende da z e che C e C5 hanno
la stessa superficie, pertanto ®(C1, F') = —®(Cy, F'), e pertanto ®(5, F') = 0.

n =

Svolgimento (Esercizio 72). Presentiamo un procedimento alternativo di soluzione. Le condizioni
al bordo di tipo Neumann suggeriscono di cercare una soluzione in serie di coseni. Moltiplicando
I’equazione data per %COS nx e integrando in x tra 0 e 7 si ottiene:

2/ dyu(t,z) cos(nx)dr = 2/ Opzu(t,x) cos(nzx) dx
T Jo T Jo

da cui, integrando il secondo membro per parti utilizzando i dati al bordo, e osservando che la derivata
del primo puo essere portata fuori dal segno di integrale:

atz/ u(t, z) cos(nz)dxr = —n22/ u(t, ) cos(nz)dx
T Jo 0

™
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Posto u,(t) = 2 2 [ u(t) cos(nz)dx si ha che uy,(t) & il coefficiente di Fourier di ordine n (rispetto

a x) della soluzmne al tempo ¢, e quindi la sua evoluzione & %un(t) = —n2u,(t) quindi u,(t,z) =
e*”Ztun (0, x). L’evoluzione del termine di grado 0 si ha moltiplicando ’equazione data per % cosnT e

integrando in x tra 0 ’equazione data. Si ottiene

2 (" 2
%uo(t) = 71_/0 Ugy dT = ;(ux(t,ﬁ) —ug(t,m)) =0

Pertanto ug(t) = up(0) per ogni z. Calcoliamo ora i coefficienti di Fourier del dato x+-cos 5z sviluppato
in serie di soli coseni. Per linearita possiamo calcolare la serie di Fourier di z e sommare il termine
cos bz che coincide con la sua serie di Fourier. Si ha

1 v
/ l‘dl’zz.
Y 0 2

2 [ wcostua) do = Zfosinnair=f - 2 [sinneds = 2510 1)
— z cos(nz)dr = —|[rsinnx]*—] — — sinnrdr = — ((—=1)" —1).
T Jo nm =0 nx Jo ™2
Si ha dunque
T —n?t
u(t, x) =5 + e Pt cosbr + = Z_: 2 ((=1)" — 1) cosnx
o0 (2k+1)2t
o o5t 4 e
_5"—6 COS5$— ﬂ_kZOMCOS((Qk_’_].)IJ)

La serie e tutte le sue derivate di ogni ordine rispetto ad ogni variabile convergono uniformemente sugli
insiemi della forma [tg, +00[x [0, 7] per ogni ¢ty > 0 quindi la serie trovata & soluzione del problema. Si
ha poi per t > 1

00 2
2e 't 2e—n*t
g 5~ ((=1)" = 1) cosnz| < E 5 )" — 1) cosnx
™™ ™™
n=1
2 2t 2t
0 e~ t oo e 3TN
<4 <4 5
™ ™
n=1 n=1
_m2t 2t
_p2t e n"3 > _te "3
=4 E 2 3 <4 E e 2 3
™™ ™
n=1 n=1
00 e_nZ% 00
t
< 4e" 2 g <4e 2 E — < C’e_t,
™ ™
n=1 n=1

con C' > 0 costante opportuna non dipendente da ¢t. Quindi il limite della serie € 0 per t — 400 ed e
uniforme in x. Pertanto:
li i
A uth ) =5
e tale limite & uniforme in .
Svolgimento (Esercizio 73). Dall’equazione che definisce C' si ottiene 22 = 22 + y2. Sostituendo
nell’equazione che definisce Ba, si ha 2z + 22 = 4 e quindi # = 2 — 22/2. Si ricava quindi dall’equazione

che definisce C,
22 2
2- -1 21,

2
m(T) = {(y,z) cR?: (1222) +y? = 1}.

Percio:
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(1) In coordinate polari piane y = pcosf, z = psin 6, si ottiene

220\ 2
T () :== {(pcosﬁ,psin@) cR%: <2 - ps12n€> +p?cos?f = 1} .

(2) C & Bg sono ambedue chiusi, perché si scrivono come g;l(O), i = 1,2 con g1(z,y,2) =
(x—1)2+9%—1egs(z,y,2) =22 +y>+ 22 —4 e g1, g2 sono continue in R3. L’intersezione
di chiusi e chiusa, quindi I" & chiuso. I' C By e By € limitato, quindi I' stesso e limitato. Ma
allora essendo chiuso e limitato in R3 & compatto.

(3) Osserviamo che Bj interseca gli assi nei punti (+£2,0,0), (0,£2,0) e (0,0,£2). Verifichiamo
quali di questi punti appartengono anche a C. Se y = 0 si ha x = 0 o = 2 dall’equazione
che definisce C'. Quindi il punto (2,0,0) appartiene a BoNC. Se x = 0, si ha necessariamente
y = 0 dall’equazione che definisce C'. Quindi i punti (0,0, £+2) appartengono a Bo N C. In
definitiva, le intersezioni di I" con gli assi sono i tre punti Py = (2,0,0), P, = —P, = (0,0, 2).

Studiamo il sistema

gl(ﬁ,y, Z) = 07
g2(x,y,2) = 0.

Posto G(z,y, z) = (91(z,y, 2), g2(2,y, 2)), il problema richiede di esplicitare x,y in funzione
di z dall’equazione G(x,y,z) = 0. Per applicare il teorema di Dini dobbiamo calcolare la
matrice Jacobiana di G e verificare che il minore 0, .G formato dalle colonne corrispondenti
a x,y di tale matrice abbia determinante non nullo.

o Ogi(z,y,2) Oygi(m,y,2) O.gi(w,y.2) \ _ [ 2(x—1) 2y O
VG(x7y,Z)<8x92($7yvz) 8y92(l‘ay7z) 8293($7y52) N 2x 2y 2z .

_ 83091(1:)3/7'2) azgl('rayaz) _ o
deta‘”’zG(x’y’z)_det<8x92($,y72) 9.93(2,y, 2) =dzle—1)

Nel punto P, il teorema di Dini non ¢ applicabile perché il determinante det, 0, .G(Fp) =
0. Nei punti P;, P, tale determinante e diverso da zero, quindi il teorema di Dini & applicabile
in un intorno e fornisce la curva -y richiesta. Per calcolare , si ha:

'Y(t) = *[ax,zG(x(t% tv Z(t))]_l ’ ayG(:U(t), t’ Z(t))

Nel nostro caso,
(-2 0 1 —1)/2 0
0:..G(0,0,42) = ( 0 44 ) , 02,:G(0,0,£2)]7" = < 0 +1/4 )
0
0,G(0,0,%2) = < 0 > )

e quindi in P; e P, si ha 4(t) = 0.

(4) La distanza di (z,y,2) da A & da(z,y,2) = /(z —5)2 + y2 + 22. Calcolare i massimi e i
minimi vincolati di d4 € lo stesso di calcolare i massimi e i minimi vincolati di h = di in
quanto p +— p? & strettamente monotona su [0, 4oco[. Applichiamo quindi il Teorema dei
moltiplicatori di Lagrange, definendo

L(z,y, 2, \,u) = h(z,y, z) + Ag1(x,y, 2) + pga(z,y, 2)
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e imponendo VL = 0. Si ottiene il sistema:

(&;h(x,y, 2) + N0rg1 (2, Y, 2) + porg2(z,y,2) =2(x —5) + 2 \(x — 1) + 2ux =0
Oyh(x,y, 2) + X0zg1(2, Y, 2) + 102g2(x, y, 2) = 2y + 2Ay + 2uy = 0

0.h(x,y,2) + XNozq1 (2, y, 2) + n0zg2(x,y,2) =22 +2uz =0

gi(@y,2) = (-1 +y*—1=0
(92(2,y,2) = 22+t +22-4=0

Dalla terza equazione si ottiene z = 0 oppure pu = —1.

Se z = 0, si ottiene dalle ultime due equazioni y?> = 4 — 22 e y> = 1 — (z — 1)? da cui
4—2?2=1—(r—1)2 dacuiz=2,2=0ey=0, ovvero il punto Py. Si ha d4(Py) = 3.

Supponiamo invece p = —1. Dalla seconda equazione si ottiene A = 0 oppure y = 0.
Nel caso in cui y = 0, dalla quarta equazione si ottiene x = 0 oppure x = 2. Sex =0 e
y = 0 necessariamente z = +2 mentre se y = 0, * = 2, necessariamente si ottiene z = 0. Si
ottengono quindi i punti Py, Py e Py e do(Py) = da(P2) = /25 + 4 = /29.

Se invece A =0 e p = —1 la prima equazione ¢ impossibile.

Quindi Py & di minimo assoluto vincolato e la sua distanza da A ¢ 3, mentre P; e P> sono
di max assoluto vincolato e la loro distanza da A vale v/29.
L’insieme 71 (T") & simmetrico rispetto agli assi e all’origine, pertanto studiamo solo il caso
y > 0ez>0,gli altri vengono ricostruiti per simmetria. Si ottiene quindi

2\ 2
definita per z > 0 e (1 — 22> < 1, ovvero per 0 < z < 2. Si ha che g(0) = ¢g(2) =0
2
e g possiede un unico massimo in |0, 2[ ottenuto per 1 — % = 0, ovvero z = /2. Posto
2
p(z) =1— —,siha
2
dg dg dp 2zp

dz dp dz V1 —p?

Quindi g e strettamente crescente per p < 0 e strettamente decrescente per p > 0, ovvero
strettamente crescente per 0 < z < \/§ e strettamente decrescente per ﬁ < z < 2. Per
z— 2" siha g/ (z) = —ooeper z— 0" siha ¢’(z) = 1. Questi dati permettono di ricostruire
il grafico di m1(T"): & simile ad un 8 centrato nell’origine e ruotato di 7/2.

Svolgimento (Esercizio 74). In coordinate cilindriche x = pcos6, y = psiné, z = z, si ha:

Q:={(pcosb,psinf,z): —10<2<10,0< p <1, p<2sinf, 7/2 < 0 < 3w/2}.

Osserviamo che per avere 0 < p < 2sin 6 si deve avere 0 < 6 < 7, quindi in definitiva 7 < § < /2. In
questo intervallo, si ha 2sinf < 1 per 57/6 < 6§ < 7w. Quindi poniamo:

Qy :={(pcosb,psinf,z): —10 <2< 10,0 < p < 2sinf, 57/6 < 0 < 7},
Qg :={(pcosb,psinh,z): —10< 2<10,0<p<1,7/2 <60 <51/6}.
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ottenendo 2 = Q1 U Q9. Il determinante Jacobiano della trasformazione e p, quindi dexdydz =
pdpdf dz. Pertanto:

2sin 6 5m/6 1
I—/ / / pcosf-p- pdpd@dz—l—/ / / pcost-p-pdpdfdz
57/6 0
2sin 6 57/6
/ / / p cosedpdedz+/ / /p30089dpd0dz
5m/6
2sin@ 57 /6 1
:/ dz - / / p cos9dpd9+/ dz - / cos@d&-/ 02 dp
—10 5m/6 0

:20/ 4sin 0 cos @ dh + 20 <—1>
57 /6 4

5 to 5 1
:80/ t4dt——80[ } ——=—--5/2=-
12 2 5lyy 2 2

Svolgimento (Esercizio 75). Poniamo F(x,y,2) = (Fi(z,y,2), Fa(x,y, 2), F3(2,y, 2)).
(1) Si ha div F(z,y, 2) = 8, F) + OyFy+ 0,F5 = —4/2° e

B é1 0, Fi
rot F(z,y,z) =det [ € 0y, Fp» | =(3,22,8z—1).
€3 0, Fj

Poiché il rotore non & nullo, il campo non & conservativo.
(2) Siha 4(t) = (0,—2sint,2cost), da cui la circuitazione:

21
FFde= [ Faw)-wa
ol 0
2T 1
= /0 ((QSint—i- 7)2 +2cost+1,64 —3(2sint +7), (2s1nt+7)4> (0, —2sint, 2 cost) dt

27
2cost
= 12sin®t — 86sint + ——————— | dt = 12
/0 ( i i +(2sint+7)4) i

dove si e sfruttata la periodicita di seno e coseno.

Altro modo: la curva 7 & il bordo della circonferenza D centrata in (4,1,7) di raggio 2
e contenuta nel piano x = 4. Affinché 'orientamento su D induca il corretto orientamento
della normale, si deve avere n = (1,0,0) per la regola della mano destra. Dal teorema di

Stokes si ha:

fﬁ.de—/rotﬁ(a;,y,z).ﬁda—/(3,22,8x—1)-(1,0,0)da—3/ do =127
0 D D

D

essendo l'area di D pari a 47w. Questo calcolo conferma, il risultato precedente.
(3) Si ha:
1 0
0 1

T

Jacp(z,y) = .
@A @)
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Calcoliamo l’elemento d’area utilizzando la regola di Binet: consideriamo la radice della
somma dei quadrati dei determinanti delle sottomatrici di ordine 2 di Jac ¢:

1 0 0 1
do =, |det? ( L0 ) +det? | L oy +det? | Ty dx dy
01 @27 (@) @+ @ y?)

1
=, /1+ ———dxd
' (224 92)? /

Altro modo: il prodotto vettoriale delle colonne di Jac ¢ porge la normale (non unitaria).
Il modulo di tale prodotto vettoriale e I’elemento d’area. Dividendo il prodotto vettoriale per
il suo modulo si ottiene la normale unitaria

Optp N Oy
|0z A Oyl

n =

Calcoliamo il prodotto vettoriale delle due colonne di Jac ¢:

(&) 1 0
_ é. 0 1 - L y
Dwp N 8@/90 det _‘2 B x . Yy ((xQ 4 2)3/2’ (1.2 4 2)3/2 ’ 1) .
s (224y2)*/? (x2+y2)*/? Y Y
1
Il modulo di tale vettore ¢ effettivamente , /1 + W, che conferma il risultato prece-
ety

dente. La normale unitaria pertanto risulta:

(i )

Y, =
Va? 4 g2 1+ —1

(z2+y2)°

(4) Sostituendo, si ha

(5) Calcoliamo il flusso di rot F attraverso la superficie S:

®(S, ot F) ::/ det ( rotF o~y ‘ Jacy ) dady
{(z,y): 1<x?24y2<9}
3 1 0
= / det 122+y2 0 1 dx dy
{(z,y): 1<z2+y2<9} 8z —1 — (m2+§2)3/2 — ($2+‘;/2)3/2

3x 2y
— + +8x—1| dxdy
/{(m,y): l<a24y2<9} ((:L‘2 + y2)3/2 (22 +12)? )
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Passiamo in coordinate polari x = pcosf, y = psiné, dedy = pdp do:

. 2 3 29 si
O(S,rot F) = / / <3ngse + p;n@ + 8pcost — 1) pdpdf
o J1

2 3 2 i
:/ / <3CO:9+ Sl§0+8p0039—1>pdpd9
0 1 p p

2 3
:—/ / pdpdf = —8m,
0 1

dove si e sfruttato il fatto che i termini con potenze dispari di seno e coseno si annullano per
periodicita.

Altro modo: Per il teorema di Stokes, il flusso del rotore & pari alla circuitazione sul bor-
do. Determiniamo il bordo di S: € dato dall'immagine 1 e 73 secondo la parametrizzazione
delle due circonferenze centrate nell’origine e di raggio rispettivamente 1 e 3. Per rispetta-
re 'orientamento, la circonferenza di raggio maggiore deve essere percorsa nello spazio dei
parametri in senso antoriario, mentre 'altra deve essere percorsa in senso orario.

Poniamo quindi

v3(t) := ¢(3cosh,3sinfh) = (3cosf,3sinb,1/3),
71 (t) := ¢(cos B, —sinf) = (cosf, —sinb, 1).
Si ha A3(t) = (—3sin6,3cos6,0), 41(t) = (—sinb, — cos 6, 0).
Calcoliamo:
2
F-EZ/ Fo~3(0) - 43(0) do
0

2

73

(3sinf +1/9,4-9cos?f —1,3%) - (—=3sinh,3cos6,0) db

27 1
(—9 sin’ — 3 sin 6 + 36 cos® 6 — 3 cos 9) df = —9m.

2

3

j@{ F- Fom(6) 4:1(6)do
71

2

3

(—sin® +1,4cos?0 — 3,1) - (—sinh, — cos 0, 0) db

2w

I
o— S— — S>— —.

(sin2t9 —sinf —4cos39+3cost9) df = .

Quindi
®(S, rot F) = j{

ﬁ-e+7{ F.0=—8n,
Y3 Y1

che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 76).  Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma wu(t,z) = T(t)X(z).
Sostituendo nell’equazione, dividendo per u(t,x) e separando le variabili si ottiene:
T(t) B X (z) — X(x)
Tt  X()

=X €eR.
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da cui .

T(t) = A\T(t)

X(z) — X(z) = AX(z) =0

X(0)=X(m)=0.
L’equazione per X (z) ha polinomio caratteristico u? —  — A = 0. Se tale polinomio ammettesse due
radici reali distinte g1, o, si avrebbe come soluzione generale

X (x) = o™ + c1et?®

Sostituendo X (0) = 0 si ha ¢; = —cp, quindi X (z) = co(e”'* — e2*). Sostituendo anche X (7) = 0
e considerando che p; # o si ottiene ¢g = ¢; = 0, non accettabile. Se il polinomio caratteristo
ammettesse la radice doppia (reale) u, si avrebbe come soluzione generale X (z) = coe!® + cize!”, da
cui sostituendo X (0) = 0 si ha ¢y = 0 e cioé X (z) = cijzet2®. Sostituendo X (7) = 0 si ha ¢; = 0,
non accettabile. Pertanto le radici del polinomio caratteristico debbono essere complesse coniugate,
ovvero 1 + 4\ < 0 da cui A < —1/4. In tal caso, le radici sono

1+ iy/J1 + 4] 1—iy/[1 4 4)]
e -5
2 2

A=Y

Posto wy := 5— si ha che

X(x) = coe®’? coswyx + c1e”/? sinwy .
Sostituendo X (0) = 0 si ottiene ¢g = 0 e quindi X (z) = ¢;e*/?sinwyz, e sostituendo X (7) = 0, per
avere soluzioni non nulle si deve avere wy € Z\ 0 ossia 4n? = |1+ 4|, quindi A = —n? —1/4, n € Z\ 0.
Quindi poniamo X,,(z) = ¢,e®/?sinnz. Risolviamo I'equazione per T(t) con A = —n? — 1/4 ottenendo
T,(t) = dpe~ (W +1/4t Posto b, = dpcp, si ottengono le soluzioni elementari

un(t,x) = bye~ (W 1/t /2 sin(nzx), n € N\ {0}.

Cerchiamo di coprire il dato iniziale con una serie di soluzioni elementari:

u(0,z) = " x(x — x) = Zun(O,x Zb ¢®/? sin(nz) = ¢®/? Zb sin(nx).
n=1

n=1

Si ricavas:

x(m—x) g by, sin(nx)

Quindi prolunghiamo per disparita z(m — x) su [—7r, 7] e per 2m-periodicita a tutto R. Consideriamo
lo sviluppo in serie (di soli seni) di questa funzione:

2 s
by, := / x(m — x)sin(nx) de =
0

™

4

™3

(1—(=1").
In definitiva:
u(t,z) = & 3 L= D"~ sy/ayeear2 g (),

3
s n
n=1

La serie converge uniformemente in [0, +00[x [0, 7] in quanto I'integrando ¢ maggiorato in modulo da
1/n3, termine generale di serie convergente. Inoltre dato to > 0 la derivata prima e seconda in z e

*7L2
prima in ¢ sono dominate in [¢g, +00[x [0, 7] da un termine della forma C (to)% dove p & polinomio

in n e C(tg) & una costante che dipende solo da p,, quindi per n suff. grande (dipendente da %),
tale termine ¢ minore di 1/n? e la serie converge ancora uniformemente. Quindi la serie trovata
effettivamente risolve il problema.
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Svolgimento (Esercizio 77). Si ponga

2 2
flazy) =" T (2 + *) — |a.

Osserviamo che f(z,y) = f(—x,y), quindi 'insieme ¢ simmetrico rispetto all’asse y, inoltre f(z,y) =
f(z, —y) quindi 'insieme ¢ simmetrico anche rispetto all’asse x, inoltre & simmetrico rispetto all’origine.

(1)

In coordinate polari x = pcos@, y = psin6 si ha:
.= {(pcos@,psin@) ER?: ple”” = ol cos&]}
= {(pcos@,psin@) eR?: pep2 = ]cosﬁ|}
=< (pcosb, psinh) € : €2’ — 1 = cos20 ,
0 ) € R? : 2p%e?

dove nel secondo passaggio si € osservato che il caso p = 0 & ottenuto anche per 0 = 7/2.
I' = f71(0) & chiuso perché f & continua, inoltre si osservi che per r > 0 vale e’ > r2, quindi

2
pir < [pe” ip = [cosf|p < 1

pertanto la funzione pp € limitata, quindi I' & limitato. Essendo chiuso, ¢ anche compatto.
Si ha che R2\T' C R?\ {(0,0)} e quest’ultimo insieme non & semplicemente connesso, quindi
nemmeno R?\ T" lo pud essere.

Si ha che f(0,y) = ey2y2 e l'equazione f(0,y) = 0 & risolta solo per y = 0, quindi I' N {x =
0} = {(0,0)}. L’intersezione con 'asse z, oltre che nell’origine ¢ data da f(x,0) = 0 ossia
22 = |z|, quindi = 0 (ancora l’origine) oppure ze® = +1. Studiamo il caso z > 0, il
caso x < 0 si otterra per simmetria. In questo caso si ha ze™ = 1. Poniamo g(x) = ze” per
z > 0. Si ottiene g(0) = 0, ¢'(z) = (1 + 222)e” >0, xll)r_{loog(z:) = +o00. Pertanto la funzione
g : [0, 4+00[— [0, +00[ & strettamente crescente e suriettiva, ma allora ¢ biiettiva ed esiste uno
ed un solo 71 > 0 tale che f(z+) = 1. Quindi P, = (Z4+,0) e P» = —P; per simmetria.
Calcoliamo df (x,y) nel semipiano x > 0:

df (z,y) = 0 f(x,y) dx + Oy f(x,y) dy = <2xex2+y2 (:L’Q + %+ 1) — 1) dr + 2yex2+y2 (acz +y% + 1) dy

Si ha 0y f(P1) = 0yf(P») = 0, invece 0, f(P1) = 2£+eii(£i + 1) — 1. Ricordando che
:E_,_eﬁ =1,siha9,f(P1) =2(z% +1)—1>2-1>0. Quindi 9, f(P1) # 0. Per simmetria,
O, f(Ps) # 0, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini e ottenere la funzione implicita
richiesta in un intorno di P; e Ps.
La funzione h non & continua in R?, quindi la ricerca di massimi e minimi richiede una certa
attenzione. Studiamo dapprima il caso > 0. Si ha h(pcosf, psinf) = cosf. Dall’espressione
in coordinate polari si ottiene che |h‘|Fﬂ{x>O} < 1 e che h raggiunga il suo valore massimo in
I'n{z > 0} in P;. Simmetricamente, il valore minimo di & su I' N {z < 0} ¢ raggiunto in Ps.
Si ha h(Py) = —h(P) = 1. Studiamo il limite di h(z,y) al tendere di (x,y) verso l'origine in
I'. Si ha:
. L 02 _
warsioo Y = A0 =0
(z,y)el
Pertanto il massimo di h su I' & raggiunto in Py e vale 1, il minimo su I' & raggiunto in P? e
vale —1.
Consideriamo ’espressione in coordinate polari, limitandoci a 0 < 6 < 7/2. Per § = 0 si ha il
punto P;. Successivamente il valore del coseno decresce strettamente fino a zero in 6 = 7/2.
Per la stretta monotonia di g, anche il valore di p decresce strettamente fino a 0 in § = 7/2.
Quindi il grafico somiglia al simbolo oco.
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Svolgimento (Esercizio 78). L’insieme 2 ¢ un cilindro circolare retto con asse coincidente con

I'asse z e raggio di base pari a 1.

1
I:/// Z\/l—del‘dde:/ (/ Z\/l—y2d:1:dy> dz
Q 0 {z2+y2<1}
1 1
:/ z(/ \/1—y2dzndy> dz:/ \/1—y2d:ﬂdy'/ zdz
0 {z2+y2<1} {z2+y2<1} 0
1 b /1R 1 /192
:/ / \/1—y2dxdy:/ / V1 —y2dzdy
2 -1 _\/@ -1J0
1 ) 4
- a-yPdy==
/ﬁ y)dy =3

Svolgimento (Esercizio 79). Poniamo F = (Fy, Fy, F3).

(1) Si ha:
div F(z,y,2) = 0xFy + 0,Fy + 8. F3 = 0
., 51 81; F1 51 &t Y + 22
rot F(z,y,2z) =det | é&2 9, F» | =det | & 0, 42> -3z | =(4,—-1+22,—1+82)
53 8z Fg 53 82 r+y

Poiché il rotore € non nullo, il campo non & conservativo.
(2) Si ha

— — 2 — .
}’{lef:/o mF o~y(t)-A(t)dt
= /27T (4sin®(t) + 2 cos(t), —6sin(t), 2 cos(t)) - (0, —2sin(t), 2 cos(t)) dt = 167
0

(3) Si ha:

& 5 3
Oup N Opyp = | €5 % —% | =Ww+uv—u—-1/2)
53 2u  2v

L’elemento d’area ¢ pari alla norma |0, A Oypl|, ovvero:

1
do = \/2u2+2v2+1dudv.

(4) Si deve avere (u +v)/2 =3, (u—v)/2 =0, u? + v? = 18. Dalla seconda, si ha u = v, quindi
dalla prima v = 3, v = 3. Si ha quindi

. Outp N Oyip(3,3) 1
P) = = 12,0, —1).
M) = 0w N ovp(3.3)] ~ ViT5. )




204 SOLUZIONI

(5) Si ha:
u—v

(u? + v2)2 + 5

DN =

—

5 5
CI)(F,S) :/FﬁdU:/ / det (u+v)2—3(u2+v2) 1 _1 du dv
s -5J-5 2 2

U—v U+ v
+

2 2
9 9 u v
5 05 u? u 02
= / / <u5 +utv 4 2uPv? — 2u® + 20?0 4 duPu + e +uv* — 4uv? — 5 +0° 4 20% — 2) du dv
—5.J-5
=0.
Svolgimento (Esercizio 80).  Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma wu(t,z) = T(t)X(z).
Sostituendo e dividendo per u(t, x) si ottiene:
Tt X
0 _ K@) _\ g
T@t) X(z)

e quindi X(z) = AX(z) con condizioni X(0) = X(x) = 0. Il polinomio caratteristico & % = .
Se A > 0 le radici del polinomio caratteristico sono g = £+v/A, e la soluzione generale & X () =
clea”‘A + cze*xﬁ. Tale soluzione soddisfa le condizioni al contorno solo per ¢; = ¢s = 0 quindi non &
accettabile.

Se A = 0 si ha 0 come radice doppia, e la soluzione generale & X(X) = ¢; + coz. Tale soluzione
soddisfa le condizioni al contorno solo per ¢; = ¢o = 0 quindi non ¢ accettabile.

Se A < 0 si hanno le radici complesse coniugate ii\/m . La soluzione generale e

X () = ¢ cos(z/|A]) + ez sin(z/]N]).

Tale soluzione soddisfa le condizioni al contorno per ¢; = 0 e A = —n?, n € N\ {0}. Definiamo quindi

X, (x) = ¢, sin(nx), relativa al valore A = —n?2.

Per tali valori di A, ’equazione per T'(t) porge T, (t) = a, cos(nt) + by, sin(nt) con la condizione
T,(0) =0, da cui T,,(t) = ay, cos(nt).
Si ottengono cosi le soluzioni elementari (posto d,, = a,cy):
un(t,z) = T (t) Xpn(x) = dy, cos(nt) sin(nx).

Le soluzioni elementari soddisfano Oy, (t, x) = Ogun(t, ), un(t,0) = u,(t,7) = 0 € Jpun(0,2) = 0.
Cerchiamo di coprire il dato iniziale con una serie di soluzioni elementari.

u(0,x) = Zun(O,x).
n=1
Si ricava:
z(m—x) = Z dy, sin(nzx)
n=1

Quindi prolunghiamo per disparita z(m — ) su [—m, 7| e per 2m-periodicita a tutto R. Consideriamo
lo sviluppo in serie (di soli seni) di questa funzione:
dyi= 2 [ alr—a)sin(na) do = 5= (<1")
== x(m —x)sin(nx)de = — (1 — (— :
" o ™n3

Si ottiene quindi la serie

u(t,z) = Z %(1 — (=1)") cos(nt) sin(nzx).

n=1
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La serie converge uniformemente e le serie delle derivate seconde in t e in @ convergono in L2.

Svolgimento (Esercizio 81). Osserviamo che:

a. Il termine generale della serie € in modulo maggiorato da:

nlogn+e ™ USRI nlogn+e ™ 5nt2
o cosnzr + cos(n7r)63n_4 sinnz| < o G3nd
nlogn+e™" 4 9" nlogn+e " 1 4+ [ 5\"
_DOBNTE o5 6t - 2564 >
P (63)" en —nen © 63

<n2+1 1

+25.64.i<i+25.64.i
2n ~ n3

er 1—ne™ 2n

dove si & usato il fatto che per n > 1 vale n > logn, 5/6% < 1/2 e per n sufficientemente
grande si ha e” > (n?+1)n3, l—nle*” < 1. Quindi il termine generale & maggiorato in modulo
dal termine generale di una serie numerica convergente. La serie converge totalmente quindi
uniformemente, puntualmente e in L?. Poiché converge totalmente, essendo le somme parziali
funzioni continue, converge ad una funzione continua. Essa ¢ integrabile termine a termine.

Nell’integrazione tra 0 e 27, tutti i termini che contengono seni o coseni si annullano per
periodicita, pertanto
2 2m T
S(x):/ —dr =%
0 0o 2

b. Poiché per n sufficientemente grande si ha logn < /n, il termine generale della serie & in
modulo maggiorato da:

—1)"™1 1/4 _4 4 — —3/4

G e P IOV U ek B

n3+12n+1 6nt — 2n n3 6n3 — 2
1 4 1 41

SR B -2 w2 Bl
Quindi il termine generale € maggiorato in modulo dal termine generale di una serie numerica
convergente. La serie converge totalmente quindi uniformemente, puntualmente e in L2.
Poiché converge totalmente, essendo le somme parziali funzioni continue, converge ad una
funzione continua. Essa ¢ integrabile termine a termine. Nell’integrazione tra 0 e 27, tutti i
termini che contengono seni o coseni si annullano per periodicita, pertanto

2 2
S(z) = / 7dr = 14r.
0 0

Svolgimento (Esercizio 82).

a. Poniamo f(z,y) = (22 + 2y%)? — 22 — 42, In coordinate polari piane x = pcosf, y = psiné
si ha
f(pcosb, psinf) = p*(1 +sin?9)? — p?
L’origine appartiene all’insieme f = 0. Nei punti diversi dall’origine e possibile dividere per
2 . .
p°, quindi
1
I:.= cosf,psinf): p=——-—,60¢€ 10,27 » U{(0,0)}.
{(pcost,psing) : p= 1 0 .2l U001
(osserviamo che la condizione p > 0 & sempre rispettata). Si hanno le simmetrie rispetto agli
assi e all'origine: f(z,y) = f(—z,y) = f(—a,—y) = f(z, ).
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Poiché ' = f~1(0) e f & continua, si ha che I' & chiuso. Dall’espressione in coordinate
polari si ricava che il massimo di p sull’insieme vale 1 ed & assunto quando 6 = 0,7, quindi
I' € B((0,0),1). Pertanto & anche limitato. Essendo chiuso e limitato, & compatto.

Calcoliamo le intersezioni con gli assi: f(x,0) = z* — 22 nullo per = 0 0 x = +1, quindi

Py = (1,0), P, = (—1,0); f(0,) = 4y* — y? nullo per y = 0 e y = £1/2, quindi P3 = (0,1/2)
e Py = (0,1/2).

Calcoliamo il differenziale di f:

df (z,y) = 0. f(x,y) do + 0y f(x,y) dy = (4z (x2 + 2y2) —2x)dx + (8y (:172 + 2y2) —2y)dy

Pertanto, la tangente all’insieme nel generico punto (xg,yp) € I' ¢ data da:

0= Vf(x0,%0) - (x — 0,y — y0) = df (x0,%0)(x — o,y — Yo)
= (4 (2% + 29°) — 22)(x — 20) + (8y (2? + 24°) — 2y)(y — wo)

Valutando si ha 0, f(P3) = 0, f(Ps) = 0y f(P1) = 0y f(FP2) = 0 mentre 0, f(P3) # 0, 0y f (P1) #
0, 0, f(P1) # 0, 0y f(P2) # 0. Quindi le rette tangenti in P; e P sono orizzontali, mentre in
Py e Py sono verticali. Sihari:x=1,m:2=-1,r3:y= %, Ty Y = —%. Per il Teorema
di Dini, I definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un intorno di Ps e P;. Nei punti
Py e Py, il Teorema di Dini non & applicabile. Si ha che I" non puo essere scritto come grafico
y = ¢(x) a causa della simmetria rispetto all’asse z.

Si ha h(x,y) > 0 se (z,y) # (0,0) e h(0,0) = 0 con (0,0) € I', che pertanto ¢ punto di

minimo assoluto. Si ha poi

1

h(pcost, psind)r = ,0|2F = m

che raggiunge il suo massimo assoluto in [0, 27| per sinf = 0, quindi # = 0, § = 7. 1l valore
del massimo ¢ 1. I punti di massimo corrispondenti sono P; e P,. I punti corrispondenti a
sin?0 = 1, ovvero § = 7 /2 e 8 = 37/2 sono punti di minimo relativo e in questi punti si ha
p* = 1/4, quindi p = 2.

Seppure non richiesto dall’esercizio, raccogliamo ulteriori dati per costruire un grafico
qualitativo dell’insieme I'. L’insieme I' € inscritto nella circonferenza unitaria centrata nell’o-
rigine ed ¢ ad essa tangente nei punti (+1,0). L’origine ¢ un punto isolato di I" e I''\ {(0,0)}
¢ circoscritto alla circonferenza di raggio 1/2 centrata nell’origine ed ¢ ad essa tangente nei
punti (0, £1/2). Il massimo di |z| vincolato all’insieme ¢ raggiunto nei punti (£1,0), mentre
il massimo di y?, e quindi di |y| vincolato all’insieme & raggiunto nei punti che massimizzano

.2
95 (2.9 B sin“ @ o
Yr = [p”sin” O] r = 7(1 Fsn?0)? p(0).
Si ha:
2sin 6 cos f 4 8in3 0 cos 0 B 2sin 6 cos® 0

/
p'(0) = - =
G20+ 1) (20417 (sin26011)°
che si annulla per § = 0,7/2,7,37/2. Tali punti corrispondono a (41,0) (minimi per y?),
(0,41/2) (massimi per y?). L’insieme ha 'aspetto di un’ovale allungato lungo 'asse delle
ascisse, cui va aggiunta l'orgine (punto isolato).

. Poniamo f(z,y) = (2? + y?)? — 22 — 292 In coordinate polari piane x = pcosf, y = psiné

si ha
f(pcos@, psinf) = p* — p*(1 4 sin?h)
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e

FIGURA 11. La curva di equazione (2% + 2y%)? = 22 + 42 con le circonferenze inscritta
e circoscritta. L’origine ¢ punto isolato.

L’origine appartiene all’insieme f = 0. Nei punti diversi dall’origine ¢ possibile dividere per
2 . .
p°, quindi

.= {(pcos@,psin&) :p=+V1+sin%0, 6 [0,277[} U {(0,0)},

osservando che la condizione p > 0 e sempre rispettata. Si hanno le simmetrie rispetto agli
assi e all’'origine: f(x,y) = f(—=z,y) = f(—z,—y) = f(z, —y).

Poiché ' = f~1(0) e f & continua, si ha che I' & chiuso. Dall’espressione in coordinate
polari si ricava che il massimo di p sull’'insieme vale v/2, quindi T' C B((0,0),+/2). Pertanto
¢ anche limitato. Essendo chiuso e limitato, ¢ compatto.

Calcoliamo le intersezioni con gli assi: f(x,0) = z* — 22 nullo per x = 0 0 x = +1, quindi

Py = (1,0), P, = (—1,0); f(0,y) = y* — 2y nullo per y = 0 e y = £/2, quindi P3 = (0,v/2)
[§] P4 = (O, \/5)
Calcoliamo il differenziale di f:
df (z,y) = 0o f(2,y) dx + Oy f (z,y) dy = (4x (2 + y*) — 22) dx + (dy (2° + y°) — 4y) dy
Pertanto, la tangente all’insieme nel generico punto (xg,yo) € I' & data da:
0=Vf(zo,yo) - (z — 20,y — yo) = df (z0,y0)(z — 20,y — Yo)
= (4z (3:2 + y2) —2x)(x — x0) + (4y (:c2 + y2) —4y)(y — yo)

Valutando siha 0, f(P3) = O, f(Pa) = 0y f(P1) = 0y f(P2) = 0 mentre 0, f(P3) # 0, 0y f(Py) #
0, 0z f(P1) # 0, 0y f(P2) # 0. Quindi le rette tangenti in P3 e P4 sono orizzontali, mentre
in P; e P sono verticali. Sihar;:z=1,rm:2=-1,r3:y=1/2,r4 :y=—1/2. Per
il Teorema di Dini, I" definisce implicitamente una funzione y = ¢(z) in un intorno di Ps e

Py. Nei punti P e P» il teorema di Dini non e applicabile, ma le simmetrie rispetto agli assi
escludono la possibilita di esplicitare ' come grafico y = f(x) in tali punti.
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Si ha h(z,y) > 0 se (z,y) # (0,0) e h(0,0) = 0 con (0,0) € T', che pertanto ¢ punto di
minimo assoluto. Si ha poi

h(pcost, psinf)r = pfr =1 +sin%0

che raggiunge il suo massimo assoluto in [0, 27] per sin?# = 1, quindi § = 7/2, 6 = 37/2. 1l
valore del massimo ¢ 2. I punti di massimo corrispondenti sono P3 e P4. I punti con sinf = 0,
ovvero 6 = 0, 7 corrispondenti a P; e P, sono di minimo relativo.

Seppure non richiesto dall’esercizio, raccogliamo ulteriori dati per costruire un grafico
qualitativo dellinsieme I'. L’insieme I' & inscritto nella circonferenza di raggio v/2 centrata
nell’origine ed ¢ ad essa tangente nei punti (0,++/2). L’origine ¢ un punto isolato di T' e
I'\ {(0,0)} & circoscritto alla circonferenza di raggio 1 centrata nell’origine ed ¢ ad essa
tangente nei punti (£1,0). Il massimo di |y| vincolato all’insieme & raggiunto nei punti
(0, ++/2), mentre il massimo di z2, e quindi di || vincolato all’insieme & raggiunto nei punti
che massimizzano

x‘?F = [p? cos? Olr = (1+ sin?0) cos® § = (1 +sin?0)(1 —sin? @) = 1 — sin® 0 : ¢(6).

Tali punti corrispondono a # = 0,7, ovvero (£1,0). L’insieme ha ’aspetto di un’ovale
allungato lungo 'asse delle ordinate, cui va aggiunta l’orgine (punto isolato).

FIGURA 12. La curva di equazione (22 +y?)? = 2% 4+ 2y con le circonferenze inscritta
e circoscritta. L’origine ¢ punto isolato.

Svolgimento (Esercizio 83).

a. Calcoliamo Vg(z,y) = (322 + 4z — ay,2y — ax) e poniamo Vg(z,y) = (0,0) per trovare i

punti critici. Si ricava y = ax/2 dalla seconda componente. Sostituendo nella prima si ha
322 + (4— a2/2) x =0,



SOLUZIONI 209

oz -8 . . a? — 8a
, cui corrisponde y = TR

). Tali punti sono distinti

nulla per £ = 0, cui corrisponde y = 0 e per x =

a? -8 a3 —8a

6 7 12
se o # 8, ovvero se |a| # 2v/2. Calcoliamo la matrice Hessiana di g in questi punti:

D*f(x,y) = ( oty ) D?£(0,0) = ( Ay ) D?f(Pa) = < o )

— « «

Pertanto i punti critici sono O = (0,0) e P, = <

Il determinante ¢ il prodotto degli autovalori, quindi se il determinante & strettamente
negativo i due autovalori sono di segno discorde, pertanto il punto critico e di sella.

Nella fattispecie, det(D?f(0,0)) = 8 —a? che & strettamente minore di zero se |a| > 2v/2.
Pertanto per |a| > 2v/2, I'origine & punto di sella.

Per studiare il caso |a| < 2v/2, osserviamo che 92,9(0,0) = 4 > 0 e det(D?f(0,0)) > 0,
quindi per il criterio dei minori principali* concludiamo che in questo caso origine ¢ un
minimo.

Nel caso particolare a = 4+2+/2, si ha P.,5=0(0,0)e

g(z,y) = 2* + 222 F 2V 22y + y* = 2® + (V22 F y)?

Si ha che g(x,+v/2x) = 23 che in un intorno di 2 = 0 assume valori di ambo i segni, quindi
anche per o = +21/2 si ha un punto di sella nell’origine.

Procediamo in modo analogo per P,, ricordando che nel caso a = £2v/2 tale punto
coincide con O(0,0) ed ¢ di sella. Si ha det(D?f(P,)) = a® — 8 che & strettamente minore di
zero se |a| < 2v/2. Pertanto per |a| < 2v/2, il punto P, & punto di sella.

Per studiare il caso |a| > 2v/2, osserviamo che 82,9(Py) = a? —4 > 0 e det(D?f(P,)) > 0
quindi per il criterio dei minori principali concludiamo che in questo caso P, ¢ un minimo.

Seppure in modo piu laborioso, per risolvere ’esercizio si poteva procedere con il calcolo
degli autovalori utilizzando il fatto che gli autovalori di una matrice quadrata A di ordine 2
risolvono 1'equazione A\? — tr A\ + det A = 0. Pertanto gli autovalori di D?f(0,0) risolvono
'equazione A\? — 6\ + (8 — @?) = 0, quindi si ha A = 3 £ v/1+ A2. Uno degli autovalori &
sempre positivo. L’altro & positivo solo se V1 + a2 < 3, quindi |a| < 2v/2. Pertanto per
la| < 24/2 lorigine & un punto di minimo mentre per |a| > 21/2 si trova che & un punto di
sella. Gli autovalori di D?f(P,) sono le soluzioni di

M (@2 =22+ (a?=8)=0
ossia

1 |
)\1:f<a2—2+\/a4—8a2+36), )\2:§<a2—2—\/a4—8a2+36).

2
Si ha sempre A\; > A9. Distinguiamo vari casi:
i. Se A2 > 0 allora entrambi gli autovalori sono strettamente positivi, quindi P, e di
minimo. Questo caso si verifica se

a® —2> ot —8a2+36= /(a2 —4)2 + 20,

si deve avere a? > 2, elevando al quadrato si ottiene (a? — 2)? — (a? — 4)? > 20 da cui
20 < ((a® —2) — (a® —4))((a® = 2) + (a* — 4)) = 2(20* — 6)

4 Criterio dei minori principali: Se, preso un elemento della diagonale, esso e tutti i minori principali ottenuti orlando
via via con nuove righe e colonne di uguale indice, sono strettamente positivi, allora la forma quadratica associata alla
matrice ¢ definita positiva. Se invece fra questi minori quelli di ordine dispari sono strettamente negativi e quelli di
ordine pari strettamente positivi, allora la forma quadratica associata alla matrice & definita negativa.
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e quindi o > 8 che & accettabile. Pertanto P, ¢ di minimo se |a| > 2v/2.
ii. Se A1 < 0 allora entrambi gli autovalori sono strettamente negativi, quindi P, ¢ di
massimo. Questo caso si verifica se

a? —2 < —vat —8a2+ 36,

si deve necessariamente avere o? < 2, quindi moltiplicando per —1

2—a?>vat—8a2 + 36,

con entrambi i termini a questo punto strettamente positivi. Elevando al quadrato, si
ottiene una disequazione & identica alla precedente, che era soddisfatta per a? > 8,
quindi questo caso non si verifica mai e A\; > 0 per ogni a.

iii. Se |a| < 2v/2 gli autovalori hanno segni discordi, quindi P, ¢ un punto di sella.

iv. Se o = +2/2 si ottiene P, = (0,0). Questo caso va studiato a parte e, come si ¢ visto,
g(z, i\/ix) = 23, che in un intorno di 0 assume valori di entrambi i segni, quindi & di
sella.

b. Calcoliamo Vg(z,y) = (1222 + 12z + 3y, 3z — 2ay) e poniamo Vg(z,y) = 0 per trovare i

punti critici. Se a = 0, dalla seconda relazione si ha x = 0 e sostituendo nella prima si ottiene

y = 0. Altrimenti, dalla seconda relazione si ricava y = 3z/(2a) e quindi O = (0,0) oppure

P, = <—8a — 3, _3(8a + 3)> Pertanto i punti critici sono l'origine O per ogni valore di
8« 1602

« e il punto P, solo per a # 0. E richiesto lo studio della sola origine, calcoliamo quindi la

matrice Hessiana di g:

D = (25 5, rroo=(5 3. ).

—2a —2a

Il determinante ¢ il prodotto degli autovalori, quindi se il determinante & strettamente
negativo i due autovalori sono di segno discorde, pertanto il punto critico e di sella.

Si ha det(D?f(0,0)) = —24a —9 che & strettamente minore di zero per a > —3/8. Quindi
per a > —3/8 lorigine & un punto di sella.

Per studiare il caso a < —3/8, osserviamo che 92,9(0,0) = 12 > 0 e det(D?f(0,0)) > 0,
quindi per il criterio dei minori principali® concludiamo che in questo caso lorigine ¢ un
minimo.

Se a = —3/8 si ottiene g(x,y) = 2 + 6(z + y/4)?, da cui g(x, —4x) = 23 che assume
valori discordi in un intorno di 0, quindi anche per questo caso l'origine ¢ di sella.

Seppure in modo piu laborioso, per risolvere ’esercizio si poteva procedere con il calcolo
degli autovalori utilizzando il fatto che gli autovalori di una matrice quadrata A di ordine 2
risolvono l'equazione A2 — tr A\ + det A = 0. Pertanto gli autovalori di D?£(0,0) risolvono
I’equazione

A —2(6—a)— (94 24a) =0

da cui

A =6—a+ Va2 +12a + 45, Ao =6 —a—VaZ+ 12a +45.

Si ha Ay > Ag. Distinguiamo i vari casi:

5Criterio dei minori principali: Se, preso un elemento della diagonale, esso e tutti i minori principali ottenuti orlando

via via con nuove righe e colonne di uguale indice, sono strettamente positivi, allora la forma quadratica associata alla
matrice ¢ definita positiva. Se invece fra questi minori quelli di ordine dispari sono strettamente negativi e quelli di
ordine pari strettamente positivi, allora la forma quadratica associata alla matrice ¢ definita negativa.
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(a) Se A2 > 0 entrambi gli autovalori sono strattamente positivi e quindi O & di minimo.
Questo avviene se

6 —a>vVa2+ 12a + 45.

Necessariamente si deve avere o < 6, elevando al quadrato si ha
36 — 12a + o > o + 120 + 45,

da cui oo < —3/8, che & accettabile. Pertanto per a < —3/8 'origine & di minimo.
(b) Se A1 < 0 entrambi gli autovalori sono strettamente negativi e quindi 0 & di massimo.

Questo avviene se
6 —a< —vVa2+ 12a + 45.

Necessariamente si deve avere o > 6, da cui moltiplicando per —1 si ha
a—6> /a2 + 12a + 45.
I membri sono positivi, elevando al quadrato si ottiene
36 — 1200+ o? > a? + 120 + 45,

da cui @ < —3/8, che non ¢ accettabile. Quindi questo caso non si verifica mai e A\; > 0

per ogni a.
(¢c) Se a > —3/8 si ha quindi che gli autovalori sono di segno discorde, pertanto l'origine &
di sella.

(d) Se a = —3/8 si ottiene g(w,y) = 23 + 6(x + y/4)?, da cui g(z, —4r) = 23 che assume
valori discordi in un intorno di 0, quindi anche per questo caso l’origine ¢ di sella.

Svolgimento (Esercizio 84).

a. Si ha utilizzando le coordinate polari = pcosf, y = psinf, p > 0, 6 € [0,7/2], e ponendo
poit =1+ p? dacui dt =2pdp

S dad K dpdf " . LT 2,
_// 1+:1:2+y = / / 1+ (1t p2pr o _/ '2/0 (1t 232"

)3/2
+oo 1
4 L B2t T

b. Si ha y = 3 — x che si annulla per z = 3. Pertanto D := {(z,y) : x € [0,3],0 <y <3 -z}

da cui
3 3-z 3 (142 +y)%2 y=3-z
I::/D\/1+x+yd:rdy:/0 ; \/1+x+ydmdy:/0 3—/2 dx
y=0

2 3 3/2 2 3 3/2 22 5/212=3
== | B=—(Q+ax)de=16—= [ 1+=x)>de=16+4 = -[(1+z)*i=;

3 Jo 3 Jo 35

124 116 11

:1 —_—— = —_— = —_

0 15 15 7+15

Svolgimento (Esercizio 85). Poniamo ﬁ(x, y,z) = (Fi(x,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)).
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(az,y,z) = 0. F1(x,y,2) + OyFa(x,y, 2) + 0. F3(x,y,2) = 10z + 4y + 1 = 10z + 4y + 1.

. ey 0. Fy
rot F(z,y,z) =det | €& 0, I
€3 8 F3
51 8 5$2
=det [ & 9, z+2y%+22 | =(-220,1).
53 8 z

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo.
Si ha 4(t) = (—2sin(t), 2sin(t) cos(t),0) da cui la circuitazione:

FFoae= [ Faw)-wa
¥ 0
= /QW(20 cos?(t), 2sin*(t) + 2 cos(t) + 9, 3) - (—2sin(t), 2sin(t) cos(t), 0) dt
0

= /27r (2sin(¢) cos(t) (2 sin(t) — 18 cos(t) + 9)) dt
0
=0.

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:

Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Via(u,v) | = (Oup(u, v)|0vp(u, v))
Vips(u,v)
2 cos(u) cos(v) sin(u) —sin?(u) sin(v)
= | 2cos(u)sin(u)sin(v) cos(v)sin®(u)
1 0

Indicate con 9,¢(u, v) e dyp(u,v)) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

51 8u<,01 81)901
do = ||Oup(u,v) A Oyp(u,v)|| = |det | €2 Oupz 02
€3 Oups Opp3

sin®(u) sin?(v) + sin?(u) cos?(v) + (2 sin®(u) cos(u) cos?(v) + 2 sin®(u) cos(u) sin?(v )) du dv.

sin? (u) (4sin?(u) cos?(u) + 1) dudv = sin®(u)4/sin?(2u) + 1 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det® Bs.

Si ha che P = (1,07 %) = ¢(u,v) solo se u = F, v = 0. La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

o = O

0
Jacp(P)=1| 0
1
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La normale unitaria in P ¢ data da:

A(P) = Oup(P) A Opp(P)

|0usp(P) A Opp(P)]|

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:

2r r2m Fy o ¢(u,v)
<I>(F ) /F ndo :_/ / det F3 0 o(u,v)

F3 0 ¢(u,v)

= (~1,0,0).

Jac p(u, v) > du dv
on  pom 5 cos? (v) sin (u) 2 cos(u) cos(v) sin(u)  — sin?(u) sin(v)
= / / det 2sin?(v) sin* (u) 4 cos(v) sin®(u) + u? 2 cos(u) sin(u) sin(v) cos(v) sin? (u) du dv
0 0 u 1 0
morEm o, g 6 3 6 3
= / / —u” sin”(u) sin(v) — 2sin” (u) sin”(v) — 5sin” (u) cos” (v)+
0 0
+ /(;2” /(;2” 2u sin® (u) cos(u) cos® (v) du dv — sin® () sin(v) cos(v)+
27 p2r o o
+ /0 /0 2u sin” (u) cos(u) sin” (v) du dv

2 r2m 2m
= / / 2u sin® (u) cos(u) du dv = 4w / wsin®(u) cos(u) du
0 0 0

4 u=2m o on iu _ —iu\ 4
= 4r uM 771'/ sin’ (w) duszr/ % du
4 o 0 21

u=0

K . X 2m . . . i
__ (ezm e Ziu 2)2 du = — (e4m bt g 40 g2l _ 46727.11) du

16 Jo 16 Jo

1l flusso di G = rot F = (G1,Ge, G3) attraverso la superficie ¥ ¢ dato da:

G1 o p(u,v)

2 2m
(G, %) /G ndo —/ / det | G20 p(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
Gsop(u,v)

0  2cos(u)sin(u)sin(v)  cos(v)sin®(u) du dv

o p2n —2u  2cos(u) cos(v)sin(u) — sin?(u) sin(v)
= / / det
1 1 0

2w 27
= / /0 2sin3(u) cos(u) cos?(v) 4+ 2usin?(u) cos(v) + 2sin®(u) cos(u) sin? (v) du dv
=0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto dY il bordo di ¥ con

Porientamento indotto da ¥ si ha:
/mﬁﬂw—fﬁ%
) o%

Il bordo 9% della superficie ¥ & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [0, 27| x [0, 27]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’unione delle quattro curve:
7 (u) == ¢ (u,0) = (Sin2(u) 0, u) , u € [0, 2n],
Y2 (v) := ¢ (2m,v) = (0,0,27), v € [0, 27],
v3(u) = ¢ (27 — u, 2m) = (sin®(u), 0,27 — u) , u € [0,27],
(v) == (

4 (v 0,27 —v) = (0,0,0), v € [0, 27].
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Le derivate sono date da:

1) o= (sin(20),0,1),, u €]0, 21,
o(0) 2= (0,0,0), v €]0, 27,
5(u) = (sin(2u),0, 1), u €]0, 271,
F4(v) := (0,0,0), v €]0, 27

Si ha quindi:

2 2
I := / F.dy = ; Fyi(u)) - 41 (u) du = /0 (5 sin®(u), u® + sinQ(u),u) - (sin(2u),0,1) du
71

2m
= / u + 10sin° (u) cos(u) du = 27>
0

2w 2w
I := / F . dy = / F(y2(v)) - A2(v) dv = / ((),47T2,27r) -(0,0,0) du
V2 0 0

X,B :/ " Flya(u)) -4 (w) du

2
/ (5sin*(u), (u — 27)% + sin®(u), 27 — u) - (sin(2u), 0, —1) du
0

27r
/ (u — 2m)? + sin®(u)) sin(2u) sin(v) + 10sin®(u) cos(u) cos(v) + u — 27 du = —27°.
0

I = / Fdyy = /27r F(y4(v)) - Au(v) dv = /27r (0,0,0) - (0,0,0) du = /%Odu =0.
Y4 0 0 0
Sommando i quattro contributi si ottiene:
L+ L+13+1,=0,
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 86). Il problema & posto in @ = R?\ {(0,y) : y € R}. In forma di
equazione totale si ha:

3 2
w(z,y) = <2y +xy + gx) dx + <x + i}) dy =: p(x,y) dx + q(z,y) dy.

Poiché
- Uz ) 1
8yp($,y) 0 Q(.CU y) -1 4o = f(-’B),
q(z,y) x

I’equazione data non ¢ esatta, ma essendo il secondo membro una funzione della sola x, essa ammette
il fattore integrante

/\(x,y) — eff(x)dac _ ex+log\x| _ |£L‘|€m
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FIGURA 13. La superficie ¢(u,v) = (sin?(u) cos(v), sin?(u) sin(v), u), con u,v € [0, 27].

Pertanto la forma
x x
|zle"w(x,y) = €e* (2]90\3; + |z|zy + L—m!y?’) dx + ¢ <:U]x] + ’x—‘y2> dy

& chiusa su  quindi poiché ) & semplicemente connesso, ivi & esatta. Questo significa che il campo

vettoriale:
- T T
Glay) = (e (el -+ lelo -+ 1y°) e (slal + 2102) )
3z x
= {(

& conservativo. Posto QT :={(z,y) €Q: 2 >0} e Q™ : x,y) € Q: x <0}, si ha
3

Glaosy) = ~G(ay) = (& (et Py ) e (22 407) ).

per ogni (z,y) € Q1. Per trovare un potenziale in Q* integriamo il campo lungo la spezzata 1 (t) :=
(ta 0)7 le [Oa:EO] e '72(t) = (fﬂo’t)a te [anO]:

N N zo _, Yo _,
V(zo,yo):= | G-dl+ | G-dl :/0 G(t,0)-(1,0)dt —I-/O G(zo,t) - (0,1)dt

71 Y2

Yo y3
= / e*o (9:(2) + t3) dt = e ($(2)y0 + §0> .
0
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Tale funzione & un potenziale anche in Q7. Quindi 'integrale generale in forma implicita dell’equazione

totale e:
y?
e’ <x2y+3> =c, ceR.

Imponendo il passaggio per (m, 1) otteniamo ¢ = 4e/3, da cui ricordando che z # 0 si ha

3
o (g2 ) 22
e<xy+3)—3e.

Osserviamo che dall’equazione si ricava che y(z) = 0 ¢ soluzione per ogni > 0 e che per x > 0 vale
il teorema di esistenza e unicita. Pertanto la soluzione y(-) tale per cui y(1) = 1 & sempre positiva
per ogni z > 0 dove ¢ definita. Sempre dall’equazione, si ricava che per x > 0 vale §(x) < 0, pertanto
per z > 0 la soluzione ¢ sempre strettamente decrescente e limitata dal basso. Quindi ammette limite
finito £. Il valore di ¢ si ricava imponendo lim,_, §(x) = 0, da cui si ottiene che ¢ = 0. L’equazione
puo essere riscritta come

2, 4 ¥
dy 2y + 27y + 5
de z2 + y?
pertanto posto y(0) = v/4e, la soluzione y(-) si estende ad una funzione di classe C! definita anche in

un intorno sinistro di = 0. Per z — —o0, ricordando che y(z) > 0 per ogni x, si deve necessariamente
avere y — 400, infatti se y(x) si mantenesse limitato per x — +oo la relazione implicita

3
o2y ) 22
e<:vy+3>—3e.

non potrebbe essere verificata perché il termine di sinistra tenderebbe a zero. D’altra parte se esistesse
c € R tale per cui

)

lim y(z) = +oo,

z—ct
allo stesso modo la relazione implicita non sarebbe verificata. Ma allora con I'estensione y(0) = V/4e,
la soluzione risulta essere definita su tutto R e ammettere asintoto orizzontale per z — +o0o. Non
ammette asintoto per x — —oo, perché posto y = muz, il limite nella relazione implicita conduce ad
un assurdo.

Svolgimento (Esercizio 87). Si ha che u.(0,y) = 0, pertanto il limite per € — 0 di u-(0,2) = 0.
Fissato z € R, = # 0, esiste g, > 0 tale che |z| > ¢ per ogni £ > &,, da cui z¢(z,y) = 0 per ogni
€ > €4, quindi il limite & ancora 0. La successione u.(-) converge puntualmente alla funzione nulla.

Fissiamo ora y € R. Poniamo z = x /¢, dz = dx /e
€ Xz xr 2 1 1 2 1
F(y):== lim [ wu.(x,y)dx = lim - (1 — —) eW=2) "l gy = lim 2(1 — 2)eW=e) "+l gz,
e—=0t JR e=0t J_ € € e—=0t J_q

Osserviamo che, per ogni 0 < € < 1 sufficientemente piccolo e —1 < z < 1,
(y—e2)” = (¥ —2eyz + £°2°) < y* + 1+ 2Jy),

quindi la funzione integranda € maggiorata in modulo su [—1, 1] dalla funzione continua integrabile

z|2(1—2)|- ey’ 12yl

Pertanto per il teorema della convergenza dominata:

1 1
F(y) = lim 21— 2)ev=="H gz = / lim 2(1 — z)e—2°+1 g,

e—=0t J_q _1e—0t

1 1
2
= / 21— 2)eV T dz = ey2+1/ 2l—z) = —ze¥ *L,

1 1 3
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Svolgimento (Esercizio 88). Poniamo F(z,y) := 6x*y? + 52* + 22%y* + y* — 32, Essendo F un
polinomio, F : R? — R ¢ continua e quindi I' = F~1(0) & un chiuso. L’insieme I' & simmetrico rispetto
agli assi e all’origine infatti F(z,y) = F(—z,y) = F(x,—y) = F(—z,—y). Si ha:

F(pcos, psinf) = 2p5sin? f cos? § + p? sin® 0 (p2 sin? 9 — 1)+ ptcost (6p2 sin? @ + 5)
=p? (—4,04 cos® 0 + 2p? (p2 +3) cos(8) + (2,04 —2p% + 1) cos? 0 + p? — 1).
Quindi:
I:= {(p cosf, psinh) € R? : 2p%sin? 0 cos? 0 + p? sin? 6 (p2 sin? 6 — 1) + p*cos* 0 (6p2 sin? 0 + 5) = 0} .
Osserviamo dall’equazione che se (z,y) € T, si ha 0 = F(x,y) > —y? + y*, pertanto si deve avere
y? > y*. Ma questo implica |y| < 1. Si ha inoltre che 0 = F(x,y) > 52* — 32, pertanto si deve
avere hz? < y? < 1, quindi anche z & limitata. Essendo I' chiuso e limitato, & compatto. Per

studiare le intersezioni con le bisettrici ¢ sufficiente limitarsi al primo quadrante e poi ricostruire per

1 /1
simmetria. Si ha F(z,z) = 2? (82 4+ 62? — 1) che si annulla per z = 0 e z = :|:§ 3 (V17 - 3).

1
Posto a = \/5 (\/17 — 3), si ottengono quindi le intersezioni (0,0), Pi(«o, @), P, = (—a, ), Ps = — P
e Py = —P,. Calcoliamo il gradiente di F':
VE(z,y) = (202° + 242°y” + day?t, =2y + 122y + 493 + 8z%y?) .

La tangente in P; ¢ data da:

ovvero, ricordando le simmetrie di F':

(28° + 200%) (z — @) + (200° + 40> — 2a)(y — ) = 0, in P; = (a, a),
(2805 +2003) (—z — @) + (20a° + 40> — 2a)(y — @) =0, in Py = (—a, @),
(280° + 200%)(—z — @) + (200° + 403 — 2a)(—y — @) =0, in P3 = (—a, —a),
(2805 + 2003 (z — @) + (200° + 4a® — 2a)(—y — @) =0, in P} = (a, —a),

Essendo o > 0, in tutti questi punti si ha 9, F(P;) # 0, quindi & sempre possibile esplicitare localmente
x = z(y).

Poniamo L(z,y,\) = h(z,y) = y?> — AF(x,y). Per il sistema dei moltiplicatori di Lagrange, si
deve avere VL(z,y,0) nei punti di massimo e minimo di h(z,y) vincolati a I'. In particolare si ha
0 =0, L(z,y,\) = 4z (mQ (6y2 + 5) + y4) che si annulla solo per z = 0. Le intersezioni di I' con la
retta x = 0 sono date da F(0,y) = 0 ovvero da y* —y = 0, quindi da y = 0, y = 1. Pertanto (0,0)
¢ di minimo e (0,£1) sono punti di massimo. Il minimo assoluto di & vincolato a I' € 0 e il massimo
assoluto vincolato e 1.

Svolgimento (Esercizio 89). In coordinate polari si ha Q := {(rcosf,rsin@) : 6 € [0,7/2], p <
sin @}, da cui, ricordando che dz dy = pdp db:

m/2 psinf 0. ptsint 6 m/2 psin®
I::/ / pcos g St -pdpd@z/ / cos 0 sin* 9,04dpd9
0 0 0 0

0
/2 1 51P=sinb
:/ {p} cos 0 sin? 6 do
0 5 p:O
1 (/2 1 inl0g10="/2 1
= 5/0 cos@sin® 6 do = £ [cos@snio ]90 = =

Svolgimento (Esercizio 90). Si veda la soluzione dell’Esercizio 85.
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Svolgimento (Esercizio 91). Si veda la soluzione dell’Esercizio 86.

Svolgimento (Esercizio 92). Poniamo F(x,y) = 2* 4 423 + 222y? + y* — y2. F & continua, quindi
I = F~1(0) & chiuso. In coordinate polari piane:

F(pcosf, psinf) = p*sin® 0 + p* cos® 0 + 2p* sin® 0 cos? 6 + 4p> cos® 0 — p? sin® 6
= (p?(sin? + cos?))? + 4p3 cos® § — p* sin? 0
= p*(p* + 4pcos® 0 — sin” 0).
Osservando che per 6 = 0 si recupera il caso p = 0, possiamo scrivere

I = {(pcosb, psinf) : p? +4pcos®h —sin® = 0}.

In particolare si ottiene p = —2cos® 6 + \/4 cos®h +sin* @ da cui p < 2+ V4 +1 < 2+ +/5, quindi

I'insieme, essendo chiuso e limitato, € compatto. Osserviamo la simmetria rispetto all’asse delle ascisse

F(z,y) = F(z,—y). Per calcolare le intersezioni con le bisettrici studiamo F'(z,z) =0e F(x,—x) = 0.
1

Si ha in entrambi i casi 42* + 423 —22 =0dacuiz =0ez = 3 (—1 + \/i), quindi le intersezioni

sono date da
Pl( (-1+v2) 5 (—1+ﬂ)), PQ(;(—l—\/i),;(—Hﬂ)), Py=-P, Pi=-P,

Il gradiente di F' é:

VE(z,y) = (42° + 122% + day?®, 42y + 4y° — 2y) .
L’equazione della retta tangente in (xo,y0) a I' ¢ VF(x0,%0) - ( — 20,y — yo) = 0. Le equazioni delle
retta r; tangente a I' in P;, ¢ = 1,...,4 risultano quindi

r —(\f—2)x—<6—4\f2)y+\g—520,

ro : (2+f2)x+(6+4f2)y—\;§—5:0,

7
ry : (2+f2)x— (6+4ﬂ) - L 5=y,
Yy \/5
s —(V2-2)e+ (6-4v2)y + 1 _s5=0
\/>
Tutte queste tangenti non sono verticali, quindi in tutti i punti considerati ¢ possibile applicare il
teorema di Dini per ottenere localmente y = y(x). Per trovare i massimi e i minimi vincolati osserviamo
che h(pcosb, psin®) = p, pertanto (0,0) corrispondente a p = 0 & punto di minimo assoluto. Posto
p # 0, dall’equazione in coordinate polari si ha:

0% +4pcos® 0 — sin? 0 = 0.

Usiamo il teorema di Dini per esplicitare p in funzione di 8. Si ha:

dp 2p + 4 cos

dd  —12pcos2fsinf — 2sinfcosf’
La derivata ¢ nulla se p = —2cos? 6, inoltre sono da studiare a parte i casi § = 0,7/2,7,3/27 e
pcos® = —1/6. Dall’espressione in coordinate polari: per # = 0 si ottiene p? + 4p = 0, impossibile

perché p > 0, per § = 7/2 oppure § = 3/2m si ha p =1, per § = w si ha p = 4. Se p = —2cos> 0, si
ottiene p? — 2p = sin? 0 da cui (p — 1)? =sin?0 + 1 e quindi p = 1+ v/ Sin 0 —i— 1 che vale al massimo
1+ \f Se pcos@ = —1/6, dall’espressione in coordinate polari si ha p? 5 3 cos20 — sin?6 = 0 da

cui p? =1+ 1 5 Sin 29 < 3/2. 11 valore massimo di h & quindi p = 4, ottenuto per § = m. Pertanto il
massimo Vmcolato e assunto in (—4,0) e vale 4.
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Svolgimento (Esercizio 93). Si ha:
2 4 2 4 2 4 2
= (L) ) (%) ) = ([ (L 2%5) =)
1 \Js T+Yy 1 \Js 2+t 1 \Js T+y
e d’altra parte

2 Z+4d 2 1 1
/(/ >dx—// ng;_—/( - >dw=log25—log24.
1 3 ﬂf+y 1 QE+4 $+3

Quindi I = (log 25 — log 24)2.
Svolgimento (Esercizio 94). Poniamo F(z,y,z) = (Fi(z,y, 2), F2(z,y, 2), F3(x,y, 2)).

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(m,y, 2) = 0z F1(x,y,2) + Oy Fo(x,y,2) + 0. F3(x,y,2) =20 + 1 + 22 =22 + 22 + 1.

&1 0, I
rot ﬁ(az, y,z)=det | €& 0y I
€3 0, I3
51 833 352 + Yy
=det [ &2 0y z+y+z | =(-2,0,0).
e 0, 22—y

Poiché rot F # 0, il campo non ¢ conservativo.
Si ha 4(t) = (— sin( ),3cos(t),0) da cui la circuitazione:

f = [ Fom)sna
2w
= /0 (3sin(t) + cos®(t), 3sin(t) + cos(t), —3sin(t)) - (—sin(t), 3 cos(t),0) dt

27
= /0 (—3 sin? (t) — (sin(t) — 3) COS2(t) + 9sin(t) cos(t)) dt

=0.
Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:
Vi (u,v) 6u 1
Jacp(u,v) = | Vea(u,v) | = (Oup(u,v)|0vp(u,v)) = | 2u 8v
Vs (u,v) 1 1

Indicate con 0, (u,v) € Oyp(u,v)) le colonne di Jac ¢(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:

€1 Oupr Opp1
do = [|Oup(u, v) A Opp(u,v)|| = |det | €2 Oupa Ouipa
€3 Oups Opipa

= /(2u — 8v)2 + (48uv — 2u)2 + (1 — 6u)2 du dv.
= /4(u — 4v)2? + (2u — 48uv)? + (1 — 6u)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere

ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det? Bs.
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Si ha che P = (3,1,1) = ¢(u,v) solo se u = 1, v = 0. La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

Jacp(P) =

— N O
o

La normale unitaria in P ¢ data da:
_ Oup(P)NOwp(P) ( 52 )
[0up(P) A Oyp(P)]| V33 V33" V33

n(P)
1l flusso di F attraverso la superficie ¥ ¢ dato da:
B B 1o Fyog(u,v)
O(F,X) = / F-fdo = / / det | Froop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
= -1/l Fyop(u,v)

1,1 u? + 40? + (3u2 + 0)2 6u 1
= / / det du +u+ 42 +20  2u v du dv
—1J-1

—u? =4+ (u+v)? 1 1

1 1
= / / (18u° — 72utv + 12u3v — 22u® + 48u?v? — 12u%v — 2u?) du dv+
—1J-1

1 1
+ / / (—144uv® — 8uv? — 12uv + u — 40v® + 4v? 4 2v) du dv = 24.
-1.J-1

1l flusso di G = rot F = (G1,Ge,G3) attraverso la superficie 3 ¢ dato da:

. . 1,1 G1 o p(u,v)
(G, %) = / G-ndo = / / det | G20 p(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
= R G o p(u,v)
6u 1

1 gl —2 1l
= / / det | 0 2u 8v | dudv= / / (16v — 4u) dudv = 0.
—1J-1 0o 1 1 —1J-1

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto Y il bordo di ¥ con

l'orientamento indotto da X si ha:

/rotﬁ-ﬁda: F.o
b3 )

Il bordo 0% della superficie X & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [—1, 1]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio

dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.
L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’'unione delle quattro curve:

Y (u) = ¢ (u,—1) = (3u®> = L,u* +4,u—1), ue [-1,1],

Yo(v) == (L,v) = (v+3,40% + Lo+ 1), v e [-1,1],
Y3(u) = (—u,1) = (3u® + L,u* +4,1 —u), u e [-1,1],
() == (-1,-v) = (3—v, 4> +1,—v—1),v € [-1,1].



SOLUZIONI 221

Le derivate di tali curve sono date da: 4;(u) := (6u,2u, 1), 32(v) := (1,8v,1), 43(u) := (6u,2u,—1) e
infine 44(v) := (—1,8v, —1), u,v €] — 1, 1[. Si ha quindi:

1
L:=| F-dy :/ F(yi(w) - 41(u) du
7 -1

1
= / (9u* — 5u® + 5,40 + u + 2, —2u — 3) - (6u, 2u,1) du
-1

1 3

LQ dye = /F’m Y2(v) dv

(5u + 6v + 10,40 + 20 + 5, (2 — 3v)v) - (1,80,1) du

14
:/ 54u° — 2203 + 2u® + 32u — 3du = — —.

—_

—

2 (16v° + 9v? + 24v + 5) du = 32.
1

i
4\

Fd%—/FVS V3(u) du

3

—_

(9u* + Tu? +5,4u® — u+ 6, —2u — 3) - (6u, 2u, —1) du

’_‘l—l

1

14
/ 54u® + 50u® — 2u? +44u+3du_§
im [ P

F. / Fu(w) - 5a(0) do

4

1
= / (50* — 6v +10,4v® — 20 + 3,(2 — 3v)v) - (—1,8v, —1) du
-1

1
= / 2 (16v° — 9v* + 14v — 5) du = —32.
-1
Sommando i quattro contributi si ottiene:
L+I+1I3+1,=0,
che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 95).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(t)X (z).

Sostituendo nell’equazione e dividendo per T'(¢t)X (z) si ottiene

T(t) 36X(z)

()  X(x)
Pertanto si hanno le equazione T'(t) = AT(t), la cui soluzione & Ty(t) = kxeM e 36X (z) — AX (z) = 0
da accoppiarsi con le condizioni X(0) = X(7) = 0. Il polinomio caratteristico & 36u? — X e il suo
discriminante ¢ 4X. Se A > 0 la soluzione ¢ X, (z) = cie‘ag”/6 + cie*ﬁx/ﬁ. Sostituendo i dati
X(0)=X(m)=0sihaci=-c}ecl(e Va/6 _ _\F)‘”/(S) = 0 da cui ¢} = ¢3 = 0 non accettabile. Se

=AXeR.
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A = 0 la soluzione & Xo(z) = ¢§ + c3x e sostituendo le condizioni X (0) = X () = 0 si ottiene ancora
¢l = ¢ = 0 non accettabile. Se A < 0 la soluzione & X = c} cos(y/|\[/6) + ¢2 sin(\/|\]z/6), e
sostituendo le condizioni X (0) = X () = 0si ha ¢} =0 e /|\|/6 = n, n € N\ {0}. Pertanto si hanno
i valori accettabili \,, = —36n2, n € N\ {0}. Le soluzioni relative sono X, (z) = cy, sin(nx). Con
tali valori di A,, si ha T) (t) = k)\ne*%”zt. Si ottengono pertanto le soluzioni elementari wuy, (¢, x) =
bpe 37"t sin(nz), n € N\ {0}, dove b, = ky, cy,. Cerchiamo di ottenere il dato iniziale mediante una

serie di soluzioni elementari:
o0
x) = E by, sin(nzx).
n=1

Si ha allora:

2 2 g
by, = / e’ sin(nx) ([e sin(nz)|5=5 — n/ e” cos(nx) dw)
T Jo 0
_2 —nle” cos(nx)]5=5 + n/7T —ne’ sin(nx) dx | = 2 (—n(e”(—l)” —-1)— n2Zh )
o z=0 0 o 27"
1—
quindi b, = —( e(=1)")n . Si ottiene quindi la serie:

T 14+ n2

2 o= (L—em(-1)"
u(t,z) = - ; ( 16_’_(n2) )n6736"2t sin(nzx).

Osserviamo che il modulo del termine generale della serie e della serie delle derivate di ogni ordine in z
oF- 2(1)1 *36”2"/, dove C' ¢ una costante che dipende solo dall’ordine di derivazione
e p(n) ¢ un polinomio in n. Pertanto su ogni compatto di ]0,4+o00[x[0, 7] si ha che la serie converge
totalmente, e pertanto € una soluzione del problema.

e in t € maggiorato da

Altro modo: consideriamo 'equazione di partenza dyu(t, ) — 36 92,u(t, ) = 0, moltiplichiamola
per sin(nx) e integriamo in x sull’intervallo [0, 7]

O—/ Opu(t, x) sin(nz dl’—36/ u(t, z) sin(nzx) dr

dt (t x)sin(nz) dr + 36n/ Ogu(t, x) cos(nzx) dz

= d/ u(t, z) sin(nz) de — 36n2/ u(t, ) sin(nz) dzx.

Posto 4y, (t) = / u(t, ) sin(nz) dx, si ha %f&n(t) = —36n2,(t), quindi @, () = @, (0)e 36", dove
0

n—e"(—1)"n

i1y (0) = /0 " 00, 2) sin(nz) da = /O " % sin(na) dy

n2+1
A questo punto,
o0
Zun sin(nz) %Z (1 _16+ = n)ne_%"ztsin(nx),
n=1
che conferma, il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 96). Poniamo f(z,y) := —32%y% + 22 + 6y* — 2. Osserviamo che

f(z,y) = f(£x,+y) con tutte le combinazioni di segni, quindi l'insieme ¢ simmetrico rispetto agli
assi e all’origine. Si ha

f(pcos@, psinf) = 6p*sin(0) — 3p* sin(6) cos?(A) + p? cos® () — 2,
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da cui
I :={(pcosh,psinf) € R?: 6p*sin®(#) — 3p*sin(0) cos?(8) + pcos?(8) —2 =10, p > 0, 6 € [0, 2nx]}.
Poiché f € C°(R?; R), si ha che I' = f~1(0) & chiuso. Per vedere se & compatto, poniamo y = mx e
consideriamo f(z, mx) = 6mix? — 3m2z* + 22 — 2. Se f(z,mz) = 0, si ottiene
o —1£v48m* —24m? +1
B 6 (2m* — m?)

In particolare, per m — 1/ V2, il limite dell’espressione precedente & +o00. Quindi la retta y = ma

per m — 1/ V2 tende a intersecare Iinsieme in punti di ascissa illimitatamente grande. L’insieme
non ¢ quindi compatto. Per trovare i punti di intersezione con la retta x = 2 risolviamo 1’equazione
f(2,9) = 0. Si ottiene 2 — 1232 4 6y* = 0, da cui

P = (2,— ;(3—\/6)>,P2= (2,,/3))(3—%6)),
Py = (2,—\/;<3+¢6)>,P4= (2,1/;(3+\/6>>.

Il gradiente di f e dato da:
V(y) = 0uf(2,y), 0y f(2,y)) = (22 — 62y?, 24y° — 627y).

Osserviamo che 0, f(FP;) # 0 per ogni i = 1,2,3,4 & possibile applicare il teorema della funzione
implicita in tutti i punti ottenendo locaclmente x = x(y). Indicata con r; la retta tangente a I' in P;
per ¢ =1,2,3,4 si ha:

ri :Vf(F)-

(
7’1:<\/6—2>x+2\/6—2\/6y20,
7’2:<\/6—2>x—2\/6—2\/6y:0,

)

r3:<2+\/6’ z+2 2<3+x/6)y= ,

r4;(2+\/6)x—2,/2<3+x/6)y:0.

Essendo I' non limitato, non esistono massimi assoluti. Dall’equazione f(x,y) = 0, si ottiene per

2(3y* —1
y # £1//3 che 2% = g%l) Poiché f(x,+1/v/3) # 0, non stiamo escludendo punti di I' dal
Y2 —
. . 2 2 (3y4 - 1) N . . e N
campo di esistenza. La formula x* = i1 > 0 ¢ valida solo se il membro di sinistra ¢ non
y —_
negativo. Questo avviene se |y| < /1/3 oppure |y| > +/1/3 Pertanto:
2(3y*—1)
h = —— = .
(9 571 Y 9(y)

Per trovare i massimi nell’insieme |y| > {/1/3, studiamo dapprima il caso |y| > {/1/3 e |y| < y/1/3 e
poi a parte studiamo |y| = +1/1/3 La derivata di questa funzione &
12(3y* — 1)y N 24°
By2-17 3y’ -1

9'(y) = + 2y,
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e I'unico punto dove si annulla ¢ per y = 0. Questo corrisponde ai punti (++/2,0) dove h vale 2.
Studiamo ora i punti esclusi: f(z,4++/1/3) = 0 se e solo se x = 0, questo corrisponde ai punti
Q+ = (O,i{*/m) dove h vale \/m < 2. Pertanto i punti Q+ sono di minimo assoluto per h
vincolato a T'.

Svolgimento (Esercizio 97). Consideriamo i seguenti cambiamenti di coordinate ¢(x,y) = (u,v)
e p(p,0) = (z,y) dove 1 := =1 :]0, +00[x]0, +00[— R? & data da

x =e", u = logx,
QO(U,, ’U) = (xvy) = { v w(uﬂ)) = (%y) = {
y=e. v = logy.
La matrice Jacobiana di ¢ & diagonale:
e* 0
Jaccp(u,v) - < 0 ev > ’
e il suo determinante ¢ det Jac p(u,v) = e*e” > 0. Posto
1 1
P = (og a7 + (logy)? 2y
si ha:
1
I, = / fop(u,v)|det Jac p(u,v)| dudv = / —— du dv,
¢ 1 (Ra) o= 1(Ra) u? 4+ v?

1
¢ ' (Ry): = {(U,U) ER*: — <vw+v*<a’ uto> \/u2+v2}
o'
Passando in coordinate polari, u = pcosé, v = psin @, si ottiene:

1
¢ H(Ry) = {(pcos@,psinﬂ) €ER?: —<p<a,cosf+sinfd>1,0¢ [0,27[']}

a
1] 2 2 2
= {(pcosﬁ,psinQ) eR?: pe ool \2[(3059—1—\2[811(19 > \2[, VRS [0,27]}
(1] 2
= {(pcosﬁ,psin&) eR%: pe ol , sin (%—1—9) > \2[, VRS [0,27?]}
1 T 3
= i 2. — —-< - < —
{(pcos@,psmG)E]R pE _a,a_ g S 4+9_ 4}
1
= {(pcos@,psin@) eR?: pe L ,0 € [O, g]}

Pertanto

a w/2 1 a g 1
I, :—/ / 2pcl@dp—Tr/ p—w<loga—log)—7rloga.
1/aJo P 2 1/a P 2 «Q

Svolgimento (Esercizio 98). Poniamo ﬁ(a:,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(m,y, z) = 0xF1(2,y, 2) + Oy Fa(z,y, 2) + 0. F3(x,y,2) = 222 + 0+ 0 = 2z22.
2
x

. &1 0, I €1 Oy <
rot F(z,y,2) =det | €2 0y I» | =det | & 0, 22 = (—22 —1,2% — 2z, 0) .
53 6Z Fg 53 GZ .7}2 -y

Poiché rot F' # 0, il campo non ¢ conservativo.
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Si ha 4(t) = (—3sin(t), 3 cos(t),0) da cui la circuitazione:

. 27 . 27
fF-df:/O F(y(t))d(t)dt:/o (0,0,9co2(£) — 3sin(t)) - (—3sin(t), 3 cos(t), 0) di = 0.

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:

Vi (u,v) 1 1
Jacp(u,v) = | Vea(u,v) | = (Oup(u,v)|0pp(u,v)) = —2u 2v
Vs (u,v) 2u v

Indicate con Oy p(u, v) e Ayp(u, v)) le colonne di Jac ¢(u, v), ’elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

€1 Oupr Ovp1
do = ||0yp(u,v) A Oyp(u,v)|| = |det | €2 Oupz Opp2
€3 Oups Opps

= /64u2v2 4 (2u — 20)2 + (2u + 2v)2 du dv.
= 2v2/u? (802 + 1) + v du dv.

Per la regola di Binet, indicate con Bj, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (1,1,1) = ¢(u,v) solo se u = 0, v = 1. La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

Jacp(P) =

O O =
NN

La normale unitaria in P ¢ data da:

ooy Oup(P)NOyp(P) (1 1
(P) = [0up(P) A Oyp(P)|| (O’ V2’ \/§>

Il flusso di G = rot F = (G1, Ge, G3) attraverso la superficie 3 & dato da:

G1 0 p(u,v)
(G,%) /G ndo —/ / det | G20 p(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
Gz o p(u,v)

—2u+v) 11 1
//det (u+v)?2=2u+v) —2u 2v | dudv
0 2u  2v
2 2
:/ / 16w + 2u® + 2u%v — 4u? + 16uv® — 2uv? + 8uv — 203 + 4v? dudv
=0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 93 il bordo di ¥ con

l'orientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ~ﬁda:j{ F.0
) 0%

Il bordo 0% della superficie 3 & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [-2,2]. Affinché il bordo risulti
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orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’unione delle quattro curve:

Yi(u) = (u,—2) = (u—2,4—u? u® +4), ue[-22],
Y2 (v) :cp(2,v):(v+2,v — 4,02 +4),ve[-2,2],
Y3(u) == ¢ (—u,2) = (2 —u, 4 —u®, u* +4), u € [-2,2],
Y4(v) = (=2, —v) = (—v —2,v* —4,0* +4) , v € [-2,2].

Le derivate sono date da:

A (u) == (1, —2u,2u) , u €] — 2,2],
Ao (v) := (1,20, 2v), v €] — 2,2],
3(u) := (=1, —2u,2u) , u €] — 2, 2],
J4(v) := (—1,2v,2v), v €] — 2,2].

Si ha quindi:
2
L ::/ F - dy :/ F(yi(u)) - 41 (u) du
Z/Q«U%%ﬁ+4%03+QQJWZm>(LMJMdu

—2

2

:i/ —2u® +ut — 16u® — 48u + 16 du
—2

_ 384

.
e [ P Fla(o)) - 3a(v) do

::/2«U+2y(&4ﬁﬁ,@2+4f,4v+20-(LQu2@cm
2

2
:(/‘ 20° + vt + 200% + 160% + 64v + 16 du
-2
2432

15

- /7 3= / F(y3(u)) - 43(u) du

2
/2Qu—% (u? +4), @«+@ m—2))( 1, —2u, 2u) du

2

:1/ —2u® —ut — 8ud — 16u? — 16u — 16 du

-2
2432

15 °
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— 2 =
I = / Fdy; = / F(a(v) - 4a(v) dv
Y4 -2

= /2 ((v +2)2 (V2 +4), (v® +4)% 40 + 2)) - (=1,2v,20) du
2

2
- / 20° — vt + 120 + 320 — 16 du
-2

s34
s

Sommando i quattro contributi si ottiene:

L+, +13+1, =0,
che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 99). Posto q(z,y) = —x2(e™ —2y) e p(z,y) = (2 — zy) — zy?
I’equazione si scrive nella forma di equazione totale:
w(z,y) = pz,y) dz + q(z,y) dy = —a? (" = 2y) dz + (e™(2 — zy) — 2y?) dy.
Osserviamo che:

Oyp(z,y) — Ouq(z,y) 3w (e™ —2y) 3

q(z,y) gy
Tale funzione e una funzione della sola variabile x, pertanto si ha il fattore integrante

1
_ _— | 3/xdx __

Allora la forma ﬁw ¢ esatta in R?\ {x = 0}, equivalentemente il campo

Glo.y) = (p(:zr,y) q(z, y))

7 |2

¢ conservativo in R? \ {x = 0}. Determiniamone un potenziale. Studiamo dapprima il caso z > 0.
Scegliamo come punto base il punto (1,0) e integriamo il campo lungo una spezzata 7 con lati paralleli
agli assi congiungente (1,0) con il generico punto (z,y), > 0:

V+(x,y):/ /GtO 1Odt—|—/G:Ut (0,1) dt
:/1 (;O)d +/0 ($3)dt /1 (téo)dt—i—/qu(iét)dt

T 9 Y ot _ o4 1755% 1 [el= =y
ra [
1t 0 T t“l,, x| =0

Yy _ _ 2
8xv+($,y) _¢€ (2 —xy) —zy _ p(z,y)
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Studiamo ora il caso z < 0, scegliamo il punto base (—1,0) e procediamo come nel caso precedente
(questa volta con = < 0)

~(z,9) /G Z:/ a, 0)-(1,0)dt+/0yé(x,t)-(0,1)dt

1
[ p(t,0) / q(z,t) __/“” p(t,0) _/y q(z,1)
_/ s dt+ M dt = T dt e dt

Y ot _ o 1 t=x 1 tx t=y
/ dt+/ dt:—[—Q] +[6—t2]
x = Tl t=0

Verifichiamo il risultato ottenuto, per z < 0:
- e(2 —ay) —ay® _ pla,y)
0V~ (2,y) = — 23 = ’x|3
- e =2y  q(z,y
OV~ (z,y) = _al )

@ |z

Trascurando le costanti additive, possiamo quindi definire un potenziale su tutto R? \ {z = 0}:

ey _ xy2 ety _ xy2
2 -

V(z,y) = —sign(z)

L’equazione V (z,y) = ¢ definisce implicitamente funzioni y = y(x) soddisfacenti a:

dy _ %V(zy) _ pla,y)
d‘r ayv(xa y) Q(l', y)

nei punti dove x # 0 e q(z,y) # 0. In particolare, le soluzioni non sono mai definite su tutto R. Sia
y = y(x) una soluzione definita in |0, [ per qualche € > 0 e sia {z;};en una successione in |0, e[ con
z; — 07 tale che {|y(z;)|}ien ammetta limite. Supponiamo per assurdo che tale limite sia finito e
valga L. In particolare, a meno di sottosuccessioni ancora indicate con {y(z;)}ien, si ha che y(z;)
ammette limite finito uguale a +L. D’altra parte si ha V(z;,y(z;)) = ¢ € R costante per ogni i € N,
pertanto si dovrebbe avere per ogni ¢

—ex? = ) pfy ()

da cui, al limite, si ottiene un assurdo sia nel caso +L che in quello —L. Pertanto se y(x;) ammette
limite, esso ¢ 400 0 —o0, quindi se |y(z;)| ammette limite, allora |y(z;)| — +o0. Si conclude che

liminf |y(xz)] = lim x)| = +o0,
o ly(2)] . OJZU( )l
come voluto.

Svolgimento (Esercizio 100). Posto f(x,y) := 4a* + 522 — 6xy + 4y*, si osservi che f(
f(—z,—y), quindi 'insieme ¢ simmetrico rispetto all’origine. Si ha poi che (0,0) € I' perché f(0,
Si ha

f(pcos@, psinf) = 4p*sin @ + 4p* cos @ + 5p? cos? @ — 6p? sin f cos 6
= p*(4p*sin? O + 4p? cos? O + 5 cos? @ — 6sin f cos 0)
= p*(4p*(sin? O + cos 0) + 5 cos? @ — 6sin A cos 6)

Pertanto si ha:

\/cos O(5cosf — 6sin6)

= {(pcosG,psinH) L p= (s 0 & cost 0) ,p>0,0c¢ [0,277]}.
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e tale scrittura comprende anche l'origine per § = 7/2. Osserviamo che nell’espressione di p, il
numeratore del radicando ¢ limitato infatti cos 6(5 cos§ —6sinf) < 11, e al denominatore si ha sempre

1
cos® 0 4 sin? @ = (sin? 6 + cos® §)% — 2sin®Hcos® H = 1 — 3 sin?(26) > 1/2.

Si ottiene quindi p < 1/11/2, quindi l'insieme & limitato. Dato che f & continua e I' = f~1(0), esso &
anche chiuso e quindi essendo chiuso e limitato e compatto.

Consideriamo ora f(z,z) = 0. Si ottiene 22 (82° — 1) = 0 da cui z = £1/V/8. Quindi P, = —P, =
(1/v/8,14/8). Calcoliamo il gradiente di f:

Vf(z,y) = (162 4+ 10z — 6y, 16y> — 6).

3 1
La tangente 7; in P; ¢ data da Vf(P;) - ((z,y) — P;) =0,i=1,2, ovverory : y = ?x WG e la retta
3 1
ro € la simmetrica rispetto all’origine di 71, quindi ro : x = Y _ ——. In ambo i casi, tali rette non

2 42

sono verticali, quindi 9, f(FP;) # 0, ¢ = 1,2 e si puo esplicitare y = y(x) nell’intorno di P; e P.

Consideriamo l'intersezione di T' con le rette y = max. Da f(z,mx) = 0 si ottiene 2% = g,(m) =

1
Om = 5 . Sostituendo, si ha che
41+m?

6m —5
ma

H(m) := h(z,y)r = , m >5/6.

Poiché h(z,y) > 0, se m = 5/6 si ha che h ha un minimo assoluto vincolato corrispondente al punto

20 — 18
2?2 = g(5/6) = 0 e 4> = m?2% = 0, quindi a (0,0) dove vale 0 Derivando, si ha H'(m) = 757”,
m

nulla solo per m = 10/9 > 5/6. Osservando che H(5/6) =0 e hm H(m) =0, si ha che m =10/9 e

punto di massimo, da cui i punti di massimo ()1 = %, 10 %) dove la funzione vale

2187
H(10/9) = 5505-
Svolgimento (Esercizio 101). In coordinate polari, si ha 2 = pcosf, y = psinf e dzdy = pdpd6.
R:={(pcosf,psinf) e R*: p>0,0€[0,7/2], cosh < p<2cosf},

da cui, posto z = cos? 6, dz = —2cosfsinb,
w/2 r2cosf 2 0 0 /2 2 cos 6 92
I—/ / ,0 cos fsin dpdG:/ sin @ cos 0 P 5 dpdf
cos 0 1+p ) 0 cos 1+P

_ / sin 6 cos Olog (1 + p?)]2%50 do
0

w/2
= / sin 6 cos 0(log(1 + 4 cos? §) — log(1 + cos® 6)) df
0

0 1
= —;/1 (log(1+4z) —log(l +z2))dz = ;/0 (log(1 + 42) —log(1 + z)) dz

= %[zlog(1+4z) log(1 + 2)]25 - ;/01 (1 - > =

+4z 1+z
;(log5—10g2)_;/01<<1 ) ( )> "
:;(log5—log2)—;/01 <_1 >
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z=1

1
(logh —log2) + [4 log(1 +4z) —log(1 + z)}
z2=0

1

2

1/1 )
(log5—log2)+§ <4log5—log2> = §10g5—log2.

N = N =

Svolgimento (Esercizio 102). Poniamo ﬁ(m,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ($7ya Z) = 8xF1(m7y7 Z) + ayF2($>y7Z) + 3ZF3(:E,y,z) =Yz +1+2= Yz + 3.

~ e1 0, Iy
rot F(z,y,z) =det | €2 0, F»
es 0, Fj3
e1 0 xyz
=det | &2 0y, = (0,zy, —x2).
€3 0, 2z

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo.
Si ha (t) = (—3sin(t), 0, cos(t)) da cui la circuitazione:

-, m . . I . . _ 2 : _
7{/ Fodo = /0 Fv(t) - 4(t) di = /0 (0,0,2sin(t)) - (—3sin(t), 0, cos(t)) di /0 in(20) dt = 0.

Lo Jacobiano della parametrizzazione e dato da:

VQO:[ (’LL, U) 1 2v
Jacp(u,v) = | Vpa(u,v) | = (Oup(u,v)|0pp(u,v)) = —2u 1
Vs (u,v) 2u  2v

Indicate con 0,¢(u, v) € Oyp(u, v)) le colonne di Jac ¢(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ € dato da:

€1 5u901 3@@1
do = [|Oup(u,v) A Opp(u,v)|| = |det [ €2 Oup2 Oupa
€3 Oups Opp3

=/ (—4uv — 2u)? + (4uv + 1)2 + (duv — 20)2 du dv.
= /(20 — 4uw)? + 4(2uv + u)? + (4uv + 1)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det” By + det” Bs.
Si ha che P = (0,0,0) = ¢(u,v) solo se u = 0, v = 0. La matrice Jacobiana di ¢ in P ¢&:

Jacp(P) =

OO =
O = O

La normale unitaria in P ¢ data da:

" 10up(P) A Oe(P)]| (0,0,1).
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1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:

. . 2 9 F1 o p(u,v)
O(F. %) = / F-ndo ::/ / det | F3 ogo(u v) | Jacp(u,v) | dudv
by

F3 0 ¢(u,v)
2 L9 (U—UQ)(UQ—I-UQ(U +v) 1 2v
= / / det vV —U —2u 1 du dv
—2J-2 2 (u2 + v2) 2u v

+ 2v (—2u (v — u2) (u + v2) (u2 + v2) +u? — v) du dv
7808
105 °

1l flusso di G = rot F = (G1, G2, G3) attraverso la superficie 3 & dato da:

Gl OQD("LL 'U)
(G, %) /G ndo —/ / det | Gaop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
G3 0 p(u,v)

2 42 0 1 2v
= / / det (v — u2) (v2 + u) —2u 1 du dv
—2J-2 — (v +u) (V¥ +0?) 2u 2w
2
= / / —8utv — 8ulv3 + 2uv — u? — 2u%0? + 3uPv? — 4uv® + duv? — 3uv® — vt du dv
1024

15 -

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 93 il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ-ﬁda:% F.e
by 0%

Il bordo 9% della superficie ¥ & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [—2, 2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’unione delle quattro curve:
71 (w) = (u,—2) = (u+4, —u? — 2, u? +4),ue[-2,72],
Y2 (v) == (2, ):(v +2,0—4,0° +4),ve[-2,2],

v3(u) :=p (—u,2) = ( —u,2 —u?u? —|—4),u€[—2,2],

Y4 (v) == 9 (=2,—v) = (v —2,—1)—4,1;24—4),1)6 [—2,2].

Le derivate sono date da:

A (u) = (1, —2u,2u) , u €] — 2,2],
in(v) = (20,1,20), v €] — 2,2],
A3(u) == (=1, —2u, 2u) , u €] — 2, 2],
Ag(v) := (20, —1,2v), v €] — 2,2].
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Si ha quindi:
— 2 —
o [ Fein= [ Fonw) s da

" -2
2

= / (—(u+4) (u® +2) (v +4),—u® = 2,2 (u? +4)) - (1, —2u, 2u) du
-2
2

= / —u® — dut — 24u% + 12u — 32du
-2

1536
=

2
I = / F oy = / Foa(0) - da(w) o

2/2 (v—4) (v*+2) (¥ +4),v—4,2(* +4)) - (20,1,20) du
-2

2
I3 3—/ ﬁ-d’y3—/ ﬁ('yg(u))-"yg(u) du
3
2/2 ((w—4) (u? - 2) (u? +4),2 - u? 2 (u? +4)) - (~1, -2u,2u) du

2
:/ —u® 4+ du + 4u® + 8u® + 20u — 32 du
—2
512
15 °
— 2 —1
1 :Z/ F - dyy :/ F(y4(v)) - 4a(v) dv
Y4

-2

=/2 (v —4) (v* = 2) (V*+4),0—4,2 (v +4)) - (20, ~1,2v) du
-2

2
:/ 2w —4) (v =2) (v +4)v+4 (v* +4) v —v+4du
-2
2416

C 105

Sommando i quattro contributi si ottiene:

1024
L+L+I3+1y=———,
15
che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 103).  Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(t,z) = T(t)X (z).

Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(t) X (x) si ottiene:

T(t)+27(t)  X(z)
M xX@) %
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da cui il sistema:

T(t) +2T(t) — AT(t) = 0.

Dalle condizioni iniziali si ha u(t,0) = T'(#)X(0) = 0 per ogni ¢t > 0. Pertanto deve essere X(0) = 0.

Analogamente, da u(t,7) = 0 per ogni ¢t > 0 si ricava X (7) = 0. Pertanto risolviamo X (z) = AX (z)

soggetta a X (0) = X(x) = 0. Il polinomio caratteristico & pu? — A = 0, il cui discriminante & A = .
Se A > 0, le radici sono 1 = —ug con u1, u2 € R, pertanto I'equazione ammette soluzioni

{Xo:) = AX(z),

X(z) = cx1e™ + ¢y 0™,

Sostituendo la condizioni al contorno X (0) = 0 si ha ¢y = 0 e sostituendo ancora X (m) = 0 si ottiene
anche cy 1 = 0. Quindi il caso A > 0 non ¢ accettabile.

Se A = 0, le radici sono p; = pe = 0 con pup,p2 € R, pertanto 'equazione ammette soluzioni
X(z) = eaq + capx. Sostituendo le condizioni al contorno X (0) = X(7) = 0 si ottiene ancora
cx1 = ¢y 2 = 0, quindi il caso A = 0 non ¢ accettabile.

Se A < 0, il che si verifica per A < 0, le radici sono 1 = —pg con p; = —ug = i\/|A\| € C\ R,
pertanto I'equazione ammette soluzioni

X(z) = ex1cos(z/|A]) + exnzsin(z/|A]).

Da X(0) = 0 si ricava che c¢y; = 1. Sostituendo X (m) = 0 si trovano soluzioni non nulle solo se
VA =n conn € Z. Quindisi ha A = —n? n € N\ {0}. In tal caso le soluzioni sono tutte della forma
Xn(x) := apsin(nz), n € N\ {0}

Consideriamo ora 'equazione per T'(t) relativa a questi valori di X, ossia Ty, (t) + 2T}, (t) + 12T, (t) =
0. Il polinomio caratteristico di questa equazione & pu? + 2u + n? = 0 le cui radici sono date da

w1 = po = —1sen =1, altrimenti 3 = —1 —iy/|1 — n?| e po = —1+14/|1 — n?|. Si ottiene quindi:
Ty (t) = d1716_t + d271t6_t = 6_t<d1,1 + dz,lt),
T,(t) = e " (d1n cos(tv/n? — 1) + da ., sin(ty/n2 — 1)).

Dalla condizione d;u(0,z) = 0, si ha T(0)X(z) = 0 da cui 7(0) = 0, pertanto sostituendo nelle
espressioni

Ti(t) = — e H(dig + daat) + dage,
Tn(t) = — e t(dyp cos(ty/n2 — 1) + da, sin(ty/n2 — 1))+
+ e H(—dypnsin(ty/n? — 1) + da,, cos(ty/n2 — 1)),
si ricava 0 = Tl(O) =—di1+dy1e0= Tn(t) = —di, + da . Quindi, si ha
Ti(t) = e1(1+t)e Tn(t) = ene *(cos(ty/n2 — 1) +sin(ty/n2 — 1)).

Costruiamo quindi la serie delle soluzioni elementari w, (¢, x) = T,,(t) X, (z) ponendo b, = ane, € R:

+00
u(t,z) =Ty () X1(z) + Y Tn(t) Xn(z) = bi(1+t)e 'sina+
n=1

o0
+ Z bne t(cos(tv/n? — 1) +sin(ty/n? — 1)) sinna.
n=2

Sostituendo la condizione a t = 0 si ha

o
u(0,2) =x = by sinx + an sinnt.

n=2



234 SOLUZIONI

Quindi i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli seni della funzione
g(z) =z in [0, 7]. Per calcolarli, consideriamo il prolungamento dispari di g a [, 7]. Esso coincide
con ¢ e si ha:

2 [T 2 [T
by, = / g(x)sin(nx) de = / zsin(nz) dx
™ Jo ™ Jo
2 [ — S 2(—1)"*!
_2 [xm(m‘)] + 2 7 costnay e = 25D
s n w0 N7 Jo n
Si ottiene pertanto la soluzione (ricordando che by = 2)
= (-1
u(t,r) = 2(1 +t)e 'sinz + 2 Z ~—— e t(cos(ty/n? — 1) 4 sin(ty/n? — 1)) sinna.
n
n=2

Tale serie converge uniformemente, pertanto definisce una funzione continua. Tuttavia derivan-
do due volte in z sotto il termine generale della serie si ottiene in modulo |ne~*(cos(tvn? —1) +
sin(tv/n2? — 1)) sinnz| che diverge lungo successioni opportune z,, = 1/n, t, = v/2/v/n? — 1. Quindi

la serie trovata non € una soluzione classica del problema.

1
Svolgimento (Esercizio 104). Poniamo f(z,y) := 2% — 32%y + xy?> — —=. Si ha

66
1
cos, psin@) = p3cosf(1 — 3sinfcosh) — ——.
flp psinf) = p ( )= 5 7
I punti con cosf = 0, cioé § = 7/2, 3w/2 non appartengono a I'. Quindi non vi sono intersezioni con

I'asse delle ordinate. Analogamente quelli con 1 — 3sinfcosf = 0, cioe 1 — 3sin(20)/2 = 0 ovvero
sin 20 = 2/3, quindi

e .21 .2 +1 .2 3 1 .2
resin —, — — arcsin — —arcsin —, —m — — arcsin —
arcs 33 T — arcs 3 , T arcs m arcs 5[

2 372 2
non appartengono a I', pertanto, dividendo per tali espressioni, possiamo scrivere:
1
p(9) p=0,0¢€0,2n)

B \/6‘{‘/C0$9(1 — SSinﬁcosﬁ)’
Per rispettare la condizione p > 0 studiamo il segno del membro di destra. Esso e positivo se § € 1
con

I — 07 U 3 U 5 U 5 2

1
= cos, psinf) e R?: p = ,0el,.
{(p P ) P V63/cos0(1 — 3sinf cos §) }

Poiché
lim f) = +oo,
9—)8]\{0,271’}p (9)
oel
I'insieme pud ammettere asintoti di coefficiente angolare tané con 6 € 91 \ {0,2x}. Da f(x,mz) =0
si ricava

. (m) = ma(m) = m
\/6(m2—3m+1)1/3’ y(m) =mx(m) = \/6(m2—3m+1)1/3

Da queste relazioni si ritrova che |z(m)| — oo se m — m* = (3 4+ +/5)/2. In entrambi i casi
limy,, s+ y(m) — ma(m) = 0, pertanto si ha ¢* = 0 in entrambi i casi. Quindi y = (3 £ v/5)x/2

x(m) =
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sono asintoti dell’insieme. Rimane da controllare il candidato corrispondente a cosf = 0, ovvero alla
retta verticale z = 0. Da f(py,y) = 0 si ricava

1 p2/3

y(p) = N T x(p) = py(p) = NS

da controllare per p — 0. Si ha lim,_,o pz(p) — y(p) =0, da cui z = 0 & asintoto per 'insieme. Poiché
I'insieme ammette asintoti, non puo essere compatto.

Per determinare le intersezioni con gli assi, studiamo f(0,y) = 0. Tale equazione non ha soluzione,
come gia visto, quindi non vi sono intersezioni con l'asse y. Invece f(x,0) = 0 ammette = 1/v/6
come soluzione. Pertanto si ottiene l'unica intersezione P(1/1/6,0). La tangente in tale punto & data
da (Vf(P),(x — 1/v6,y) = 0, ovvero y = z — 1/1/6. Poiché 9,f(P) # 0, si ha che T' definisce

implicitamente una funzione y = y(z) in un intorno di tale punto.

L’insieme non & compatto, quindi non & garantita 1’esistenza di massimi e minimi assoluti di A
vincolati a I'.
Utilizziamo la parametrizzazione h(z,y)r si esprime in coordinate polari come:

sin f cos 0
6(cos (1 — 3sinf cos 0))2/3

in 20
- i p>0,0¢l.

3 2/3°
3 <cost9 <1 -3 sin29>>

E evidente come se sin20 — 2/3, 6 € I, ovvero lungo uno degli asintoti, si abbia g(#) — 400, quindi
non vi sono massimi assoluti. Se § — 37 /2%, ovvero lungo laltro asintoto, si ha:
sin @ cos!/3 0

0) = 0.
9(0) 6(1 — 3sind cos §)2/3 ~

g(0) :=p*(0) sinf cos § =

Pertanto dato € > 0 esiste R > 0 tale per cui se (pcos@, psinf) € I' con p > R, allora

h(pcos@, psinf) > —e.

Studiamo a parte il caso Vf(x,y) = 0: si ha necessariamente x = y = 0 ma (0,0) ¢ T". Appli-
chiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e poniamo L(x,y,\) := h(z,y) + Af(z,y), risolviamo
VL(z,y,A)=0.

A (322 — 6zy + %) +y =0,
)\(Q:I:y—?)xz)—l—:lszo,

3 _ 2 2 _ 1 __
x® — 3y + xy 6\/6_0'

Se A = 0 si ottiene dalle prime due equazioni x = y = 0, ma la terza non & soddisfatta, quindi A\ # 0.
Si ha necessariamente x # 0 perché I" non interseca 1’asse delle ordinate. Se y = 0 si ottiene z = 1/1/6
dalla terza equazione. Sostituendo nella prima si ottiene pero x = 0, contraddizione. Quindi si ha
x # 0,y # 0, A\ # 0 e quindi ¢ possibile esplicitare 1/ dalle prime due equazioni e uguagliarle: si
ottiene

322 — 6y + 1>

Y

=2y — 3z,

daculiyyr =z (:I:ﬁ — 3) /2. Si ha poi:

0= f(z,ys) = (13:|:3\/ﬁ) i 6\1/(3
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e quindi si hanno le soluzioni:

P 1 V2143
T \WV6(13+3v21)1/37 2/6(13 4 3v/21)1/3 )

P 1 V21 -3
T\ VB(13 - 3v21)1/3 20/6(13 — 3v21)1/3 )

cui corrispondono:

B V21 +3 V213
h(P-) = 12031 3V <0, h(Py) = 1213 — 3v21)25

Quindi il punto di minimo assoluto ¢ quello corrispondente al valore strettamente negativo, ovvero

P_. Non vi sono massimi assoluti.

Altro modo: poniamo
m

- _ 2 —
k(m) := x(m)y(m) = mx“(m) = 6(mZ — 3m £ 1)2/3
1 B m(2m — 3) _ -m?-3m+3
6(m2—3m—+1)*> 9(m2-3m+1)"2 18(m2—3m+1)°?

K'(m) =

1 1
la derivata & nulla per m_ = = (=3 — v21), my = B (V21 = 3). Siha k(m_) < 0, k(m4) > 0, quindi
il punto di minimo ¢ P_ = (x(m_),y(m-)).
Svolgimento (Esercizio 105). In coordinate polari: x = pcosf, y = psiné, dedy = pdpdb, si ha
T/6<0<m/3, p>0,1<p<3.
w/3

3 /3 3
I= / / tan®@(plog p)pdpdh = / ((tan®6 + 1) — 1) df - / p*log pdp
1 Jn/6 /6 1

3 p=3 3
_ 2 T 26
— [~0 + tang])="/3 [’)1 ] —”/ 24 _<—> <91 3-).
[ an ]9_7;/6 3 og p 3 1 1Y 14 \/g 6 og 9

p=1

Svolgimento (Esercizio 106). Poniamo ﬁ(x,y, z) = (Fi(x,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divF(z,y,2) = 0, F\(z,y, 2) + OyF(z,y,2) + 0. F3(x,y,2) =2+14+0=2+1.

. 61 aa: Fl 51 (% xTrz
rot F(xz,y,2) =det | €2 0y Fp | =det | e 0y y+=z =(—2y—1,—2,0).
es 0, Fj3 & 0, a*—y?

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo.
Si ha 4(t) = (—sin(t), 3 cos(t) + 1,0) da cui:

frea= | B0 A1) d

/%(O,t + 3sin(t), cos®(t) — (t + 3sin(t))?) - (= sin(t), 3cos(t) + 1,0) dt

[e=]

2m
/ (t + 3sint)(3cost + 1) dt = 272
0
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FIGURA 14. L’insieme definito da 2% — 32%y + 2y? = 67\/6’ i suoi asintoti x = 0 e

y = (3+ v5)z/2, e la retta che lo interseca nel punto P_ di minimo vincolato per zy.

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:

Vi (u,v) 11
Jacp(u,v) = | Vea(u,v) | = (Oup(u,v)|0pp(u,v))=| -1 1
Vs (u,v) 2u  2v

Indicate con 9,¢(u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:

€1 Oupr Ovpr
do = ||Oup(u,v) A Oyp(u,v)|| = |det | €2 Oupa Oup2
€3 Oups Opp3

= /(—2u — 20)2 + (2u — 2v)2 + 4 dudv = 2v/2u? + 202 + 1 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Bg, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u, v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere

ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det? Bs.
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Si ha che P = (1,1,1) = p(u,v) solo se u = 0, v = 1. La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

1 1
Jacp(P)=| -1 1
0 2

La normale unitaria in P ¢ data da:

copy_ Qup(P)ANOop(P) (1 1 1
e = 10up(P) A dup(P)]| _< V3’ \/§x/§>

1l flusso di G = rot F = (G1,Ge, G3) attraverso la superficie 3 ¢ dato da:
. . Gl o cp(u, ’U)
(G, Y) = / G- ndo ::/ / det Ggogo(u,v) Jacp(u,v) | dudv
> Gs o p(u,v)
2v—u)—1 1 1
1

2 2 —
= / / det —uU—v -1 du dv
—2J-2 0 2u 20

2
:/ / (—6u? + 2u + 6v* 4 2v) du dv = 0.
2

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto % il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ-ﬁda:jé F 0.
) o

Il bordo 0% della superficie X & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [—2, 2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento € data dall’unione delle quattro curve:

1 (w) :go(u,—Q):(u—2,—u—2,u2+4),u€[—2,2],
Y2 (v) == (2,v) = (v—|—2,v—2,v2—|—4),v€[—2,2],

3 (u) :go(—u,Z):(2—u,u—|—2,u2—|—4),u6[—2,2],
Y4(v) == p (=2,—v) = (—v—2,2—v,v2 +4),ve[-2,2].

Le derivate sono date da:

= (1,-1,2u), u €] - 2,2],
=(1,1,2v), v €] — 2,2],

= (~1,1,2u), u €] - 2,2],
(—1,-1,2v), v €] — 2,2[.
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Si ha quindi:

2
o / Fody = / Fnu) 51 w) du
Y1 -

2/2 ((u—2) (u? +4) ,u> —u+2,-8u) - (1,-1,2u) du
-2

2
:/ u3—19u2+5u—10du:—%.
-2

b [ Fean= [ P Al do

:/ (v+2) (U2+4),U2+U+2,81})-(1,1,2’0) du
-2

2

424

_/ 03 4+ 190% 4+ 50 + 10 du = =
2

73

— 2 —
L= [ Frdy= / F(aw) () du
2

/ (—(u—2) (u® +4),u* +u+6,—8u) - (—1,1,2u) du

N o

2
:/ u3—17u2+5u—2duz_ﬁ-
_9 3
— 2 =
I = F-dm:/ F(74(v)) - Ja(v) dv
Y4 -2

=/2 (—(v+2) (v* +4),0* +v+6,0) - (—1,~1,2v) du

2

2

:/ v3+17v2+3v+6du:%.
-2

Sommando i quattro contributi si ottiene I; 4+ Is 4+ Is + Iy = 0 che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 107). Scriviamo il sistema nella forma Z = Az + B ponendo

20 —72 e
2= (z,y), A:< 6 22 ) B=| Zu
2
Essendo 'equazione in z un’equazione lineare, la soluzione e definita su tutto R. Derivando la prima
equazione si ha # = —20& — 729 + 3e~2!. Sostituendo la seconda si ottiene

—2t
&= —20& — 72 (690 + 22y + 62) +3e 2,

Esplicitando y dalla prima si ha:
3672t

2y = —x — 20z —

Sostituendo nella relazione precedente:
—2t

3
= —20& — 7262 — 362t — 22 (:g —90p — 2 > + 3¢ = 24 + 8z.
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Si ottiene quindi I’equazione per z(-):
Z(t) — 2&(t) 4+ 8z(t) = &(t) — Tr(A) & + det(A) z = 0.

Il polinomio caratteristico & A2 — 2\ — 8 le cui radici sono A = 4 e A = —2. Pertanto la soluzione
generale per z(-) & z(t) = cre* +c2e™ 2, quindi & = 4ejett —2c0e?!. Sostituendo nella prima equazione
e risolvendo in ¥ si ha:

3
72y(t) = —24ce™ — 5 (122 +1) e 2t

Riassumendo, la soluzione generale del sistema é:

z(t) = cre® + coe™?,
y(t) = —10164’5 1 (12¢co + 1) e %
3 48
Sostituendo la condizione
1 C1
P = (150) = (CL‘(O),y(O)) = Cl+0277(71262*1)77 )
48 3
si ottiene ¢; = —13/4 e co = 17/4. Poiché 1tlier x(t) = —oo, la soluzione vyp(-) non & limitata per
— 400

t > 0. Per avere soluzioni limitate ¢ necessario e sufficiente che ¢; = 0, ovvero che

y(0) = —%(1%(0) +1).

Pertanto tutte le soluzioni che al tempo ¢ = 0 partono dalla retta 12x + 48y + 1 = 0 sono limitate e
inoltre per ¢ — +o0o tendono asintoticamente all’origine.

Svolgimento (Esercizio 108). Osserviamo che, per n sufficientemente grande si ha:

e " +n?—logn n+n?4+n| _3n®> 3
n®+e 241 cos(nz)| < n® S SR
arctann + n — log 6n n+n+6n 8
cos(nz)| < < —
nb 4 e 4+ 3 nb n®

pertanto esiste M € N\ {0} tale che

> e " +n?—logn

nt4e2n 41

sup cos(nx)

n=M z€eR

=1

<3 —

S Zn3<+oo,
n=M

= arctann + n — log 6n

nb +e=5m 43

sup cos(nz)

[e'¢)
1
n:MxE]R n

n=M

quindi la serie converge totalmente, uniformemente, puntualmente e in L?(—m, 7). Si puod quindi
integrare termine a termine, osservando che, essendo l'intervallo di integrazione pari al doppio del
periodo, tutti i termini in coseno non danno contributo:

3w 3T 5
S(z)dx = / 5= 107.

Avendo convergenza totale, in particolare uniforme, ed essendo le somme parziali continue, si ha che
S(-) & continua. Poiché il coseno & pari, si ha che & anche pari. La serie delle derivate ha come termine
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generale:
-n 2_1 2 3 2 3
e 5171_% fgln(—nsin(nx))‘ < n(n+—72+n) <<
n° +e n n n
arctann + n — log 6n . n+n+6n 8
e 3 <”Sm<”‘”>>‘ S i

pertanto anch’essa converge totalmente ad una funzione continua. Si conclude che S(z) e di classe
C'. Dall'uguaglianza di Parseval, si ha:

™ Jo - 9 —~ n n — 2 )
dOVe 1 T 1 ™
ap = / S(z)dx =5, ap = — S(z) cos(nz) dx, b, = 0.
), 2w ) o
quindi

/7r 1S(2)|* dx > 257 /2.

—T
Vale 'uguaglianza se e solo se a,, = 0 per ogni n, ma cio & falso perché S(-) non & costante, quindi la
disuguaglianza e stretta.

Svolgimento (Esercizio 109).  Poniamo f(x,y) = (2% + y*)?* + 22y — (2% + ?)%. Si ha che
f € C*(R?). Poiché f(x,y) = f(—x, —y), 'insieme & simmetrico rispetto all’origine, e poiché f(x,y) =
f(y, ) esso & simmetrico anche rispetto alla bisettrice del I-III quadrante. Si ha f(pcos@, psinf) =
0%(p® — p? +sin(20)). Per 6 = /2 si ottiene che p® — p? +sin(260) = 0 ammette come soluzione p = 0,
pertanto:
I':={(pcosb,psinf) € R*: p° — p® +sin(20) =0, p >0, 6 € [0,27]} .

Poiché f & continua, I' = f~1(0) & chiuso. Dall’espressione in coordinate polari si ha che |p — p?| =

|sin26| < 1. Poiché liril 0% — p?| = +o0, si ha che non possono esistere successioni di punti
p—+oo
(Tn,Yn) = (pncosby, p,sind,) tale che p, — +oo, altrimenti la relazione |p® — p?| < 1 verrebbe

violata. Quindi I' & limitato. Essendo anche chiuso perché I' = f~1(0), controimmagine tramite una
funzione continua di un chiuso, I' & compatto. Si ha f(x,0) = 28 — 2* = 2*(x — 1)(z + 1), pertanto
le intersezioni di I' con ’asse delle ascisse sono date da P5(0,0), P;(1,0), P»(—1,0). Applichiamo la
simmetria rispetto alla bisettrice per determinare le intersezioni con ’asse delle ordinate: P5(0,0),
P5(0,1), P4(0,—1). Il gradiente di f & dato da:

Vf(x,y) = (8:r (x2 + y2)3 — 4z (x2 + yz) + 2y, 8y (:c2 + y2)3 — 4y (ac2 + yz) + Qx) ,
si ha quindi Vf(P1) = =V f(FP) = (4,2), Vf(P3) = =V f(Py) = (2,4). Essendo 0,f(P;) # 0,

i =1,2,3,4, I'insieme definisce implicitamente funzioni y = ;(x) di classe C! in un intorno di ciascun
P;,i=1,2,3,4. L’equazione della tangente in un punto P(xg, yo) ¢ datada V f(xg, yo)-(x—x0, y—yo) =

0. Nel nostro caso, la tangente in P; ¢ data da y = —2x + 2, la tangente in P, simmetrico rispetto
all’origine di P; e data da —y = 2z + 2, ovvero y = —2x — 2. La tangente in P3, simmetrico di P;
rispetto alla bisettrice, ¢ data da x = —2y + 2, ovvero y = 1 — x/2. La tangente in Py, simmetrico di

P rispetto all’origine, & data da —y = 1+ /2, ovvero y = —1 — /2.

Si ha h(pcosf, psinf) = p?> > 0. Si ha che h(0,0) = 0 e (0,0) € T, quindi & punto di minimo
assoluto di I'. Dobbiamo studiare quindi i massimi e minimi di p? vincolati p® — p? = —sin(26). In
altre parole, dobbiamo studiare i massimi e minimi di & vincolati da h® — h +sin(26) = 0 e da h > 0.
Questa equazione definisce implicitamente h in funzione di 6 se la derivata parziale rispetto ad h e
non nulla. La derivata & nulla per h = +1/4/3, di questi solo il valore positivo ¢ accettabile e andra
studiato a parte. Negli altri punti h puo essere esplicitato in funzione di 8. La derivata di h rispetto
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a 6 ¢ nulla se § = (2k + 1)7/2, k € Z. Per tali valori di # si hanno quindi gli estremali cercati.
Osserviamo infine che per 6§ = 7/4 + kn, k € R si ottiene I'equazione h® — h = —1. Poiché il minimo
di h® —1 su [0, +oo[ & raggiunto solo in 1/v/3 e vale —%, tale equazione non ha soluzioni accettabili.
Pertanto i massimi (tra loro simmetrici rispetto all’origine) sono raggiunti per § = 37w /4 + kr, k € Z,
quindi nell’intersezione di I' con la retta y = —x.

Altro modo: dobbiamo studiare i massimi e minimi di p? > 0 vincolati dalla relazione p® — p? =
—sin(260). Si ha che (0,0) € I" e h(0,0) = 0, quindi l'origine & il minimo assoluto di h vincolato a I'.
Studiamo preliminarmente la funzione g(p) = p® — p? per p € R. Si ha ¢'(p) = 6p° —2p = 2p(3p* —1).
La derivata si annulla per p = 0, +3-1/4. La funzione g @ strettamente decrescente in | — oo, —3_1/4[,
strettamente crescente in | — 3714 0[, strettamente decrescente in |0, 31/ 4[ e strettamente crescente
in ]371/4, +o0[. Riducendo lo studio a [0, +00[, osserviamo che 0 ¢ di massimo relativo per g, con
g(0) = 0, mentre 3-1/4 & di minimo relativo e assoluto per g con g(3~1/*) = —2/(3v/3). Per p > 3~ /4
& possibile considerare I'inversa ¢! di g. Essa & strettamente crescente da —2/(3v/3) a +o00. Si ha
quindi p = g~!(—sin26) sotto la condizione —sin20 > —2/(3v/3), 6 € [0,2x]. 1l massimo di p &
raggiunto per —sin(260) = 1, ovvero # = 37/4,7r/4. Quindi i punti di I dove p (e p?, in quanto
composizione di p con una funzione strettamente crescente su [0, +oco[) raggiungono il loro massimo
sono dati dall’intersezione di I' con la bisettrice del 11 — I'V quadrante.

Altro modo: utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, definiamo L(x,y,\) = h(x,y) +
Af(z,y) e consideriamo 'equazione VL(z,y,\) = 0. I punti dove V f(z,y) = (0,0) vanno studiati a
parte. Si ha allora:

(x2 + y2)4 _ (x2 + y2)2 422y =0,

A 8x (:1:2 + y2)3 — 4z (562 + y2) + 2y> +2x =0,

A8y (x2 + y2)3 — 4y (w2 + y2) + 23;) + 2y = 0.
Posto y = —x, si ha che le ultime due equazioni sono risolte, pertanto effettivamente vi sono estremali
vincolati a ' che giacciono sulla bisettrice del IT — I'V quadrante. Si ha V £(0,0) = (0,0), quindi (0, 0)
va studiato a parte: h(0,0) = 0, pertanto h raggiunge il suo minimo assoluto vincolato nell’origine. Con

questo metodo risulta difficoltoso determinare se vi siano altri punti di I" soddisfacenti a V f(z,y) =0
e diversi dall’origine oppure altri estremali.

Altro modo: utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrande in coordinate polari, osservando
che h(pcosf, psin@) = p? e che il vincolo & p% — p? + sin(26) = 0 definiamo

L(p,0, 1) = p* + pu(p® — p* +sin(20)),
e studiamo VL(p, 8, ) = 0. L’origine va studiata a parte, cosi come i punti dove le derivate parziali
di p® — p? + sin(26) siano entrambe nulle. La derivata parziale rispetto a 6 & nulla in [0, 27] solo per
0 € {r/4,37 /4,57 /4, 7r/4}, mentre quelle in p per p > 0 si annullano solo in 3~/4. Tuttavia i punti
con 0 € {n/4,3m/4,57/4,7m/4} e p = 3~ /% non appartengono a T', infatti in essi si ha sin20 = +1
ma pb — p? = —%. Quindi I'unico punto da studiare a parte & l'origine, dove h(0,0) = 0 ed & punto
di minimo assoluto. Il sistema dei moltiplicatori di Lagrange diventa:

2p (=3ppt +p+1) =0,

—2p cos(20) =0,

p% — p? + sin(20) = 0.
Dalla seconda equazione si ricava u = 0 oppure 0 € {7/4,37 /4,57 /4, 7w /4}. Se u = 0 si ha p = 0 dalla
prima. Altrimenti, sostituendo nella terza, si ottiene p% — p> = —1 per § = 7/4,57/4, e pb — p? =1
per § = 37 /4, 7w /4. Quindi gli estremali si trovano sulle bisettrici. Osservato che il minimo assoluto
di p — p% — p? su R & raggiunto in +371/4 ed ¢ strettamente maggiore di —1, quindi 'equazione
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p% — p?> = —1 non ha soluzione, si conclude che gli estremali sono caratterizzati dall’essere gli unici
punti di " con @ = 37 /4 e 7w /4, ovvero le intersezioni di I" con la bisettrice del 11 — I'V quadrante.

Pur se non richiesto dal testo dell’esercizio, diamo alcuni suggerimenti per tracciare un grafico
qualitativo di T. Con uno studio della funzione p(p) = p% — p? per p > 0, si ha p(0) = 0, p(-)
¢ strettamente decrescente per 0 < p < 31/4 ¢ strettamente crescente per p > 314 11 minimo
assoluto per p > 0 & raggiunto in p = 3'/4 e vale —%. Pertanto p~' : [-2/(3v/3), +o0[— [3Y/4, +o0] &

3v/3
strettamente monotona. Quindi ’equazione p® — p? = —k non ammette soluzione se k > %, ammette
una soluzione per k = %, ammette due soluzioni per 0 < k < 3\2/3 e una sola soluzione per k < 0.

Pertanto si ha che per sin20 < 0, 6 € [0, 27] esiste una sola intersezione della retta y = tanfx con
I'. Cio avviene per 0 € [7/2, 7] U [37/2,2x]. In questi intervalli, il massimo assoluto di p & raggiunto
per i § dove —sin26 raggiunge il massimo, vista la stretta crescenza di p~! in [0,+oo]. Quindi &
raggiunto nell’intersezione con y = —z, ovvero § = 31/4,7r/4. Per 0 < 0 < 1arcsin(2/(3v/3)) ci
sono due intersezioni con l'insieme diverse dall’origine, che confluiscono per 0% = I arcsin(2/(3v/3)),
quindi la retta y = max con 0 < m < tan 6* interseca I'insieme nel primo quadrante in tre punti di cui
uno ¢ l'origine. D’altra parte da p% — p? = sin 26 si ricava che se p — 07 necessariamente 6 tende ad
uno tra {0,7/2,7,37/2}, pertanto nell’origine confluiscono quattro rami di tangenti rispettivamente
orizzontale (0 = 0, 7) e verticale (§ = w/2,371/2).

Per determinare il valore di tan 6*, consideriamo ora:
flz,ma) = 2*((m? + 1)41‘6 — (m* + 1)2m2 +2m) =: 2%p(z, m).

Per x # 0, l'insieme & rappresentato da p(z,m) = 0. Andiamo a studiare i massimi delle funzioni
m = m(x) implicitamente definiti da tale equazione. Dobbiamo vedere i punti in cui d,p(x,m) = 0,
ovvero

0 = 0,[(m?2? +:U2)4 — (m*2? —l—a:2)2 +2ma?] = 2 (m* + 1)2:5 (3 (m* + 1)2:1:4 — 1) ,

. s 1 . 5 . . .
quindi Z = ii%/m' Sostituendo nell’equazione di I' si ha

2(mr+2m?2—3V3(m2+1)m+1
0= f(em) = 2 F mg(m2+($2+ Jmt1)

da cui

0=m*+2m? - 3v3 (m*+1)m+ 1= (m*+1)(m*+ 1 - 3V3m),

1
OVVEro m4 = 3 (3\/§:|: \/23). Pertanto tan6* = m_, perché 0 < 0* < /4 e m_ < 1 < my.

Riproducendo per simmetria rispetto all’origine e bisettrice, lo studio qualitativo ¢ completo.

Svolgimento (Esercizio 110).

a. Poiché & un polinomio, la funzione g, € di classe C*°(R). Calcoliamone il gradiente:
Vga(z,y) = (200 +6(22 + y)* + 4y, 2( — 3)y + 3(2z + y)* + 4x) .

I punti critici risolvono I'equazione Vg, (x,y) = (0,0), pertanto si ha il sistema:

azr +3(2x +y)? + 2y = 0,
2(a — 3)y + 3(2x +y)? + 42 = 0.
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\\2x—|—y::

FIGURA 15. La curva (22 4 y?)* + 22y — (22 4+ 4?)? = 0 e alcune curve significative.

Sottraendo la prima equazione dalla seconda si ha 2(a —4)y + (4 — a)z = 0. Supposto o # 4,
si ha

y=ux/2

75
(1—|—a)a;+15x2:a:<1+a+4m> =0,

4 2
Si ottengono quindi i punti critici O := (0,0) e Py, := <—75(1 + a), —%(1 + a)). Per a =4

entrambre le equazioni del sistema dei punti critici si riducono a 3(2z + y)? + 4z + 2y = 0,
ovvero 3(2x +y)? +2(2x +y) = 0 quindi (22 + y)(3(2z + y) + 2) = 0. Si ottengono due rette
di punti critici: la retta y = —2z e la retta 6z 4+ 3y + 2 = 0. L’origine appartiene alla prima
di esse. Quindi anche per a = 4 si ha che O ¢ punto critico.

La matrice Hessiana di g, ¢ data da:
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[ 20+242z+y) 1222 +y)+4 (2 4
Hessga(x’”‘( 1222 +y) +4 2(a—3)+6(2x+1y) ) Hessga(0,0)={ 7y 9a—3) )-

Il determinante di tale matrice ¢ Hess go(0,0) = 4 (a? —3a —4) = 4(a + 1)(a — 4). Tale
determinante ¢ pari al prodotto degli autovalori di tale matrice.
(a) Se il determinante € negativo, gli autovalori sono discordi e si ha una sella nell’origine.
Cio avviene per —1 < a < 4.
(b) Se a > 4 si ha che tutti i minori della matrice sono strettamente positivi, quindi entrambi
gli autovalori sono positivi e 'origine € di minimo relativo.
(c) Se a < —1, allora il primo minore della diagonale principale ¢ negativo e il secondo ¢
positivo, quindi entrambi gli autovalori sono negativi e 'origine & di massimo relativo.
(d) Per a = 4 si ha gy(z,y) = 2+ 42 +day + v + 2z +y)° =2+ (22 +y)* + 2z + y)>.
Per (x,y) sufficientemente vicini all’origine, si ha che (2x + y)? > (22 + y)3, pertanto
ga(x,y) > ¢4(0,0) = 2 e l'origine & ancora un minimo relativo.
(e) Pera=—1sihag i(z,y) =2— 22 +day —4y> + 2z +y)3 =2 — (v —2y)2 + (22 +y)>.
In tal caso, se xo & sufficientemente vicino a 0 si ha g_1(wa, 22/2) = 2+ (222 + 22/2)® =
2 + 125y3/8. Tale espressione & maggiore di g_1(0,0) = 2 se 3 > 0 e minore di 2 se
To < 0, quindi O e di sella.
b. La funzione del punto b. & la simmetrica del punto a. rispetto alla bisettrice del I-III
quadrante, pertanto per « # 4 si ottengono i punti critici

2 4
0 := (0,0 P, = 1
(0,0, 3 ( 21 +a) 0 +a>),
mentre per a = 4 si ottengono due rette di punti critici: la retta x = —2y e la retta

6y + 3x + 2 = 0. L’origine appartiene alla prima di esse. Infine:
(a) per —1 < a < 4, si ha una sella nell’origine.

(b) Se a > 4 l'origine & di minimo relativo.

(c¢) Se a < —1, l'origine & di massimo relativo.

Svolgimento (Esercizio 111).

a. In coordinate polari si ha Q := {(rcos@,rsinf) : 6 € [0,7/2],0 < r < sinf}, da cui,
ricordando che dx dy = pdp df:

m/2 psin® 0. ptsint o /2 psind
I ::/ / pcos p/; Sl -pdpdl :/ / cos 0 sin* 9/)4 dpdf
0 0 0

72 1 57p=sinf 1 [7/2? 1 Tsinl0 g19="7/2 1
:/ [p} cosOsin? 6 do = / cosfsin’6dh = = [sm } = —.
0 5 =0 5 Jo 5 10 [op 50

b. Consideriamo la mappa ¢ : Q — R? data da ¢(x,y) = (x — y,x + ). Lo Jacobiano di tale

mappa €
1 -1

il cui determinante ¢ 2. Poiché esso ¢ diverso da zero, la trasformazione ¢ invertibile, sia
Y = o=t Poniamo D = ¢(f). Si ha D = [, 7] x [-1,1] dalla definizione di Q e di ¢,
inoltre Q = (D) e

Jact(u,v) = [Jac ]~} (p(u, v))
da cui det Jac(u,v) = 1/2, pertanto

//fxydxdy—//fowuancz/J(u v)| dudv.
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Nel nostro caso si ha:

—(z—y)?
// / / dudv—O
Q 1+ :H—y o 1+02

in quanto l'integrale in u & 'integrale di una funzione dispari su un dominio simmetrico.

Svolgimento (Esercizio 112). Poniamo F(z,y,z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divF(z,y, 2) = 0uF1 (2,9, 2) + Oy Fa(,y, 2) + 0. F3(x,y, 2) = yz + 292> + 0 = 2y2? + yz.

e 0 I
rot F(z,y,z) = det | & Oy F
e 0. F3
er Or wyz
=det | & 0, y?2? | = (—2y22, Ty — 2, —xz:) .
53 GZ x2

Poiché rot F' # 0, il campo non ¢ conservativo.
Si ha 4(t) = (—sin(t), 0,4 cos(2t)) da cui la circuitazione:

7{ Fea- | B0 A de

((2sin(2t) 4 1) cos(t), (2sin(2t) + 1)2, cos®(t)) - (—sin(t), 0,4 cos(2t)) dt

-]
/ cos(t)(—sin(t) 4 cos(t) + 3 cos(3t))) dt

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:

Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Va(u,v) | = (up(u,v)|0pp(u,v))
Vips(u,v)
1 1
= 2u 2v
0 1

Indicate con 9,p(u, v) e dyp(u,v)) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

€1 Oupr Oppr

do = “6u90(ua U) A av@(”?”)” = |det 52 auSD2 81)902
€3 Oups Ouips

= V4u2 + (2v — 2u)? + 1dudv.
= \/8u2 — 8uwv + 4v2 + 1 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, ’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det? By + det® Bs.
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Si ha che P = (1,2,1) = p(u, v) solo se u =0, v = 1. La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

11
Jacp(P)=| 0 2
0 1
La normale unitaria in P ¢ data da:
Qup(P) N

o dip(P) (o 1 2
") = 18,0(P) A dvo )] <0’ V5 ¢5> |

Pur se non richiesto, non e difficile vedere che il flusso di F attraverso la superficie ¥ e dato da:

. . Fy o p(u,v)
@(F,E):/F~ﬁda ::/ / det | Fhop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
= Fs 0 ¢(u,v)
v(u+v) (u? —i—v +1) 11

/ / det (u + 02+ 1) 2u 2v | dudv
(u+v)? 0 1
2 1 )
:/ / 2uv (u? + v+ 1) (u+v) —v? (v +0* +1)" + (20 — 2u)(u + v)* dudv
2./
50816

315

1l flusso di G = rot F = (G1, G2, G3) attraverso la superficie ¥ & dato da:

2 1 G0 p(u,v)
(G, x%) = / G- hdo = / / det | Gaop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
= Gs o p(u,v)
2 pl —2v (u* +v*+1 1 1
:/ / det [ (u+v) (w*+v2+1)—2(u+v) 2u 2v | dudv
-1 —v(u + v) 0 1

1
= / / —4udv — 8ulv® — 8ulv — v + v — duv® — 8uv? — wv? — duv + u — 3v° + v du dv

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto dY il bordo di ¥ con

Porientamento indotto da ¥ si ha:
/mﬁww:fﬁw
by o

Il bordo 9% della superficie ¥ & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [-2, 2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’unione delle quattro curve:
mu) = ¢(u,—2) = (u— 2, u? —i—5,—2) ,u € [—1,1],
(v) gp(l,v):(v+1,v2+2,v),v€[—2,2],
v3(u) == ¢ (—u,2) = (2 —u,u? + 5,2) ,u € [—1,1],
(v) == 1,—1}):(—v—l,v2+2,—v),v€[—2,2].
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Le derivate sono date da:

A1 (u) :=(1,2u,0), u €] — 1, 1],

Yo (v) == (1,2v,1), v €] — 2,2],
Y3(u) == (=1,2u,0), u €] = 1,1],
A(v) == (—1,2v,—-1), v €] — 2,2][.

Si ha quindi:

1
:/)2@1+@Gwa+wu+@du:£?.
-1

2 —
L= Fdy-= / Foa(0) - a(w) do

"2

2
/ (v(v +1) (v® +2),0* (v’ + 2)2 , (v + 1)2> < (1,2v0,1) du

2 A 5 164
:/ 207 + 8v° + vt + 90 + 3v +4v+1du:?.

2
I = / Fody— / Flra(v)) - 4a(v) dv
Y4

-2

= /2 (U(U +1) (v +2),0* (v + 2)2 ,(v+ 1)2) (=1,2v,—1) du
-2

2

164

:/2J+&@wﬁJ&—m 4wqm——gf
-2

Sommando i quattro contributi si ottiene:
L+ DL+ 13+ 1, =0,
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 113).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(t)X (z).
Sostituendo nell’equazione e dividendo per T'(¢) X (x) si ha:

4X ()T (t) — 2T (t) X" (z)
T(t)X (x)

=0.

Semplificando si ha:
AT'(t)  2X"(x)

W) X@
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Separando le variabili si ottiene:

AT 2X"(2) _
W - x@ R

Si ottengono quindi le due equazioni:
AT'(t) + \T'(t) = 0,
—2X"(z) — AX (z) = 0.
Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(t,0) = T'(¢)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analogamente

X(m) = 0. Studiamo l'equazione per X (z). Il polinomio caratteristico & p(u) = —\ — 2u2, il cui
discriminante ¢ Az(\) = —8A.

Se A, (X) > 0, le soluzioni sono date da:

XA(.CU) = CL)\eix VAs() + CQ’)\eiix \ Az()\).

Dalle condizioni al contorno, si ottiene ¢; y + ¢z = 0 da X (0) =0, quindi ¢; \ = —cz ». Da X(7) =0

si ha:
Cl’)\eiw VAz(A) + CQ’)\G_%T(V Ba(A) = 0,
da cui ¢1y = ¢ ) = 0 essendo A;(\) # 0. Questo caso non € accettabile.
Se Az(A\) = 0, le soluzioni sono date da:
X)\<H?) =C1,\ + TC2 -

Sostituendo le condizioni si ha ¢; y =0 da X(0) =0 e da X (7) = 0 si ottiene ancora ¢y x = 0. Quindi
anche questo caso non e accettabile.

Se Az(A) < 0 le soluzioni sono:

X2 () = e15 cos <ix —Ax(A)> — epysin (ix —AI()\)> |

Sostituendo X (0) = 0 si ha ¢; y = 0. Sostituendo X (m) = 0 si ha
1 1
€1,) COS (477 —Ax()\)> — cp. ) sin (477 —Ax()\)> =0.

1
Dovendosi avere cp ) # 0, e poiché A, (X) < 0, necessariamente —1\/ —Az(A) =n € Z\ {0}, quindi

M=2n2neZ n<o.
Questo caso ¢ accettabile.

Si ha A, (A) < 0 se e solo se A > 0. Si ottengono quindi le soluzioni relative a A, (il segno di n &
assorbito nella costante moltiplicativa):

X, (z) := ¢y sin(na), cn € R, ne N\ {0}.

Sostituendo i valori accettabili di A, nell’equazione per T'(t) si ottiene:
20Ty, (t) + 4T (t) = 0.

Il polinomio caratteristico & q(u) = 4u + 2n%.Tale polinomio si annulla per pu = —%2, quindi si hanno
le soluzioni:

n2
To(t) == dpe” 2 , dp € R, n € N\ {0}.

Posto b, = ¢,d,, si hanno le soluzioni elementari:

n2t

Up(t,z) := T (t) Xp(x) = bpe” 2 sin(nz), b, € R, n € N\ {0}.
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Cerchiamo di ottenere il dato iniziale con una sovrapposizione di soluzioni elementari:

o0
u(0,z) = Zun((),x),
n=1
ovvero

i Z by, sin(nzx).
n=1

Pertanto i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli seni di 2. Cio vuol
dire prolungare per disparita tale funzione da [0, 7] a [—7, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si
ha, integrando per parti:
2 s
by, = / 2% sin(nz) dz
0

C2(r*(=1)"n® —2(=1)" +2)

mns3

La soluzione risulta quindi:

n2t

= 2(rA(-1)"n? —2(=1)" +2) e” z sin(nz)

u(t,x) = Z - 3

n=1

Per t > 0 si ottiene che il termine generale della serie e le sue derivate rispetto a t e x si maggiorano
con p(n)e‘”Qt/ 2 dove p(n) & un polinomio opportuno. Essendo t > 0, per n sufficientemente grande si

ha p(n)e_"Qt/ 2 < 1/n? termine generale di una serie convergente, quindi la serie delle derivate converge
e pertanto u e soluzione classica del problema.

Svolgimento (Esercizio 114). Osserviamo che f-(0,y) = 0 e che f.(z,y) = 0 per ogni x < 0 e per
ogni €. Inoltre se z > 0, per ogni 0 < € < ¢, = 4z /7w vale x > en/4, quindi f.(x,y) = 0 per ogni
0 < e < g, = 4x/m, percio il limite puntuale ¢ nullo per ogni x:

lim z,y) =0,
lim fe(z,y)
per ogni x,y € R. In particolare:

/ lim fo(z,y)dz =0.
R

e—0t

Si ha, posto t = x /e, edt = dux:

em/4
F(y) = lim /R felay)de=tm [ f(ey)de

e—0t e—0t Jo
em/4 T
= lim — tan (—) cos (y — x) dx
e—=0t € Jo e
/4
= lim tantcos (y — et) dt

e—=0t Jo
L’intervallo di integrazione e compatto e la funzione integranda e limitata. Per il teorema della
Convergenza Dominata:
w/4
F(y) = lim tantcos (y — et) dt

e—0t Jo
/4
= / lim tantcos (y — et) dt
0 e—0t

w/4 . log 2
= / tantcosy dt = cosy|log | Cost|]§;g/4 = O§ cosy.
0
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In particolare non vale il passaggio al limite sotto il segno di integrale:

e—0t

log 2
/ lim f.(z,y)de=0# 08 cosy = lim /fs(:v,y)dzv.
R 2 e—=0t Jr

Svolgimento (Esercizio 115). Si veda la soluzione dell’Esercizio 22.

Svolgimento (Esercizio 116).  Si ha che se (z,y,2) € V si deve avere z > 0 e /22 +y? < z <
V1 — 22 — 42, In particolare 2% + y? < 1 — 22 — y? ovvero 2 + y? < 1/2. Quindi:

Vi={(2,5,2): Va2 T2 <2< V1o — g2 o 1y <1/2).

In coordinate cilindriche si ha ¢(p,0,2) = (pcosf, psinf, z). L’elemento di volume della trasforma-
zione e drdydz = pdpdf dz
se poniamo

D :={(p,0,2): 0<p<+/1/2,0 €[0,27], p < z < +/1—p?},
si ha che V = (D). Quindi (t = 1 — p?, dt = —2pdp):

vy = [f[ iy [[[ papasas = [ /Om /F o dpdt

V1/2 V1/2 317v/1/2
:277/ (Vl—pz—p)pdp:w/ 2p\/1—p2dp—27r[[;]
0 0 0

1/2

V2 2 V2 2 1 W2\ 2 V2
=7 . \ftdt—27r:37r[t3/2]i/2—27rz7r<——) :37r<1—>.

Svolgimento (Esercizio 117). Si veda la soluzione dell’Esercizio 112.

Svolgimento (Esercizio 118). Si veda la soluzione dell’Esercizio 113.

Svolgimento (Esercizio 119). Poniamo f(z,y) = x* + 2y? + 4y — 2. Osserviamo che f(z,y) =
f(=x,y), quindi I'insieme ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ascisse. Inoltre f ¢ continua, quindi
I' = f71(0) & chiuso. Si ha che se (z,y) € T con |y| > 4 allora 4y > —y? e quindi 0 = f(z,y) >
x* +2y? — 3% — 2. Ne segue che se (z,y) € I' con |y| > 4 si deve avere 2* + y? < 2 da cui y? < 2.
Pertanto |y| < 4. Ma dato che 2* = 2 — y? — 4y, questo implica che anche |x| & limitato. Pertanto I' &
chiuso e limitato e quindi compatto. In coordinate polari si ha:

f(pcosb, psinf) = p* cos(0) + 2p?sin?(0) + 4psin(8) — 2,
quindi l'insieme & rappresentato da:
I' = {(pcosb, psinf) € R? : ptcost O+ 2p?sin? 0 + 4psinh — 2 = 0}.

Si ha f(x,0) = 2* — 2 per cui le intersezioni di I" con ’asse delle ascisse sono date da P;(—v/2,0) e
P»(v/2,0). Si ha f(0,y) = 2y?> + 4y — 2 per cui le intersezioni di T' con ’asse delle ordinate sono date
da P3(0,—1 —v/2) e P4(0,—1+ v/2). 1l gradiente di f ¢ dato da:

Vf(wy) = (42°, 4y +4).

Qualora V f (g, y0) # 0, la retta per (xg,yo) tangente a I" & data da V f(xg,yo) - (x — 20,y —yo) = 0. 1l
gradiente di f & identicamente nullo in (0, —1) ¢ ' perché f(0,—1) = —4. Nel nostro caso le tangenti
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SOno:
rp Y = 23/4 (w + {4/5) ,
TP, Y = 23/4 (—JJ + \4/§> ,
TPy Y = V2 -1,
rp, Y = V2 — 1.
Nessuna di tali tangenti e verticale, quindi per il teorema di Dini I" definisce una funzione y = y(z)
di classe C! in un intorno di tutti questi punti. La funzione h & continua e il vincolo & compatto,
quindi h ammette massimi e minimi assoluti vincolati a I'. Poiché V f # 0 su I', applichiamo quindi

il metodo dei moltiplicatori di Lagrange: sia L(z,y,A) = h(z,y) + Af(z,y) e risolviamo il sistema
VL(z,y,A) =0. Si ha:

ANa® + 2z = 0,

AMdy+4)+1=0,

xt 4+ 2% +4y —2=0.
Dalla prima equazione si ricava = 0, cui corrispondono P3 e Py, oppure 2Az?> +1 = 0 e z # 0.
Dalla seconda equazione si ricava A # 0 e y # —1. Esplicitando A dalle prine due equazioni, si ha

x? = 2y +2. Sostituendo nella terza equazione si ottiene 3y? 4 6y +1 = 0. Risolvendo tale equazione si
ha yr = % (—3 + \/6) tuttavia 2 = 2y_ + 2 < 0 & impossibile, quindi y_ non & accettabile. Si hanno

quindi le soluzioni
23/4 1 23/4 1

Valutando h sulle soluzioni trovate si ottiene
h(Ps) = —1= V2 <h(P1) = —1+ V2 <h(Q1) = h(Q2) = V6 — 1,
Quindi P; € di minimo assouto e ()1, @2 sono di massimo assoluto per h vincolata a I'.

Svolgimento (Esercizio 120).  La superficie del paraboloide P ¢ parametrizzata da ¢(x,y) =
(z,y,4— 2% —y?) con la condizione z(z,y) > 0, quindi D := {(z,y) € R? : 22 +y? < 4}. Lo Jacobiano
della parametrizzazione &

1 0
Jacp(z,y) = 0 1
—2r —2y

L’elemento d’area della parametrizzazione, calcolato mediante la regola di Binet oppure prendendo il
modulo del prodotto vettoriale delle colonne di tale Jacobiano é:

do = +\/4x? + 4y? + 1 dz dy.

L’area cercata € quindi:

2 2
Area(P):// da:/ \/4:1:2+4y2+1dxdy:/ / Vap? +1pdpdo
jo D o Jo
2 T [? w2 p=2
:277/ \/4p2—|—1pdp:4/ \/4p2—|—18pd,0:Z [3(4,02—1-1)3/2}
0 0 p=0

- %(17@— 1)

Svolgimento (Esercizio 121). Poniamo ﬁ(x,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)).
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divF(z,y,2) = 0. F1(2,y, 2) + 0y Fa(x,y, 2) + 0. F3(z,y,2) =0+ 0+ 0 = 0.
_ & 0x Py
rot F(z,y,z) =det | €2 0, F»
€z 0. Fj3
51 8:,; y2 + 22
=det [ & 9, a3+2% | =(2y—22,20—1,32> — 2y).
€3 0, x+ y2

Poiché rot F = 0, il campo non & conservativo.
Si ha 4(t) = (cos(t),0,1) da cui l'integrale di linea:

s B0 A de
y 0
= /2Tr(1€2,752 + sin®(¢), sin(t)) - (cos(t),0, 1) dt
0

= /27r (t* cos(t) + sin(t)) dt
0
=4m.

Lo Jacobiano della parametrizzazione e dato da:

Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Va(u,v) | = (dup(u,v)|0vp(u,v))
Vs (u,v)
-1 1
= —2u 2o
2 0

Indicate con 9, (u,v) e yp(u,v)) le colonne di Jac ¢(u, v), ’elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

51 au()pl avSOl
do = ||0yp(u,v) A yp(u,v)|| = |det | €2 Oupz Opp2

€3 Oups Ovps
= /166202 + 4u2 + (2u — 20)2 du dv.
= 2/u? (402 + 2) — 2uv + v2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)

ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det? By + det? Bs.

Si ha che P = (0,0,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = +(1,1). Il punto P ¢ un punto di autointersezione
della superficie. La matrice Jacobiana di ¢ in P scelti (u,v) = (—1,—1) &:

Jacp(P) = 2 =2
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La normale unitaria in P scelti (u,v) = (—1,—1) ¢ data da:

A(P) = dup(P) N O (P) ( 2 1 )

- = T T =y T T o 0
10up(P) A dup(P)|| V5 Vb
La matrice Jacobiana di ¢ in P scelti (u,v) = (1,1) &:

-1 1
Jacp(P)=| -2 2
2 0

La normale unitaria in P scelti (u,v) = (1,1) ¢ data da:

)
_ Oup(P)NOyp(P) (2 1
(P)= [0up(P) A Oup(P)|| ( 0)'

n 9 9

5 VD
Il flusso di F attraverso la superficie ¥ ¢ dato da:
. . 1 1 Fyop(u,v)
O(F,X) = / F-ndo = / / det | Fop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
b2 -1J-1 Fs 0 ¢(u,v)
T ut + (vQ—u222 -1 1
= / / det ut + (v —u) —2u 2v | dudv
—1 —1 ( 2

v —u?) —u+v 2u 0

1,1
= / / —8uPv + 4u® — 2utv — 2u* + 8utvd — 4uPv? + 6uPv du dv+
—1J-1

1 1
+ / / 4203 — 6uv? — 2u? — duv® + 2uv® + 2uv® + duv — 20° — 202 dudv
—1J-1
48

%

Il flusso di G =rot F = (G1, G2, G3) attraverso la superficie ¥ & dato da:

. B 1,1 G1 o o(u,v)
(G,x%) = / G -ndo = / / det | Gaop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
= —1/-1 Gs o ¢(u,v)
11 2 (v? —u?) — 2u? -1 1
:/ / det 2u? — 1 —2u 2v | dudv
-1/l 3v—u?-2(w*—u?) 2u 0

1 1
= / / 16u3v + 14u® — 22u°v — 8uv® + 14uv? — 2u — 203 du dv
—1J-1

=0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto % il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁﬁda:/ F.o.
) o

Il bordo 9% della superficie ¥ ¢ contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [—1, 1]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.
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L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’unione delle quattro curve:

7 (u) :=¢(u,—1) = (—u -1,1- u2,u2) ,u € [—1,1],
Y2(v) == (Lv) = (v—1,0"—1,1), v € [-1,1],
v3(u) == ¢ (—u,1) = (u+ 1,1 - uQ,UZ) ,u € [—1,1],
a(v) == (—1,-v) = (1 —v,0* = 1,1), v € [-1,1].

Le derivate sono date da:

A (u) = (-1, —2u,2u), u €] — 1, 1],
Ao (v) := (1,20,0), v €] — 1, 1],
A3(u) == (1, —2u,2u) , u €] — 1, 1],
Ag(v) :=(—1,2v,0), v €] — 1, 1].

Si ha quindi:

1
o= [ Foan= | Fn() 1) du
Y1 -

1

:/ (2u* — 20 + Lut — (u+1)%u (u? = 2u — 1)) - (—1, —2u, 2u) du
-1

1

:/ 2u3 + 6u? + 2u — 1 du
-1

2.

-1

1
L :_/ ﬁ.dfyg_/ Fla(v)) - 4a(v) dv
Y2

1
:/ ((v2 - 1)2+1,(v— 1%+ 1,0 (0* — 20+ 1)) - (1,2v,0) du
-1

1
= / vt — 603 + 40% + 2du
-1
118

15

1
I = / Fodys = / Flys(u)) - 4s(u) du

1
1
(2u* — 20 + L,ut + (u+1)% u* — 2u® + u + 2) - (1, —2u, 2u) du

1

I,
/

—10u® — 6u® + 2u + 1 du
-1

—2.

255
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1
I = / Frdy = / Fu(o) - a(w) o
Y4

:/1 ((U2_1)24‘1’(1—”)34'1,(112—1)2—v~l—1> (=1, 2v,0) du
~1

1
= / 30t 4 60% — 40 4+ 4v — 2du
-1
118
15"
Sommando i quattro contributi si ottiene:

L+ +13+1,=0,

che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 122). L’equazione totale associata all’equazione data é:
w(x,y) = p(z,y)dz + q(x,y)dy =y (y3 +3) dz + (z (y3 —6)—2) dy=0.
La forma w non e esatta, infatti:
Oyp(z,y) — uq(z,y) = 33 +y°) #0.

Si ha tuttavia che
Oyp(x,y) — 0eq(x,y) 3

—p(z,y) y’
che & una funzione della sola y, pertanto ’equazione ammette fattore integrante:
h(y) = e~ I3Vt = e=8lorlvl = /13, y#0.

Studiamo il caso y > 0: la forma h(y)w(z,y) & chiusa nel semipiano {y > 0}, che & convesso, quindi &
ivi esatta. Si ha:
1 1

2
= <y+32> da:—3dy+x<1—63> dy.
Y Y )

Per determinare un potenziale, scegliamo un punto nel dominio, ad esempio P = (0, 1), e integriamo
tale forma da P al generico punto (xg, yo) del dominio integrando prima sul segmento ; congiungente
P a (xp,1) e poi su 72, quello congiungente (z9,1) a (x,y0). Si ha:

o Yo 9 6
V(l“o,yo):/ hUJ+/ hw:/ 4da:+/ — dy —xo (1—3> dy
7 72 0 1Y Y

Y=Yo Y=o
e enfe 3
y y:l y y=1
1 3x 1 3x
=4$0+7*1+I0yo+720*1‘0*3$0=7+$03/0+720*1
Yo Yo Yo Yo

Trascurando la costante, un potenziale per y > 0 ¢ dato da V(z,y) = y% +xy+ fj—g Si puo provare per
calcolo diretto che tale potenziale va bene anche per y < 0, quindi la soluzione dell’equazione totale
puo essere scritta come V(x,y) =¢, c € R, ¢ # 0.

Riscrivendo, si ha 1+ 2y® + 32 = cy?, ¢ € R, y # 0. La soluzione soddisfacente a y(0) = 1 & quella
per cui ¢ = 1, quindi ¢ data da 1 + zy>® + 3z = 32, y # 0. Esplicitando x in funzione di y si ottiene

z(y) = zilé Si ha che z(0) = —1/3, pertanto per x = —1/3, l'insieme V(x,y) = 1 taglia l’asse delle
ascisse e pertanto la soluzione cessa di esistere.
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Quindi il dominio massimale della soluzione y(-) ¢ inferiormente limitato. Proviamo che ¢ anche
superiormente limitato. Se cosi non fosse, si avrebbe una successione di punti x; — +oo tali che
z(y(x;)) — +oo. Tuttavia si che x(y) — 400 se e solo se y — —+/3, ma una soluzione che parta da
una condizione iniziale positiva non puo diventare negativa perché dovrebbe attraversare I'asse delle
ascisse, cessando cosi di esistere.

Allora il dominio massimale della soluzione ¢ anche superiormente limitato, pertanto la soluzione
non puo ammettere asintoti.

Nel suo intervallo di esistenza, la soluzione deve soddisfare

ayv(l'ay(x)) 7& 07
pertanto il segno di 9,V (z,y(x)) ¢ costante. D’altra parte la soluzione ¢ positiva, pertanto anche

1
9.V (2,y) = — (y* + 3) & positivo. Ma allora il segno di
Yy

i) = -2V @)

YV (2, y(z))
& costante, quindi la soluzione e strettamente monotona nel suo intervallo massimale di esistenza.

Svolgimento (Esercizio 123).  Poniamo f(z,y) = x* + 22% — 222 + y*. In coordinate polari
x = pcosh, y=psinb, si ha:
f(pcosb, psinf) = ptsint(0) + p* cos* (0) + 2p> cos® () — 2p® cos?(8),
da cui:
I':={(pcosh,psinb) : ptsint(0) + pt cos(0) + 2p3 cos® () — 2p% cos?(A) = 0, p >0, 6 € [0, 2m)} .
Per la compattezza, osserviamo che se (z,y) € I" vale
zt + 223 — 22% < f(z,y) = 0.

Si ha quindi 2%(2? +22—2) <0, da cui —1— V3 <z < v/3—1. Questo implica che le ascisse dei punti
dell’insieme sono limitate. Ma allora (2% + 2z — 2) & limitata, quindi in particolare esiste C' > 0 tale
che 0 = f(z,y) = 2%(2? + 22 — 2) + y* > —C + y* e quindi anche le ordinate devono essere limitate.
Pertanto I' & limitato. Essendo f continua, I' = f~!(0) & anche chiuso, quindi compatto.

Per determinare le intersezioni con 'asse delle ascisse, studiamo f(z,0) = 0, ovvero ’equazione
z* + 223 — 222 = 0, le cui soluzioni sono 0, —1 — /3, v/3 — 1. Le intersezioni con 1’asse delle ascisse
sono P, = (0,0), P, = (—1 — /3, 0), P = (\/§ -1, 0). Per determinare le intersezioni con 1’asse delle
ordinate, studiamo f(0,y) = 0, ovvero l'equazione y* = 0, la cui soluzione & y = 0. Le intersezioni con
’asse delle ordinate si riducono a P; = (0, 0).

Ricordiamo che se V f(z9, yo) # (0,0), allora la retta per (xo, yo) tangente a I" & data dall’equazione
V f(xo,y0) - (x — zo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vf(z,y)= (4303 + 622 — 4z, 4y3) .

Nel nostro caso, nei punti P, P3 il gradiente di f & diverso da (0,0), quindi le rette tangenti in tali
punti sono:

TPt T =—1-— V3,

TPy, T = V3 —1.
Si ha 9, f(Py) = —4(—1—VB) +6(-1—v3)" +4(=1-+3)> # 0, 0. f(Ps) = —-4(V3—1) +
6 (\/3_ 1)2 + 4 (\/3— 1)3 # 0 quindi le tangenti in tali punti non sono orizzontali ed e possibi-

le applicare il Teorema di Dini in un intorno di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una
funzione x = z(y) implicitamente definita da f(x,y) = 0.



258 SOLUZIONI

Osserviamo che f(z,y) = h(z,y) + 22% — 222 ¢ h(x,y) > 0. Pertanto se (z,y) € I si ottiene
g(x) := hr(z,y) = 222 — 223 con la limitazione —1 — /3 <z < /3 — 1.

Tale funzione della sola = ha derivata ¢'(z) = 62% — 4z, nulla per # = 0 e z = 2/3. Per z = 0 si
ottiene P;(0,0) e h(P;) = 0, quindi questo punto ¢ di minimo assoluto vincolato.

Per 2 = 2/3 si ha 'equazione f(2/3,y) = 0 ovvero y* = 8/81, da cui y = +2%4/3. Sui punti
(2/3,42%/%/3), la funzione h vale 8/27.

Agli estremi, si ha f(—1 —+/3,y) =0seesolosey =0e f(v/3—1,y) = 0 se e solo se y = 0.
Quindi h(—1 —+/3,0) = (1 +v3)* >1>8/27 e h(—1+3) = (v/3 — 1)* < 1. Pertanto (-1 —/3,0)
¢ di massimo assoluto vincolato.

Svolgimento (Esercizio 124).  In coordinate polari x = pcosf, y = psinf, dedy = pdpdf, si
ottiene

Q:={(pcosb, psinh) : p> < 2p(cosf —sinb), § € [0,2x], p > 0}.
Essendo p > 0 si ha 0 < p < 2(cosf — sinf). Pertanto si deve avere cos @ > sin 6, quindi
0 e J:=[0,7/4] U [57/4,2m].
Percio
Q= {(pcosb,psinf): p <2(cosf —sinh), 0 € J, p > 0}.

Si ha allora:

2(cos 0—sin 0) p2 1 2(cos 0—sin 0) )
I:= ————pdpdf = | ——— dp | db
/J/O p(cosG—sinQ)p P /Jcose—sin9 /0 prap

1 37 2(cos @—sin 0)
:/'[p] d9:8/(0059—sin9)2d6
gcost) —sind | 3 |, 3./

:8/(1—QCosﬁsin9)d9:8/(1—sin20)d9
J 3.

3
] ] ] /4 2r
:ﬁ/sin20d0:+/ Sin29d9+/ sin 20 dO
3 3.y 3 Jo 5 /4
w/4 0
:87r—8/sin20d9=8+/ sin29d9—|—/ Sin29d9:§7r
3" 73/, 57 Jo i 3

Svolgimento (Esercizio 125). Poniamo F(z,y,z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(Qj‘7y,Z) = axFl(iU,y,Z) + 8yF2($7ya Z) + 62F3(x7y7 Z) =0+0+1=1

. €1 O I
rot F(z,y,z) =det | €& 0, I
€3 0, F3
€1 Oy Y222
=det [ & 0O, T = (—1, 2%z —1,1— 2y22) .
€3 0, r—y+z

Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo.
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Si ha 4(t) = (cos(t) — tsin(t), 0, cos(t)) da cui I'integrale di linea:

2w
= /0 (0,tcos(t),sin(t) + tcos(t)) - (cos(t) — tsin(t), 0, cos(t)) dt

2w
/0 (cos(t)(sin(t) + tcos(t))) dt

2.

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:

Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Va(u,v) | = (Qup(u,v)|0pp(u,v))
Vips(u,v)
2u+ v U
= v u— 2v
1 1

Indicate con 9, (u,v) e yp(u,v)) le colonne di Jac ¢(u, v), ’elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

€1 Oupr Oppi
do = H@ugo(u, U) A 6’0@(“7 U)H = |det é»2 auSDZ au(PQ
€3 Oups Opp3

= \/(2u2 — duw — 202) + (—u — v)2 + (3v — u)2 du dv.

= (\/4 (—u2 + 2uw + v2)* + (u — 3v)2 + (u+ U)2> du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.

Si ha che P = (0,—1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P ¢&:

1 0
Jacp(P)=| 1 -2
1 1

La normale unitaria in P ¢ data da:

n(P)

_ 0up(P)NOp(P)
10up(P) A Oup(P)|
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1l flusso di F' attraverso la superficie X ¢ dato da:

. R 2 2 Flogp(u,v)
@(F,E):/EF-fzda ::/2/2det FQOQDE ,0) | Jacp(u,v) | dudv

u
Fyop(u,v)
2 2 (u —v)?v?(u +v)? 2u+v  u
= / / det u(u + v) v u—2v | dudv
—2J-2 (ut+v)u+u—(u—v)v+o 1 1

2 2
= / / (—u51)2 + 3uto® + 2ut + 200t — duPu+
—2.J-2

+u? — 6uv® — duPv — uv® — duv® — Tuv? + 307 — 0t — 21}3) du dv
=0.

1 3

Svolgimento (Esercizio 126). Poniamo A := < 9 9

3y'(t) = 2" (t) — 2/(t) — 2t.

). Derivando la prima equazione, si ottiene

Sostituiamo Pespressione di 3/(t) ottenuta dalla seconda equazione:
3(2x(t) +2y(t)) = 2" () — 2'(¢) — 2t.
Riscrivendo tale espressione si ha z”(t) — 2/(t) — 6z(t) — 6y(t) — 2t = 0.
Sostituiamo espressione di 3y(t) ottenuta dalla prima equazione:
=2 (=t* +2/(t) —2(t)) + 2" (t) — 2/ (t) — 6x(t) — 2t = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
22 + 2 (t) — 32/ (t) — 4x(t) — 2t = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2'(t) + Det(A) z(t) = 2t — 2t2.

Il polinomio caratteristico & > —3u — 4, di discriminante 6 = 25. Le radici del polinomio caratteristico
sono p; = —1 e pg = 4, pertanto due soluzioni indipendenti per I'omogenea nella variabile z(-) sono
Ton(t) == etemxys = e**. Per trovare una soluzione particolare della non omogenea applichiamo il
metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema é:

v (5 520 )= (e i),

Risolviamo quindi il sistema:
et et d(t) Y\ _ 0
—e~t 4et dt) )\ 2t—2t2 )’
_ (et (2t =27
temt (2t —2t2) |-

c(t) = %et (t*—3t+3),

ottenendo:

Integrando, si ottiene:

1 —4t 2
d(t) = —g5€ (—8t° +4t+1).
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La soluzione per la z(-) ¢ allora:
1
z(t) = ce”t + de + 16 (8152 — 20t + 19) ,c,d€ER,
1
i(t) = c(—e™") + 4de + 1q (16t = 20), ¢,d € R.

Dalla prima equazione si ha:

1 2 1
y(t) = 3 (2 +2'(t) —z(t)) = —gce_t + de*t + 6 (—8t* + 12t —13) , c,d € R.

In definitiva, la soluzione del sistema é:

z(t) =ce ' +de' + & (8t — 20t + 19),

y(t) = —32ce ' +de' + 5 (=82 + 12t — 13),
al variare di ¢, d € R.

Svolgimento (Esercizio 127). Poniamo f(z,y) = 2*+22?+y*—6. In coordinate polari z = pcos 6,
y = psinf, si ha:

f(pcos, psin ) = p* sin?(0) + p? cos*(0) + 2p? cos(#) — 6,
da cui:
T := {(pcos(d), psin(f)) : p*sin() + p* cos*(#) + 2p® cos*(9) — 6 =0p >0, 6 € [0, 27]} .

L’insieme ¢ limitato: infatti da f(x,y) = 0 si ricava che y* —6 < f(z,y) = 0, quindi |y| & limitato. Ma
allora 2% + 222 deve essere limitato, e percid anche |x| ¢ limitato. L’insieme anche chiuso in quanto
controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi & compatto. Per studiare le
intersezioni con l’asse delle ascisse, risolviamo ’equazione f(x,0) = 0, ovvero z* + 222 — 6 = 0.

Si ottengono i punti P, = (—\/\ﬁ— 1,0), P = (\/\ﬁ— 1,0). Analogamente, per studiare le

intersezioni con I'asse delle ascisse, risolviamo 1'equazione f(0,y) = 0, ovvero y* —6 = 0. Si ottengono

1 punti Ql = (Oa _%) 3 Q2 = (07 %)

Ricordiamo che se V f(z9,yo) # (0,0), allora la retta per (xo, yo) tangente a I" & data dall’equazione
V f(xo,y0) - (x — zo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vf(z,y) = (4&03 + 4z, 4y3) .

()
|

Nel nostro caso si ha:

Vf(P)
Vf(P)

0,—4- 63/4)

(
(0, 4. 63/4>

f(Q1)
V£(Q2)
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Le rette tangenti sono quindi:

rp, = —\/V7—1

rp, = \/V7 -1

rQ, Y = —%
TQy Y = %.

In @1, Q2, la tangente non e verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere
localmente una funzione y = y(x) implicitamanete definita da f(z,y) = 0. In P;, P», la tangente non
¢ orizzontale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una funzione
x = z(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti dell'insieme dove V f(z,y) = (0,0) andranno studiati
a parte. Nel nostro caso il gradiente non si annulla mai in punti dell’insieme. Poniamo L(x,y,\) :=
h(z,y) + Af(x,y) e risolviamo il sistema VL(z,y, A) = 0 nelle incognite = e y. Si ha:

)\(4x3+4x) =0
4Ny +2y =0
et 4222+ 9yt —6=0.

Le soluzioni del sistema sono (07 —{1/5) , (0, \4/6) , (—\/ VT -1, 0) , (\/ VT7—1, O) Calcolando i valori
assunti da h in questi punti ed eventualmente in quelli precedentemente esclusi, si ha che h raggiunge
il suo valore massimo in (0, —\‘76), (0, {4/6) e tale valore massimo & v/6. Analogamente, si ha che h

raggiunge il suo valore minimo in (—\/ VT -1, 0), (\/ VT -1, 0), e tale valore minimo & 0.

Svolgimento (Esercizio 128). Poniamo (u,v) = ¢(z,y) = (z + 6y,2z — y) e ¢» = » L. Si ha che
Q = ([—4,4] x [-72,72]). Per il Teorema della Funzione Inversa, si ha che, localmente:

Jactp(u,v) = Jac o H(u,v) = [Jac ]! o h(u,v)

Nel nostro caso:

. = (B
JacsO(ﬂU,y) - 92 1 s Jacgp (x y) — i Bt ,
13 13
da cui
4 e u
I:/ / (g arctan’ vldet Jac ¢ (u,v)| dudv = / / — arCtaHQUdud’U o,
—4J g2

sfruttando le simmetrie del dominio.

Svolgimento (Esercizio 129). Poniamo

ﬁ(az,y7 z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)),
Qa(u’ U) = (Sol(u’ U)?QOQ(U’ U)7903(uvv))'
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da
divﬁ(w,y, 2) =0, F1(x,y, 2) + Oy Fo(2,y, 2) + 0. F3(z,y,2) =0,
gl ax Fl(fIJ,y,Z)

rot F(z,y,z) =det | & Oy Fs(z,y,2)
éE% az F3($,y,2’)

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (cos(t) — tsin(t), 3 cos(t),2), da cui
I'integrale di linea:

/F

) (t) dt

(2 (? cos®(t) + 9sin®(t)) + 3 cos(t) + 6t sin(t)(cos(t) — tsin(t))) dt

/ (6tsin(t), 1, t2 cos?(t) + QSiHQ(t)) - (cos(t) — tsin(t), 3 cos(t),2) dt
/

1673
=197 — ——.
T3

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

Ox1(u,v)  Oyp1(u,v) 0.01(u,v) 1 —2v
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) 0Oypa(u,v) | = 2u —2v
Opp3(u,v) Oyps(u,v) 0.p3(u,v) 3u? 1
Indicate con d,¢(u,v) e yp(u,v) le colonne di Jac ¢(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:
do = ||0up(u,v) A Oyp(u,v)|| dudv
,0) - Oupr(u, v)
)

51 u@l(u
=|det | €5 ug@(u, V) Oppa(u,v) dudv
53 uSO3 (’LL, U) a1)803 (ua 'U)
—\/ —6uv + (6u2v + 2u)? + (4uv — 20)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con Bj, BQ, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/det2 By + det? By + det? Bs.
Si ha che P = (1,1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P eé:

10
Jacp(P)=1| 2 0
31

La normale unitaria in P ¢ data da:

a(p) — Que(P) A dug(P) _<2 1 O>'

10up(P) A Bup(P)]| — \V5" /5’
Il flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da
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2,2 Gi(p(u,v))
—/ det | Ga(e(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
p(u

—2Je2 Gs(p(u,v))
2 .9 2 (u2 — 02) 1 —2v
:/ / det [ w2 —2 (u — U2) —v?2 2u - dv du
—2J-2 —ud—w 3u? 1

2 2
:/ / (2u4v + 1430 + 4u® — 18?03 — u? — 8uv? + 2u + v2) dv du

Svolgimento (Esercizio 130).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T'(t)X(z).
Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(t) X (x) si ha:

X (2)T'(t) + AT(1) X" (z) + 2T(t) X (2

T()X () =0

Semplificando si ha:

Separando le variabili si ottiene:

Si ottengono quindi le due equazioni:

{ '(£) + NT(t) = 0,
4X"(x) = (A =2)X(z) = 0.

Sostituendo le condizioni al contorno si ha wu(t,0) = T(¢t)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-
mente X (7) = 0. Studiamo 'equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica e:

4u* =X 4+2=0.

Siano A, () il suo discriminante, e 1 (\), p2(A) le sue radici.
(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione
in X (-) diventa:
X(x) = clex’“()‘) + 026“”“2@).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1+co=0
Cleﬂ—u/l(A) + 02671—/1’2()‘) =0.

Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite ¢,
co sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = co = 0,
che non & accettabile perché implica X (z) = 0.
(2) Se Az(A) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:
X(z) = e 4 copemii (V)
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Sostituendo le condizioni in & = 0 si ricava:

C1 = 07
c16™1N) 4 reqem2(N) = (),

da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = ¢o = 0, che non ¢ accettabile perché implica
X(z)=0.

(3) Se Az(\) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: p1(A) = a(A) +iB(N),
p2(N) = a(A) —iB(A), con B(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X (-) diventa:

X(z) = 1 sin(fBz) + coe™® cos(fBx).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Co = 07
ey sin(mf) + €™ cos(mfB) = 0.

Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(7) = 0 e quindi 5 € N.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X(-) si hanno se A;(\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica ¢ un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Az (A) = 16(X — 2) e affinché sia negativo dovra essere A < 2. La parte immaginaria delle soluzioni e

allora S(\) = %\/—Am()\) = 7v22_>‘, e per avere 3(A\) =n € Z dovra essere A\ =2 —4n? n > 1,n € Z.
Detta X,,(-) la soluzione dell’equazione in X (-) corrispondente al valore A = 2 —4n?, n € N\ {0} si
ha pertanto:

Xp(x) = ¢y sin(nx), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.
Sostituendo ora nell’equazione in T'(-) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo le equazioni:
(2—4n®) T(t) + T)(t) = 0,
al variare di n € N\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:
T, (t) = dpe(*=2),
al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢,d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari
Un(t, ) = T () Xp(z) = bl 2 sin(nz), n € N\ {0}.

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:
(o)
u(t,x) = E un(t, ).
n=1
Per determinare i coefficienti b,, sostituiamo il dato iniziale:

u(0,z) = 22% = Zun(o,x) = an sin(nz).
n=1

n=1

Se ne deduce che i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione

fla) = 222,

nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—m, 7|, poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
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(ricordando che se f ¢ dispari allora x — f(x)sin(nx) & pari):

1 [ 2 [T
b, = — f(x) sin(nx) dx = / 222 sin(nx) dz
0

T ) m

2 <[2 2—cos<m>]:_ /oﬂ 4x—coz(nx) dm)
=]

T
2 — 4 [T

== ([ cos(n + / x cos(nx) dm)
™ n 0

_ ( L8 Oﬂxcos(nx) da

_ _éhr(n—l)" . % <_ /Oﬂ singlnx) dx) _ _477(;1)” . wfﬁ {cosilnx)}:
_ 4%(;1)" N 8((—;3;— D _ —4W2n2(—1)’;238((—1)” —1)

_ 4(772712(—1)#;3 (=)™ +2)

Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:

4n?-2)¢ sin(nz)

o —1)"n2 — 2(—1)" + 2) el
Z_: )

™3

Osserviamo che fissato comunque ¢ > 0, questa serie non converge in L? (0, 7[) quindi non puo essere
una soluzione del problema.

Svolgimento (Esercizio 131). Poniamo f(x,y) = (3:2 +2 + 2y)2 — 22 — 2. In coordinate polari
x =pcosf, y=psinf, si ha:
f(pcost, psinb) = p?((p+ 2sinh)* — 1),
= p*(p+2sinf — 1)(p + 2sinf + 1)

da cui:
I':={(pcos(0), psin(f)) : p+ 2sinf =1} U {(pcos(f), psin(f)) : p+ 2sinh = —1},

e questa scrittura comprende anche l'origine. L’insieme ¢ limitato, ed ¢ anche chiuso in quanto
controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi & compatto. Per studiare
le intersezioni con l'asse delle ascisse, risolviamo l’equazione f(z,0) = 0, ovvero z* — z? = 0. Si
ottengono i punti P; = (—1,0) , P, = (0,0) , P3 = (1,0). Analogamente, per studiare le intersezioni
con 'asse delle ascisse, risolviamo ’equazione f(0,y) = 0, ovvero (y2 + 2y)2 —y? = 0. Si ottengono i

punti @1 = (0,-3) , Q2 =(0,-1) , @3 = (0,0).

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (x¢, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(xo,90) - (x — z0,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vi(z,y) = (4x (3:2 + %+ Qy) —2x,2(2y + 2) (x2 + %+ 2y) - 2y) )
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Nel nostro caso si ha:

ViP) =(-24)
Vf(P) =(0,0)
Vi(Ps) =(2,4)
V(Q1) =(0,-18)
V(Q2) =(0,2)
Vf(Qs3) =(0,0)
Le rette tangenti sono quindi:
S z+1
P Y = 9
1—=z
TPy Y = B
rQ, Yy = —3
rQy Y = —1.

In P, P3, Q1, @2, la tangente non e verticale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(x,y) = 0. In P, Ps, la
tangente non e orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una
funzione = = x(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati
di h suI'. In coordinate polari, h(pcosf, psinf) = p?. Il minimo assoluto vincolato & raggiunto
nell’origine e h(0,0) = 0. Determiniamo il massimo di p sul ramo corrispondente a p + 2sinf = 1.
Il massimo su questo ramo ¢ raggiunto per § = 3/2x e vale 3. Il massimo sul ramo corrispondente
a p+2sinf = —1 si ha sempre per § = 3/27 ma vale 1. Quindi il massimo assoluto ¢ raggiunto in
(0,—3) e vale 3.

Svolgimento (Esercizio 132). In coordinate polari x = pcos@, y = psinf, dedy = pdpdb, si ha
che

Q= {(pcos&,psin@) :0<p<1,0e [O,7r/2],\ég < tanf < \/g},

da cui 6 €|7/6,7/3[.

/3 1oy d do L 95d /3
I—/ / an(0)p p —/ pp/ tan(6) df
w/ C052 o cos*(p?) /6

= —[tan(p )] [log(cos 9)]2 :;g ! log3tan1

Svolgimento (Esercizio 133). Poniamo

ﬁ(x, y,z) = (Fi(x,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)),
@(uv v) = (801(% v)’ WQ(U’ U)’ 903(u’ v)) .
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

dlvF (x,y,2) =0:F1(x,y,2) + Oy Fo(x,y, 2) + 0. F3(x,y, 2) = 22z,

51 8J: Fl(a:,y,z)
rotFx Yy, 2) =det | € 0y Fa(z,y,z2)

_'3 82 F3 (f]?, Y, Z)

el O 22
=det € 8y 22

€3 0, x°—vy

2z — 1,x2—2x,0).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (—2sin(t), 3 cos(t),0), da cui 'integrale

di linea:
. . 27 . ,
LF- dE:/O Fo(vy(t)) -+ (1) dt
Z/27r (O,O,4cos2(t) - SSin(t)) - (—2sin(t), 3 cos(t),0) dt
0

2
:/ 0dt
0

=0.

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

Opp1(u,v)  Oypi(u,v) 0p1(u,v) 1 2
Jacp(u,v) = | Oupa(u,v) Oypa(u,v) Orpa(u,v) | = | 4u® 403
ax‘PS(va) y<p3(u,v) az@i’,(uvv) 2 -1
Indicate con 9, (u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

do = ||0ye(u,v) A Opyp(u,v)|| dudv
€1 Oup1(u,v) Oppr(u,v)
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) dudv
€3 Oup3(u,v) Opps(u,v)

:\/(—4u3 — 803)? + (403 — 8uB)? + 25 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, ’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® B; + det” Bs.
Si ha che P = (0,0,0) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P &:

1 2
Jacp(P)=1| 0 0
2 -1

La normale unitaria in P ¢ data da:

dup(P) N Opp(P)
[0up(P) A Oyp(P)]|

A(P) = =(0,1,0).
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1l flusso di G = rot F' attraverso la superficie X ¢ dato da

)
- Gi(p(u,v))
:/ det | Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
—1/- Gs(p(u,v))
1,1 —22u—wv)—1 1 2
:/ / det | (u+2v)2 —2(u+2v) 4ud 403 | dvdu
~1J-1 0 2 -1

1 1
= / / (16u* — 8udv + 4u® + 5u” + 32uv® + 20uv — 10u — 16v* + 8v™ + 20v? — 20v) dv du
-1J-1

_100
1

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ.ﬁdaz/ F.al
b ox

Il bordo 0% della superficie 3 & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [—1, 1]. Affinché il bordo risulti
orientato con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’'unione delle quattro curve:

7(w) =p(u,—1) = (u—2,u* +1,2u+1), u € [-1,1]

Yo (v) = p(1,v) = v+ 1L,v* + 1,2 —v), v € [-1,1]

(u) = o(—u,1) = (2 —u,u* +1,-2u—1), u e [-1,1]
ya(v) = p(—1,—u) = (—2u —Lut+1,u— 2) ,v € [-1,1],

le cui derivate sono:

Yr(u) = (1,40, 2) , u € [-1,1]

Yo (v) = (2,403, -1), v € [-1,1]
Y3(u) = (1,40, —2) , u € [-1,1]
Ya(v) = (=2,40%,1) , v € [-1,1],

Si ha quindi:

Il::/l*:”'dl7
7

:/1 ((w—2)22u+1),(2u+1)%, —u' + (u—2)* = 1) - (1,4*,2) du
-1

/1 (2 (—ut + (u—2)% = 1) + 4(2u + 1)%u® + (u — 2)*(2u + 1)) du
-1
334

15’
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(2=v)2v+1)2% 2 —v)% —vt+ (20 +1)* = 1) - (2,40%, 1) dv

— /1 (v* +42 - 0)20* + 22 —v)(2v+ 1) — (20 +1)* + 1) dv
14
3

_ 46
==
Sommando i quattro contributi si ottiene:
100
h+L+13+ 1= 3

che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 134). In forma di equazione totale si ha:
w(z,y) == y(bay + 3)dx — 3 (x — y*) dy =: p(x,y) dz + q(z,y) dy = 0.
Poiché

che ¢ diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(z,y) = 0.
Osserviamo che

Op(a.y) ~ Oea(wy) _ 2 _
Yy

—p(z,y)
e una funzione della sola variabile y, pertanto un fattore integrante e dato da
1
Nz, y) = el Wy = 7

Scegliamo un punto del dominio della forma Aw, ad esempio P = (P, Py) = (0,1), e integriamo tale
forma dal punto scelto al punto generico (xg,yo) mediante una spezzata - con lati paralleli agli assi
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contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il segmento v, (x) := (z, P) per  da P, a xg, e poi
lungo il segmento v2(y) := (xo,y) da Py, a yo:

/)\w—/ )\w—i-/ Aw
v 7 Y2

To Yo 3 3
:/ (5x+3)dm+/ —Mdy
0 1 Y

6x
270+5x%+3y(2)—3
Yo

Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:
6

V(z,y) = 5z* + S 312,
Y

e le soluzioni sono descritte in forma implicita da V(z,y) = ¢. La soluzione soddisfacente a y(0) = 1
corrisponde a ¢ = 3.

Svolgimento (Esercizio 135). Poniamo f(z,y) = (332 + y2)3 —xy. In coordinate polari x = pcos 0,
y = psinf, si ha:

in 26
Fpcosd, psind) = (p?sin® 0 + p? cos? )” — p?sin 0 cos 0 = p? <P4 - sz ) :

da cui:

.= {(pcos(@),psin(ﬁ)) ot = % sin26, p >0, 0 € [0,7/2] U [37r/2,27r]},

e questa scrittura comprende 'origine. L’insieme & ovviamente limitato, ed & anche chiuso in quanto
controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi ¢ compatto. Inoltre & simmetrico
rispetto all’origine. Per studiare le intersezioni con la bisettrice y = x, risolviamo ’equazione f(z,z) =
0, ovvero 825 —z2 = 0. Si ottengono i punti P; = (0,0), P, = (273/4,273/4), P3 = —P,. Analogamente,
per studiare le intersezioni con la bisettrice y = —z, risolviamo l'equazione f(z,—z) = 0, ovvero
820+ 22 = 0. Si ottiene il punto P; = (0,0). Ricordiamo che se V f(xo,%0) # (0,0), allora la retta per
(z0,y0) tangente a I' & data dall’equazione V f(zo,yo) - (x — zo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato
da:

Vf(z,y)= (63: ($2 +y2)2 —y, 6y (x2 +y2)2 — x) )

Nel nostro caso si ha: Vf(Py) = (0,0), Vf(P2) = Vf(Ps) = (21/4,21/4). Pertanto la retta tangente in

Perp, : x4y = 21/4 ¢ quella in Py ¢ la sua simmetrica rispetto all’origine, ovvero TP, THY = —21/4,
1

Poiché il vincolo ammette la parametrizzazione p? = 3 sin 26, il minimo di h(pcos@, psinf) = p?

¢ raggiunto nell’origine e vale 0. Il massimo ¢ raggiunto per sin(26) = 1, ovvero per i punti P e P3, e

V2

le —.
vale —

Svolgimento (Esercizio 136). In coordinate polari x = pcosf, y = psinf si ha dxdy = pdpdf e

Q:= {(pcos@,psinH) ER*:0<p<V2,0€ [0777/4]}-
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&
cos2(0)

/4 V2 in(tan o 1 p2
I—/ / p4cosp28m(an)2pdpd6—/ / s? cos ssinvds dv
2
0 0 cos?() o Jo

= (1 —cos(1)) /02 s> cossds = (1 — cos(1)) ([32 sin s)2 — 2/025sinsd5>

Pertanto, posto s = p?, ds = 2pdp, v = tan@, dv =

2
= (1 — cos sin scos |2 — cossds
—a u»<4 2 4 25 cos 5|2 2A d>
= (1—cos(1)) (2sin2 + 4 cos2).

Svolgimento (Esercizio 137). Poniamo

ﬁ(m,y,z) = (Fi(z,y,2), Fa(x,y, 2), F3(z,y,2)),
gp(u, U) = (901(u7 0)7902(11’7 U)7903(U7U))'

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(m,y, z) =0, F1(z,y,2) + 0y Fa(x,y, 2) + 0, F3(x,y, 2) = 1,
. 51 a (I‘ Y,z )
rot F(z,y,2z) =det | e 0y, Fa(x,y,2)
63 8 Fs(ﬂ? Y,z )
er 0 =x —|— y+z
=det | & 0, :U +z

€3 8Z 2 —y
=(-2,1—-2z,2z—1).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha 7/ (t) = (—2sin(t), cos(t), 0), da cui Uintegrale di
linea:

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

Opp1(u,v)  Oyp1(u,v) 0p1(u,v) 1 1
Jacp(u,v) = | Ozp2(u,v) Oypa(u,v) Osp2(u,v) | =| —2u 0
Opp3(u,v) Oyps(u,v) 0.p3(u,v) 0 2w
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Indicate con 9y (u,v) e dyp(u, v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = ||Oup(u,v) A Opp(u,v)| dudv

€1 Oupr(u,v) Oypr(u,v)
=|det | & Oypa(u,v) 0Oypa(u,v) dudv
€3 Oups(u,v) Opps(u,v)

=/ 160202 + 4u2 + 402 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det® Bs.
Si ha che P = (1,—1,—1) = ¢(u, v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P eé:

1 1
Jacp(P)=| -2 0
0 O

La normale unitaria in P ¢ data da:
Oup(P) N Opp(P)
[0usp(P) A Oyp(P)||

1l flusso di F' attraverso la superficie X ¢ dato da:

A(P) =

=(0,0,1).

@(ﬁ,E):/Ef-ﬁda
2 2 Fi(p(u,v))
:/ / det | Fa(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
22 F3(p(u,v))

2 —w4u+vi4+o—-1 1 1
:/ / det ut+v)2+02 -1  —2u 0 | dvdu
u? + (u+v)? 0 2w

2 42
:/ / (4u3v + 4ud — 20 — duv® — 6uv? + duv — 40> + 21)) dv du
=0.

Svolgimento (Esercizio 138). Poniamo:

w-(i) (1) me(d)

Il sistema si scrive nella forma 2(t) = Az(t) + B(t).
Dal sistema di partenza, aggiungendo la derivata della prima equazione, si ottiene:
2'(t) = 42/ (t)+ 2y (t) +1
y'(t) = x(t)+3y(t)
2y(t) = 2/(t) — 4a(t) —
da cui I'equazione:
2" (t) — 72/ (t) + 102(t) = 1 — 3t,

con le condizioni iniziali 2(0) = 1 e, sotituendo nella prima equazione del sistema di partenza, z'(0) = 8.
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L’equazione non ¢ omogenea, I’omogenea associata ¢
2" (t) — 72/ (t) + 10x(t) = 0.
L’equazione caratteristica e:
p? —Tp+10 =0,

le cui radici sono 1 = 2 di molteplicita v = 1, ue = 5 di molteplicita vo = 1. Una base dello spazio
delle soluzioni dell’omogenea ¢ quindi:
B = {th,e5t} ,
da cui la soluzione generale dell’omogenea:
zo(t) = cre* + cae™,

al variare di ¢; € R. Costruiamo la matrice Wronskiana ponendo nella prima riga gli elementi della
base e nelle successive righe le corrispondenti derivate fino all’ordine 1:

2t 5¢
e e
W(t) = ( 2€2t 56575 ) .
Indicheremo con Wj (t) la i-esima riga di tale matrice. Si ha ovviamente W; = W11 e, ricordando che
tutte le componenti di W; soddisfano I’omogenea,
10W1(t) — TWa(t) + Ws(t) = (0,0).

Per trovare una soluzione particolare applichiamo il metodo della variazione delle costanti, ovvero
cerchiamo soluzioni della forma

x,(t) = c1(t)e® + ca(t)e® =: ¢ (t) - Wy ().
Sostituendo nell’equazione non omogenea e ricordando la precedente relazione, si ottiene

c(t)= Le2(3t—1)
H(t) = e (1 —31),

w

da cui, integrando, si ottengono i coefficienti

alt)= e (% 1)
eat) = e (3 = 35)
Pertanto si ottiene la soluzione particolare:

La soluzione generale dell’equazione non omogenea si ottiene sommando la soluzione particolare trovata
alla soluzione generale dell’omogenea associata:

t 11
2(t) = molt) + (1) = 16+ eae™ — S —

al variare di ¢; € R. Imponiamo ora che la soluzione generale dell’equazione non omogenea soddisfi le
condizioni richieste per ¢ = 0. Si deve avere

11
.CC(O) —01+C2_m—1

3
:C/(O) = 2¢1 + ey — TO = 8.
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Pertanto:
11
4T Ty
152
)= —.
2 75

In definitiva la soluzione cercata é&:

a:(t):%(

A questo punto ricaviamo dal sistema di partenza

—90t — 275¢* + 608¢” — 33) .

1
y(t) =5 (¢'(t) — d=(t) — 1)
=350 (30t + 275e* + 304e” + 21) .

Svolgimento (Esercizio 139). Effettuiamo maggiorazioni opportune sui termini generali delle due
serie, ricordando che per n sufficientemente grande si ha tan(1/n) < 2.

cos(nm) + tan(1/n) 22 cos(nm) . 3 2\" 9
.y cosn:n—i—wsmnx §$+ & Z
nlogn n—4n? | <n2+1—{—4n< 1+1+4n
— 2 _cosnzx— ————sinnz| < =4+ ———< -+ ————
nd+12n2 +1 6nt — 2n —nd  6md—2 " nd3 6nm3—2

I termini generali di entrambe le serie sono cosi maggiorati da termini generali di serie convergenti,
pertanto le due serie convergono totalmente, quindi uniformemente, puntualmente e in L?. Inoltre,
poiché le somme parziali sono funzioni continue, le somme delle due serie sono funzioni continue. Le
serie possono essere integrate termine a termine, e l'integrale su [0, 27] di tutti i termini in sinnz o
cos nx si annulla. Pertanto rimane solo:

2 2m
/ 6 dx = 127, per la prima, / mdx = 272, per la seconda.
0 0

Svolgimento (Esercizio 140).  Poniamo f(z,y) = 2% — 222y* + »®. In coordinate polari piane
x = pcosf, y=psinf si ha

f(pcost, psind) = p°® (p*sin®(0) + cos®(0) — 2sin(0) cos®(9)) .

Si ha che f(0,y) = 3® e f(z,0) = 2%, pertanto l'insieme interseca gli assi solo nell’origine. Inoltre,
si ha f(xz,+y) = f(z,y), pertanto l'insieme ¢ simmetrico rispetto agli assi e all’origine. Limitiamo
quindi lo studio al primo quadrante.

Ma allora possiamo scrivere (questa scrittura comprende anche 'origine):

r= {(rcose,rsine) L9 e0,2r], p? = :;z((g)) (2 - Z:z((Z))> L p> 0}.

. . - 4 1 e . .
Dalla medesima, espressione si ricava che tan®6 > 3 pertanto 'insieme esiste nel primo quadrante

solo per @ € [arctan(21/%),7/2]. Ma allora la funzione

cos?(6) cost(0)
p=900):=4/—— 2— —
sin®(0) sin®(0)
& continua sul compatto [arctan(2~1/4), 7/2], quindi ammette massimo e minimo assoluto. Quindi p &
limitata e I’insieme risulta essere chiuso e limitato, quindi compatto.
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Si ha f(z,+z) = 28 —25, che si annulla per = 0 e x = +1. Si ottiene pertanto P5(0,0), Pi(1,1) e,
per simmetria, P>(—1,1), P3(—1,—1), P4(1, —1). Osservato che V f(z,y) = (62° — 4zy*, 8y" — 82%y?),
si ottiene Vf(1,1) = (2,0), pertanto la tangente ¢ verticale in questo punto ed & x = 1 Per il teorema
di Dini, poiché 9, f(1,1) # 0, & possibile esplicitare localmente x in funzione di y ottenendo = = 1 (y)
in un intorno di P; con ¢ € C!. Per simmetria, in tutti gli altri punti & possibile esplicitare x = 1;(y)
con v; € C' in un intorno di P;, i = 2,3,4. Le tangenti sono x =1in P e P;,e x = —1 in Py e Ps.

Poiché T' & compatto e h(-) & continua, essa ammette sicuramente massimi e minimi assoluti
vincolati. Il minimo assoluto vincolato di h ¢ assunto nell’origine e h(0,0) = 0. Per determinare
il massimo vincolato di h(-), osserviamo che in coordinate polari questo equivale a massimizzare la
funzione p? cos? f vincolata a ~y, ovvero massimizzare la funzione

COS COS4
7(6) = cos?(8)g%(0) = <5 0) (2_ <9)>.

sin() sin(6)
4
Limitiamo lo studio al primo quadrante. Poniamo s = 2?54((3)) . Tale funzione e strettamente monotona

decrescente nell’intervallo [arctan 2~ /4, 7/2]. In questo modo si deve massimizzare la funzione s(2— s)
in [0,2]. Agli estremi questa funzione e nulla, nell’interno & positiva e, derivando, si ottiene 'unico
massimo per s = 1 e il valore del massimo ¢ 1. Il valore massimo di 22 in T' & quindi raggiunto nel
primo quadrante per z = 1. Poiché f(1,y) = ¢® —2y*+1 = (y* —1)%2 = (4> +1)?(y+1)?(y — 1), si ha
che l'unica soluzione nel primo quadrante € y = 1. Per simmetria, si ottiene che il massimo vincolato
e raggiunto in P;, i =1,...,4.

Seppure non richiesto, non & difficile tracciare un grafico qualitativo dell’insieme. Siha 2? = s(2—s)

_ cos*(0)
dove s = S0k (0)

nT(0) - D’altra parte, si ottiene:

o ~ cos?(0) cos*(9)\
v psintl = sin?(0) (2 - Sin4(0)) = Vs(2=s).

Restringiamoci al primo quadrante, ovvero a 6 € [arctan(27/4), /2], ovvero s € [0,2]. In questo caso
x ¢ strettamente crescente se e solo se 22 lo ¢, e analogamente per la y. Come funzione di 6, si ha
che s(-) ¢ stettamente decrescente. Per s = 0, cui corrisponde # = 7/2, si ha l'origine, poi la = ¢
crescente e ha un massimo assoluto per s = 1 che corrisponde a § = 7 /4, e poi decresce fino a s = 2,
cui corrisponde 6 = arctan(Q_l/ 4), e dove si ritrova l'origine. Il punto di massimo della z si ricava
sostituendo il valore s = 1 nelle espressioni di 2 e y? e prendendone la radice positiva. Si ottiene
(1,1).

Per quanto riguarda la y, essa vale 0 per s = 0,2 (gia trattati) e assume 1'unico massimo assoluto

nel punto corrispondente a s = 2/3, ovvero = arctan ( Y %), che e I'unico punto per cui la derivata

di v/s(2 — s), ovvero g\_/g — /s, si annulla in [0,2]. Tale punto, sostituendo s = 2/3 nelle espressioni
2v2 2
373

dall’origine fino a tale punto e poi decresce tornando all’origine, si forma cosi un cappio. Le tangenti
al cappio sono la retta verticale z = 0 e la retta y = 21/4 (ovvero i limiti di esistenza di #). Per

di 22 e y? e estraendo la radica positiva, corrisponde a Q1 = (76’) Pertanto la y cresce

2 2
simmetria si ricostruisce 'intero grafico. L’insieme & inscritto nel rettangolo [—1, 1] x [—3 V6, 3 \4/6} .

Altro metodo: Cerchiamo le intersezioni dell’insieme con le rette y = ma. Grazie alle simmetrie,
ci limitiamo al primo quadrante, quindi m > 0. Studiamo pertanto f(x, mx) = 0, quindi 2°(1 —2m?* +
m82?) = 0 L’insieme interseca gli assi solo nell’origine, pertanto per m = 0 e per m — 400 otteniamo
l'origine. Studiamo m > 0. Le intersezioni diverse dall’origine sono date da 1 — 2m?* + m822 = 0.
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Poiché stiamo studiando il primo quadrante, prendiamo solo la radice positiva ovvero:

omt —1
2 .2 _
vi=at(m) = =5
om* —1
y? = y?(m) = m’a?(m) = ———.

Dovendo essere z,y > 0, si ottiene che per 0 < m < {/1/2 non vi sono intersezioni con rette y = mx
diverse dall’origine nel primo quadrante. Derivando, si ha:

d 8 — 8m!
dm” (m) = m?

d 6 — 4m?
dm? ™M=

Si ha quindi che la derivata di 2%(m) si annulla in m > 0 per m* = 1 e quella di y?(m) = 0 si annulla
per m’ = {/3/2. Poiché x(\f) =0, 2(m) >0 per m > v/2 e z(m) — 0 per m — oo, si ottine che m*
¢ punto di massimo per 22(m) e quindi anche per z(m), perché z(m) > 0, e il massimo vale z* = 1,
cui corrisponde y* = m*x* = 1. Pertanto il punto (1,1) & il punto dell’insieme con ascissa maggiore.

punto di massimo per y(m) e il massimo vale 3’ \/ f , cui
m') _ 2\f

—— < z*. Pertanto nel primo quadrante vi sono due archi congiungenti

Analogamente, m’

corrisponde z' =

Porigine a P; = (1, 1) uno e strettamente crescente, 'altro cresce fino a raggiungere il massimo nel
punto Q1 = (2/,4’) e poi decresce fino a confluire in P;. Le tangenti al cappio nell’origine & 1'asse y e
la retta y = v/2- . Si ottiene quindi in particolare che I'insieme & limitato. Inoltre in P; la tangente &
verticale, perché la x raggiunge il suo massimo: quindi la tangente in P; ¢ x = 1 e I'insieme definisce
in un intorno di questo punto una funzione x = (y). Per simmetria si ricostruisce il resto del grafico:
anche in P;, 1 = 2,3,4 la tangente ¢ verticale e vale x+ = £1 a seconda che l’ascissa sia positiva o
negativa. In tuttii casi rimane implicitamente definita localmente una funzione x = ¢(y) di classe C*.

La seconda versione del compito era assolutamente analoga scambiando x con y nel testo e nella
soluzione.

Svolgimento (Esercizio 141).

a. Si ha:
Vga(z ( 202x + 20 — 4ay2 + 2a2y, 202x — Saxy + 1604y3 — 2a2y)
Vga(0,0) =0
Hess go (2, ) < 2a — 2a? 22a2 - 82ya ) ,
—8ya 48ay* — 2a“ — 8z«

200 — 202 2a?
v.goé(()?O) = < 2052 —2042 >

I1 determinante di tale matrice ¢ —4a3. Tale determinante & strettamente negativo per a > 0.
Per questi valori si ha una sella nell’origine. Applichiamo ora il metodo dei minori principali,
osservando che il termine di posto 1,1 della matrice € positivo se 0 < a < 1. Questo implica
che per a < 0, il primo minore & negativo e il secondo & positivo, quindi ’origine & un massimo.
Studiamo ora il caso limite. Se o = 0 si ha go(x,y) = 0 e la funzione & costante, pertanto
Porigine € un minimo assoluto e un massimo assoluto.
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2,
=—V6
)2 Y 3\F h
Y 3 — /7rly:dl/4:c
™N 2 — 222y + 48 =0
0.5
_)\_) 2\5
r = — U= —;

' 1 0.5 5 0.5 ] 15 ’
r=—1 r=1
_0.5_
V1 N y=—21/433
pn{/ 1 y:_l \>
D) XL 14
¢ 2
23 y = _7% Q4
3 r =0

FIGURA 16. La curva x% — 222y* + 4% = 0 e alcuni punti e rette significativi.

b. Si ha:
fla,y) = (22 +2y)? — 4y® — y® —102% — 5 = (22 + 2y)% — 5y® — 1022 — 5
Vi(x,y) = (4:6‘3 + 8zy — 20z, 4z? — 2y)

1222 + 8y — 20 8z
Hess f(z,y) = ( Sxy 9 > .

I punti critici soddisfano V f(x,y) = (0,0), da cui 423 4+ 1623 — 20x = 0. Pertanto si ottiene
(0,0) e (£1,2). Inoltre:

Hess f(0,0) = < —50 _02 >, Hess f(1,2) = < S _82 ), Hess f(x,y) = ( _88 :g )

Si ottiene che (0,0) & un massimo locale, perché gli autovalori sono entrambi negativi. Gli
altri punti sono di sella perché il determinante dell’Hessiana & strettamente negativo, quindi
gli autovalori hanno segno discorde.

Svolgimento (Esercizio 142).

a. Le disuguaglianze che definiscono D porgono z? — 2z + 32 < 0 e y > 0, quindi completando
i quadrati si ottiene (z — 1)2 4+ y? < 1 ey > 0, quindi D ¢ la semicirconferenza di raggio 1
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centrata nel punto (1,0) e giacente nel primo quadrante. In coordinate polari, x = pcos¥,
y = psinf si ha dedy = pdpdf. 1 vincoli porgono psinf > 0 da cui sinf > 0 e p < 2cosf.
Essendo p > 0 questo implica cos@ > 0. Pertanto si ottiene sinf > 0 e cosf > 0, percio
0 € [0,7/2]. In definitiva:

D = {(pcosb,psinf): 6 € [0,7/2], 0 < p < 2cosb},

w/2 r2cosf 1 /2
I:/ / pdpdﬁz/ 2cosfdb = 2.
0 0 P 0

. Consideriamo il cambiamento di coordinate (u,v) = ¢(z,y) = (v +y,z — y). Lo Jacobiano
di tale trasformazione &

da cui

Jacp(z,y) = ( i _11 >, |det Jacp(z,y)| = 2.

Per il teorema della funzione inversa, si ha

) . 1
‘det Jaco ™t (u, v)‘(uvv) = |det Jacw(x,y)](;,y):w(um) ==

=p(z,y) 9
1 . . . 1
Pertanto, dxdy = idu dv. La trasformazione lineare ¢ ha come inversa v (u,v) = i(u +

v,u —v). Esse mandano rette in rette, pertanto si ha E = ¢~ !(E’) oppure E = 1)(E’) dove
E' = p(F) ¢ il trapezio di vertici (1,1), (2,2), (—1,1), (—2,2), ovvero i trasformati dei vertici
di E tramite . Si ha quindi, integrando lungo rette parallele all’asse u:

1 u/v 2 u/v 3 -1
J == e?dudv = eY?dudv=—(e—e 7).
2 /) - 4

Ya UA
2] 2
+ A AB‘ + + »
) V 2 T -2 0 2 U
D
—2¥C —21
Il dominio F = ¢(E"). Il dominio E’ = ¢(F) (spazio dei parametri).

Svolgimento (Esercizio 143). Poniamo

—

F(z,y,z) = (Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) ,
@(uv v) = (301(u7 v)’ @2(u7 v)’ 903(u’ v)) .
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(x,y, z) =0, F1(z,y, z) + 0y Fo(z,y, 2) + 0, F3(x,y, 2) = 20 — 1,
. & 0 Fi(z,y,2)
rot F(z,y,z) =det | & 0y Fi(z,y,2)
53 az F3(33a Y, Z)
e 0 z? +y
=det | €& 9, z—2y
6?3 0 z
=(-1,0,-1).

Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo. Si ha 4/(t) = (—sin(t), cos(t), 1), da cui I'integrale di

linea:
— — 2m —
/F- dez/ Fo(yt)-~'tdt
0% 0

:/ (sint + cos?t,t — 2sint,t) - (—sint,cost, 1) dt
0

2
:/ (t —sint (sint + cos®t) + (t — 2sint) cost) dt
0

=m(2r —1).
Lo Jacobiano della parametrizzazione e
Op1(u,v)  Oyp1(u,v) 0p1(u,v) — (v® + 1) sin(u) 302 cos(u)
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) dupa(u,v) | = (v3 + 1) cos(u)  3v?sin(u)
83:@3 (u7 'l)) 8y(,03 (u7 'l)) 82@3 ('LL, U) 0 1

Indicate con 0,¢(u,v) e dyp(u, v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ € dato da:

do = ||0up(u, v) A Oyp(u,v)|| dudv
,0) Oppr(u,v)
)

51 ucpl (U
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) dudv
€3 Oyps(u,v) Oyps(u,v)

=03 +1)v/9v + 1 dudv,

ricordando che v3 +1 > 0. Per la regola di Binet, indicate con B;, Bs, Bs le tre sottomatrici quadrate
di ordine 2 di Jac ¢(u,v) ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga,
I’elemento d’area puo essere ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (1,0,0) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P &:

Jacp(P) =

O = O
= o O

La normale unitaria in P ¢ data da:
Qup(P) N Opp(P)
[0usp(P) A Duip(P)]|

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:

A(P) = = (1,0,0).
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O(F.%) = /Eﬁ - do
[ ( ggz‘
3

(
(
(v® + 1) sin(u) + (v* + 1)2 cos?(u) — (v¥+1)sin(u) 3v?cos(u)
/ / det v—2(v®+1)sin(u) (v3 + 1) cos(u)  3v?sin(u) | dvdu
B v 0 1

N
\_/E/\_/

1
= / / (vg cos® u — 508 sin? u + 308 cos® u — 308 cos® u + v° sinw cos u + v* sinu — Tv? sin? u) dv du+
Y

—|—/ / (3v30053u—3113(:052u+2v?’sinucosu+vsinu—251n2u+0053u+sinucosu) dv du
.

447
-

Il flusso di G = rot F attraverso la superficie ¥ & dato da

@(é,z):/é-ﬁda
P

1 rl Gi(p(u,v))
:/ / det | Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
—het Gi(p(u,v))
1 —1 — (v*+1)sin(u) 3v?cos(u)
:/ / det | 0 (v®*+1)cos(u) 3v?sin(u) | dvdu
- -1 0 1

™ 1
= / / (31)5 sin?(u) + 3v° cos?(u) — v cos(u) + 3v? sin’(u) 4 3v? cos? (u) — cos(u)) dvdu
=4

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

l'orientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ-ﬁda:/ F.dl
by o))

Il bordo 0% della superficie 3 & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—m, 7] x [—m, 7]. Affinché il bordo risulti
orientato con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’unione delle quattro curve:

(W) = olu, —1>=<o 1), ue [-mm]
Y2 (v) = @(m,v) = (—v* = 1,0,v), v € [-1,1]
Ta(u) = (~ ,1>=<2 s(u), ~2sin(u), 1), u € [~7,7]
14(v) = (=, ) = (6~ 1,0,~u), v € [-1,1],
le cui derivate sono:
u) = (0,0,0), u € [—m, 7]

2sin(u), —2cos(u),0), u € [—m, 7]

(

= (=30%,0,1), v € [-1,1]
(—
(3v%,0,-1), v € [-1,1],
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Si ha quindi:
L ::/ ﬁ-d[:/ (0,—1,—1) - (0,0,0) du:/ 0du =0,
71

—Tr —Tr

1 1
,_ Iy .3 1)2 (a2 _ e 2( .3 1)2 __§
I .—/YQF dﬁ—/ (( v 1) ,v,v) ( 3v ,0,1) dv—/ <1) 3v ( v 1) ) dv = 5

-1

I3 ::/ F. d[z/ (4cosQ(u) — 2sin(u), 4sin(u) + 1,1) - (—2sin(u), =2 cos(u),0) du

—T

= /Tr (—2sin(u) (4 cos®(u) — 2sin(u)) — 2(4sin(u) + 1) cos(u)) du = 4,

1 1
1y :2/ F. dZ:/ ((US - 1)2,—1),—1)) . (3@2,0,—1) dv :/ (31}2 (v3 - 1)2 —HJ) dv = §,
V4 -1 — 3

1
Sommando i quattro contributi si ottiene:
I+ I+ I3+ Iy = 4,

che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 144). In forma di equazione totale si ha:

w(z,y) := dz (712x2y3 — 6yt + 5y) + (f6xy3 — 10x) dy =: p(z,y)dz + q(x,y) dy = 0.
Poiché
Oyp(z,y) — Ouq(z,y) = —362y? — 18y> + 15,

che ¢ diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(z,y) = 0.
Osserviamo che

Oyp(w,y) — Orq(w,y) __3 =: f(y)
Y

—p(z,y)
e una funzione della sola variabile y, pertanto un fattore integrante ¢ dato da
1
ANz, y) = eJ FWdy _ /7

Scegliamo un punto del dominio della forma Aw, ad esempio P = (P, Py) = (0,1), e integriamo tale
forma dal punto scelto al punto generico (xg,yo) mediante una spezzata -y con lati paralleli agli assi
contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il segmento v (x) := (z, Py) per  da P, a xg, e poi
lungo il segmento y2(y) := (xo,y) da Py a yo:

/)\w:/ Aw + Aw
¥ 7 Y2

o v —6zoy® — 10
:/ (—1222 — 1) dm+/ Y
0 1 Y

%4
=6x9yg — —20 + 4:68
Yo
Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:

5z
Vix,y) = 473 — ? + 6y,

e le soluzioni sono descritte in forma implicita da V(x,y) = ¢. La soluzione soddisfacente a y(0) = 1
corrisponde a ¢ = 0. La soluzione cessa di esistere se interseca 'asse x. Per x # 0 e y # 0, possiamo
scrivere V(x,y) = 0 come g(x,y) = 42%y? — 5 + 6y> = 0, e tale espressione continua a valere anche in
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(0, (5/6)'/3), unico punto di intersezione con = 0. Si ha sempre y # 0, pertanto questa espressione
rappresenta la soluzione in forma implicita. Esplicitando la 22 si ottiene:

s 5 — 6y’
T = 9
4yy2

il che implica che 0 < y(x) < (5/6)'/3 per ogni x in cui la soluzione ¢ definita. Si ha che |z| — 400 se e
solo se |y| — 0, pertanto se la soluzione ¢ definita su tutto R essa ammette come unico asintoto quello
orizzontale. e ha un punto di massimo in 0. Inoltre ¢ pari. Cerchiamo punti a tangente verticale: si

9
deve avere 9yg(z,y) = 0 ovvero 2y(4z? + 9y) = 0, da cui y = 0 (non accettabile) e 2% = Y da
1/3
cui x = i%35/6\6/5 ey=—1|= < 0, pertanto non vi sono punti a tangente verticale per y > 0.

3

Quindi per y > 0 si ha che g(x,y) = 0 definisce una funzione di classe C!, soluzione dell’equazione
data, pari, con un massimo assoluto nell’origine e che ammette y = 0 come asintoto orizzontale.

Svolgimento (Esercizio 145). Per t = 0 si ha g, () = 0 per ogni n, quindi lim ¢,(0) =0. Set #0

n—oo
esiste n = n(t) € N tale che se n > 7 allora [t| > %, pertanto X[—r/nx/m)(t) = 0 se n > n e dunque
gn(t) = 0 set > n(t). Ma allora lim g¢,(t) = 0, pertanto g, converge puntualmente a zero. Il sup di
n—oo

gn(t) suR € n/p, ed ¢ raggiunto per t = 5. Il valore di tale sup tende a +o0, quindi la convergenza
non ¢ uniforme. Posto z = nt, dx = ndt, si ha

/n i 02 T . 9
faly) = / M arctan(y +t) dt = / sin’ (=) arctan (y + t> dx.
n

—7/n m - s

La funzione integranda a destra e limitata in modulo, e poiché l'intervallo di integrazione ¢ limitato,
¢ possibile passare al limite sotto al segno di integrale ottenendo

T i a2 t T 2
fly) = lim f,(y) = / lim 20 (z) arctan (y + > dx = arctany/ "0 T 4z = arctan Y.
n ™

g 0 T —T

Osserviamo infine che
HILIEO fn(y) # /Rnlg%o gn(t) arctan(y + t) dt,

in quanto il membro di sinistra € uguale a arctany, mentre 'integranda del membro di destra & nulla
per ogni t, quindi il membro di destra e nullo. Pertanto in questo caso non vale il teorema di passaggio
al limite sotto al segno di integrale.

Svolgimento (Esercizio 146). Poniamo f(z,y) = x*+xy?+y*+2y>—2. Poiché f(z,y) = f(x, —y),
I'insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse. In coordinate polari x = pcos6, y = psin#, si ha:

f(pcos@, psinf) = p* (sin4 6 + cos? 0) + 2p%sin 0 (1 + cos 6) — 2,
da cui:
I := {(pcosb,psinb) : ptsin® 6 4 pteos? 6 + p3sin?fcosh + 2p?sin?0 —2 =0, p >0, 0 € [0, 2m)} .

L’insieme ¢ limitato perché nell’espressione in coordinate polari il termine in p prevalente ¢ p? e
il suo coefficiente si mantiene lontano da zero. L’insieme ¢ anche chiuso in quanto controimmagine
del chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi & compatto. Per studiare le intersezioni con
'asse delle ascisse, risolviamo ’equazione f(z,0) = 0, ovvero z* —2 = 0. Si ottengono i punti
P = (—\4/5, 0) , Po = (\4@, 0). Analogamente, per studiare le intersezioni con ’asse delle ascisse,

risolviamo I’equazione f(0,y) = 0, ovvero y* +2y*> —2 = 0. Si ottengono i punti Q; = (0, —V/V3 - 1)
) QQ = (07 \/g - 1)



284 SOLUZIONI

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vi(z,y) = (41:3 + 2, 2zy + 4y> + 4y) )
Nel nostro caso si ha:
Vi(P) = ( 493/ 0)
VI(P) = (4 : 23/4,0)

V(@) = (\/§—1_4\/ﬁ_ ( 3_1>3/2>
(\/5_14\/E+4( 3—1)/)

Vi(Q2) =

Le rette tangenti sono quindi:

Tpl X = —%

QY =

TQy (Y = 1/ :E—f—\/\/g—l

In @1, @2, la tangente non & verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere
localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(z,y) = 0. In P, P, Q1, Q2, la
tangente non & orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una
funzione x = x(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti dell'insieme dove V f(z,y) = (0,0) andranno
studiati a parte. Nel nostro caso il gradiente non si annulla mai in punti dell’insieme. Poniamo
L(z,y,\) := h(z,y) + Af(x,y) e risolviamo il sistema VL(z,y, A) = 0 nelle incognite = e y. Si ha:

A42®+¢y*)+1=0
A(2zy + 4y +4y) =0
oty oyt + 22 —2=0.
Si ha A # 0 dalla prima equazione, pertanto dalla seconda si ottiene y = 0 oppure z = —2(y? + 1). 1
caso y = 0 corrisponde ai punti P; e Py, si ha invece, posto z = y?> +1 > 1
F(=2° + 1)) =16(y° + 1) = 20" + 1) +¢" + 2> — 2
>16(y° +1)" = 2(y* + D(y* +1) — 24" + 1)
=162% — 222 — 22 > 162% — 22 — 224 =122 > 12 >0,
quindi i punti con z = —2(y? + 1) non appartengono a I'. Le soluzioni del sistema sono pertanto solo
= (—{4/5, O) , Py = (\4/5, 0). Calcolando i valori assunti da h in questi punti si ha che h raggiunge il

suo valore massimo in P, = (\4/5, 0) e tale valore massimo ¢ v/2. Analogamente, si ha che h raggiunge
il suo valore minimo in P; = (—\45, 0), e tale valore minimo & —v/2.
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Svolgimento (Esercizio 147).  Poniamo (u,v) =
Posto ¢ = ¢!, si ha che Q = ¢(D) con D = [0,1] x [0,

/w(D f(z,y)dxdy = // fo(u,v)|detJacy)(u, v)| dudv

p(z,y) = (¢ +y,20 —y) e flz,y) = (x+y)*
0 ] Si ha pertanto

-1

1
// %|detJacy(x y)](xy V() AU dv = // det < _1> du dv
(z,y)=p(u,v)
/ / 2 du) do = %
= uw du | dv = -
3/ \Us 3
Svolgimento (Esercizio 148). Si veda la soluzione dell’Esercizio 143.
Svolgimento (Esercizio 149).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(¢)X(x).

Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(¢) X (x) si ha:
—X(2)T'(t) + 6T (t) X" (z) + T(t) X ()

T()X (@) =0

Semplificando si ha:

Separando le variabili si ottiene:
T'(t)  6X"(x)+ X(x)
Tt X(z)
Si ottengono quindi le due equazioni:
AT(t)—T'(t) =0,
6X"(x) — AX(z) + X(x) = 0.
Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(¢,0) = T'(¢)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-

mente X (7) = 0. Studiamo l'equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica é:

6u® — A+ 1=0.

Siano Az () il suo discriminante, e 1 (A), p2(A) le sue radici.

=XeR.

(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione
in X (-) diventa:
X(z) = 16"V 4 cpem2(N)

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1+co=0

c1e™ ) 4 coemz(N) = 0,
Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite c;,
co sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = ¢ = 0,
che non & accettabile perché implica X (x) = 0.

(2) Se Az(A) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X (-) diventa:
X(z) = 18N 4 cppemn O,

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Ccl1 = 0
Cleﬂ-ul(k) + 77026”#20\) — O
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da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = ¢o = 0, che non ¢ accettabile perché implica
X(x)=0.

(3) Se Az(\) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: p1(A) = a(A) +i5(N),
pa(A) = a(A) —iB(A), con S(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X(-) diventa:

X(x) = 1" sin(Bz) + coe™® cos(fzx).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

C2 = 07
e™cy sin(mf) + e"%cp cos(mfB) = 0.

Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(7w3) = 0 e quindi § € N.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X (-) si hanno se A, (\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica € un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Ag(A) = 24(X — 1) e affinché sia negativo dovra essere A < 1. La parte immaginaria delle soluzioni ¢

allora B(\) = %\/—AI(/\) = \I/%A, e per avere 3(A) = n € Z dovra essere A = % (6 - 36n2), n > 1,

n € Z. Detta Xp(-) la soluzione dell'equazione in X(-) corrispondente al valore A\ = % (6 — 36n?),
n € N'\ {0} si ha pertanto:

X (x) = ¢y sin(nx), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.
Sostituendo ora nell’equazione in T'(+) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo le equazioni:
—6n2T(t) — T, (t) + T(t) = 0,

al variare di n € N'\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:

al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢,d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari
Un(t, ) = T () Xp(z) = bpes (6736m") gin(nz), n € N\ {0}.

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:

Per determinare i coefficienti b,, sostituiamo il dato iniziale:
oo o0
u(0,2) =22 +1 = Zun((),x) = Z by, sin(nzx).
n=1 n=1
Se ne deduce che i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione
flx) =227 +1,

nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—m, 7], poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
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(ricordando che se f & dispari allora x — f(x)sin(nz) & pari):

b :l f( ) sin(nx) dx

n
/ f(x) sin(nz)

_2 / (222 + 1) sin(nz) do

™ Jo

C8((—-1)"—1) =20 ((-1)™ 4+ 27%(-1)" — 1)

mn3
Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:

2 (((=1)" 4 272(=1)" — 1) n2 — 4(—1)" + 4) """ gin(nz)
5= _2(( ) ) |

mn3

u(t,z) =

n=1

. _n2 . .
T resenz rmine e ri u riv nvergono puntualmen T
Per la presenza del te e e ™'t la serie e le sue derivate convergono tualmente per ¢t > 0,
pertanto la serie € una soluzione classica del problema.

Svolgimento (Esercizio 150). Poniamo f(z,y) = x*+2%y?+22y+y?>—1. Poiché f(x,y) = f(—z,y)
Iinsieme e simmetrico rispetto all’asse delle y. In coordinate polari z = pcosf, y = psin 6, si ha:

f(pcosh, psinf) = p* cos* O + p3sin b cos? § + p® sin® 6 — 1,
da cui:
I':={(pcost,psind) : p*cos® + p’sin 6 cos® 0 + p*sin®0 — 1, p > 0, 6 € [0,27] } .

Proviamo che 'insieme & limitato. Se (z,y) € ' con y > 0si ha 0 = f(x,y) > y* — 1, da cui y < 1.
D’altra parte, se (x,y) € I con y < —1 si ha

0=flz,y) > 2y’ +a?y+y* = 1> 2"+ —1=9" -1,
da cui |y| <1 contraddicendo y < —1. Pertanto se (z,y) € I' si ha |y| < 1. Ma allora
O:f(iﬁ,y) 21134—332—1,

pertanto anche |z| deve essere limitato. L’insieme ¢ anche chiuso in quanto controimmagine del chiuso
{0} tramite la funzione continua f, quindi ¢ compatto. Per studiare le intersezioni con 'asse delle
ascisse, risolviamo l’equazione f(x,0) = 0, ovvero z* — 1 = 0. Si ottengono i punti P, = (—1,0) ,
P, = (1,0). Analogamente, per studiare le intersezioni con I'asse delle ascisse, risolviamo 1’equazione
f(0,y) =0, ovvero y> — 1 = 0. Si ottengono i punti @ = (0, —1) , Q2 = (0,1).

Ricordiamo che se V f(z9,yo) # (0,0), allora la retta per (xo, yo) tangente a I" & data dall’equazione
V f(xo,y0) - (x — zo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vi(z,y) = (42° + 2zy* + 22y, 22%y + 2* + 2y) .

Nel nostro caso si ha:

Vf(P) =(-4,1)
VI(P)=(4,1)
V£(Q1)=(0,-2)
V£(Q2) =(0,2)



288 SOLUZIONI

Le rette tangenti sono quindi:
rp oy =4(x+1)
rp, iy =—4(x — 1)
rQ, )y =—1
rQ, Yy = 1.
In P, P, QQ1, Q2, la tangente non & verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(z,y) = 0. In P, P, la
tangente non & orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una
funzione z = x(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti dell’insieme dove V f(z,y) = (0,0) andranno
studiati a parte. Nel nostro caso il gradiente non si annulla mai in punti dell’insieme. Poniamo
L(z,y,\) := h(z,y) + Af(z,y) e risolviamo il sistema VL(z,y, A) = 0 nelle incognite z e y. Si ha:
A (42® + 22y + 22y) =0
A2y +2° +2y) +1=0
ot + 22y + 2Py + P —1=0.
Dalla seconda equazione si ha che A # 0, pertanto dalla prima si ha x = 0, cui corrispondono in
punti (0,+1) oppure —222 = y? + 5. Supposto x # 0, da —22% = y? + y si ottiene y?> + y < 0 quindi
—1 < y < 0. Sostituendo invece —22? = 3? + y nella terza, si ottiene y? — z* = 1 e quindi |y| > 1,
assurdo. Le soluzioni del sistema sono quindi solo (0,—1) , (0,1) Calcolando i valori assunti da h in
questi punti ed eventualmente in quelli precedentemente esclusi, si ha che h raggiunge il suo valore

massimo in (0, 1) e tale valore massimo ¢ 1. Analogamente, si ha che h raggiunge il suo valore minimo
in (0,—1), e tale valore minimo & —1.

Altro modo: da z* + 2%y + 2%y + y* — 1 = 0 si ricava
—22 4+ /=425 — 324 + 422 + 4
2(22+1) '

Derivando tale espressione, dopo alcune semplificazioni si ha:

a: (2:::6 462t + 522 + /470 — 378 f 42 + 4+ 2)
(22 +1)% V=428 — 32T + 422 + 4

Yi(z) =—

9

oppure

x (2x6 + 62 + 522 — /=426 — 324 + 422 +4+2)
(22 +1)2 V=428 — 32t + 422 + 4

Yy (x) = ,

a seconda del segno preso.

Nel primo caso, si ha che

220 + 62 + 522 + /—426 — 324 + 422 +4+2 >0,

perché somma di quantitd non negative. Ne segue che nel primo caso la derivata ¢/, (z) & nulla solo
per x =0 e y4+(0) = 1.

Nel secondo caso, si ha che
225 4 62 + 522 — \/—420 — 32t + 422 + 4+ 2> 527 +2— V422 +2 > 5a? + 2 — (422 4+ 2) > 0,

(si sfrutti che t > /t se t > 1). Ne segue che anche nel secondo caso la derivata g’ () ¢ nulla solo per
r=0ey_(0)=—-1.
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FIGURA 17. L’insieme z* + 2%y% + 22y 4+ y> — 1 = 0 e alcune rette significative.

I punti dove la derivata non esiste ovvero le soluzioni z di —42% —32*+ 422 +4 = 0, vanno studiati
a parte. Ma per tali punti si ottiene
1 72
21422

y+(T) =
da cui
y-(0) = ~1< —3 <ya() S0 < 1=y, (0)
per ogni soluzione z di —42% — 32% + 422 +4 = 0.

Si ritrova quindi che il massimo assoluto vincolato di A ¢ raggiunto in (0, 1) e il minimo assoluto
vincolato e raggiunto in (0, —1). Inoltre si ottiene che I'insieme & dato dall’unione dei due archi y4 ()
e che tali archi hanno derivata nulla ciascuno in un unico punto (risp. di max e di min). Cio porta al
grafico qualitativo in Figura 17.

Svolgimento (Esercizio 151). Poniamo u = \/zy e v = \/y/z. Sthal <u <3el <wv <2
Inoltre y = uv e x = u/v. Lo Jacobiano della trasformazione &

Jac p(u, v) = (1/ v —u/ ”2> 7

(% u

il cui determinante € 2u/v. Si ha allora

2 r3 9 2
I:/ /(v+u)ududv:8+5log2.
1 1 v 3
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Svolgimento (Esercizio 152). Poniamo
ﬁ(az,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)),
p(u,v) = (p1(u, ), p2(u, v), p3(u,v)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da
divF(z,y, 2) =0, F\ (2, y, z) + OyFo(z,y,2) + 0. F3(x,y,2) = =2,
€1 O Fi(z,y,2)

rot F(z,y,z) =det | & Oy Fo(z,y,2)
€s 0, F3(z,y,2)
€1 O 2z—4x
=det | & 0y, x4y
63 8z rt+y+z
=(1,0,1).

Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo. Si ha 7/(t) = (0,3 cos(t), —3sin(t)), da cui lintegrale
di linea:

27
/ﬁ- dZ:/O Fo(v(t))-+(t) dt

= /27T (3cos(t) — 4,3sin(t) + 1,3sin(t) + 3cos(t) + 1) - (0,3 cos(t), —3sin(t)) dt
0

= /27T (3(3sin(t) + 1) cos(t) — 3sin(t)(3sin(t) + 3cos(t) + 1)) dt
0

= —9r.
Lo Jacobiano della parametrizzazione e
Opp1(u,v)  Oypi(u,v) 0zp1(u,v) 1 -2
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) 0,p2(u,v) | = 1 Sv
Ozp3(u,v)  Oyp3(u,v) 0.p3(u,v) 3u? —3v?

Indicate con 9, (u,v) e yp(u,v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

do =||0up(u,v) A Oyp(u,v)|| dudv
€1 3u801(U7 U) 81;901(% U)
=|det | € Oypa2(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 Oups(u,v) Opp3(u,v)

:\/(—24u2v — 302)% 4 (302 — 6u2)* + (8v + 2)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det® By + det? Bs.
Si ha che P = (1,1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P eé:
-2

1
Jacp(P)=| 1 0
3 0
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La normale unitaria in P ¢ data da:

o Oup(P)ANOwp(P) (3 1
a(P) = 10usp(P) A Dyo(P)| (O’ ’ )

Il flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

@(é,z)z/é-ﬁda
by

2 2 Gi(p(u,v))
:/ / det | Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
—2/-2 Gi(p(u,v))
2 42 1 1 —2
:/ / det{ 0 1 8v dv du
—2/-2 1 3u? —30?

2 2
:/ / (—24u2v —3v? +8v+ 2) dv du
=—32.

Svolgimento (Esercizio 153). In forma di equazione totale si ha:
w(z,y) == 10zy* dx + (12y3 — 3) dy =: p(z,y) dx + q(x,y) dy = 0.
Poiché
Oyp(x,y) — Oeq(z,y) = 20zy,

che ¢ diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(zx,y) = 0.
Osserviamo che

ayp(x, y) — 02q(, y) _ 2 .
- - f(y)7

—p(z,y) y

& una funzione della sola variabile y, pertanto un fattore integrante & dato da
1

Az, y) =l IOy = —
Y2
Scegliamo un punto del dominio della forma Aw, ad esempio P = (P, P,) = (0,1), e integriamo tale
forma dal punto scelto al punto generico (xg,yp) mediante una spezzata v con lati paralleli agli assi
contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il segmento v, (x) := (z, P) per  da P, a xg, e poi
lungo il segmento v2(y) := (xo,y) da Py, a yo:

/)\w—/ )\w+/ Aw
Y1 Y2

Y0 19 3 _
:/ 10mdw+/ y723dy
0 1 Yy

3
=523 + 6y + — — 9
Yo
Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:
3
V(z,y) = bz? + 6y + =,
Yy

e le soluzioni sono descritte in forma implicita da V(x,y) = ¢. La soluzione soddisfacente a y(0) = 1
corrisponde a ¢ = 9. Per y # 0, possiamo scrivere g(z,y) = 52%y+6y> —9y+3 = 0. Poiché g(z,0) # 0,
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tale scrittura rappresenta la soluzione e si ha che la soluzione deve essere sempre positiva, inoltre la
soluzione deve essere pari. Esplicitando la variabile x si ottiene

3
9 — 6y — —.
f Y

Studiamo rapidamente la funzione 3 — 2y? — 1/y con la condizione y > 0 e 3 — 2y> — 1/y > 0. La sua
derivata prima e 1 — 4y che si annulla per y = 272/3, inoltre in tale punto si ha 3—2y?—1 /y > 0, quindi

|z =

€sso € accettabﬂe La derivata seconda & —4 — 2/y? che & strettamente negativa in 272/3_ Pertanto

y = 2723 & punto di massimo. Sostituendo nell’espressione di |z| si ha |z| < 34/ (2 —22/3), la

soluzione & definita in questo intervallo, quindi non ammette asintoti a +00. Agli estreml dell’intervallo
la tangente al grafico della soluzione & verticale. Da g(z,y) = 0 si ricava che la soluzione ha derivata
nulla in z = 0, inoltre da V(z,y) = 9 si ha che 632 + % = 9 — 522, Poiché la funzione 6y> + % e
strettamente crescente se y > 0, si ha che il massimo delle y & raggiunto nel massimo di 9 — 522 con x
nell’intervallo di esistenza, ovvero per x = 0. Il valore del massimo risolve I'equazione 6y? + 3/y = 9,
ovvero 2y3 — 3y +1 = 0. Cercando soluzioni tra i divisori interi del termine noto, si ottiene y = 1 e
quindi le altre due soluzioni y = 5 ( 1++3 ) Poiché la soluzione deve passare per (0,1), si ha che il
valore del massimo deve essere 1.

In definitiva, la soluzione ¢ un arco che congiunge i due punti

1
= (9 _92/3) 9—2/3
(j:?) 0 (2 —22/3),2 )

simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, con tangenti verticali agli estremi, e che raggiunge in suo
massimo per z =0 e y = 1.

Svolgimento (Esercizio 154).  Poniamo f(x,y) = z* + 5z%y? + 6¢° — 2. In coordinate polari
x = pcosb, y=psinb, si ha:

f(pcosb, psinf) = p* cos(0) + 5p* sin?(0) cos?(#) + 6p> sin®(0) — 2,
da cui:

T := {(pcos(f), psin(f)) : p* cos*(0) + 5p* sin?(6) cos®(#) + 6p° sin®(9) —2 =0, p >0, 6 € [0,27] } .

5
2202 — 63 _ 22
\/\/ y* — 6y 5Y°

, quindi non e limitato, e non puo essere compatto. Per studiare le intersezioni

L’insieme puo essere scritto anche come

con dominio y <
Y \/g

con 'asse delle ascisse, risolviamo I’equazione f(z,0) = 0, ovvero #* — 2 = 0. Si ottengono i punti
= (—(ﬁ, 0), P, = ((75, 0). Analogamente, per studiare le intersezioni con ’asse delle ascisse,

risolviamo 1'equazione f(0,%) = 0, ovvero 63> — 2 = 0. Si ottengono i punti Q1 = (O, %)

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f ¢ dato da:

Vi(z,y) = (4x3 +10zy?,102%y + 18y2) .
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Nel nostro caso si ha:

VI(P) = (-4 23/4,0)
Vi(R) = (4 23/4,o>
V(@) = (0,6V3)

Le rette tangenti sono quindi:
T'pl r = —\4@

TP, (T = V2
1

rQ, Y = 7
In @1, la tangente non & verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere lo-
calmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(z,y) = 0. In P, P», la tangente
non e orizzontale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una fun-
zione r = x(y) implicitamente definita da f(x,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti dell’insieme dove V f(x,y) = (0,0) andranno
studiati a parte. Nel nostro caso il gradiente non si annulla mai in punti dell’insieme. Poniamo
L(z,y,\) := h(z,y) + \f(z,y) e risolviamo il sistema VL(z,y,\) = 0 nelle incognite = e y. Si ha:

A (4x3 + 10$y2) =0

A(102%y + 18y%) +1=0

2t + 522y + 6y —2=0.
L
7
in quelli precedentemente esclusi, si ha che h raggiunge il suo valore massimo in (0, %) e tale valore

Le soluzioni del sistema sono <0, ) Calcolando i valori assunti da h in questi punti ed eventualmente

massimo e Invece h(-) non ammette minimo vincolato, e il valore del suo estremo inferiore

L
V3

vincolato ¢ —oo.

Svolgimento (Esercizio 155). Si veda la soluzione dell’Esercizio 89.

Svolgimento (Esercizio 156). Poniamo

—

F(z,y,2) = (Fi(x,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(x,y,2)),
(p(u, U) = (‘pl(u7 U)a 902(“7 'U), 903(u7 U)) :

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVF;(:Ua Y, Z) :aTFl(x? Y, Z) + ayFQ(x) Y, Z) + azF3($a Y, Z) = 2%’2,
. 51 8x Fl (937 Y, Z)
rot F(z,y,2) =det | €2 0y Fa(x,y,2)
53 82 F3('T7 Y, Z)
& 0 %z
=det €9 Oy z
& 0, 22—y
=(-2,2° — 22,0).
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Poiché rot F© # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (—3sin(t), cos(t), 3cos(t)), da cui
I'integrale di linea:

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

8:73@1(“7”) Bygpl(u,v) az‘Pl(UaU) 4 -5
JaCSD(Uﬂ U) = 8217()02 (U, U) 6@/()02 (u7 'U) 62902 (ua ’U) = 2u v
Opp3(u,v)  Oyps(u,v) 0.p3(u,v) 2 1

Indicate con 9, (u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac ¢(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = ||0up(u,v) A Opp(u,v)| dudv

)
€1 au@l(ua U) a1)801 (’LL, U)
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) dudv
53 au(p?)(ua U) av@?»(ua U)

=/ (2u — 4v)2 + (10u + 8v)2 + 196 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det? By + det? Bs.
Si ha che P = (0,2,0) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P e&:

)
Jacp(P) = 0
1

N O

La normale unitaria in P ¢ data da:

A(P) = Aup(P) N Oup(P)

= 10uo(P) APy~ L0

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:
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@(ﬁ,z):/ﬁ-ﬁda
P

1 1 Fi(p(u,v))
—/ / det | Fa(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
bt F3(p(u,v))
1.1 (4u — 5v)%(2u + v) 4 -5
:/ / det 2u+wv 2u  2v dv du
-1/ —u? 4+ (du —5v)2 -2 -2 2 1

1 1
= / / (64u’ — 256u’v + 150u” 4 276uv* — 280u’v + 10uv® — 80uv® — 48u — 100v* + 1920° — 30v) dv du

1408
15

Il flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

(G, %) /G ndo

Gi(p(u,v))
//det Gg(go(u,v); Jacp(u,v) | dvdv

Ga(p(u,v)
1 .1 —2 4 =5
:/ / det [ (4u—5v)% —2(du—5v) 2u 2v | dvdu
0 2 1

1,1
:/ / (_224U2 + 560uv + 108u — 35002 — 1321}) dv du
~1J-1

2296
3

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso Y tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con
l'orientamento indotto da X si ha:

/rotﬁ-ﬁda— F.ar
> ox

Il bordo 9% della superficie 3 & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [-1,1]. Affinché il bordo risulti
orientato con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’unione delle quattro curve:
7 (1) ch(u,—l) = (4u+5u*+32u—1),ue[-1,1]

)= (4=5v,0* +3,v+2),ve[-1,1]

= (—4u—5,u*+3,1-2u), ue[-1,1]
,—u) = (5u—4,u2—|—3,—u—2),v€[—1,1],
le cui derivate sono:
= (4,2u,2), u € [-1,1]
= (=5,2v,1), v € [-1,1]
=(—4,2u,—-2),u e [-1,1]
(5,2v,-1),v e [-1,1],
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Si ha quindi:
Il :Z/ ﬁ d[
71
1
:/ ((2u — 1)(4u +5)%,2u — 1, —u? + (4u + 5)* — 3) - (4,2u,2) du

(2 (—u2 + (4u 4 5)? — 3) +4(2u — 1)(4u + 5)% + 2u(2u — 1)) du

:/ (4 —5v)%*(v+2),0+2,—v>+ (4= 5v)> = 3) - (=5,20,1) dv

:/1 (—v® = 5(v +2)(4—5v)* + (4 — 5v)* + 2v(v + 2) — 3) dv
-1

= — 310,

= /1 ((—v—=2)(50 — 4)%, —v — 2, —v* + (5v — 4)* = 3) - (5,20, —1) dv
-1

= /1 (02 4+ 2(—v — 2)v + 5(—v — 2)(5v — 4)* — (5v — 4)* + 3) dv
-1

1190
— T
Sommando i quattro contributi si ottiene:
2296
h+h+h+h=—jr,

che conferma il risultato precedente.

1 3

Svolgimento (Esercizio 157). Poniamo A := ( 11

3y'(t) = 2" (t) — 2/ (¢) — 2t.
Sostituiamo Pespressione di 3/(t) ottenuta dalla seconda equazione:
3(x(t) +y(t) = 2"(t) — ' (t) — 2t.

>. Derivando la prima equazione, si ottiene



SOLUZIONI 297

Riscrivendo tale espressione si ha x”(t) — 2/(t) — 3z(t) — 3y(t) — 2t = 0.
Sostituiamo ’espressione di 3y(t) ottenuta dalla prima equazione:
t2 2’ (t) — 22/ (t) — 2z(t) — 2t = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
t2 2" (t) — 22/ (t) — 2x(t) — 2t = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) z'(t) + Det(A) z(t) = 2t — 2.

Il polinomio caratteristico & u? —2u— 2, di discriminante 6 = 12. Le radici del polinomio caratteristico
sono 1y = 1—+/3 e o = 14++/3, pertanto due soluzioni indipendenti per I'omogenea nella variabile z(-)

sono z,1(t) = e(l_\/g)t € T 1= (H'\[) . Per trovare una soluzione particolare della non omogenea
applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema e:

_{ won(t) woa(t) ) _ e(1-V3)t (1+V3)
W(t) = ( a‘co,i(t) x'o’z(t) > - < (1-3) o(1-V3)t (1+V3) Jva) |

Risolviamo quindi il sistema:

o(1-V3)t o(1+V3)t MORY 0
(1= v3) eV (14 v3) Vo) (d’(t))‘(%—t?)’

ottenendo:

Integrando, si ottiene:

AV (VB 2) 2~ (VB-3)t - V)

C(t):— \/g(\/g_l):; )
s - RV (V8 VE)
V3 (14 v3)’

La soluzione per la z(-) & allora:
2(t) = ce V3 4 +35 (Qdeft+t+t2 4t+5>,c,d€]R,

g‘c(t)=<1—\/§) etV ((1+f) ‘/§t+t+2t—4),c,d€R.

Dalla prima equazione si ha:

1 ) . cet=V3t gVt 42 3
—(—t"+2(t)—x()) = — + ——4+t—=,c,deR
(PO —al) == T = S

In definitiva, la soluzione del sistema é:

o(t) = etV L <2de‘/§t+t S 4t 5) ,

y(t) =

cet—V3t + deV3t+t

y(t) =-— 7 7 ———|—t
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al variare di ¢, d € R. Pur se non richiesto, studiamo ora la stabilita dell’origine per il sistema omogeneo
associato. Calcoliamo gli autovalori di A risolvendo I'equazione det(AI — A) = 0 oppure, essendo nel
caso 2 x 2 per mezzo dell’equazione
M\ — Traccia(A) A + det(A) = 0.

Gli autovalori sono 1 +v/3 e 1 — v/3. Gli autovalori sono reali e distinti. Essi sono di segno discorde,
I’origine € una sella.

Svolgimento (Esercizio 158). Poniamo f(xz,y) = z* — 23y — zy3 + y* — 2. L’insieme ¢ simmetrico
rispetto all’origine perché f(x,y) = f(—x,—y) e alla bisettrice del I-IIT quadrante perché f(x,y) =
f(y,x). In coordinate polari x = pcosf, y = psinf, si ha:

f(pcos@, psinf) = p*sin*(0) + p* cos*(0) — p* sin(6) cos®(A) — p* sin®(6) cos(#) — 2,
da cui:
I := {(pcos(f), psin(9)) : ptsin(8) + p* cos(8) — p*sin(8) cos®(8) — p*sin®(6) cos(f) —2 =0, p >0, 6 € [0,27

Posto y = mu si ottiene z4(1 —m — m?® + m*) = 2, da cui 2*(1 — m)(1 — m?®) = 2 e quindi z*(1 —
m)2(1 4+ m + m?) = 2. Per m — 1 si deve quindi avere |z| — +oc. L’insieme non & limitato, quindi
non puo essere compatto. Per studiare le intersezioni con ’asse delle ascisse, risolviamo ’equazione
f(x,0) =0, ovvero z* —2 = 0. Si ottengono i punti P, = (—{1@, 0) , Py = (\4/5, O). Analogamente, per
studiare le intersezioni con I'asse delle ascisse, risolviamo I’equazione f(0,y) = 0, ovvero y* — 2 = 0.

Si ottengono i punti Q1 = (0, —(1@) , Q2 = (0, \4&)

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vi(z,y)= (4:1:3 — 322y — 3, -2 — 3xy? + 4y3) .

Nel nostro caso si ha:

Le rette tangenti sono quindi:

23/4 — 8
rQl :y 4 . 23/4
2%/47 + 8
TQQ :y = 4 K 23/4
In P, P>, 1, D2, la tangente non e verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(x) implicitamanete definita da f(x,y) = 0. In P, P,

@1, Q2, la tangente non & orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere
localmente una funzione x = xz(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi
e minimi vincolati. Si ¢ visto che posto y = ma si ottiene z*(1 — m)2(1 + m + m?) = 2 da cui
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4 2
y =

m*(1 —m)2(1 +m + m?)
che non vi sono massimi e minimi vincolati.

. Pertanto per m — 1~ si ha che y — 4+00. per simmetria si conclude

Svolgimento (Esercizio 159). Indichiamo con
fy(z) = /xsin(y —2x)dy = —x cos(2z — y),

9z(y) = /xsin(y —2z)dx = 3(233 cos(2z — y) — sin(2z — y)).

Sihay—2r>0sey >2re2x<1—xsex<1/3. Quindi

1 1—x
—/ / xsin |y — 2z| dy dx
o Jo
1/3 pl—z 2/3 rl—y
:/ / xsin |y — 2:U|dyd:n+/ / xsin |y — 2x| dx dy
2z y/2
1/3 2/3
/ / xsin(y — 2z) dydx—/ / xsin(y — 2z) dx dy
2z y/2

1/3 2/3
— [ theale) = o) = [ (01sl0) = o) dy
0 0

5 sin(2)  cos(l) 5cos(2)
36 6 9 36

Svolgimento (Esercizio 160). Poniamo
F(a,y,2) = (Fi(2,9, 2), Fa(w,y, 2), P, 2)),
p(u,v) = (p1(u, ), pa(u,v), p3(u,v)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(m,y,z) :8$F1($7y72> + 3yF2<3?7yaZ) + azF?)(xay? Z) =Yz + 2:1/,

. €1 0y Fi(x,y,2)
rot F(z,y,2z) =det | & 0y Fa(z,y,2)
€s 0, Fs(z,y,2)
€1 Op TYZz
=det | & 9, y*+2°
é3 0, x2>—vy

=(—-2z— 1,2y — 2z, —x2).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (cos(t) — tsin(t), cos(t),0), da cui
I'integrale di linea:
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Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

Oz p1(u,v)  Oyp1(u,v)  Ozp1(u,v) 1 0
Jacp(u,v) = | Opp2(u,v) Oypa(u,v) 0O,p2(u,v) | = 0 2o
814,03 (’LL, U) a3/903 (u7 U) 8ZQ03 (u7 U) 2u 2v

Indicate con 9, (u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = ||0up(u,v) A Opp(u,v)| dudv

)
€1 8u901(ua U) a1)901 (uv U)
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) dudv
53 au(p?)(ua U) avSOB(Ua U)

=+/16u2v? + 8v2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, ’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.

Si ha che P = (1,0,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

Jacp(P) =

N O =
o O O

Osserviamo che ’elemento d’area e nullo in P. Per procedere al calcolo della normale, consideriamo
quindi

o 0@ AOp(@ VB L\ _\f_ll
”(P)‘élinp||auso<wavso<@>u‘ilﬂi( VoY ¢4u2+2’¢4u2+2>‘i< 3 \/6’\@)'

v—0E

1 flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:
@(ﬁ,z):/ﬁ-ﬁda
b
2 2 Fi(p(u,v))
= / det [ Fa(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
—27-2 F3(p(u,v))
2 2 2 v ) 1 0
=/ / det (u2+v2)2+v4 0 20 | dvdu
—2J-2

2 ;2
:/ / (—4u4v3 — 2utv — 4uP0® — 4uP® + 20l — 4° — 2113) dv du
—2J-2
=0

1l flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da
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2 2 G1(e(u,v))
—/ det | Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv

—2J2 Gs(p(u,v))
-2 (u + v2) -1 1 0
:/ / det uv? — 2u 0 2v dv du
-2J-2 —u(u?+v?)  2u 2
2 2
= / / (6u3v + duv® + 8uv) dv du
—2.J-2

=0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con
Porientamento indotto da ¥ si ha:

/rotﬁ-ﬁdaz F.dr
) %

Il bordo 9% della superficie 3 & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [-2,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento € data dall’unione delle quattro curve:

v1(u) = ¢(u, —2) = (u 4, u? —I—4) [—2,2]
Y2(v) = p(2,v) = (2 v2, v +4) € [-2,2]
v3(u) = p(—u,?2 :( u, 4, u? +4),u€ [—2, 2]
(V) = (=2, —u) = (=2,u*,u* +4) [-2,2],
le cui derivate sono:
A1 (u) = (1,0,2u), u € [-2,2]
A2(v) = (0,2v,20), v € [-2,2]
Y3(u) = (=1,0,2u), u € [-2,2]
A4 (v) = (0,20,20), v € [-2,2],
Si ha quindi:
F ar

( (u2 + 4) (u2+4)2+16,u2—4>-(1,0,2u)du

Il
\\g\

N

4) + 4u (u? + 4)) du

I
o
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= / F.dl
Y2
2
:/ (21}2 (212 +4) vt 4 (v2 +4)2,4—v2) -(0,2v,2v) dv
-2
2
:/ (21} (4—1}2) + 2v <v4+ (v2 —1—4)2)) dv
-2
_0’
I ::/ F.al
3
2
:/ (—4u (u*+4), (u2+4)2+16,u2—4) - (=1,0,2u) du
-2
2
—/ (2u (u® — 4) + 4u (2 + 4)) du
-2
=0,
Iy := F.dl

—20°2 (v2 + 4) ot 4 (v2 + 4)2 4 — 1}2> -(0,2v,20) dv

2v (4 — v2) + 2v (1)4 + (v2 + 4)2)) dv

Sommando i quattro contributi si ottiene:
L+1L+1I3+1,=0,
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 161).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma wu(t,z) = T(t)X(z).
Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(¢) X (x) si ha:

20X (2)T"(t) + 3T(£) X" ()

T(OX(2) -
Semplificando si ha:
2T'(t)  3X"(x) _o
T - X(x) ‘
Separando le variabili si ottiene:
/ /!
2T (t) _ 3X"(x) _\eR

T(t) X(z)
Si ottengono quindi le due equazioni:

27'(t) + AT'(t) = 0,
3X"(x) — AX (z) = 0.
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Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(¢,0) = T'(¢)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-
mente X (7) = 0. Studiamo l'equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica e:

32 — A =0.
Siano Az () il suo discriminante, e 1 (), p2(A) le sue radici.
(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione
in X (-) diventa:
X(z) = c1eM1 ) g e eth2(V)

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1+ co =0,
Cleﬂ';u'l (/\) + C2€ﬂ-u2(/\) — 0

Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite ¢,
co sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = co = 0,
che non & accettabile perché implica X (z) = 0.
(2) Se Az(A) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:
X(z) = "W 4 coze™ ),

Sostituendo le condizioni in & = 0 si ricava:

1= 07
c16™1N) 4 reqem2(N) = (),
da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = co = 0, che non e accettabile perché implica
X(z)=0.
(3) Se Az(\) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: p1(A) = a(A) +i8(A),
p2(N) = a(X) —ip(A), con S(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X (-) diventa:
X(x) = c1e**sin(fzx) + c2e™” cos(fBzx).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

C2 = 07
e™ ¢y sin(mf) + €™ cos(mfB) = 0.

Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(7w) = 0 e quindi 5 € N.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X(-) si hanno se A;(\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica € un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Az (M) = 12X e affinché sia negativo dovra essere A < 0. La parte immaginaria delle soluzioni ¢ allora

BN = % —Az(N\) = %, e per avere 3(\) = n € Z dovra essere A = —3n?, n > 1, n € Z. Detta
X,(+) la soluzione dell’equazione in X (-) corrispondente al valore A = —3n?, n € N\ {0} si ha pertanto:

Xn(z) = epsin(nz), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.
Sostituendo ora nell’equazione in T'(-) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo le equazioni:
2T (t) — 3n*T'(t) = 0,
al variare di n € N\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:

3n2t

To(t) = dpe™ = .
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al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢, d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari

tn(t,7) = T (£) X (x) = e " sin(na), n € N\ {0},

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:

r) =Y up(t,z).
n=1

Per determinare i coefficienti b,, sostituiamo il dato iniziale:

u(0,z) = 42® — 1 = Zun(O,x) = Z by, sin(nzx).
n=1

n=1

Se ne deduce che i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione

f(z) =42 -1,

nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—7, 7], poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
(ricordando che se f & dispari allora z +— f(x)sin(nx) ¢ pari):

b :l f( ) sin(nz) dx

n
/ f(z)sin(nz)

== / (42* — 1) sin(nz) dz

m™Jo
2((= (=1 +4m?(=1)" + 1) n* — 8(—1)" + 8)

mnsd

Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:
2
i 2((—(=D)" +4r*(=1)" +1)n* = 8(=1)" +8) e yt sm(m:)

™3

u(t,x) =

Svolgimento (Esercizio 162). Poniamo f(z,y) = 23+3zy-+y>—2. In coordinate polari z = pcos ,
y = psinf, si ha:

f(pcos, psinf) = psin® 6 4 p3 cos® O + 3p? sin f cos O — 2,
da cui:
I :={(pcosh,psinb) : p2sin® 0 + p® cos® 0 + 3p?sinfcosf —2=0,p>0,0 € [0,27]} .

Studiamo le intersezioni con rette verticali z = k. Fissato k € R si ha che f(k,y) = 0, ovvero
y3 + 3ky — 2 + k3 = 0 ammette almeno una soluzione (& un polinomio di grado dispari). Pertanto
per ogni k € R esiste almeno un punto di I' di ascissa k. Ma allora I'insieme non e limitato, quindi
non puo essere compatto. E chiuso perché f e continua. Per studiare le intersezioni con l’asse delle
ascisse, risolviamo I'equazione f(x,0) = 0, ovvero 3 — 2 = 0. Si ottengono i punti P; = (\?’@, 0).
Analogamente, per studiare le intersezioni con l'asse delle ascisse, risolviamo 1’equazione f(0,y) = 0,
ovvero 43 — 2 = 0. Si ottengono i punti Q1 = (O, \375)

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f ¢ dato da:

Vi(z,y) = (3352 + 3y, 3z + 3y2) )
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Nel nostro caso si ha:
ViR =(322°,392)
VI(Qi) = (372,327

Le rette tangenti sono quindi:

rp, :y:%(%—:ﬂ)
%x—?

TQI :y = - 22/3

In P, @1, la tangente non & verticale, quindi ¢ possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere
localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(x,y) = 0. In P, @1, la tangente
non e orizzontale, quindi ¢ possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una funzione
x = xz(y) implicitamente definita da f(x,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati. Il
minimo assoluto di h(z,y) = 22 vincolato all’insieme & ottenuto nell’intersezione della retta z = 0 con
I', pertanto in Q1 = (O, \3/5) e h(Q1) = 0. Non vi sono massimi assoluti vincolati, in quanto per ogni
k € R esiste un punto di I' di ascissa 2 dove h(-) vale k.

Svolgimento (Esercizio 163). I dominio ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, pertanto
e sufficiente studiare l'integrale per 6 € [0,7/2] e p € [0,v/sinf]. In coordinate polari, z = pcosé,
y = psinf, dedy = pdpdf, si ha (v = p?, dv =2pdp, v = sinu, dv = cosu du):

/2 pV/sinf w/2 psin€ /2
1=2 / / arcsin(p?)pdp df = / / arcsin(v) dv df = / / u cos u du df

w/2 /2 /2 T
= / ([usmu]g / smudu) df = / (0sinf + cosf — 1) df = / 0'sin 0 df + [sin 6] -3
0 0 0 0

/2
= [—f cos 9]3/2 + / cos 0 db + [sm@rr/2 =2
0

T T
2 2’

Svolgimento (Esercizio 164). Poniamo

ﬁ(x, y,z) = (Fi(x,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)) ,
<p(u, U) = (801(16, U)? 902(u7 U)? (:03(u’ U)) .

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(UCa% ) =0 Fl( T,y )+6yF2($,y,Z)+8ZF3(J},y,Z) =0,
N é»1 a F1(x,y, Z)
rot F(x,y,z) =det | € 0y Fs(z,y,2)
€3 5’ Fy(z,y,2)
e 0p Y’z
=det | & 0, 22
é’g 8 T —y
= (—1 — 1,2z — 2yz)
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Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha +/(t) = (1,3 cos(t), —sin(t)), da cui lintegrale di

linea:

) (t) dt

3t2(:ost — (t —3sint)sint + 9sin®tcost) dt

/ 95111 tcost,t? ,t—3sint) - (1,3 cost, —sint) dt
7

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

Opp1(u,v)  Oypi(u,v) 0p1(u,v) 1 -1
Jacp(u,v) = | Owpa(u,v) Oypa(u,v) Oxpa(u,v) | =| 1 2v
Opp3(u,v) Oyps(u,v) 0rp3(u,v) 2u  2v

Indicate con 9, (u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac ¢(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

do = |0y (u,v) A Oyp(u,v)|| dudv
€1 Oup1(u,v) Oppr(u,v)
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 u<P3(U, U) 31;903(% U)

=v/(—2u — 20)2 + (20 — 4uv)? + (20 + 1)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det? Bs.

Si ha che P = (0,2,2) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:
1

Jacp(P)=1[ 1 2
2

La normale unitaria in P ¢ data da:

o Bp(P)Ade(P) [
") = 18,0(P) A dva P (
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1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:

®(F, %) /F ndo
Fi(o(u,v))
/ / det | Fa(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
F3(p(u,v))
2 2 (u+v2)? (W2 4+02) 1 -1
:/ / det (u—v)? 1 2w dv du
2 2
:/ / (—4u5v — 8utv? + 2utv — 4ud0® — 20 — 6u0® + 2u21}3) dv du+

2 2
+ / / (2u21; — ™ + dun® + 2uv® + 207 — 403 — 302 — v) dv du
— 64.

Svolgimento (Esercizio 165). In forma di equazione totale si ha:
w(z,y) = (—4x3y3 — 1) dx — 62*y? dy =: p(z,y) dx + q(x,y) dy = 0.
Poiché
Oyp(x,y) — Ouq(z,y) = 120°

che & diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(zx,y) = 0.
Osserviamo che

Oyp(x,y) — Dpqla,y) _ 120%> 2
a(x,y) —6aty?

che e funzione della sola z, pertanto si ha il fattore integrante
A(.%' y) _ eff(:):)dx _ eff%dx _ 67210g|x| _ 672log|:r;\ _ i
) x2
Scegliamo un punto del dominio della forma Aw, ad esempio P = (P, P,) = (1,1), e integriamo
tale forma dal punto scelto al punto generico (zg,yo) mediante una spezzata « con lati paralleli agli

assi contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il segmento v, (z) := (z, Py) per « da P, a zq, e
poi lungo il segmento 7o (y) (z0,y) da Py a yo. Studiamo dapprima il caso zg > 0:

/)\w—/ )\w+/ Aw
Y1 Y2
—4z° — 1 Yo
:/ xdw—i—/ —6x2y? dy
1 [B

1
14— 2
+ 0 3301/0

Si ottiene il potenziale (per x > 0):

2233+ + 1
Viz,y) = ,

x

e per calcolo diretto si verifica che tale potenziale ¢ soluzione anche per z < 0. Le soluzioni sono
descritte in forma implicita da V(x,y) = ¢. E possibile esplicitare la y ottenendo per = # 0

V(1—c)x+1

y(z) = 5
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La soluzione soddisfacente a y(1) = 1 corrisponde a ¢ = 0, ovvero
Yz 41
y(x) = W
Tale funzione ¢ definita per x # 0, quindi il dominio massimale della soluzione ¢ ]0, +o00], ed & sempre

positiva. Ammette un asintoto orizzontale y = 0 per y — 400 e un asintoto verticale per z = 0
con lim+ y(x) = +oo. Ricordando che y(x) > 0 si ha dall’equazione y(z) < 0, quindi la soluzione &
z—0

strettamente decrescente nel suo dominio massimale.

Altro modo: 'equazione puo essere scritta come un’equazione differenziale di Bernoulli con espo-
nente o = —2:

! 2 1 -2
Y@+ y=—egy
Poniamo quindi z = y' =@ = 3, da cui y = z'/3. Si ha
7+ LI
x 224"

Tale equazione ¢ lineare, I'omogenea associata ¢ 2’ + %z = 0, che ¢ a variabili separabili e la cui
soluzione & z,(x) = k/2?, k € R. Cerchiamo ora una soluzione particolare della forma z,(x) = k(z)/z>.

E'(x) 1

1 1
Si ottiene = + 91 = 0, da cui ¥ (z) = o quindi k(z) = o Si ottiene quindi

k 1 2kx + 1
W)=t eE T T

da cui
(2kz +1)Y3  (2kz +1)1/3
2z Vor

Posto 2k = 1 — ¢, tale risultato conferma il precedente.

y(a) =2"(a) =

Svolgimento (Esercizio 166). Poniamo f(z,y) = 23 + 2 + eYy. In coordinate polari 2 = pcosf,
y = psinf, si ha:
f(pcost, psind) = p° cos®(0) + psin(0)e? ™0 + pcos(6),

da cui:
.= {(p cos(6), psin(f)) : p> cos®(0) + psin(0)e” ™0 + pcos(d) =0, p >0, 0 € [0, 277]} .

L’insieme & chiuso in quanto controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua f. Pos-
siamo riscrivere I’equazione che definisce Iinsieme come —eYy = 22 + x. Il membro di sinistra ha
derivata prima —e¥(y + 1), nulla per y = —1, e derivata seconda strettamente negativa in tale punto.
Pertanto ivi ammette massimo e tale massimo vale 1/e. D’altra parte, per y — —oo, il membro di
sinistra tende a —oo. Questo implica che ’equazione —eYy = ¢ ammette almeno una soluzione per
ogni ¢ < 1/e. D’altra parte si ha che il membro di destra per z sufficientemente negativo ¢ sempre
minore di 1/e, perché per x — —oo tende a —oo, quindi per ogni z sufficientemente negativo esiste
almeno un y tale che (x,y) € I'. Quindi I'insieme non ¢ limitato, e pertanto non puo essere compatto.

Per studiare le intersezioni con l'asse delle ascisse, risolviamo ’equazione f(z,0) = 0, ovvero
23 4+ 2 = 0. Si ottiene il punto P; = (0,0). Analogamente, per studiare le intersezioni con I’asse delle
ascisse, risolviamo ’equazione f(0,y) = 0, ovvero ey = 0, da cui ancora P;.

Ricordiamo che se V f(xo,y0) # (0,0), allora la retta per (xo, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,v0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f ¢ dato da:

Vi(z,y) = (322 +1,evy +¢¥).
Nel nostro caso si ha Vf(P;) = (1,1) e la retta tangente & quindi y = —z.
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In P; la tangente non ¢ né verticale né orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini
per ottenere localmente una funzione y = y(z) e anche una funzione z = x(y) implicitamente definite
da f(z,y) =0.

Studiare massimi o minimi vincolati di h(z,y) = 2 equivale a studiare massimi o minimi vincolati
di g(z) = x. Per le osservazioni fatte sulla compattezza si ha che se x ¢ sufficientemente negativo allora
esiste sempre y tale che (z,y) € I', pertanto A(-,-) non pud ammettere minimo assoluto vincolato.

La funzione x — 3 + x & strettamente crescente, pertanto ammette massimo vincolato in Z se e
solo se Z & massimo vincolato per z, pertanto i punti di massimo vincolato soddisfano a z3 +x = 1/e,
y=1esudiessih(-,-) vale 3.

Svolgimento (Esercizio 167). Si veda la soluzione dell’Esercizio 74.

Svolgimento (Esercizio 168). Poniamo
ﬁ((ﬂ, Y, Z) = (Fl(xa Y, Z)a FQ(xa Y, Z)a F3(.T, Y, Z)) 3
QO('LL, U) - (@1(“7 U)a 902(u7 U)a @3(“7 'l))) :
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(xvya Z) =0 FI(LU yvz) —|—8yF2(33,y,z) +62F3(x7y7 Z) =z

. €1 0y Fi(z,y,2)
rot F(xz,y,2z) =det | € 0y Fa(z,y,2)
53 8 Fg(w, Y, Z)
51 6 Trz
=det €9 8 z
€3 8 x—y

= (-2, 1,0).
Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (— sin(t), 2 cos(t),0), da cui integrale di

linea:
2T
/13- dé:/ Fo(y(t)) -+ (t)dt
¥ 0

21
- /O (0,0, cos(t) — 2sin(t)) - (— sin(t), 2cos(t), 0) dt

2w
:/ 0dt
0

=0.

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

Oap1(u,v)  Oyp1(u,v)  Ozp1(u,v) 12
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) 0Ozpa(u,v) | = —4du 2v
Orp3(u,v)  Oyps(u,v) 0.p3(u,v) du  2v
Indicate con 9,¢(u, v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do =||0up(u, v) A Opp(u,v)|| dudv

€1 Oup1(u,v) Oppi(u,v)
=|det | & Oupa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 Oups(u,v) Opps(u,v)

V/256u202 + (8u — 2v)2 + (8u + 2v)2 du dv.
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Per la regola di Binet, indicate con By, By, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det? By + det® Bs.
Si ha che P = (1,—-2,2) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

1 2
Jacp(P)=| —4 0
4 0

La normale unitaria in P ¢ data da:

0P Ade(P)
") = 100(P) A oo (P)] (0’

1 1 )
V2'V2)
1l flusso di F attraverso la superficie 3 ¢ dato da:

@(ﬁ,z)z/ﬁ.ﬁda

b
1 1 Fi(p(u,v))
= / det | Fa(e(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
-1/ F3(p(u,v))
1 1 (u+20) (2u*+0%) 1 2
= / / det 2u? + v? —4u 2v | dvdu
—2J-1 2l +u—v24+20  4du 2w

1 1
:/ / (—32u4v — 64uv? + 3203 — 161203 + 8u? — 32uv? + 18uw — 40> + 41)2) dv du
—2J1
24

=

1l flusso di G = rot F attraverso la superficie ¥ & dato da

-1/l Gs(p(u,v))
1 1 -2 1 2
:/ / det| v+2v—-1 —4u 2w dv du
—2J-1 0 du 2o

1,1
:/ / (8u2 + 46uv — 8u — 4v® + 21}) dv du
—9J-1
=064.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

l'orientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ-ﬁdaz/ F.dr
) %

Il bordo 0% della superficie X & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 1] x [—2, 1]. Affinché il bordo risulti
orientato con I'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei



SOLUZIONI 311

parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’unione delle quattro curve:

T(w) =p(u,—1) = (v —2,1—2u*2u* + 1), u € [-2,1]

Vg(v):go(l,v): (204 1,v% = 2,024+ 2), v € [-1,1]

y(u) =p(-u—1,1) = (1 —u,1 —2(-u—1)%2(-u—1)>+1), u € [-2,1]

@) =e(=2,—u—1) = (2(~u—1) = 2,(-u—1)* = 8,(-u—1)* +8) , v € [-1,1],

le cui derivate sono:

A (u) = (1, —4u,4u) , u € [-2,1]

Y2 (v) = (2,20,20), v € [—1,1]

() = (—1, 4w — 1), ~4(—u— 1)), u € [-2,1]
Sa0) = (~2,20,20), v € [1,1],

Si ha quindi:

((u—=2) (2u® +1),2u® + 1,20 + u — 3) - (1, —4u, 4u) du

:/1 ((u—2) (2u® + 1) — 4u (2u® + 1) + 4u (2u® + v — 3)) du

(2v+1) (v +2),0* +2, -0+ 20+ 3) - (2,2v,2v) dv

= [ (2v(—v*+20+3)+2v(v? +2) +2(20+1) (v +2)) dv

:/1 ((2(—u - 1)2 + 1) (1—wu),2(—u— 1)2 +1,2(~u — 1)2 _ u) (=1,4(—u—1),—4(—u—1)) du

1
:/ (A2(-u—-12+1) (—u—1)—4(2(-u—1)*—u) (~u—1)— (2(~u—1)* +1) (1 —u)) du
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1
—/ ((—20—2) (v* +8) ,0° +8,—v” = 20 +6) - (=2,20,2v) dv

:/1 (20 (—v* — 204 6) — 2(—2v — 2) (v* + 8) +2v (v* + 8)) dv
61,
Sommando i quattro contributi si ottiene:
I + I+ I3+ Iy = 64,

che conferma il risultato precedente.

1 2

Svolgimento (Esercizio 169). Poniamo A := < 3 1

2y/(t) = 2" (t) — 2/ (t) — 2t.

). Derivando la prima equazione, si ottiene

Sostituiamo 'espressione di y/(¢) ottenuta dalla seconda equazione:
2(3z(t) +y(t)) = 2" (t) — 2/ (¢) — 2t.
Riscrivendo tale espressione si ha 2 (t) — 2/(t) — 62(t) — 2y(t) — 2t = 0.
Sostituiamo ’espressione di 2y(¢) ottenuta dalla prima equazione:
t2 2" (t) — 22/ (t) — Ba(t) — 2t = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
t2 2" (t) — 22/ (t) — Ba(t) — 2t = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2'(t) + Det(A) z(t) = 2t — t*.

Il polinomio caratteristico & > —2u — 5, di discriminante § = 24. Le radici del polinomio caratteristico
sono iy = 1—+/6 e ps = 14++/6, pertanto due soluzioni indipendenti per I’omogenea nella variabile (-

SOno ,1(t) == e(l_‘/é)t e Lo i= e(l'“/é)t. Per trovare una soluzione particolare della non omogenea
applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema é:

L xo,l(t) wo,Q(t) o 6(1_\/6)]5 e(H—‘/é)t
W(t) := ( do1(t) Eoa(t) ) - ( (1= v6) VO (14 y6) V0 |-

Risolviamo quindi il sistema:
c(1-VE)t c(1+Vo)t dt) Y\ 0
(1 V6) YO (14 V) (10 (70 )= (e )

67(1—\/5)1& (2t7t2)

)\ _ [ ~ 2/6
d'(t) e (14V0)t (9 42)
2V6

ottenendo:
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Integrando, si ottiene:

e(VE=1)t ((7 - 2f)t2+2(f 6)t +2v6)
2V6 (v6—1)°
e~ (1VB)t (7+2f)t2+2(6+f)t+2\f)
2V6 (1 +/6)”

c(t) =

d(t) = —

La soluzione per la z(-) & allora:

1
w(t) = cet=Vo 4 g1Vt |~ oF (251 =70t +38) , c,d €R,

i(t) = (1= V6) e84 (14 v6) de1+V0)"
Dalla prima equazione si ha:

y(t):%(—t2+x’(t)—x(t)): \[ b=t \f Vit _ 3 o7 (256 =20t +18)  c.d € R.

In definitiva, la soluzione del sistema é:

- R.
125(5()t 70), ¢,d €

o(t) = cet=Vol 4 de(1HVE)t | = (252 — 70t 4 38) ,

y(t) = —y/Beet VB 1 [aeVoirt B (2502 — 200 +18)

al variare di ¢,d € R. Studiamo ora la stabilita dell’origine per il sistema omogeneo associato. Cal-
coliamo gli autovalori di A risolvendo 1’equazione det(AI — A) = 0 oppure, essendo nel caso 2 x 2 per
mezzo dell’equazione

A% — Traccia(A) A + det(A) = 0.

Gli autovalori sono 1+ v/6 e 1 — /6. Gli autovalori sono reali e distinti. Essi sono di segno discorde,
Porigine e una sella.

Svolgimento (Esercizio 170).  Poniamo f(z,y) = (:c2 —dr 4+ y2)2 — 22 + 2. Osserviamo che
f(x,y) = f(z,—y), quindi I'insieme ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ascisse.
In coordinate polari x = pcos@, y = psin@, si ha:

f(pcosh, psinf) = p*(sin®§ — cos® ) + (,02 — 4pcos 9)2
= —p? (cos(29) + (p — 4 cos 0)2) .

Considerando a parte il caso p = 0, si ha 0 < p = 4cos £ /cos(20) = 4cosh £ vV2cos? 0 — 1. Si
deve pertanto avere necessariamente cos26 > 0 con 6 € [—m, 7], da cui |§| < w/4 oppure 0 € Iy :=
[3/4m, 7| U [—m, —3/4~]. Studiamo ’esistenza dei due rami

p1(0) = 4cosf +/2cos?6 — 1,
p2(0) = 4cosf —\/2cos? 6 — 1.

Affinché il ramo p;(+) sia accettabile, si deve avere p;(0) > 0,1 =1,2.

(1) Per quanto riguarda p;(-), cid significa 4cosf + v2cos?6 —1 > 0. Se || < 7/4, poiché
cosf > 0, si ha che tale ramo € accettabile. Se 6 € I, si deve avere (ricordando che cos§ < 0
in I) che v/2cos2 —1 > —4cosf, da cui quadrando si ottiene 14cos? < —1, assurdo.
Pertanto tale ramo non e accettabile su I.
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(2) Per quanto riguarda ps(-), si deve avere 4cosf > v2cos?0 — 1. Se 0| < 7/4, elevando al
quadrato e ricordando che cos@ > 0, si ha 14 cos?# > —1. Pertanto tale ramo & accettabile.
Invece se 0 € Iy si ha cos@ < 0 quindi si avrebbe pa(#) < 0. Pertanto in Iy il ramo pa(-) non
e accettabile.

Pertanto
.= {(pcos@,psin&) : p=4cosfh++/cos(20), 0| < 7r/4} U {(0,0)}.

L’insieme & chiuso perché I' = f~1(0) e f ¢ continua. Inoltre dall’espressione in coordinate polari si
ricava che p < 5 (raggiunto per § = 0), quindi & anche limitato, ma allora l'insieme ¢ chiuso e limitato
quindi compatto.

Per determinare le intersezioni con l'asse delle ascisse, studiamo f(x,0) = 0, ovvero 'equazione
2 .
(ac2 — 4ac) — 22 =0. Si ha

0= (xQ f4m)2 —2? = (2% — 4z — x)(2® — 42 + 2) = z(z — 3)(z — 5),

le cui soluzioni sono z € {0,3,5}. Le intersezioni con l'asse delle ascisse sono P, = (0,0), P, = (3,0),
P; = (5,0). Per determinare le intersezioni con I’asse delle ordinate, studiamo f(0,y) = 0, ovvero
I'equazione y* + y? = 0, che ammette solo la soluzione nulla. L’unica intersezione con 'asse delle
ordinate ¢ P; = (0,0).

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f ¢ dato da:

Vi(z,y) = (22 —4) (27 — 4o + y*) — 22,4y (2° — 4z + y*) + 2y) .

Nel nostro caso, nei punti P, Ps il gradiente di f ¢ diverso da (0,0). Si ha 0,f(FP2) = —18 # 0,
Opf(P3) =50 # 0 e 0y f(P) = 0y f(P3) =0, quindi le rette tangenti in tali punti sono:

TP, T =3,
TP, 1 T = 0.

Le tangenti in tali punti non sono orizzontali ed ¢ possibile applicare il Teorema di Dini in un intorno
di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una funzione x = z(y) implicitamente definita da
f(x,y) = 0. 1l Teorema di Dini non puo invece essere usato per esplicitare y = y(x) in un intorno di
P,, P3 perché in tali punti le tangenti sono verticali.

La funzione h ¢ continua e I'insieme I" € compatto, pertanto A ammette massimo e minimo assoluti
vincolati a I'. Chiaramente nell’origine la funzione h(z,y) = 22 ha un minimo assoluto vincolato a T’
e il valore di tale minimo ¢ 0. Osserviamo inoltre che si ha sempre 2?2 < p2 < 25 e che si ha p2 = 25 se
e solo se @ = 0. In questo caso si ha anche 2 = p?, corrispondente al punto (5,0) che quindi & 'unico
massimo assoluto vincolato.

Altro modo (uso della parametrizzazione): in coordinate polari si ha h(pcos@, psinf) = p?cos? 0,
pertanto si tratta di studiare le funzioni z2(0) = p?(6) cos® 6, 0 € 1,2. Essendo comunque cos € > 0,
quindi x > 0, si ha che studiare i massimi di h(-,-) equivale a studiare i massimi di x vincolati a T'.
Poiché si ha sempre p;1(0) > p2(0), da cui z1(0) > x2(0), ¢ necessario trovare i massimi della funzione

z1(0) = 4cos? 0 + cos61/2cos2 6 — 1, 6] < %

Agli estremi si ha x;(£7/4) = 2, corrispondenti ai punti di intersezioni di I' con le bisettrici (si
ottengono i punti 77 = (2,2) e T5 = (2, —2)). Derivando all’interno si ha

sin(t) (8 cos(2t) cos(t) + 2 cos(2t) + 1)
cos(2t)

#(0) = —

i



SOLUZIONI 315
che per |0| < 7/4 si annulla solo in § = 0, corrispondente al punto P3 = (5,0) che, quindi & di max
assoluto vincolato e il valore del massimo e 25.

Altro modo (moltiplicatori di Lagrange): studiamo i punti dove il gradiente di f si annulla. Si ha
22z —4) (2* — 4z +y?) — 22 =0,
4y(:p2—4x—|—y2) + 2y =0.

Dalla seconda equazione si ricava y = 0 oppure 22 — 4z + y? = —1/2. Sostituendo y = 0 nella prima,
si ottiene 2(2z — 4)(2? — 4x) — 2z = 0, da cui x = 0, quindi il punto (0, 0), oppure 222 — 122 + 15 =0

+V6
2

da cui i punti ;0. Questi ultimi due punti non appartengono a I', poiché 'intersezione di

I' con y = 0 & data solo da (0,0), P, e P3. Sostituendo z? — 4z + y?> = —1/2 nella prima, si ottiene

)
—(22 —4) — 22 =0, cioé x = 1, e quindi da x? — 4z + y?> = —1/2 si ricava y = j:\g. Si verifica per

V5

calcolo diretto che i punti <1, i2> ¢ I'. In definitiva, 'unico punto di I" dove V f(z,y) si annulla &

Porigine, che andra trattata a parte.
Applichiamo quindi il metodo dei moltiplicatori di Lagrange: sia L(x,y,A) = h(z,y) + Af(x,y) e
risolviamo il sistema VL(z,y,A) = 0. Si ha:
A(2(2z —4) (2® — 4z + ¢?) — 2z) 4 22 =0,
A4y (2 — 4z + %) + 2y) =0,
(m274x+y2)27x2+y2 =0.
Dalla seconda equazione si ottiene A = 0 oppure y = 0 oppure 22 — 4z + 32> = —1/2. Se A = 0 si ha
dalla prima xz = 0, quindi dalla terza y = 0 e si trova l'origine. Se y = 0, dalla terza si hanno i punti

1
Pi, Py, P3. Se 2 — 4z + y? = —1/2, sostituendo nella terza si ottiene 1 22+ 9> =0. Da

22 —dx +y? = ,
1
2 2
22— 2=z
Yy 1’
si ottiene, sommando termine a termine, I’equazione 22> — 4x = —1/4, pertanto i punti con ascissa

T = i (4 +V 14)). Calcolando h(zx,y) nei punti Py, P53 e negli ultimi due punti trovati, si vede come
il massimo assoluto vincolato sia in Pz = (5,0) e valga 25, confermando il risultato ottenuto.

Tracciamo ora un grafico qualitativo di I'. Possiamo limitarci al primo quadrante. Dall’espressione
f(x,y) = 0 & possibile esplicitare y? in funzione di x: & sufficiente sostituire v = y? e osservare che si
ottiene un polinomio di secondo grado in v, nella fattispecie si ha

v?+v(22® =8z +1) + ' — 82® + 152 = 0,
da cui

2 _ _ L g2 _ /812 —
Y —vi—2 20 4+8x — 1+ /8x 162 +1),

soggetta alla condizione aggiuntiva v+ > 0. In particolare, se 822—162+1 = 0, con > 0, si ha una sola
soluzione, pertanto i due rami p; e p2 debbono confluire nel primo quadrante nel punto soddisfacente

1 13 7 1 [13 7
r=1+ ZV 14, cui corrisponde y = 3 + \/; Tale punto S1 = | 1+ ZV 14, 3 + \/; & anche
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Ficura 18. L’insieme (:c2 — 4z + y2)2 — 22 + y? = 0 e alcune rette significative.

il punto di ascissa minima per i rami p; e ps. Calcolando le derivate di vy si ha

162 — 16
U4 () = ° —4x + 8,
2v/8x% — 162 + 1
162 — 16
v_(z) = — ° —4x +8,

2v/8x2 — 16z +1

La mappa z — 822 — 16z + 1 ha il suo minimo in = 2 e tale minimo vale 1. Il grafico di I ha la
forma di una mezzaluna con corna smussate e gobba rivolta nella direzione positiva dell’asse z, cui va
aggiunta l’origine, punto isolato.

Svolgimento (Esercizio 171). Si ha
2sin(nm/2) o(—2n2 1)t cos(nz)| < ie(fzrﬂ—l)t'
nm nm

Pertanto negli insiemi della forma [¢, +00] % [0, 7] con ¢ > 0 si ha convergenza totale, in quanto il

_op2_ . .
(=2n"—1)c ¢ per n sufficientemente grande tale termine & minore

membro di destra ¢ maggiorato da %e
di 1/n? (perché I’esponenziale prevale su tutti gli altri termini), termine generale di serie convergente.
In modo del tutto analogo si prova la convergenza delle derivate parziali di ogni ordine della serie.
Quindi si ha convergenza totale, uniforme e puntuale della serie e delle sue derivate in [c, +-00[x [, 7]

per ogni ¢ > 0. La serie & derivabile termine a termine. Per provare che e soluzione dell’equazione
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assegnata, ¢ sufficiente osservare che
O (e(*%zfl)t cos(nx)) = —(2n* + 1)6(7271271))&008(711')
92, (e(_2”2_1)t Cos(nm)) = —n2e(-2* -1}t cos(n)

Quindi e(=2n*=1)t cos(nx) e soluzione dell’equazione per ogni n > 1. Possiamo moltiplicarla per una
costante arbitraria e ottenere ancora una soluzione, pertanto il termine generale della serie ¢ soluzione
e, poiché la serie e le sue derivate sono derivabili termine a termine, si ha che la serie data risolve il
problema.

Svolgimento (Esercizio 172). Osserviamo che D puo essere ottenuto dividendo a meta il cilindro
con la medesima base e altezza pari alla somma tra l’altezza massima di D e quella minima. Da
z=5—yea?+y?> <9, sihalyl <3, quindi 5—-3=2<2<5+3=8. Essendo il solido contenuto

1
in z > 1, la sua altezza varia quindi da 1 a 7. Quindi il volume ¢ 5327r(7 + 1) = 36m.

I:/// drdydz,
D

dove D e il solido assegnato. Parametrizziamo D in coordinate cilindriche: z = pcosf, y = psind,
z = z. L’elemento di volume & pdpdfdz. Si ha allora 0 < p < 3, e z compreso tra 5 — psinf e 1.
Poiché si ha sempre 5 — psinf > 1se 0 < p < 3 e 6 € [0,27], si conclude che 1 < z < 5 — psin6.
Quindi si ha

3 2w pb—psind 3 pr2m 3
I:/ / / pdzd@dp:/ / (4—psin6’)pd6’dp:27r/ 4p dp = 367.
o Jo J1 0o Jo 0

Svolgimento (Esercizio 173). Si ha:
Vialz,y) = (4ax — 18z + l4ay — 60y, 1dazx — 60z + 202y + 36ay — 180y) ,

[ 4a=5)+2 12(a—5)+2a
Hessfa(x,y) - ( 12(@—5)4—2& 2a2+36<0é—5) )

I punti critici risolvono il sistema V f,(z,y) = 0, cioé

{(za — 9)z + (Ta — 30)y = 0,

Altro modo: si deve calcolare

(Ta = 30)z + (a® + 18 — 90) y = 0.
Il determinante della matrice associata a tale sistema &
(20 — 9)(a? + 18a — 90) — (Tar — 30)? = 2a° — 2202 + 78a — 90
Tale determinante ¢ nullo solo per @« = 3 e @ = 5. Pertanto se o ¢ {3,5}, 'unico punto critico e
l'origine. Il determinante della matrice Hessiana e
det Hess fo(,y) = 8a® — 88a% + 3120 — 360 = 8 (a3 —11a* + 392 — 45)

cerchiamo soluzioni tra i divisori di 45, ovvero £1,+3, +5, +9, £15, +45. Si ha che il determinante si
annulla solo per o = 3 (radice doppia) e & = 5. Pertanto esso ¢ strettamente negativo per a@ < 5 e
a # 3, e strettamente positivo per o > 5. Utilizzando il metodo dei minori principali, possiamo dire
che per o > 5 si ha un minimo nell’origine (unico punto critico), mentre per o« < 5 e o # 3 si ha una
sella nell’origine (unico punto critico). I casi &« = 3 e @ = 5 vanno studiati a parte. Si ha

f3(z,y) = =322 — 18zy — 27y? = —3(2% + 62y + 9) = —3(z + 3y)?,
fs(@,y) = a® + 10ay + 25y° = (x + 5y)°

Pertanto i punti critici di f3 sono tutti quelli della retta x = —3y e sono massimi relativi e assoluti,
mentre quelli di f5 sono tutti quelli della retta x = —5y e sono tutti minimi relativi e assoluti.
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Svolgimento (Esercizio 174). Poniamo

F(x,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)),
QO(U/, U) - (@l(ua U)? ) (’U,, U)? @3(“’7 ’U)) .

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(x,y,z) =0, F1(x,y,2) + 0y Fa(x,y, 2) + 0. F3(x,y, 2) = 222 —y + 2,

. er 0 P (.’E, Y,z €1 Oy 222
rot F(z,y,z) =det | € 0y, Fa(x,y,2 =det | & 0y Yz = (—y — 2z, 2% — 2z, O) .
53 az F3($, Y,z 53 8,2 1‘2 — Yz

Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo. Si ha 7/(t) = (=3sin(t), 3 cos(t),0), da cui Iintegrale
di linea:

2 2
/ﬁ- dZ:/ Fo(y(t))-+(t)dt :/ (0,0,9cos*(t)) - (—3sin(t), 3cos(t),0) dt = 0.
vy 0 0

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

83:901('“7”) ay‘Pl(uyv) 62@1 (U,’U) 2u 1
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) Ozpa(u,v) | = —2u 2v
8$()03(’LL,’U) 8y<p3(u,v) 82@3<U,U) 1 2v

Indicate con 9, (u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = ||0up(u, v) A Oyp(u,v)|| dudv
€1 Oup1(u,v) Opipr(u,v)
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) dudv
€3 Oups(u,v) Oypps(u,v)

=/(1 — 4uv)? + (—4uv — 20)2 + (4uv + 2u)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.

Si ha che P = (2,0,0) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (—1,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P é&:
1

Jacp(P) = 2 2

1 2

La normale unitaria in P ¢ data da:

i) = D) A2l :< 2[5 6>‘

10up(P) A
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1l flusso di G = rot F' attraverso la superficie X ¢ dato da

(G, %) /G ndo

Gi(p(u,v))
/ / det | Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
Gi(p(u,v))
9 9 u? —u — 202 2u 1
:/ / det [ (u?+ v) —2(u*+v) —2u 2v | dvdu
272 0 1 2v

2
—/ / (—4u5v +ut — 8uPv? + 4udv + 4uPv — 2u® + duv® + 8uv® + 2uv + 40 + 0% — 21)) dv du

448
15
Svolgimento (Esercizio 175). In forma di equazione totale si ha:

w(@,y) =y’ de(2z — 5y) + (=5ay® — 6) dy =: p(z,y) dz + q(z,y) dy = 0.
Poiché
Oyp(.y) — Bpq(z,y) = 3y* (2 — 5y),
che ¢ diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(zx,y) = 0.
Osserviamo che
ayp(xay) — 02q(x,y) _ 3 L f(y),

—p(z,y) oy
& una funzione della sola variabile y, pertanto un fattore integrante & dato da
1
Mry) =l 1OW =

Scegliamo un punto del dominio della forma Aw, ad esempio P = (P,, P;) = (0, 1), e integriamo tale
forma dal punto scelto al punto generico (xg,yop) mediante una spezzata - con lati paralleli agli assi
contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il segmento vi(z) := (z, P,) per  da P, a ¢, e poi
lungo il segmento ’yg(y) (x0,y) da Py a yo:

/)\w—/ )\w+/ Aw
T 72

Yo _ 3 _
:/ (21:5)d:6+/ Mdy
0 1 Yy

3
:—51:0y0+x8+—2—3
Yo
Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:

V(z,y) = 2® — 5oy + ;2,
e le soluzioni sono descritte in forma implicita da V(x,y) = c. La soluzione soddisfacente a y(2) = 1
corrisponde a ¢ = —3.
Possiamo riscrivere la forma implicita della soluzione come
f(z,y) = (2* = 5y +3)y* +3 =0,

infatti f(z,0) # 0, pertanto non stiamo aggiungendo soluzioni. Posto z = x? — 5xy + 3, w = y?
si ottiene la curva zw = —3. Tale curva ammette gli asintoti z = 0 e w = 0, pertanto abbiamo le
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3
curve asintotiche y = s + g e y = 0. Pertanto l'insieme I' = {(z,y) : f(z,y) = 0} ammette gli
x

x
asintotiz =0ey = 3 (dalla prima), mentre la seconda non porge informazioni. Osserviamo inoltre

che T" ¢ simmetrico rispetto all’origine. Si poteva determinare I’asintoto y = x/5 anche studiando le
intersezioni con rette y = mx, m € R, e 'asintoto x = 0 studiando le intersezioni con rette z = mx,
m € R. Osserviamo che nei punti dell’insieme si ha anche 9, f(z,y) # 0.

Questo implica che il dominio massimale della soluzione contenga l'intervallo ]0, +oo[. Poiché I
non interseca ’asse delle ordinate, si conclude che la soluzione considerata quindi ha come dominio
massimale |0, +oo[ e ammette i due asintoti sopra specificati. Inoltre, essendo y # 0, i punti dove
la derivata si annulla sono quelli dati dall’intersezione tra la soluzione stessa e la retta 2z — by = 0.
Poiché y > 0, e quindi = > 0, tali intersezioni sono nel primo quadrante, e quindi studiando il segno di
y' si ottiene che sono tutti minimi. Ce ne deve essere uno solo: se ce ne fossero due infatti si dovrebbe
avere un massimo locale tra essi, quindi un altro punto dove la derivata si anulla. Ma la derivata
si annulla solo sulle intersezioni con 2z — 5y = 0 e li si ha un minimo. Pertanto la soluzione ha un
asintoto verticale per x = 0, & sempre positiva, ammette un unico minimo quando interseca la retta
2z —5y = 0, e vi € almeno un’intersezione con tale retta perché la soluzione ammette ’asintoto obliquo

y=ux/b.

Svolgimento (Esercizio 176). Poniamo A := <
3wa(t) = 2 (t) — 24 (t) — 2.

_12 2) Derivando la prima equazione, si ottiene

Sostituiamo lespressione di x4 (t) ottenuta dalla seconda equazione:

3(2a(t) — 221 (1)) = 27 (t) — 27 (t) — 2.

Riscrivendo tale espressione si ha z (¢t) — o) (t) + 621(t) — 6z2(t) — 2 = 0.

Sostituiamo l'espressione di 3x2(t) ottenuta dalla prima equazione:

2] (t) — 21 (t) — 2 (] (t) — 21(t) — 2t — 1) + 621 (¢) — 2 =0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x1:
2 (t) — 32} (t) + 8x1(t) +2(2t +1) — 2 =0.

In notazione compatta, si ha:

2 (t) — Traccia(A) 2 (t) + Det(A) x1(t) = 2 — 2(2t + 1).

Il polinomio caratteristico & u? —3u+8, di discriminante § = —23. Le radici del polinomio caratteristico
sono ty = % (3 — 1V 23) e o = % (3 + v/ 23), pertanto due soluzioni indipendenti per I’omogenea nella
variabile x1(+) sono ), (t) := e3/2 cos (@) € Tijo2 i= —e3t/2 sin <@) Per trovare una soluzione

particolare della non omogenea applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice
Wronskiana del sistema e:

x1|0,1(t) x1\0,2(t)

W(t) = < 1101 (1) d1jo2(t) )

e3t/2 cos <\/§3t —e3t/2gin (\/%31&

%e3t/2 cos (@) — %\/%63’5/2 sin (@) —%\/ﬁegt/2 cos (@) — %eg‘t/z sin (@)

Risolviamo quindi il sistema:
dt) \ 0
W) < a(t) > = ( 2202 +1) >
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ottenendo:

e3/2(2 — 2(2t + 1)) sin (@)
—3V/23€3t cos? (*ﬁt) 3V/23€3t sin (@)

> ) e3/2(2 — 2(2t 4 1)) cos (ﬁ)
_%\/ﬁ€3tcos2<\ﬁt> 1 /233 sin? (xﬁ)

Integrando, si ottiene:

e /2 (24t — T)sin (Y3 ) + V/23(8¢ + 3) cos (Y32 ) )
o 16123 ,
a(t) e~ 3t/2 (\/T%(& + 3)sin (\ﬁt) (7 — 24t) cos (@))
o 16123 .

La soluzione per la z;(-) ¢ allora:

23t t t
xl(t)=ce3t/2cos <\/2>3> de?t/? si <\/>> —5—1%, c,d € R,

@ (t) = \ﬁce3t/2 sin <\/>t> 3¢ ce?? cos (@) +

— gde&/2 (ft> \ﬁd /2 ¢ <\/§>3t> — %, c,d € R.

Dalla prima equazione si ha:

2a(t) = % (ah(t) — 2 (t) — 2t 1)

L ( ge3t/? (\/>c+d> sin (ft) + 8e3t/? (c— \/ﬁd) cos <\/§3t> — 3(8t + 7)) , ¢, d € R.

T8

In definitiva, la soluzione generale del sistema e:

z1(t) = ce®? cos <\/?3t> de3/? si (ft) % - 1%,

xa(t) ! ( ge3t/? (\/>c+ d) sin (\ﬁt> + 8e3t/2 ( \/>d) cos (\Ct) — 3(8t + 7)) ,

TR

al variare di ¢, d € R.
Sostituendo le condizioni iniziali si ha

22(0) = — (8(c—Vv23d) —21) =

da cui c =19/16 e d = —/23/16.
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Si ottiene allora:

1 t 23t
zi(t) =— —8t+\ﬁe3t/251n<f)—1—1963”2008 Q -3

16 2 ’
1 t 23t
zo(t) = 16 — 3v/23¢%/% sin (f ) + 732 cos \/;3 -7

Altro modo: In forma matriciale si ha &(t) = Ax(t) + b(t), dove:

(41 et

L’omogenea associata ha soluzione z(t) = etc, ¢ € R2. Calcoliamo quindi e, Tl teorema di Hamilton-
Cayley afferma che se p(-) ¢ il polinomio caratteristico di At € Mataxa(R), allora p(At) = 0. Pertanto
e si scrive come un polinomio 7(+) in At di grado strettamente minore del grado di p()\). Si ha quindi
At — r(At) dove
r(z) = ap + 12 + -+ + Qdegp128P .
Per calcolare i coefficienti «; si procede nel modo seguente: per ogni autovalore \j, di At (ovvero radice
del polinomio caratteristico) di molteplicita py, si ha

T()‘h) = eAh7
'dl"hfl
e r(\p) = et

Ripetendo per tutti gli autovalori di At si ottiene un sistema lineare determinato nei coefficienti «; di
n equazioni in n incognite, da cui i coefficienti di r(-) e pertanto e, Nel nostro caso, data la matrice

t 3t
At = < ot 2t > !
il suo polinomio caratteristico & dato da p(\) = det (At — AId2) = 0, ovvero

p(\) = \? + 8t — 3)\t.
Si ha allora Ay = % (3t — iv/23t) di molteplicita 1 = 1, Ao = 3 (3t + iv/23t) di molteplicita po = 1. 11

sistema che ne risulta ¢ )
Qg + %011 (3t — 1V 23t) = ei(3t—l‘/ﬁt)’
ag + %ozl (375 + i/ 2375) = e%(gtﬂ‘/ﬁt),

la cui soluzione ¢

1
ap = 476@2"“” (23ezft+3zfe“ﬂ+23 3Z\F>

ze?_’“ﬁt ( 1+ e“ﬁt>
V23t ’

ol = —

Si ottiene quindi
e3t/2 (\/ 23 cos (—ggt
At V23
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Applichiamo ora il metodo della variazione delle costanti cercando soluzioni particolari nella forma
z(t) = eAe(t). Sostituendo nell’equazione si ottiene eAtc/(t) = b(t), da cui

o(t) = / A (1) dt.

Quindi la soluzione generale & data da
z(t) = ete+ /eA(t_s)b(s) ds, ceR?

e sostituendo le condizioni iniziali

Sostituendo, si ottiene:

x1(t) = L < 8t + v/23¢%/% sin (ft) +19€3/2 cos <\/§3t> _3>,

16
zo(t) = 116 < 8t — 3v/23¢%/2 sin <\ﬁt> 1+ 7e3t/2 cos (?) — 7) )

che conferma il risultato precedente

Svolgimento (Esercizio 177). L’insieme ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ascisse. Poniamo

f(x = 1
( 71/) 31’4 + 41’2y2 —x ZL‘2 y2 y4
In coordinate polari X = pcCos 9, Yy = psin 07 si ha:

2 1

f(pcost,psind) = r* cos(2t) + 2r" — r? cos(t) + 20

da cui:

r:.= {(pcos(&),psin(@)) : 4 cos(20) + 2t — 12 cos 6 + 2—10 =0,p>0,6¢€]0, 27r]} .

Osserviamo che si ha 2—cos(260) > 0 e quindi per p — 400 si ha f(pcos@, psinf) — +o0, in particolare
non puo essere nullo per p sufficientemente grande. Pertanto 'insieme & limitato, ed & anche chiuso in
quanto controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi & compatto. Per studiare
le intersezioni con l'asse delle ascisse, risolviamo I’equazione f(x,0) = 0, ovvero 3z* — |z|z + 2—10 = 0.
Quindi studiamo le due equazioni 3z* — 2% + % = 0 con la condizione z > 0 e 3z* + 22 + % =0
con la condizione x < 0. La seconda equazione non ammette soluzioni. Si ottengono dalla prima i

punti accettabili P, = ( 3—10 (5 — \/ﬁ),O), P = < % (5 + v 10),0). Analogamente, per studiare

le intersezioni con ’asse delle ascisse, risolviamo ’equazione f(0,y) = 0, ovvero y* + % = 0, senza
soluzioni reali.

Ricordiamo che se V f(z9, yo) # (0,0), allora la retta per (xo, yo) tangente a I" & data dall’equazione
V f(zo,y0) - (x — x0,y —yo) = 0. 1l gradiente di f ¢ dato da:

(129:3\/m Va2 +y?+ 8y, — \/yTy2+8x2y+4y3>.

Vi(z,y)=
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Nel nostro caso si ha:

Le rette tangenti sono quindi:

In P, P,, la tangente non & orizzontale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione x = z(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0, non & possibile
invece applicarlo per ottenere localmente una funzione y = y(x), perché la tangente ¢ verticale.

Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati di h(pcos@, psinf) = p? sfruttando 'espressione in
coordinate polari. Infatti da essa si ha

1
p*(2cos® 0 + 1) — p* cos(0) 20 = 0.

Poniamo k = p? e s = cos ), ottenendo

2702 1
k“(2s° +1) ks+20 =0.
I punti dove le derivate rispettivamente di k e s rispetto a p e 8 si annullano andranno studiati a parte.
Si ha che p = 0 non appartiene all’insieme, e i punti con sinf = 0 corrispondono alle intersezioni con
'asse delle ascisse. Gli estremali di k& = p? vanno cercati tra i punti dove la derivata rispetto a s &
nulla, ovvero —k + 4sk? = 0. Nella fattispecie, per s = 0 otteniamo le intersezioni di I' con I’asse delle
ordinate, ovvero nessuna, e k = 0 implica p = 0, da escludere. L’unica possibilita & quindi k = 1/4s.
Sostituendo, si ottiene dall’equazione in coordinate polari che s? = 3/40, pertanto p* = 3/40, da cui
1
2

/ 1
=5 % es=1/4k = cosf = \/E, da cui sinf = i\/;. Calcolando i valori assunti da h nei

punti corrispondenti e nei punti esclusi appartenenti all’insieme, si ha che h raggiunge il suo valore

1,/5 1 1 /3
massimo in ( i‘/; ,t ) e tale valore massimo ¢ — 10 Analogamente, si ha che h raggiunge

2 2v/30 2
il suo valore minimo in ( 3—10 (5 - \/10),0), e tale valore minimo & % (5 — 10).

Svolgimento (Esercizio 178). Posto z = f(z,y), parametrizziamo il dominio D := {(z,y) € R? :
x> |yl, 1 < 2? +y? < 16} in coordinate polari x = pcosf, y = psinf. dxdy = pdpdf. Da x > |y
otteniamo |§] < 7/4 e da 1 < 2% + y? < 16 otteniamo 1 < p < 4. Pertanto, osservato che

—y/x? 1/z ) 1

T+ 2/2 1+ y2/a?) ~ a2 +y2(—y,x),

Vi(z,y) = (
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w/4 4 1
A:// \/1+|Vf(x,y)|2dxdy:/ / \/1+ — pdpdf
D —n/4J1 p

si ha

/4 ™ 4417
= V14 p2dpdd == [ 4V17T = V2 +1og | —— | |.
—7T/4/1 prar 4 ( 1+ \/é
t_ —t
Per calcolare una primitiva di /1 + p? si pone p = sinht = ¢ 26 ,dacuit =log(p++/1+ p?), dt =

cosh pdp, e si ricordi che sinh’t = cosht, cosh’t = sinht, cosh?t — sinh?t = 1, cosh 2t = 2cosh®t — 1.
Quindi

h2t+1 1 (sinh(2t
/\/1+P2d/)=/\/l—l—sinhtcoshtdt:/coshztdt:/COS+dt: (sm ( )—i-t)

2 2 2

1 1 1
= 5(sinhtcosht +1) = §(sinht\/ 1 +sinh?t +t) = i(log(p—i— V14 p2)+pV/ 14 p?).

Altro modo: Parametrizziamo direttamente la superficie ¥ ponendo ¢(p,0) = (pcosé, psinb,6),
dove p € [1,4] e 0 € [-7/4,7/4]. Lo Jacobiano della parametrizzazione e I’elemento d’area &

cosf) —psinf
Jacyp(p,0) = | sinf pcosf |,
0 1

do = \/ det? <Slge P 0) + det? (Cog o —r o 9) + det? <C089 —psm 9) =1+ pdpdo.

sinf  pcosf

L’area richiesta ¢ allora

/4 pd T 4+ /17
A:/Edgz/ / \/1+p2dpd9=4<4\/ﬁ—\/§+10g<1))a

—n/aJ1 +v2
con conti analoghi al caso precedente.

Svolgimento (Esercizio 179). Si veda la soluzione dell’Esercizio 174.

Svolgimento (Esercizio 180).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,xz) = T(t)X (z).
Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(¢t) X (x) si ha:
2X (2)T'(t) — AT () X" (x) + T(t) X (x)
T(t)X (x)

=0.

Semplificando si ha:
27'(t)  X(z) —4X"(x)

) T X@ Y

Separando le variabili si ottiene:

C2T'(t)  X(x) — 4X"()

W . X@ &k

Si ottengono quindi le due equazioni:

27'(t) + AT'(t) = 0,
—4X"(z) — AX(z) + X (z) = 0.
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Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(¢,0) = T'(t)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-
mente X (7) = 0. Studiamo ’equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica e:

42— X+1=0.
Siano A, () il suo discriminante, e 1 (\), p2(A) le sue radici.
(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione
in X (-) diventa:
X(x) = eV 4 pemr2N)

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1+co =0,
Cleﬂ'/"l()‘) —+ 02671-'“'2()‘) =0.

Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite c1,
co sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = ¢y = 0,
che non & accettabile perché implica X (x) = 0.
(2) Se Az(A) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:
X(x) = c1e®M N 4 coget (V)

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Cc1 = 0,
Clewul(A) + 7'('62871—“2()‘) =0.
da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = co = 0, che non e accettabile perché implica
X(z)=0.
(3) Se A,(\) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: p1(A) = a(X) +i58(N),
p2(A) = a(A) —iB(A), con S(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X (-) diventa:
X(x) = c1e** sin(fz) + c2e®” cos(fBz).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

co =0,

e™cy sin(mf) + €™ cos(mwfB) = 0.
Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(73) = 0 e quindi § € N.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X () si hanno se A;(\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica ¢ un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Agz(A) = —16(X — 1) e affinché sia negativo dovra essere A > 1. La parte immaginaria delle soluzioni ¢

allora B(A) = —31/—Az(\) = = )‘2_1, e per avere B(\) = n € Z dovra essere A\ = 4n?+1. Detta X,,(-)
la soluzione dell’equazione in X (-) corrispondente al valore A = 4n? 4+ 1, n € N'\ {0} si ha pertanto:

Xn(z) = epsin(nzx), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.

Sostituendo ora nell’equazione in T'(+) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo le equazioni:
2T/ (t) + (4n* + 1)T(t) = 0,
al variare di n € N'\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:

_ (4n2+1)t
2

T,(t) = dpe
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al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢,d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari

_ (@n241)t

up(t,z) = T,(t) Xy (z) = bpe” 2 sin(nz), n € N\ {0}.

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:
oo
u(t,:r) = E un(tax)'
n=1
Per determinare i coefficienti b,, sostituiamo il dato iniziale:

u(0,z) =3z = Zun(O,x) = Z by, sin(nx).
n=1

n=1

Se ne deduce che i coefficienti b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione

f(z) = 3z,

nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—7, 7], poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
(ricordando che se f & dispari allora x — f(x)sin(nz) & pari):

by, :l i f(z)sin(nz) de = 2 /Tr f(z)sin(nz) de = 2 /Tr 3z sin(nz) dx = —
- ™ Jo m™Jo

s

Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:

" — (4n2+1)t

u(t,r) = 2_6(_1) € 2 sin(nx)'
n=1

n

A causa della presenza dell’esponenziale di esponente negativo, la serie e tutte le derivate convergono
totalmente, pertanto la serie ¢ una soluzione classica del problema.

Svolgimento (Esercizio 181). Poniamo f(z,y) = —2* — 222y + 22 + 42y — y* +y%. In coordinate
polari z = pcos@, y = psiné, si ha:

f(pcost, psind) = p* (2sin(20) — p* +1)..

Osservato che l'origine appartiene all’insieme, e che puo essere ritrovata ponendo ad esempio 6 = 7/12,
e che p > 0, possiamo scrivere

I':= {(pcos(9), psin(h)) : p* =2sin(20) + 1, p > 0, 6 € [0, 2n]} .

L’insieme ¢ quindi ovviamente limitato, inscritto nel cerchio centrato nell’origine e di raggio v/3, ed
¢ anche chiuso in quanto controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi e
compatto. Per studiare le intersezioni con 'asse delle ascisse, risolviamo l'equazione f(z,0) = 0,
ovvero 2 — 2% = 0. Si ottengono i punti P = (—1,0) , P, = (0,0) , P3 = (1,0). Analogamente, per
studiare le intersezioni con l’asse delle ascisse, risolviamo I'equazione f(0,y) = 0, ovvero y? — y* = 0.
Si ottengono i punti @1 = (0,—1) , @2 = (0,0) , Q3 = (0,1).

Ricordiamo che se V f(zo,y0) # (0, 0), allora la retta per (o, yo) tangente a I' ¢ data dall’equazione
V f(xo,y0) - (x — z0,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vf(z,y) = (—4:1:3 — dxy? 4 22 + 4y, — 42’y + 4o — 497 + 2y) .
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Nel nostro caso si ha:

VP =(2,-4)
Vf(P,) =(0,0)
Vf(Ps) =(-2,4)
Vi(Q1) =(-4,2)
V f(Q2) =(0,0)
V(Qs) =(4,-2)
Le rette tangenti sono quindi:
z+1
rp Y = B
z—1
TRy Y =

rg, Yy =2r—1

rQs iy = 2v + 1.
In P, P;3, @1, @3, la tangente non e verticale, quindi ¢ possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(x) implicitamanete definita da f(x,y) = 0. In P;, P3, Q1, @3,
la tangente non e orizzontale, quindi € possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente
una funzione x = z(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi di

h(pcos®, psinf) = p? vincolati a I' utilizzando la parametrizzazione in coordinate polari. Il minimo
assoluto e 0 assunto in (0,0). Per il massimo, dalla parametrizzazione si ha per p # 0:

p? = 2sin(20) + 1,
quindi il massimo ¢ assunto per § = w/4 e 0 = 57/4, ovvero nelle intersezioni di I" con la retta y = x

. . . . 3 3 3 3
e vale 3, i punti di massimo sono <—\/;, —\£>, <\£, \/;)

Svolgimento (Esercizio 182). Dall’equazione della curva si ottiene

() 202 — 1 4+ 22zt — 245 i2\@1:2\/1 — 2 N 22 x
X)) = = — .
4 422 1 4% 1 4221 421

Per 0 < = < 1/4, la curva presenta quindi due rami, entrambi nel primo quadrante. Il ramo cui
appartiene il punto (1/4,1/3), quindi quello indicato dall’esercizio, corrisponde alla scelta del segno
negativo. L’area richiesta ¢ quindi l'integrale su 0 < z < 1/4 di y(z) dove in y(z) si ¢ scelto il segno
negativo. Si ha immediatamente:

T 1 8x 1
= = = = logl4z® -1
/43:2—1 8/4902—1 g logld” — 1],
212 1 422 1 (422 —-1+1 z 1 dx
—— —dx== | ————dr==+—- | ———
422 -1 2 ) 422 -1 2 422 — 1 2 2] 42 -1
x+1/ 2dx ﬂ:+1 / dzx / dx x+11
= — — = — — —_ = — — 10
2 4) 2z—-1)(2x+1) 2 4 2z — 1 20+ 1 2 8

Per calcolare una primitiva di

20 — 1
&lor+1

22221 = 2z
422 — 1



SOLUZIONI 329

2

e dr = —tdt. Siha allora

poniamo t = /1 — 2x da cui x =

2
2v2elV1 — 2z (#-1)* 1 rt-2el 1 1
/ 42 —1 N _mdt——\ﬁ Wdt—_\ﬁ <t2+2_2)dt
L i R =y
- \/§<3 +/(t—\/§)(t+f)>_ 3.2 </t_\/ t+\/§)
) KR W L 2] I (1—2:v3/2 -2z —
32 *lievalT T s & T2z 12

Quindi

/01/4y(1’)dx: B (310g12—1 n 3\1/§+11 o (ﬁ;))+<1 B 71 (2) B 1og8(2))+;10g <§>

L’espressione precedente, dopo varie manipolazioni algebriche, si puo scrivere anche in modo piu

compatto come
1/4 1
/ y(x)de = o (5 42 — 6log <—9\f>>
0

Svolgimento (Esercizio 183). Poniamo

ﬁ(a:,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(x,y,2)),
(P(u7 1)) = (‘pl(u7 1)), (pg(u, 1)), 903(u7 U)) .

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

div‘ﬁ(l‘agﬁ Z) :8IF1(:C Y, Z) +a FQ(‘/L‘ Y, Z) =+ azF3(‘T’yvz) = 07

. €1 Or Fi(w,y,2)
rot F(z,y,z) =det | & 0y Fa(z,y,2)
€3 3 Fs(z,y,2)
e 0, 22—vy
=det | &2 0y z+=z
€3 8 2x
= (-1,22 - 2,9).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (—3sin(t), 3 cos(t),0), da cui Vintegrale

di linea:
27
/ﬁ- dﬁz/ Fo(v(t))-+(t) dt
0% 0

2T
:/0 (—3sin(t), 3 cos(t),6cos(t)) - (—3sin(t), 3 cos(t),0) dt
— /27T (9sin®(¢t) + 9 cos®(t)) dt
0

=18m.
Lo Jacobiano della parametrizzazione e
Opp1(u,v)  Oyp1(u,v) 0yp1(u,v) 1 3
Jacp(u,v) = | Opp2(u,v) Oypa(u,v) Orp2(u,v) | = 1 -1

Opp3(u,v) Oyps(u,v) 0yp3(u,v) S8u 2v
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Indicate con 9,¢(u,v) e yp(u, v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ & dato da:

do = ||0up(u, v) A Oyp(u,v)|| dudv

=|det [ € Oypa(u,v) Oypa(u,v) du dv
53 u(P?) ) 8@903(1‘7@)

=/ (24u — 20)2 + (8u + 2v)2 + 16 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

(u,v)
51 u(Pl( u, U) 81)801 (u7 U)
E )

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (0,0,0) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P eé:

1 3
Jacp(P)=[ 1 -1
0 0

La normale unitaria in P ¢ data da:

Dup(P) N yp(P)

n(P) = = (0,0,—1).
[0up(P) A O (P)||
1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:
O(F,x) _/ F-ido

b
2 2 Fl( (u,v))

:/ / det | Fa(o(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
22 F3(p(u, v))
2 2 (4u —H}) —u+v 1 3

:/ / det 2 +u+v2+3w 1 -1 | dvdu

2(u + 3v) 8u 2v

2 2
= / / (128u° + 32uv + 64u’v? + 96u® + 16u*v® — 8u’v + 16u’+
+ S8uvt 4 24uv® + T6uv — 8u + 20° — 203 — 40? — 241)) dv du = 256.

1l flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

®(G,%) /G’ ndo

G1(p(u,v))
//det Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv

Gs(p(u,v))
2 9 -1 1 3
:/ / det | 2 (4u2 + v2) -2 1 -1 dv du
—2J-2 2 Su  2v

2
—/ / (192u® — 16u*v + 48uv® — 56u — 4v° + 20 — 8) dvdu = —128.
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Svolgimento (Esercizio 184). In forma di equazione totale si ha:
w(z,y) == (1 —362%) dz — 82y’ dy =: p(=,y) dz + q(z,y) dy = 0.
Poiché
dyp(w,y) = vq(z,y) = 16237,

che ¢ diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(zx,y) = 0.
Osserviamo che

Oyp(x,y) — Ouq(z,y) _ 16wy’ 2
q(z,y) —8z%y? 1z’
che € una funzione della sola x. Pertanto si ha il fattore integrante
1

—2/x =21 x| __
)\(m):ef /t — ¢ ogl\_W’

definito per  # 0. Studiamo l'integrazione per z > 0. Scegliamo un punto del dominio della forma
Aw, ad esempio P = (P, P)) = (1,0), e integriamo tale forma dal punto scelto al punto generico
(20, yo) mediante una spezzata v con lati paralleli agli assi contenuta nel dominio, in dettaglio prima
lungo il segmento v (x) := (z, Py) per « da P, a x, e poi lungo il segmento v2(y) := (xo,y) da P, a

Yo:
o 1 — 3623 Yo 1
/)\w:/ Aw—i—/ )\w:/ 72x d:c+/ —8y3dy:—(18x%++2y§—19).
¥ " Yo 1 €T 0 o

Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:
1
V(z,y) = — (181:2 + -+ 2y4> ,
x

e le soluzioni sono descritte in forma implicita da V' (z,y) = ¢ e in forma esplicita da

1
y(z) = £27/4¢ —¢c — 1822 — =
X

Si verifica per calcolo diretto che tali espressioni sono valide anche per x < 0. La soluzione soddisfacente
a y(1) = 1 corrisponde a ¢ = —21 e alla scelta positiva del segno:

1
y(x) = 271/4¢[21 — 1822 — —.
X

Tale soluzione ¢ definita in un intervallo limitato, poiché si deve avere 21 — 1822 — % > 0. La derivata

1

si annulla solo per 9,V (z,y) = 0, ovvero per Z = 6~2/3. Poiché 21 — 18z — — tende a —oo per = — 0
x

e x — 400, si ha che T & punto di massimo assoluto.

Altro metodo: moltiplicando 'equazione per y> si ottiene

da cui L4 ) 0
—_—— 4 P R — —
e integrando
1, 1 9,
- =———- k, ke R

da cui

1 1
y(z) = £1/de — — — 922 = £27V4{/8k — = — 1822,
2x x

posto ¢ = 8k si ha il risultato precedente.
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Svolgimento (Esercizio 185).  Poniamo f(z,y) = z* — 422y 4+ 3y?> — 4. In coordinate polari
x = pcosf, y=psinb, si ha:
f(pcosb, psinf) = p? cos?(A) — 4p>sin(0) cos?(0) + 3p* sin?(9) — 4,
da cui:
I := {(pcos(f), psin(9)) : p* cost(8) — 4p3sin(0) cos®(0) + 3p?sin?(0) —4 =10, p >0, 6 € [0, 2m)} .
Osserviamo che da f(z,y) = 0 si puo ricavare y come funzione di z. Si ottengono due archi:

y—(z) -1 (21’2 —Vat+ 12) ,

3
1
Yy () =3 (\/ zt +12 + 2x2> .

Quindi (z,y) € I se e solo se y = y_(x) oppure y = y4+(z). Tali archi sono definiti su tutto R, pertanto
I’insieme non ¢ limitato, quindi non puo essere compatto. Per studiare le intersezioni con 'asse delle
ascisse, risolviamo I'equazione f(z,0) = 0, ovvero 2% — 4 = 0. Si ottengono i punti P; = (—\/5, 0) ,
P, = (\/5, O). Analogamente, per studiare le intersezioni con I’asse delle ascisse, risolviamo ’equazione

. 2 . . . . . 2 o 2
f(0,y) =0, ovvero 3y — 4 = 0. Si ottengono i punti Q1 = (0, —\/§> , Qo = (O, \/g)

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, o) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x —xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f ¢ dato da:

Vi(z,y) = (43:3 — 8zy, 6y — 43:2) .

Nel nostro caso si ha:

Le rette tangenti sono quindi:

rQ, Y = ——.

Q2 y \/g
In P, P, 1, 2, la tangente non & verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(z,y) = 0. In P, P, la
tangente non e orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente
una funzione z = z(y) implicitamente definita da f(x,y) = 0. Poiché 'insieme non & compatto, non
e garantita l’esistenza di massimi e minimi vincolati. Osserviamo che per ogni z € R vale

2

y-(2) < 3% <ys(@).

Quindi
(1) h(xz,y—(x)) < 0 per ogniz € R, esi ha h(x,y_(x)) = —o0 per |x| = +00, quindi non esistono
punti di minimo assoluto.
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(2) h(x,y4(x)) > 0 perogniz € R, esihah(z,y;(x)) = +oo per |x| — +o0, quindi non esistono
punti di massimo assoluto.

Svolgimento (Esercizio 186). Si veda la soluzione dell’Esercizio 23.

Svolgimento (Esercizio 187). Poniamo

ﬁ(xa Y, Z) = (Fl(xa Y, Z)a FZ(xv Y, Z)a F3(£1?, Y, Z)) ;
(P(u7 ’U) - ((/71 (u7 ’U), 902(“7 ’U), @3(“7 U)) :
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(,ﬁ,y,Z) :azFl(lf,y,Z +0, FQ(x Y,z +8 F3 x, Y,z )_Z2+27

) z)
. €1 0y Fi(w,y,2)
rot F(z,y,2) =det | €2 0y Fa(x,y,2)
_’3 8;; (.T Y,z )
er 0 Tz
=det | & 9 yz?
es 0, z+y+1
=(1-2yz,z—-1,0).
Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo. Si ha v (t) = (—3sin(t), 3 cos(t), 1), da cui I'integrale
di linea:

. . 27 . ,
/VF- df:/o Fo(y(t)) -+ (t)dt
= /27r (3t cos(t), 3t? sin(t), 3sin(t) + 3 cos(t) + 1) - (=3sin(t), 3cos(t), 1) dt
0

— /27r (9¢% sin(t) cos(t) + 3sin(t) + 3 cos(t) — 9t sin(t) cos(t) + 1) dt
0

13
ZTﬂ- — 971'2.
Lo Jacobiano della parametrizzazione e
636901(“7@) 3@/@1(“,“) 3z901(%v) 2 1
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) O;pa(u,v) | = —1 -3
Orp3(u,v)  Oyps(u,v) 0.p3(u,v) 2u 20

Indicate con 9,¢(u, v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = |0y (u, v) A Oyp(u,v)|| dudv

€1 Oup1(u,v) Oppr(u,v)
=|det | & Oupa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 Oups(u,v) Opps(u,v)

=/ (2u — 4v)2 + (6u — 2v)2 + 25 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det? Bs.
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Si ha che P = (0,0,0) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

2 1
Jacp(P)=| -1 -3
0 O

La normale unitaria in P ¢ data da:

a(p) = 2ubP) N Ovp(P)

10usp(P) A Buip(P)]|

1l flusso di F attraverso la superficie 3 ¢ dato da:

= (0,0,-1).

@(ﬁ,z)z/ﬁ-ﬁda
b))

11 Fl(SO( u,v))
:/ / det | Fa(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
—hel F3(p(u,v))
(2u +v) (u? + v?) 2 1

1 1
=/ / det (u—3v)(u +02)? -1 =3 | dvdu
-1J-1

u—2v+1 2u  2v

1,1
:/ / (—2u6 — 20 + 8utv? + 12u* — 400 + 200 + 22u2v4) dv du+

1
+ / / (10u21)2 — 2uv® + 2uv® — 5u + 120% — 20% + 100 — 5) dv du

_388
637

1l flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

1 p1 (‘P(%”))
:/ det | Ga(e(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv

—tt (w(uyv))
—2(—u—3v) (V¥ +0?) 2 1

1 1
:/ / det 2u+v—1 -1 -3 dv du
-1J-1 0 2u  2v

1,1
—/ / (12u4 + 32030 + 4u® + 32uv® — 6uv + du — 120* — 4% + 21)) dv du
=0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ'ﬁda:/ F.dl
) )

Il bordo 9% della superficie ¥ ¢ contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [—1, 1]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento
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¢ data dall’unione delle quattro curve:

v (u) = @(u, —1) = ( —1,3 —u,u®+ 1) € [-1,1]
Yo (v) = p(1,v) = (v+2,-3v—1,0v* +1), v € [-1,1]
v3(u) = o(—u,1) = (1—2u,u—3,u —i—l), €[-1,1]
va(v) = (-1, —u) = (~u—2,3u+ 1,u* + 1), v e [-1,1],
le cui derivate sono:

A1(u) = (2,-1,2u), u € [—1,1]

Ao(v) = (1,-3,2v), v € [—1,1]

Y3(u) = (=2,1,2u), u € [-1,1]

Ay(v) = (—=1,3,20), v € [-1,1],

Si ha quindi:

Ilz/ﬁdg
71

1

1 (~B=w (u?+1)" +202u = 1) (u? + 1) + 2u(u+3)) du
1

__ 16
==
IQ:Z/F dr
72
:/ (v+2 +1), (- 3v—1)(02—|—1)2,2—2v)-(1,—3,22}) dv
1
1
:/ ( 3(—=3v—1) +1)2+(v—|—2)(v2+1)—1—2(2—21})1}) dv
1
_ 208
157
Igz/F d
3

1
:/ ((w=3) (w2 +1)° = 201 = 20) (4 + 1) +2(~u — 1)u) du
-1

_ 268
15’

((2u -1) (u2 +1),(3—u) (u2 + 1)2,u+3) -(2,—-1,2u) du

=/1 ((1_2U)(u2+1),(u—3) (u2—|—1)2,—u—1)-(—2,1,2u) du
1

335
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Iy =
+1),(3v+1) (v +1)° ,2v) - (~1,3,20) dv

< —v—2)
<4v +3(3v+ )(v2+1)2—(—v—2)(v2+1)) dv

Sommando i quattro contributi si ottiene:
I +1+ I3+ 14 =0,
che conferma il risultato precedente.

11

Svolgimento (Esercizio 188). Poniamo A := ( 41

y'(t) = 2" (t) — 2/ (t) — 2t.
Sostituiamo Pespressione di 3/(t) ottenuta dalla seconda equazione:
dr(t) +yt) +4=2"(t) —2/(t) — 2t.
Riscrivendo tale espressione si ha z”(t) — 2/(t) — 4z(t) — y(t) —2t —4 = 0.

>. Derivando la prima equazione, si ottiene

Sostituiamo ’espressione di y(t) ottenuta dalla prima equazione:
2+ 2" (t) — 22/ (t) — 3x(t) — 2t — 4 = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
t2 a2’ (t) — 22/ (t) — 3x(t) — 2t — 4 = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2’ (t) + Det(A) z(t) = —t* + 2t + 4.

Il polinomio caratteristico & u? — 2 — 3, di discriminante § = 16. Le radici del polinomio caratteristico
sono p; = —1 e pg = 3, pertanto due soluzioni indipendenti per I'omogenea nella variabile x(-) sono
To1(t) i=e ' e xpo = e3t. Per trovare una soluzione particolare della non omogenea applichiamo il
metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema e:

v () 20 ) = (L),

Risolviamo quindi il sistema:
et et dt) \ 0
—e b 3e3t dt) )\ —t2+2t+4 )’

(o) -(afasy)

ottenendo:

Integrando, si ottiene:
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La soluzione per la z(-) ¢ allora:

z(t) = ce™t + dedt + t32 — %Ot - ;—S, c,d € R,
i(t) =c(—e ")+ 3de3t + % - %0, c,d € R.
Dalla prima equazione si ha:
y(t) = —t? + 2/ (t) — z(t) = —2ce ™" + 2de> — 4‘;2 + % — 3—(7)7 e, d € R.
In definitiva, la soluzione del sistema é:
z(t) =ce t4ded + % — % — %,
y(t) = —2cet + 2de3t — % + % — %,

al variare di ¢,d € R.
Svolgimento (Esercizio 189). Poniamo f(z,y) = 2*+8y?+8y—2. In coordinate polari z = pcos 6,
y = psin, si ha:
f(pcosb, psinf) = pt cos(B) + 8p?sin?(0) + 8psin(h) — 2,
da cui:
T := {(pcos(d), psin(f)) : p*cos*(0) + 8p? sin®(#) + 8psin(d) —2 =0, p >0, 6 € [0,27]} .

L’insieme ¢ limitato, ed ¢ anche chiuso in quanto controimmagine del chiuso {0} tramite la funzio-
ne continua f, quindi & compatto. Per studiare le intersezioni con 1’asse delle ascisse, risolviamo
I'equazione f(z,0) = 0, ovvero #* —2 = 0. Si ottengono i punti P, = (—{ﬁ7 0) , Py = ({l@, O).
Analogamente, per studiare le intersezioni con 'asse delle ascisse, risolviamo ’equazione f(0,y) = 0,

ovvero 8y? 4+ 8y — 2 = 0. Si ottengono i punti Q1 = (0, —% — %) , Q2 = (0, % — %)

Ricordiamo che se V f(z0,y0) # (0, 0), allora la retta per (o, yo) tangente a I' ¢ data dall’equazione
V f(xo,y0) - (x — 20,y —yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vi(z,y) = (4$3, 16y + 8) )

Nel nostro caso si ha:

Le rette tangenti sono quindi:

rp Y = \4/§

TP, Y = 7

T, ‘Y = —
Qly 2\/5

TO, ‘Y = — .
Q2y 2\/§
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In P, P, 1, @2, la tangente non & verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(z,y) = 0. In P, P, la
tangente non e orizzontale, quindi e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una
funzione x = z(y) implicitamente definita da f(x,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti dell’insieme dove V f(z,y) = (0,0) andranno
studiati a parte. Nel nostro caso il gradiente non si annulla mai in punti dell’insieme. Poniamo
L(z,y,\) := h(x,y) + A\f(z,y) e risolviamo il sistema VL(z,y,\) = 0 nelle incognite z e y. Si ha:

AN + 22 =0
A16y +8)+2=0
zt +8y? + 8y —2=0.

1L 1 3_1 31
Le soluzioni del sistema sono (0, ‘/§> , <0,—ﬁ ) , (—23/4 —\E ) , (23/4 —\ﬁ > Cal-

V2 V2 V31 Ve ECRRYG
colando i valori assunti da h in questi punti ed eventualmente in quelli precedentemente esclusi, si ha

93/4 \/§—1> <23/4 \/g—l
9

284 277 1 lore massimo ¢
75 NG 75 \/é)etaevaoe assimo e

che h raggiunge il suo valore massimo in <—

_1--L
2\/g — \/g (\/g — 1). Analogamente, si ha che h raggiunge il suo valore minimo in (O, \/5\/5>, e

.. N 1
tale valore minimo & /2 (—1 — ﬁ)

Svolgimento (Esercizio 190). Parametrizziamo X in coordinate cilindriche z = pcosf, y = psinf,
z=zcon z >0, 0 €[0,2n]. Siottiene p = 2% +y%, 2 =2 — p? > 0.

Y {(pcosh, psinh, 2 —p?): 0< p < V2,0 el0,2n]}.
Lo Jacobiano della parametrizzazione v (p, ) = (pcos, psin 6,2 — p?) &
cosf —psinfd
Jacy(p,0) = | sinf pcosd
—2p 0
L’elemento d’area puo essere calcolato prendendo il modulo del prodotto vettoriale delle colonne di

questa matrice, si ha quindi do = py/1 +4p?2dpdfh. Pertanto, posto v = p? da cui dv = 2pdp e
u=+/1+4v da cui udu = 2dv

8

2 V2 V2 2 342 -1
I:/ / p2~p\/1+4p2dpd9:7r/ p2-\/1—|—4p22pdp:7r/ U'\/1+4'I}d1}=7T/ 4 u? du
o Jo 0 0 1
3

14
= g/l (ut — u?) du = 3—0971

Svolgimento (Esercizio 191). Poniamo

—

F(x,y,z) = (Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) ,
Qa(u’ U) = (Sol(u’ U)?QOQ(U’ U)7903(uvv))'
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(xv Y, Z) :(91,F1(x, Y, Z) + 8yF2(I7 Y, Z) =+ aZFS(xa Y, Z) = 2zyz,
. €1 0, F ($7 Y, Z)
rot F(z,y,z) =det | €& 0y Fir(z,y,2)
53 0. F3(:U> Y, Z)
e 0, z’yz
=det | & 0, =z
53 az Yy

= (1 — x,:ch,z — x22) .

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha ~/(t) = (—4sin(t), cos(t), 1), da cui integrale di

linea:
— — 27 —
/F- dﬁz/ Fol(y
¥ 0

= /27r (16t sin(t) cos?(t), 4t cos(t),sin(t)) - (—4sin(t), cos(t), 1) dt
0

() -7'(t) dt

2w
:/ (sin(t) + 4t cos®(t) — 64t sin?(t) cos? (t)) dt
0
= —12n%

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

81901(’“’ U) y‘Pl(ua U) az(pl(”? U) 2 1
Jacp(u,v) = | Opp2(u,v) Oypa(u,v) Ozpa(u,v) | = —2u 4v
Opp3(u,v)  Oyps(u,v) Ozp3(u,v) 2u 2v
Indicate con 9,¢(u, v) e yp(u,v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do =||0up(u, v) A Opp(u,v)|| dudv

€1 Oupr(u,v) Oyp1(u,v)
=l|det | & Oupa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 Oups(u,v) Oyp3(u,v)
=/144u2v2 + (2u — 4v)2 + (2u + 8v)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det? Bs.

Si ha che P = (2,—1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P &:
2 1
Jacp(P)=| -2 0
2 0
La normale unitaria in P ¢ data da:
Oup(P) N Opp(P 1 1
a(p) = 2ubP) N Oup(P) <0’7>
10up(P) A duip(P) V2 V2
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1l flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

B(G,3) = /éﬁ
;)
//det( ;g

—2u—v+1 2 1
/ / det (2u+v)? (202 — u?) —2u 4v | dvdu
2 2 2 2 2 20

2u+v) (u? +0?) +u* +v

Jaco(u,v) ) dv dv

:/ / (—16u5 —32utv — 12030% + 2u® — 600203 + 320%0 — 62uv* + 14uv? — 12uv — 160° + 81)3) dv du

Svolgimento (Esercizio 192).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma wu(t,z) = T'(t)X(z).
Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(t) X (z) si ha:

2X (2)T'(t) + 2T () X" () + T(t) X' () + 6T(t) X ()

T()X (2) =0

Semplificando si ha:
2T (t) n 2X"(z) + X' (z) + 6 X ()
T(t) X(x)
Separando le variabili si ottiene:
2T'(t)  2X"(x) + X'(z) + 6 X (x)
ST X(x)

=0.

=AeR.

Si ottengono quindi le due equazioni:

{2T%)-+AT()

=0,
2X"(z) + X'(z) — 6)X(x) = 0.

(A —
Sostituendo le condizioni al contorno si ha wu(t,0) = T(¢t)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-
mente X (7) = 0. Studiamo ’equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica e:
2%+ —A+6=0.

Siano A, () il suo discriminante, e 1 (\), p2(A) le sue radici.

(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:

X(z) = Clewl(k) + CQe““Z’(’\).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1+c2=0
Cleﬂ/tl()\) + CQQWHQ()\) =0.

Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite c1,
co sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = c3 = 0,
che non & accettabile perché implica X (z) = 0.



SOLUZIONI 341

(2) Se Az(A) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:
X(z) = Cleéwl()\) + CQ:L‘S:CM()‘).

Sostituendo le condizioni in & = 0 si ricava:

Cl1 = 07
c1e™ N 4 regemz(N) = 0,

da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = ¢y = 0, che non ¢ accettabile perché implica

X(xz)=0.
(3) Se Az(A) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: p1(A) = a(X) +iB(N),
p2(A) = a(X) —iB(A), con B(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X (-) diventa:

X(x) = c1e** sin(Bx) + c2e™” cos(fz).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Cy = 0
e™cy sin(mf) + €™ cg cos(mf) = 0.

Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(73) = 0 e quindi § € N.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X(-) si hanno se A,(\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica € un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Ay(N) = 8)\ 47 e afﬁnché sia negativo dovra essere A < 4. La parte immaginaria delle soluzioni &

allora S(A \/ \/47 8\, e per avere B(\) = n € Z dovra essere A = % (47 — 16n ) n >
1, neZ. Detta Xn ( ) la Solumone dell’equazione in X (-) corrispondente al valore A = & (47 — 16n?),

n € N\ {0} si ha pertanto:
X, (z) = e ¢, sin(nz), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.
Sostituendo ora nell’equazione in 7'(-) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo le equazioni:
47
(8 —2n > T(t) + 2T,,(t) = 0,
al variare di n € N\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:

Tn( ) — d e16(16n2747)

al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢,d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari

un(t,x) = T, () Xp(x) = by, e16 (16n—47)i—5 sin(nz), n € N\ {0}.

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:

= Z un(t, ).
n=1

Per determinare i coefficienti b,, sostituiamo il dato iniziale:

u(0,z) = bz = Zun((), x) = Z e~ */*b,, sin(nz).
n=1 n=1

Se ne deduce che i coeflicienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione

f(z) = 5e/ 4,
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nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—7, 7], poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
(ricordando che se f & dispari allora z +— f(x)sin(nx) ¢ pari):

bn L f(z)sin(nz) dx

T
2 (7 )
:/ f(z)sin(nx) dx
T Jo
2 [T z/4,.
=— [ be**xsin(nz)dx
T Jo
160n (e™/4(—1)" (167n? + m — 8) + 8)
7 (1602 + 1) '

Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:

T

& 1600 (e/A(—1)" (16702 + 7 — 8) + 8) (1) sin(na)
u(t,x) = Z — (6 1 1) .

n=1

Svolgimento (Esercizio 193). Poniamo f(x,y) = 2* + 4z + y3 + 2y? + 4y. In coordinate polari
x = pcosb, y= psinb, si ha:

f(pcos@, psinf) = p* cos* 6 + p3sin® 0 + 2p? sin® O + 4psinf + 4p cos b,
da cui:
I':.= {(pcos@,psin@) : pteost 04 p3sin® 0 + 2p? sin® 0 + 4psin @ + 4pcosf =0, p >0, 0 € [0,277]}.

Osserviamo che fissato arbitrariamente un valore di x, si ha che f(x,-) ¢ un polinomio di terzo grado
nelle y, che quindi ammette sempre almeno una radice reale. Di conseguenza, per ogni x € R si
ha che esiste y € R tale che f(z,y) = 0. Ma allora I'insieme non ¢ limitato, quindi non puo essere
compatto. Per studiare le intersezioni con l'asse delle ascisse, risolviamo l'equazione f(z,0) = 0,
ovvero x* + 4z = 0. Si ottengono i punti P; = (0,0), P, = (—22/3, 0). Analogamente, per studiare le
intersezioni con ’asse delle ascisse, risolviamo I'equazione f(0,y) = 0, ovvero y3 + 2y% + 4y = 0. Si
ottiene ancora il punto P; = (0,0).

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — 0,y — yo) = 0. 1l gradiente di f & dato da: Vf(z,y) = (42° + 4,3y* + 4y + 4). Nel
nostro caso si ha Vf(P1) = (4,4), Vf(P) = (—12,4). Le rette tangenti sono quindi rp, : y = —uz,
rp, 1Y =3 (a: + 22/ 3). In P, P, la tangente non e né verticale né orizzontale, quindi e possibile
applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente funzioni z = z(y) o y = y(z) implicitamente
definite da f(z,y) = 0. Abbiamo gia osservato che per ogni x € R esiste y € R tale che f(x,y) =0,
quindi non esiste massimo assoluto vincolato per A(-) su I'. Per quanto riguarda il minimo, si ha che
h(z,y) > 0 con uguaglianza solo se x = 0. Poiché I' N ({0} x R) = (0,0), si ha che h raggiunge il
suo valore minimo in (0,0), e tale valore minimo ¢ 0. Per quanto riguarda k(z,y), osserviamo che
I'equazione f(z,y) = 0 implica y® + 2y? + 4y = —(2* + 42). Posto ¢(y) = y> + 2y* + 4y, si ha
¢(y) = 3y? + 4y +4 che non si annulla per nessun valore di R. Ma allora s(-) & strettamente monotona
crescente, pertanto invertibile con inversa 1) = ¢~! strettamente monotona crescente. Si ha quindi
y = (—x* — 42) con 1) strettamente monotona crescente. Dunque i massimi e i minimi di k(z,y) =y
vincolati vengono raggiunti in corrispondenza dei massimi e minimi di —a% — 4z, rispettivamente.
Tale espressione non ha minimo assoluto, avendo estremo inferiore —oo, pertanto k(x,y) non ammette
minimo assoluto vincolato. Per quanto riguarda il massimo, la derivata di tale espressione & —4z3 — 4
che si annulla per x = —1, che risulta essere 'unico punto di massimo assoluto. Percio il massimo e
raggiunto nel punto di ascissa © = —1 e ordinata pari all’unica radice reale di y3 4+ 2y* + 4y — 3 = 0.
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Svolgimento (Esercizio 194).  Primo metodo per il calcolo del volume: La distanza del generico
punto di y(t) dall’asse di rotazione ¢ data da z(t), pertanto il solido considerato & parametrizzabile
nel modo seguente

K :={p(p,0,t) :== (pcosh, psinb, z(t)) : 0 < p < x(t), 0 €[0,2n], t € [0,7/2[}.
La matrice Jacobiana della parametrizzazione ¢
cos —psinf 0
Jacp(p,0,t) = [ sinf pcosf 0o 1, |detJacp(p, 0,t)| = ptant,
0 0 tant

ricordando che tant > 0 in ¢ € [0, 7/2]. Pertanto

Vo) = [[[ aeayaz= [ ( /0”/2 ( /O“”,Jtantdp) dt) »

/2 t v=sin 1 1-— 2 1 1—
:27r/ L()tantdt _:tw/ (v)vdvzﬂ/ ﬂdv
0 2 0 0

1— 0?2 1+v

w=v+1 /2 —2 4 3w — w?

= e —_—
1

w

dw=m (—210g2+3>

Secondo metodo per il calcolo del volume: dall’equazione in coordinate parametriche si risale all’equa-
zione in coordinate cartesiane. Infatti e = cost e quindi z(z) =1 — V1 —cos?t =1 — V1 — e 2%,
con z > 0 (che si ricava dall’espressione in coordinate parametriche ricordando l'intervallo di t).
Ricordando che la rotazione avviene attorno all’asse z, si ha

Vol(K) = w/0+oo 2(2) dz = w/0+oo (1 V1o e—2z>2 dz.

vdv
2 = 1—-¢e?% da cui 2vdv = 2¢e7%dz e quindi dz = ——, riduce l'integrale

La sostituzione v ,
1 — o2

precedente a
L1 —v)vdv
VOI(K) = 71'/0 W,

che riconduce il calcolo al risultato precedente.

Terzo metodo per il calcolo del volume: Osserviamo che Z(t) = tant, pertanto tale funzione e
invertibile in [0, 7/2[. Si ottiene quindi ¢ = #(z). con z(t(z)) = z, t(z(t)) = t, dz = 2(t) dt. Ma allora,
ricordando che la rotazione avviene attorno all’asse z, si ha

z(7/2) p— w/2 w/2
Vol(K) = 7r/ 22 (t(2))dz " = 7r/ 22 (1)2(t) dt = 77/ (1 —sint)*tant dt,
2(0) 0 0
(dove si pone z(m/2) = +00) che riconduce il calcolo al primo caso.
Primo metodo per la stima della superficie: La superficie & parametrizzata da
S = {y(t,0) := (x(t) cos O, z(t)sinb, z(t)) : t € [0,7/2], 6 € [0, 27]}.
La matrice Jacobiana della parametrizzazione ¢

—costcos —(1—sint)siné
Jacy(t,0) = | —costsinf cos@(1 —sint)
tant 0

L’elemento d’area e quindi

1 —sint
do = (1 —sint) \/tan2 (t) + cos?(t) dO dt = Tzlf\/siHQ (t) + cos*(t) d dt
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Osserviamo che cos* t + sin?t < cos?t + sin?t = 1, quindi

2m 7r/2 2w /2 1
Area(S // do = / / —sint sin?(t) + cos*(t) df dt < / / sint dt do
cost cost

™/2 (1 —sint)(1 t ™2 costdt
:27T/ (1 —sint)(1 +sin )dt:27r/ ST _ 9nlog2.
0 cost(l +sint) o 1+sint

Secondo metodo per la stima sulla superficie: la superficie & generata dalla rotazione attorno all’asse
z della curva v appartenente al piano y = 0. Si ha quindi

w/2 /2
Area(S) :277/ x(t)\/22(t) + 22(t) dt = 277/ (1 —sint)\/cos?t + tan® t dt
0
w/2 1 _
=2 / 1 —sint ————\costt + sin? t dt,
0

cost

e si conclude come nel caso precedente.
Svolgimento (Esercizio 195). Poniamo
Pal@,y) = 2° + 2% = 2(z + 2ay) + 1 = (x — 1)* + 2(y — a)® — 207,

e osserviamo che p,(x,y) > —2a? con uguaglianza se e solo se z = 1 e y = a. La funzione arcsin &
strettamente monotona crescente in [—1, 1], in quanto inversa della funzione sin ristretta all’intervallo
[—7/2,7/2], dove essa & strettamente monotona crescente. Pertanto per determinare i massimi e i
minimi e sufficiente studiare la funzione

(x,y) — max {—1, ePa(@y) _ 2} .

Il dominio di f, sara dato dai punti dove tale funzione assume valori compresi tra —1 e 1. Tale funzione
& sempre maggiore di —1 per costruzione, pertanto il dominio sara dato dai punti dove ePe(@¥) —2 < 1,
ovvero dove ePe(@Y) < 3 ¢ quindi p, (z,y) < log3. Nella fattispecie, dato « € R, il dominio & racchiuso
dallellisse D,, di equazione (x —1)2+2(y — a)? = 2a% +log 3, ovvero Dellisse centrata nel punto (1, )
con assi paralleli agli assi coordinati e lunghezza dei semiassi pari a \/2a2 +1log3 e /a2 + log /3,
rispettivamente. Tale insieme e chiaramente compatto, quindi esistono massimi e minimi assoluti
poiché f, ¢ continua. Nei punti di

DI = {(z,y) € Dy : e’*"¥) —2 < —1} = {(2,y) € Dq : pa(z,y) < 0},

la funzione
(x,y) — max {—1, ePa(@y) _ 2}

& costantemente uguale al suo minimo assoluto —1, quindi i punti di D™ sono di minimo assoluto
e relativo per fo(z,y) e il valore del minimo assoluto & arcsin(—1) = —n/2. Essi sono tutti e soli i
punti della regione racchiusa dall’ellisse p, (z,y) = 0, ovvero (z —1)2+2(y — a)? = 2a?, quindi ellisse
centrata nel punto (1, ) con assi paralleli agli assi coordinati e lunghezza dei semiassi pari a v/2|a| e
||, rispettivamente. Se o = 0, I'unico punto di minimo assoluto & (1, @).

Poiché la funzione s — max{—1,e® — 2} ¢ uguale a s — e®* — 2 per 0 < s < log3, nei punti di
D, \ DX i ha max{—l,epa(“vy) -2} = ePa(@¥) — 2. Tnoltre, visto che s + e — 2 & strettamente
monotona crescente, i massimi sono assunti per s = log3, quindi tutti i punti della frontiera di D,
sono punti di massimo assoluto e relativo per D, e il massimo vale arcsin(e'°83 — 2) = 7/2. Non vi
sono punti di massimo o minimo relativo in int(D,) \ D™ per la stretta crescenza di s — e® — 2 per
0 < s <log3.

Svolgimento (Esercizio 196). Esistenza di un massimo per z vincolato a . Definiamo gq 2 : R3 —
R ponendo g1 (z,y, 2) = 22 +y%+422—4 e go(x,y, 2) = 2 +y? — 22 —22. Dobbiamo quindi determinare
il massimo della funzione f(z,y,z) = z soggetta al vincolo ¢1(z,y, z) = g2(x,y,z) = 0. Poiché g1, g2
sono continue, v = g; *(0) N g5 1 (0) & un insieme chiuso. Inoltre si ha che g; *(0) & limitato, infatti da
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22 4+ y? + 422 — 4 = 0 si ricava |z < 2, |y| <2, |2| < 1. Quindi 7 ¢ un insieme compatto. Pertanto f
ammette su di esso massimo e minimo assoluti.

Primo metodo: uso dei moltiplicatori di Lagrange. Osserviamo che Vg (z,y,z) = (2z,2y,82) si
annulla solo in (0,0,0) ma (0,0,0) ¢ g;*(0) e Vga(z,y,2) = (22 — 2,2y, —22) che si annulla solo in
(1,0,0) ma (1,0,0) ¢ g5 '(0). Pertanto possiamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Posto

L(:E7 Y, z, W, 1/) = f(:Ev Y, Z) + Mgl(xa Y, Z) + V92($7 Y, Z)7
studiamo il sistema VL(x,y, z) = 0, ovvero

2ux +v(2x —2) =0,
2uy + 2vy =0,

Suz —2vz+1=0,
22+ y? +422-4=0,
2?2 —2r+y*—22=0.

Dalla seconda equazione si ottiene p = —v oppure y = 0. Se 4 = —v la prima equazione € impossibile.
Quindi dovra essere y = 0. Il sistema si riduce a

2ur +v(2x —2) =0,

Suz —2vz+1 =0,

2 +42°2 —4 =0,

x? —2x — 22 =0.

Dall’ultima equazione si ha 22 = 22 — 2z, sostituendo nella penultima si ottiene x2 +4(2? —2z) —4 =0

ovvero 5x? — 8z —4 = 0 da cui z = —2/5 oppure x = 2. Se x = 2 si ottiene z = 0, che non permette di
6
soddisfare la seconda equazione. Pertanto si dovra avere x = —2/5 da cui z = j:\g. Per tali scelte,
si ha
4p 4+ 14v =0, 4p+ 14v = 0,
, oppure
16v6p — 4v/6v + 5 = 0, 1664 + 4610 — 5 = 0,

scegliendo i valori positivo o negativo per z, rispettivamente. Entrambi i sistemi ammettono solu-

2 6
zione unica, pertanto si hanno gli estremali 5 0, i\g . Il punto cercato e quello dove la terza
. . 2 V6
componente assume il valore massimo, ovvero — 0, =

Secondo metodo: uso del teorema di Dini. G(z,y,z) = 0 con G(z,y, 2) = (¢1(z,y, 2), g2(x, y, 2))
definisce implicitamente y, z in funzione di x. Si ha

2z 2 8z
Jac Gz, y, 2) = <2x —2 23 —2z>

Lo Jacobiano parziale rispetto a ¥,z ¢ dato dalla matrice formata dalle ultime due colonne. Il suo

determinante ¢

. 2y 8z \ _
Jacy . G(x,y,2) = det <2y —2z> = —20yz,

nullo per y = 0 oppure z = 0. Per z = 0 si ottiene

(x— 1) +y2 =1,
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ovvero l'intersezione tra la circonferenza centrata nell’origine di raggio 2 nel piano z = 0 e la circonfe-
renza centrata in (1,0,0) di raggio 1 nel piano z = 0. Tale intersezione & il punto (2,0,0). Per y =0
si ottiene
22+ 422 —4 =0,
{x2—2x—z2:0.
Dall’ultima equazione si ha 22 = 22 — 2z, sostituendo nella penultima si ottiene z2 +4(z? —2z) —4 =0
ovvero 5z2 — 8z —4 = 0 da cui = —2/5 oppure = = 2. Si ottengono i punti (—2/5,0,42v/6/5) e

(2,0,0). In tutti i punti di v diversi da (—2/5,0,42v/6/5) e (2,0,0) & possibile applicare il teorema
di Dini per ottenere (y, z) = (y(z), z(z)). Inoltre si ha

(46)) = = Bocus Glapta), =] 226, 0),5(0)

1 2 oxr —4
10y(z)  5y(z) ( o ) 5y
- 1 1 2e-2) |
10z(z) 10z(z) 52

Quindi 2(z) # 0. Ma allora il massimo deve essere raggiunto in uno dei tre punti esclusi in precedenza.
Per confronto diretto si ha che il punto cercato e quello dove la terza componente assume il valore
, 2 6
massimo, ovvero [ ——,0, — |.
5 5
Terzo metodo: uso di una parametrizzazione esplicita. Sottraendo le due equazioni si ottiene
4 —2x

422 — 4 = —22 2z dacui z = +
4 — 2z
5

Sostituendo nella seconda equazione si ha z2 4+ y% —

=0, e quindi

x—% 2—1— 2_ 30
5 LT

Possiamo quindi parametrizzare x e y in coordinate polari centrate in (4/5,0) e raggio 6/5. Otteniamo

(SN

—2x:0,dacuia:2—§+y2—

4
$:5+3C089,
— 2 sinf
y = gsind,

z = :|:1/4_52$ = i§\/3—3c089

Da questa parametrizzazione si deduce che il massimo di z € ottenuto scegliendo il segno positivo di

20/6).

z e il valore § = w. Cio porge il punto (—5, =

Svolgimento (Esercizio 197). Poniamo

—

F(x,y,z) = (Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) ,
Qa(u’ U) = (Sol(u’ U)?QOQ(U’ U)7903(uvv))'
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divﬁ(z,y, 2) =0, F1(z,y, z) + 0y Fa(z,y, 2) + 0. F3(z,y, 2) = 22
. €1 O F1 (z,y,2 )
rot F(z,y,z) =det | & 9, (x,y, 2)
63 8z Fg(.’E Y,z )

€1 &,; $2 - Z
=det € 8y 1 — 22
53 az x +x—
=(22z—-1,-22—-2,0).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha 7/(t) = (—3sin(t), 2 cos(t), 1), da cui Iintegrale
di linea:

. . 27 . ,
LF- dez/o Fo(y(t) -~ (t)dt
= /27r (9 cos?(t) —t,1 — 2, —2sin(t) + 9 cos?(t) + 3cos(t)) - (—3sin(t),2cos(t), 1) dt
0

= /27r (2(1- t2) cos(t) — 2sin(t) + 9 cos?(t) + 3 cos(t) — 3sin(t) (9 cos?(t) — t)) dt
0
= — 5.

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

Oopr(u,v)  Oypr(u,v)  dz1(u,v) 12
Jacp(u,v) = | Opp2(u,v) Oypa(u,v) Ozpa(u,v) | = —4du 2v
Orp3(u,v)  Oypsz(u,v) 0.p3(u,v) 2u 2w
Indicate con 9,¢(u, v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = |0y (u, v) A Opyp(u,v)|| dudv

é‘1 u@l(u, U) azﬂpl ('LL, U)
=l|det | & Oupa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 u803(u7 U) av(pfﬂ(u? U)

=/144u20v2 + (4u — 20)2 + (8u + 2v)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (1,—-2,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,0). La matrice Jacobiana di ¢ in P ¢&:

1 2
Jacp(P)=| —4 0
2 0

La normale unitaria in P ¢ data da:

o dup(P)hoe(P)
") = 1800(P) A dvaP)] (O’

Sl

)
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1l flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

@(é,z):/é-ﬁda

2
2 2 (oo (u
_/ / det | Ga(e(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
—2J- (ol
2

2 2 +0¥) -1 1 2
:/ / det | —2(u+2v)—2 —4u 2v | dvdu
—2J-2 0 2u 2o

2 ;2
:/ / (—24u3v — 8u? — 24uv® — 8u + 8v? + 4U) dv du
—2.J-2
=0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

I'orientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ'ﬁda:/ F.dl
) )

Il bordo 9% della superficie 3 & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [-2,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’unione delle quattro curve:

Y(u) = p(u,—2) = (u—4,4—2u,u* +4), u € [-2,2]
Y2(v) = @(2,v) = (2v+2,0% = 8,v* +4) , v € [-2,2]

Y3(u) = p(—u,2) = (4 —u,4 — 2u* u? +4), u € [-2,2]
Y1(v) = (=2, —u) = (—2u— 2,u? — 8,u? +4) , v € [-2,2],

le cui derivate sono:
(u) = (1, —4u,2u), u € [-2,2]
(v) = (2,2v,2v), v € [-2,2]
F3(u) = (=1, —4u,2u) , u € [-2,2]
(v) =(—2,2v,20), v € [-2,2],

Si ha quindi:

—u2+(u—4)2—4,1—(u2+4)2,2u2—|—(u—4)2+u—8> (1, —4u, 2u) du

(
(—u?+ 20 (2% + (u =22+ u = 8) — du (1= (2 +4)") + (u=4)* — 4) du
0
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I ::/ F.dl
Y2
2
:/ Cmﬁumunf—&l—@P+@3—ﬂ+muw%+af+m)«z%ﬂmdv
-2
2
— [ 2=+ @422 =9 +20(-0?+ 20+ (20422 +10) + 20 (1= (12 +4)*) ) v
—2
_ 416
==
h:/ﬁ?ﬂ
3
2
:/ (—u2 +(4—u)?—4,1- (u2 + 4)2,2u2 +(4—u)? - u) (=1, —4u,2u) du
-2
2 2
:/ <u2+2u(2u2+(4—u)2—u) —4u(1— (u? +4) ) —(4—u)2+4) du
—2
= — 144,
I4 = ﬁ d[

ﬂﬁ+tﬁv*@2*£1f09+4ffﬂ9+04v—2ﬁ—2u+®-caﬂuzmdv

(
:/Q(-2@m2+pav—2f—4)+2vbm?+b2v—2f—2v+6)+200"@2+4y>>m’

Sommando i quattro contributi si ottiene:
L +1L+ I3+ 1, =0,
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 198).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(t)X (z).
Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(¢) X (x) si ha:
3X (z)T'(t) — AT (t) X" (x) + 2T () X (x)

T(0)X () =0

Semplificando si ha:
3T'(t)  2X(x) —4X"(x)

W T X(2) =0

Separando le variabili si ottiene:
C3T'(t) _ 2X(z) —4X"(2)
T(t) X(x)
Si ottengono quindi le due equazioni:
{3T%ﬂ-+AT@):(L
—4X"(x) — (A—2)X(z) =0.

=XeR
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Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(¢,0) = T'(t)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-
mente X (7) = 0. Studiamo ’equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica e:
—4p> —A+2=0.

Siano A, () il suo discriminante, e u1(A), p2(A) le sue radici.

(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione

in X (-) diventa:
X(x) = e 4 cpemr2N)

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1+co =0,
c1e™ ) 4 cpemiz(N) = .

Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite ¢,
cs sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = c3 = 0,
che non & accettabile perché implica X (x) = 0.
(2) Se Az(X) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:
X(z) = eV 4 coze™ ),

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Ccl1 = 0,
c1e™1 N 4 regem2(N) =,
da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = c3 = 0, che non e accettabile perché implica
X(z)=0.
(3) Se Az(A) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: pi(A) = a(X) +i8(N),
p2(A) = a(A) —if(A), con S(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X(-) diventa:
X(x) = c1e** sin(fz) + cae®” cos(fBz).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Cy = 0,
e™cy sin(mf) + €™ %cp cos(wfB) = 0.

Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(7w3) = 0 e quindi § € Z.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X (-) si hanno se A, (\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica ¢ un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Agz(X) = —16(A — 2) e affinché sia negativo dovra essere A > 2. La parte immaginaria delle soluzioni &
allora B(\) = —2/=A;(\) = —‘/’\2T2, e per avere 3(\) = n € Z dovra essere A = 4n?+2, n € N\ {0}.
Detta X,,(+) la soluzione dell’equazione in X (-) corrispondente al valore A, = 4n? + 2, n € N\ {0} si
ha pertanto:

Xn(x) = epsin(nzx), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.
Osserviamo che scegliere n < 0 equivale a cambiare il segno di ¢,, pertanto senza perdita di generalita
scegliamo n > 0. Sostituendo ora nell’equazione in T'(+) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo
le equazioni:
3T (t) + \,T(t) =0,
al variare di n € N'\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:

_Ant

T,(t) =dpe 3.
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al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢,d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari
tn(t, ) = Tp(t) Xp(z) = bpe~ "% sin(nz), n € N\ {0}.

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:
o0
u(t,x) = E un(t, ).
n=1
Per determinare i coefficienti b,, sostituiamo il dato iniziale:

uw(0,z) =Tz = Zun(O,x) = Z by, sin(nx).
n=1

n=1
Se ne deduce che i coefficienti b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione
f(z) =Tz,
nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—7, 7], poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
(ricordando che se f & dispari allora x — f(x)sin(nz) & pari):

by, L f(z)sin(nz) dx

T
:% /OTF f(x)sin(nx) dx
_2 /7T Tz sin(nx) dz

T Jo
_ =Dt
= —
Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:
0 n’+2)t
14(—=1)"e” 3 sin(nx)
tr)y=Y — .

La serie e tutte le sue derivate convergono totalmente in un intorno di ogni punto appartenente a
t >0, z € [0,7[, quindi la serie definisce una soluzione classica.

11

Svolgimento (Esercizio 199). Poniamo A := < 5 4

>. Derivando la prima equazione, si ottiene
y'(t) = 2" (t) — 2/ (t) — cos(t).

Sostituiamo 'espressione di y(t) ottenuta dalla seconda equazione:

3z(t) + 4y(t) = 2" (t) — 2'(t) — cos(t).

Riscrivendo tale espressione si ha 2 (t) — 2/(t) — 3z(t) — 4y(t) — cos(t) = 0.

Sostituiamo 'espressione di y(t) ottenuta dalla prima equazione:

2"(t) — 2/ (t) — 4 (2/(t) — z(t) — sin(t)) — 3z(t) — cos(t) = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:
2" (t) — 52’ (t) + x(t) + 4sin(t) — cos(t) = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2/ (t) + Det(A) x(t) = cos(t) — 4sin(t).

Il polinomio caratteristico & u? —5u+ 1, di discriminante 6 = 21. Le radici del polinomio caratteristico
sono (i = % (5 — \/21) e g = % (5 + \/21), pertanto due soluzioni indipendenti per ’omogenea nella
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5—v21)t € Lo : 1(5+\/ﬁ)t.

1
variabile z(-) sono x,1(t) := ex( = e2 Per trovare una soluzione particolare
della non omogenea applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del
sistema é:

W(t) = ( To1(t) xo2(t) > _ o3 (5-Vv21)t o3 (5HV21)t
T\ do(t) i 15— v21) e2(0-V2)E 1 (54 /31 2 (5+V20) |
Risolviamo quindi il sistema:

( ARG e ) ( ) ) - ( cos(t) ! 4sin(t) ) ’

%(5_ \/ﬁ) o3 (5-v2L)t %(5+ \/ﬁ) o3 (5HV21)t d (t)
ottenendo: )
67§(57\/271)t(cos(t)74sin(t))
dty N _ [ ~ V2l
d,(t) 67%(5+‘/ﬁ)t(cos(t)—4sin(t))
V21

Integrando, si ottiene:

e2(V21-5)t (2 (11 — 2v/21) sin(t) + (3 + v/21) cos(t))

"= ST (Va1 - 5) 7
d(t) = e 2+ (9(11 4 2¢/21) sin(t) - (V21 - 3) cos(t))

5v21 (5 + v/21)

La soluzione per la z(-) & allora:

1
z(t) = : (56_%(\/ﬁ_5>t (c + de\/ﬁt) — sin(t) — 4cos(t)) , ¢,d € R,

1
z(t) = R <g <5 - \/ﬁ) e—2(V21-5)t (c + de‘/ﬁt> 4 5v/21deY 23 (V2I-B)t | 4sin(t) — cos(t)> ,c,deR.
Dalla prima equazione si ha:

y(t) = o' (t)—a(t)—sin(t) = %e—%(m—f’)t (5((3+ var) dev® — (V21 - 3) ) + 6e3 (V2= cos(t) ), c,d €1

In definitiva, la soluzione del sistema é:

z(t) = % <5e—%(\/ﬁ_5)t (c + de\/ﬁt> — sin(t) — 4cos(t)) ,

y(t) = %e*%(\/ﬁ*5)t (5 ((3 + \/ﬁ) deV21t _ (\/2> — 3) c) + Gez(V2I-5)t Cos(t)) ,

al variare di ¢,d € R. Studiamo ora la stabilita dell’origine per il sistema omogeneo associato. Cal-
coliamo gli autovalori di A risolvendo I'equazione det(A — A) = 0 oppure, essendo nel caso 2 X 2 per
mezzo dell’equazione

A% — Traccia(A) A + det(A) = 0.

Gli autovalori sono % (5 + \/21) e % (5 — \/21). Gli autovalori sono reali e distinti. Essi sono entrambi
strettamente positivi, I’origine ¢ un nodo proprio instabile.

Svolgimento (Esercizio 200). Poniamo f(z,y) = 2* + 3xy + 3y?> — 1. In coordinate polari
x = pcosb, y= psinb, si ha:

f(pcos, psin ) = p* cos*(0) + 3p* sin®(0) + 3p* sin(0) cos() — 1,
da cui:

I := {(pcos(f), psin(9)) : pt cost(8) + 3p?sin?(0) + 3p*sin(f) cos(f) —1 =0, p >0, 6 € [0, 2m)} .
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L’insieme ¢ limitato: poiché 2zy > —a? — 32, si ha

3 3 3 3
O:f(x,y)Zw4—§(x2+y2)+3y2—1:x4—§x2+§y2—12374—537 -1,

per cui x e limitata. Ma allora anche y deve esserlo. I' € anche chiuso in quanto controimmagine del
chiuso {0} tramite la funzione continua f, quindi & compatto. Per studiare le intersezioni con ’asse
delle ascisse, risolviamo 1’equazione f(x,0) = 0, ovvero z* — 1 = 0. Si ottengono i punti P; = (—1,0) ,
P, = (1,0). Analogamente, per studiare le intersezioni con ’asse delle ascisse, risolviamo ’equazione

. 2 4 _ . . . . 1 . 1
f(0,y) =0, ovvero 3y= — 1 = 0. Si ottengono i punti Q1 = (O, \/§> , Qo = (0, \/§>

Ricordiamo che se V f(z9,yo) # (0,0), allora la retta per (xo,yo) tangente a I' € data dall’equazione
V f(zo,%0) - (x — x0,y — yo) = 0. 1l gradiente di f ¢ dato da:

Vf(z,y) = (4x3 + 3y, 3x + Gy) .
Nel nostro caso si ha:

V() =(—4,-3)
— (4,3

) )
Qi) = (-v3.-2v3)
)=

Le rette tangenti sono quindi:

4
rp Yy = —g(w—l—l)
4
rp, Y = _g(m - 1)
V3z 42
QY = o3
V3 — 2
TQs 'Y = o3

In P, P», 1, Q2, la tangente non & verticale, quindi & possibile applicare il Teorema di Dini per
ottenere localmente una funzione y = y(z) implicitamanete definita da f(x,y) = 0. In P, P, Q1, Q2,
la tangente non e orizzontale, quindi ¢ possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente
una funzione x = z(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Cerchiamo ora massimi e minimi
vincolati con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. I punti dell’insieme dove V f(z,y) = (0,0)
andranno studiati a parte. Nel nostro caso il gradiente non si annulla mai in punti dell’insieme.
Poniamo L(z,y, ) := h(x,y) + Af(x,y) e risolviamo il sistema VL(x,y,\) = 0 nelle incognite z e y.
Si ha:

A4z 4+3y)+1=0
ABx+6y) =0
x4 3zy +3y2 —1=0.
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Le soluzioni del sistema sono <—%\/% (3 + \/ﬁ), %\/% (3+ \/ﬁ)> , (é\/; (3 + \/ﬁ), —i\/% (3 + \/ﬁ))

Calcolando i valori assunti da h in questi punti ed eventualmente in quelli precedentemente esclu-

si, si ha che h raggiunge il suo valore massimo in (%\/% (3 + v 73), —%\/% (3 + v 73)> e tale va-

lore massimo e %\/% (3+ vV 73). Analogamente, si ha che h raggiunge il suo valore minimo in

<—5\/% (3+ \/ﬁ),%\/% (3+ \/ﬁ)), e tale valore minimo e —%,/% (3—1— \/ﬁ)

Svolgimento (Esercizio 201). In coordinate cilindriche z = pcos6, y = psinf, z = z,si ha z = p
e z = /3 —2p%. L’elemento di volume in coordinate cilindriche & pdpdfdz. Per p > 0, si ha che
p? < /3 —2p?in [0,1], quindi il volume richiesto &

2 rl pa/3—2p2
V:/ / / ,odzd,od0:27r/ <\/3—2p2—,02) pdp,
0 0 Jp?

1
0

2

:w/ol(\/m-v)dvzﬂ<\f—2>

Svolgimento (Esercizio 202). Si veda la soluzione dell’Esercizio 197.

Svolgimento (Esercizio 203). In forma di equazione totale si ha:
w(x,y) =2z (6 — 5y2) v dx + (—10x2y3 — 3) dy =: p(z,y)dz + q(x,y) dy = 0.
Poiché
Oyp(z,y) — Ozq(z,y) = 4y (6 — 5y%) ,

che ¢ diverso da zero, ’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(z,y) = 0.
Osserviamo che

Oyp(x,y) — Oeq(x,y) 2 )
y 7

& una funzione della sola variabile y, pertanto un fattore integrante e dato da
1
Az, y) = el FWdy = ”

Scegliamo un punto del dominio della forma Aw, ad esempio P = (P, P;) = (0,1), e integriamo tale
forma dal punto scelto al punto generico (xg,yo) mediante una spezzata - con lati paralleli agli assi
contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il segmento v (x) := (x, Py) per « da P, a xg, e poi
lungo il segmento v2(y) := (xo,y) da Py a yo:

/)\w:/ )\w—i-/ Aw
v 7 Y2

) Yo _10 2 3_3
:/ 2xd:v+/ Y T2 gy
0 1 Yy

3
=—5xdys + 623+ — —3
Yo

Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:

3
V(z,y) = —5z%y* 4 62° + "
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e le soluzioni sono descritte in forma implicita da V(x,y) = ¢. La soluzione soddisfacente a y(3) = 1
corrisponde a ¢ = 12. Per y ¢ {0,++/5/6} si ottiene

. 3Uy—1)

y (5y% — 6)
Per la positivita del termine di sinistra, si ha —/6/5 < y < 0 oppure 1/4 <y < /6/5. In particolare,
si deduce come la soluzione non tagli mai I’asse y = 0. Ma allora, poiché y(3) = 1, la soluzione esiste
su tutto R ed e compresa tra i valori 1/4 (assunto per = 0, punto di minimo assoluto) e /6/5,

assunto per x — +00, quindi vi & un asintoto orizzontale y = 1/6/5. Osserviamo anche che l'insieme
V(z,y) = 12 & simmetrico rispetto all’asse delle y, quindi anche la soluzione (essendo definita su R)
lo sara. Dalla scrittura implicita (valida per y # 0)

fl@,y) = =52%y” + 62°y — 12y + 3 =0,

si ricava che 0, f(z,y) = 0 solo per z = 0 oppure y = 0 oppure y = ++/6/5, tuttavia di questi punti
solo z = 0 ¢ ammissibile per la soluzione, e si ¢ gia visto che tale punto € un minimo assoluto. Pertanto
la funzione & strettamente crescente in [0, +00|, asintotica a 1/6/5 e simmetrica rispetto all’asse delle

Y.

Svolgimento (Esercizio 204). Poniamo F(z,y) := 6x%y? + 5z* 4 222y* + y* — 3%, Essendo F un
polinomio, F : R? — R & continua e quindi I' = F~!(0) & un chiuso. L’insieme I' & simmetrico rispetto
agli assi e all’origine infatti F(z,y) = F(—xz,y) = F(x,—y) = F(—z,—y). Si ha:

F(pcosb, psin @) = 2p°sin® 0 cos? 0 + p? sin? 0 (p2 sin? 6 — 1) + pteost (6p2 sin? 6 + 5)
= p? (—4,04 cos® 6 4 2p° (p2 + 3) cos(0) + (2,04 —2p% + 1) cos? 0 + p* — 1) .

Quindi:
.= {(p cosf, psinh) € R? : 2p%sin? A cos? 0 + p? sin? 6 (p2 sin® 6 — 1) + ptcosto (6/)2 sin? 6§ + 5) = 0} .
Osserviamo dall’equazione che se (z,y) € T, si ha 0 = F(x,y) > —y? + y*, pertanto si deve avere
y? > y*. Ma questo implica |y| < 1. Si ha inoltre che 0 = F(x,y) > 52* — 32, pertanto si deve
avere bzt < y? < 1, quindi anche z & limitata. Essendo I' chiuso e limitato, & compatto. Per

studiare le intersezioni con le bisettrici & sufficiente limitarsi al primo quadrante e poi ricostruire per

1 /1
simmetria. Si ha F(z,z) = 2? (82* 4+ 62? — 1) che si annulla per z = 0 e z = :|:§ B (V17 = 3).

1
Posto a = \/5 (\/17 — 3), si ottengono quindi le intersezioni (0,0), Py(a, ), Py = (—a, ), Py = —P;
e P, = —P,. Calcoliamo il gradiente di F":
VF(z,y) = (20563 + 2423y? + day?t, —2y + 1220y + 49° + 8x2y3) .

La tangente in P; ¢ data da:

ovvero, ricordando le simmetrie di F":

(28a° + 200%) (z — @) + (200° + 40> — 2a)(y — ) = 0, in P; = (a, a),
(2805 +2003) (—z — @) + (20a° + 40> — 2a)(y — @) =0, in Py = (—a, @),
(280° + 200%)(—z — @) + (200° + 403 — 20)(—y — @) =0, in P3 = (—a, —a),
(2805 + 2003 (z — @) + (200° + 40® — 2a)(—y — @) =0, in Py = (a, —a),

Essendo « > 0, in tutti questi punti si ha 0, F(P;) # 0, quindi & sempre possibile esplicitare localmente
x = x(y).
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Poniamo L(z,y,\) = h(z,y) = y> — AF(x,y). Per il sistema dei moltiplicatori di Lagrange, si
deve avere VL(x,y,0) nei punti di massimo e minimo di h(z,y) vincolati a I". In particolare si ha
0 =0.L(x,y,\) = 4z (x2 (6y2 + 5) + y4) che si annulla solo per x = 0. Le intersezioni di I" con la
retta x = 0 sono date da F'(0,y) = 0 ovvero da y* —y = 0, quindi da y = 0, y = &1. Pertanto (0,0)
¢ di minimo e (0, 41) non punti di massimo. Il minimo assoluto di h vincolato a I' & 0 e il massimo
assoluto vincolato e 1.

Svolgimento (Esercizio 205). Dalla prima equazione si ricava in particolare che z > 0, pertanto
necessariamente |y| < 2. Si ricava inoltre un dominio di integrazione limitato solo supponendo 4 —y? >
222 4+ y? (com’e facile anche rendersi conto geometricamente, il paraboloide giace al di sopra della
superficie z = 4 — %2 in un insieme illimitato), e tale dominio & B := {(x,y) : 22 +y? < 2}. Pertanto,
dopo un passaggio in coordinate polari,

V2
V= // dzdxdy:/(4—2(x2+y2))da:dy:27r/ (4 —2p%) pdp = 4n.
222442 B 0

Svolgimento (Esercizio 206). Poniamo
ﬁ(l’, Y, Z) = (Fl(xa Y, Z), Fg(l‘, Y, Z)7 F3($7 Y, Z)) )
SO(U, U) = (Sol(ua U)7 ¥2 (uv U)> @3(“7 U)) :
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(mayaz) :azFl(l' y,Z) + ayFQ(:L'ayaZ) + 8ZF3(:Cay7 Z) = 2333/2’

e 0 Fi(z,y,z)
rot F(z,y,z) =det | & 8, Faz,y,z)
€y 0, F3(z,y,2)
€1 Oy x2y2
=det e 0 z
é3 0, x?—1?

( 29 — 1, —2x, —2:1:23/).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha 7/(t) = (3,3 cos(t),0), da cui 'integrale di linea:

27
/ﬁ dz:/o Fo(y(t)) - +()dt

= / K (81¢%sin®(t), 0, 9% — 9sin®(t)) - (3,3 cos(t),0) dt

/ 243t sin®(t) dt
81
T2

™ (872 - 3).
e oL . 9 1 —cos2t .. . .
Per svolgere I'ultimo integrale si usi il fatto che sin“t = —3 e dopo si integri per parti.
Lo Jacobiano della parametrizzazione e
Opp1(u,v)  Oypi(u,v) 0p1(u,v) 1 1
Jacp(u,v) = | Opp2(u,v) Oypa(u,v) 0Ozp2(u,v) | = —2u 2v

Opp3(u,v) Oyps(u,v) 0yp3(u,v) 2u 2w
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Indicate con 9y (u,v) e dyp(u, v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = |0y (u, v) A Opyp(u,v)|| dudv
gl ugpl( 71)) 81)4;01(“77})
=l|det | & Oupa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 Oups(u,v) Opps(u,v)

=/64uv? + (2u — 20)2 + (2u + 20)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/det2 By + det? By + det? Bs.
Si ha che P = (1,1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P eé:

Jac p(P) =

S O =
NN =

La normale unitaria in P ¢ data da:

aipy = Gup(P)NOp(P) (11
" - )

~ 18up(P) A Dyp(P) V2 /2

1l flusso di G = rot F' attraverso la superficie X ¢ dato da

s
2 2 Gi(p(u,v))
:/ det | Ga(e(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
T2 Ga(p(u,v))
-2 (v?—u?) -1 11

2 2 u
= / / det —2(u+v) —2u 2v | dvdu
—2J=2 “2(u+v)* (v —u?) 2u 2w

2 2
:/ / (4u5 + 1200 + 8uPv? — 16wy — 8u?v® — 4u? — 12uv®* + 16uv® + Suv — 40° + 4@2) dv du

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ.ﬁdaz/ F.al
) o))

Il bordo 9% della superficie 3 & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [—2, 2]. Affinché il bordo risulti
orientato con I'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento
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e data dall’unione delle quattro curve:

(u) = p(u,—2) = (u—2,4—u*u?+4), ue[-2,2]
Y2(v) = @(2,v) = (v+ 2,0 — 4,0 +4) €[-2,2]
3(u) = p(—u,2) = (2 —u, 4 —v?,u? +4), u e [-2,2]
Ya(v) = o(=2,—v) = (—v — 2,0 —4,v? + 4) , v € [-2,2],
le cui derivate sono:
A (u) = (1, —2u,2u) , u € [—2,2]
F2(v) = (1,20,2v), v € [-2,2]
73(“) = ( 1, —2u, 2“) S [_272]
Y4(v) = (=1,20,20), v € [-2,2],
Si ha quindi:
Il = ﬁ dZ

(u —2)? (4 - u2)2 u? 4, (u—2)% - (4 - u2)2) (1, —2u, 2u) du

(
— ((u — 2)2 (4 — u2)2 —2u (u2 —1—4) + 2u ((u — 2)2 — (4 — u2)2>> du

((v +2)? (v2 - 4)2 i 4 (v +2)2 - (v2 - 4)2) - (1,2v,2v) dv

<(v +2)? (v — 4)2 +2v (v? +4) +2v ((v +2)% — (v* — 4)2>> dv

= ((2 —u)? (4 - u2)2,u2 +4,(2—u)? - (4 - u2)2) (=1, —2u,2u) du
2

:/2 <—(2—u)2 (4 —u?)? = 2u (u +4) + 2u ((2—U)2— (4—“2)2)> du
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:/2 ((_U - 2)2 (U2 - 4)2,112 +4,(—v— 2)2 — (1)2 - 4)2) < (—1,2v,2v) dv

2
_/ (—(—v —2)2 (v? - 4)2 +20 (v +4) + 2v ((—v —2)2 — (v® - 4)2)) dv
_ 3968
357
Sommando i quattro contributi si ottiene:
L +1+ I3+ 14 =0,
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 207).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(t)X (z).
Sostituendo nell’equazione data e dividendo per T'(¢t) X (x) si ha:
3X(x)T'(t) — AT () X" (x) + 2T () X (x)
T(t)X (x)

=0.

Semplificando si ha:
3T'(t)  2X(x) —4X"(x)

=0.
T(t) X(x)
Separando le variabili si ottiene:
37" N "
B (t) _ 2X (z) —4X"(x) _)\eR
T(t) X(x)
Si ottengono quindi le due equazioni:
3T'(t) + AT (t) =0,
—4X"(z) = (A —2)X(z) = 0.

Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(¢,0) = T'(¢)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analoga-
mente X (7) = 0. Studiamo l’equazione per X (z), ricordando che dobbiamo trovarne soluzioni non
identicamente nulle. L’equazione caratteristica é:

—4p? —A+2=0.

Siano A, (A) il suo discriminante, e u1(A), p2(A) le sue radici.

(1) Se Az(A) > 0 allora le due radici sono reali e distinte. La soluzione generale dell’equazione
in X (-) diventa:

X(x) = 1"V 4 cpem2()

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

c1 4+ co =0,
Cleﬂ-'ul N —+ C2€ﬂ-u2(/\) =0.

Poiché le due radici sono distinte, le righe della matrice del sistema lineare nelle incognite ¢,
co sono linearmente indipendenti, quindi il sistema ammette solo la soluzione ¢; = co = 0,
che non & accettabile perché implica X (z) = 0.
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(2) Se Az(A) = 0 allora le due radici sono reali e coincidenti. La soluzione generale dell’equazione
in X(-) diventa:
X(x) = c1e"N) 4 cope™ V),

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Cc1 = 0,
Clewﬂl()‘) + 7'('62671—“2()‘) =0.
da cui si ha ancora solo la soluzione ¢; = c3 = 0, che non e accettabile perché implica
X(z)=0.
(3) Se Az(A) < 0 allora le due radici sono distinte e complesse coniugate: pi(A) = a(X) +i8(N),
p2(A) = a(X) —if(A), con S(A) > 0. La soluzione generale dell’equazione in X(-) diventa:
X(x) = c1e** sin(fz) + c2e®” cos(fBz).

Sostituendo le condizioni in x = 0 si ricava:

Co = 0,
e™cy sin(mf) + €"%cp cos(wfB) = 0.

Per avere soluzioni non nulle di questo sistema, il determinante della matrice ad esso associata
deve essere nullo. Questo implica necessariamente sin(73) = 0 e quindi g € Z.

Riassumendo, le uniche soluzioni accettabili per X () si hanno se Az(\) < 0 e la parte immaginaria
delle radici dell’equazione caratteristica € un numero naturale non nullo. Nel nostro caso, si ha
Ay (N) = —16(X — 2) e affinché sia negativo dovra essere A > 2. La parte immaginaria delle soluzioni ¢
allora B(A) = —%/—Az(\) = —‘/’\sz, e per avere 3(\) = n € Z dovra essere A = 4n?+2, n € N\ {0}.
Detta X,,(+) la soluzione dell’equazione in X (-) corrispondente al valore A, = 4n? +2, n € N\ {0} si
ha pertanto:

Xn(z) = ¢epsin(nz), ¢, € R\ {0}, n € N\ {0}.

Osserviamo che scegliere n < 0 equivale a cambiare il segno di ¢,, pertanto senza perdita di generalita
scegliamo n > 0. Sostituendo ora nell’equazione in T'(-) i valori accettabili ottenuti per A, otteniamo
le equazioni:

3T (t) + M\ T(t) = 0,
al variare di n € N'\ {0}. La soluzione generale di questa equazione é:
Ty (t) = dpe™ 5"
al variare di n € N\ {0}. Poniamo b,, = ¢,d,, e costruiamo quindi le soluzioni elementari
Un(t, ) = Tp(t) X (x) = bpe~ & sin(nz), n € N\ {0}.

Cerchiamo ora una soluzione in forma di serie:
o
u(t,z) = E un(t, x).
n=1

Per determinare i coeflicienti b,, sostituiamo il dato iniziale:

u(0,2) =Tr = Zun((),x) = Z by, sin(nzx).
n=1

n=1

Se ne deduce che i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di soli seni della funzione

fz) =Tz,
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nell’intervallo [0, 7]. In altre parole dobbiamo prolungare la funzione f per disparita su [—, 7], poi
per 2m-periodicita a tutto R, e infine calcolarne i coefficienti di Fourier. Si ha quindi per n € N\ {0}
(ricordando che se f ¢ dispari allora x — f(z)sin(nz) ¢ pari):

by, L f(z)sin(nz) dx

T
:% /OTF f(x)sin(nx) dx
_2 /7T Tz sin(nx) dz

™ Jo
14(=1)"
—

Si ottiene quindi la soluzione in forma di serie:

(4n2+2)
= 5 P i)

n

n=1

La serie e tutte le sue derivate convergono totalmente in un intorno di ogni punto appartenente a
t >0, xz € [0,7], quindi la serie definisce una soluzione classica.

Svolgimento (Esercizio 208). Si veda la soluzione dell’Esercizio 170.

Yy

_E,

I:= //Af(x,y)dxdyZ//A <Z§($,y)—?;(w,y)> dz dy.

La curva 23 4+ y? — zy = 0 puod essere parametrizzata con rette per l'origine: posto y = ma si ha

Svolgimento (Esercizio 209). Osserviamo che scelta Q(z,y) = P(z,y) = 0 si ottiene

(1+m®)a® —ma? =0,

2

da cui z(m) = %, y(m) = ﬁ Inoltre si ha 0 < m < 1 perché A soddisfa 0 < y < z e

x(1) = y(1) = 1/2. Si ottiene quindi la parametrizzazione del bordo di A con le due curve 75 : [0, 1] —
2

R2, y1(m) = <1 —Knm?” 1 Tm3> e :[0,1/2] = R? ~9(x) = (1 — 2,1 — z). Si ha allora

0

1 1/2 1
= x = —my(m) dm —1.(— r = [—u(m)mlk m) dm + —
I_/me( ,y) dy /0 y(m)d +/ 1-(=1)dz = [—y(m) ]0+/0 y(m) dm +

1

m?dm _log2
0 1+m3_ 3 '

Svolgimento (Esercizio 210). Poniamo

—

F(z,y,z) = (Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) ,
@(uv v) = (301(u7 v)’ @2(u7 v)’ 903(u’ v)) .
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divf(x, Y, 2) =0, F1(z,y, 2) + Oy Fa(z,y,2) + 0. F3(x,y,2) = 6z + 1,
N 51 0 Fl (IL’, Y, Z)
rot F(z,y,2z) =det | € 0y, Fi(x,y,2)
53 az F3(33, Y, Z)
& 0, 31—z
=det | €& 0, y+2°
é3 0, z2—vy

=(—2z-1,-2x—1,0).

Poiché rot F # 0, il campo non ¢ conservativo. Si ha /() = (—sin(t), 3 cos(t), 3 cos(t)), da cui
Iintegrale di linea:

21
/ﬁ- dE:/O Fo(y(t)) -/ (t)dt

:/0 (3 cos?(t) — 3sin(t), 9sin®(t) + 3sin(t), cos®(t) — 3sin(t)) - (—sin(t), 3cos(t), 3cos(t)) dt

:/0 i (3 cos(t) (cos®(t) — 3sin(t)) — sin(t) (3cos(t) — 3sin(t)) + 3 (9sin®(¢) + 3sin(t)) cos(t)) dt

=37.
Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢
Opp1(u,v)  Oypi(u,v) 0xp1(u,v) 4 1
Jacp(u,v) = | Oppa(u,v) Oypa(u,v) O,pa(u,v) | =| —4du 2v
Opp3(u,v)  Oyps(u,v) 0.p3(u,v) 1 -3
Indicate con 9, (u,v) e &,go(u v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

do = ||0up(u, v) A Oyp(u,v)|| dudv

=|det | & Oupa(u,v) Oypa(u,v) du dv
€3 Oups(u,v) Oups(u,v)

=/ (12u — 20)2 + (4u + 8v)2 + 169 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, ’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

(u,v)
€1 uﬂﬂl( ,v)  Oypr1(u,v)
E )

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (1,1, —-3) = ¢(u, v) solo se (u,v) = (0,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

4 1
Jacp(P)=1| 0 2
1 -3

La normale unitaria in P ¢ data da:
A(P) = Oup(P) N Oyp(P) (_ 2 13 8 >
10w (P) A Dup(P)| V2377 V237237 )

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:
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@(ﬁ,E):/ﬁ-ﬁda
%

2 2 Fi(yp
_/ / det FQ(QO
-2.J-2 Fs(p
3(4u +v)? —u+ 3v 4 1

:/ / det | —2u?+ (u—3v)2+v? —du 2v | dvdu
- 2u? + (4u +v)? — 0?2 1 =3

~—

2
:/ / (648u3 + 368u’v — 25u> + 52uv? — 40uv — 6v° + 1241}2) dv du
=2112.

Il flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

by
2 2 Gi(p(u,v))
:/ det | Ga(p(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv
2 G3(p(u,v))
2 2 —2(u —3v) — 1 4 1
:/ / det | —24u+v)—1 —4u 2v | dvdu
—2J-2 0 1 -3

2
:/ / (—24u2 + T6uv — 116u — 1202 — 240 — 13) dv du
= — 976.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

Porientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ-ﬁda:/ F.dl
» %

Il bordo 9% della superficie ¥ & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [-2,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’unione delle quattro curve:

Y(u) = (u,—2) = (4u — 2,4 — 2u*, u+6) , u € [-2,2]
Y2(v) = p(2,v) = (v+8,0v* — 8,2 —3v), v € [-2,2]
v3(u) = p(—u,2 :(274u,472u,fufﬁ),ue[—2,2]
Y4(v) = (-2, v):(—v—8,v2—8,3v—2),v6[—2,2],

le cui derivate sono:
(4, —4u,1), u € [-2,2]
=(1,2v,-3), v € [-2,2]
(—4, —4u,—1), u € [-2,2]
=(-1,2v,3), v € [-2,2],
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Si ha quindi:

Ilz/ﬁdf
71

2
:/ (3(4u —2)% —u —6,—2u® + (u+6)% +4,2u” + (du — 2)* —4) - (4, —4u, 1) du
-2

:/2 (20® —4 (20 + (u+6)> +4) u+ (du—2)* +4 (3(4u — 2)> —u—6) — 4) du
-2
=960,

Ig:z/ﬁ-dz
2

2
:/ (3(v+8)%+3v —2,0" + (2 - 3v)* — 8, —v? + (v +8)* + 8) - (1,2v, —3) dv
—2

:/2 (20 (v + (2= 30)* = 8) =3 (v + (v +8)* +8) +3(v+8)* +3v —2) dv
-2
= — 216,

2
:/ (32— 4u)? +u+ 6, —2u® + (—u — 6)% +4,2u* + (2 — 4u)? — 4) - (=4, —4u, -1) du
-2

:/2 (—2u® — du (—2u® + (—u—6)> +4) — (2 — 4u)* —4 (3(2 —4u)® + u+6) +4) du
-2

= — 1664,

I4Z: ﬁd[

V4

2
:/ (3(—v—8)*—3v+2,v° + (3v—2)* =8, —v* + (—v — 8)* + 8) - (—1,20,3) dv
—2

2
:/ (38(—v*+ (—v—28)+8) +2v (v* + (3u —2)> = 8) — 3(—v —8)* +3v — 2) dv
-2
= — 56,
Sommando i quattro contributi si ottiene:
I + 1+ I3+ 1y = —976,
che conferma il risultato precedente.

5 4

Svolgimento (Esercizio 211). Poniamo A := ( 1 3

4y (t) = 2" (t) — 52/ (t) — 1.
Sostituiamo 'espressione di y/(t) ottenuta dalla seconda equazione:
4(z(t) + 3y(t)) = 2" (t) — 5a'(t) — 1.
Riscrivendo tale espressione si ha 2 (t) — 52/(t) — 4x(t) — 12y(t) — 1 = 0.

>. Derivando la prima equazione, si ottiene

/
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Sostituiamo 'espressione di 4y(t) ottenuta dalla prima equazione:
2" (t) — 52’ (t) — 3 (a'(t) — Ba(t) — t) — 4a(t) — 1 =0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:
2" (t) — 82/ (t) + 11z(t) + 3t — 1 =0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2'(t) + Det(A) z(t) = 1 — 3t.

Il polinomio caratteristico & % —8u+11, di discriminante § = 20. Le radici del polinomio caratteristico
sono p1 = 4—+/5 e s = 44++/5, pertanto due soluzioni indipendenti per ’'omogenea nella variabile x(+)

Sono o1 (t) = (=5t o T2 1= e(HHV5)L Per trovare una soluzione particolare della non omogenea
applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema e:

._ xo,l(t) $o,2(t) - 6(47\/g)t e(4+\/5)t
wie) = < To,1(t) Top2(t) > - < (4—/5) o(4-VB)t (4+ V5) RSV

Risolviamo quindi il sistema:

o(4=V5)t o(4+V5)t ORY 0
(1= V) V) (44 \/B) el (d/<t>)‘(1—3t>’

ottenendo: v
e UmVRin 3
d(t) ) _ NG
d'(t) e*(4+‘/g)t(173t)
2v/5

Integrando, si ottiene:

V(3 (VB — )t — V54 1)

C(t) - 2 ’
2V5 (V5 —4)
i) = e (VB (3 (44 VB) t — B —1)
N 2v/5 (4 + V5) '

La soluzione per la z(-) ¢ allora:

e o gl B 13
x(t) = ce + de TEETIL ¢,d €R,

3
i(t) = (4= v5) ce (004 (44 VB) aelt VD = 2 e R
Dalla prima equazione si ha:

y(t) = i (@' (t) — ba(t) — 1) = Eléle*(\@*‘l) ( (V3-a)t (121 (\/5 - 1) de(MHVE) 4 gq 32) ~121 (1 + \/5) c) ,
c,d € R. In definitiva, la soluzione del sistema é:

z(t) = ce=(V5=4)t 1 ge(4+vB)t _ ﬁ 11231’

y(t) = e (V! ( (V5-a)t (121 (vV5—1) de(4+‘/5>t+44t+32) — 121 (14 V5) c),

al variare di ¢,d € R. Studiamo ora la stabilita dell’origine per il sistema omogeneo associato. Cal-
coliamo gli autovalori di A risolvendo l’equazione det(A] — A) = 0 oppure, essendo nel caso 2 x 2 per
mezzo dell’equazione

A% — Traccia(A) A + det(A) = 0.
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Gli autovalori sono 4++/5 e 4—+/5. Gli autovalori sono reali e distinti. Essi sono entrambi strettamente
positivi, 'origine ¢ un nodo proprio instabile.

2?(y?—1)+/22+y2+y*
Va2ty? '

rispetto agli assi. In coordinate polari x = pcos@, y = psin@, si ha:

Svolgimento (Esercizio 212).  Poniamo f(z,y) = L’insieme € simmetrico

f(pcos®, psinf) =1+ p>sin? @ + p3sin® G cos? @ — rcos? § = r¥sin®f — rcos> 0 4+ 1 =r® — (r* + 1) cos? 6 + 1,
da cui (si ricordi che p > 0 per definizione di I'):

3
1
I:= {(pcosH,psinQ) - +
,

m:C08207p>0,0€ [0,27'('}}

Per ogni r > 1 si ha % < 1, quindi per ogni r > 1 esiste 6 € [0, 27] tale che (rcosf,rsinf) € T.
Ma allora I'insieme non é limitato, quindi non puo essere compatto. Per studiare le intersezioni con
I’asse delle ascisse utilizziamo ’espressione in coordinate polari ponendo § = 0, 7. Si ha r = 1, quindi
P, = (1,0) e P, = (—1,0). Procediamo in modo analogo per le intersezioni con l’asse delle ordinate
ponendo § = 7/2,37/2. Non si ottengono intersezioni con tale asse.

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (xo, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(xo,90) - (x — z0,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

T (:U2 (y2 — 1) + y2 (y2 — 2)) Y (2:):4 + 22 (5y2 + 1) + 3y4)
(a2 + )2 | (a2 +y2)"? |

Vi(z,y) = <

Nel nostro caso si ha:

Vf(P) =(-1,0)
Vf(P,) =(1,0)
L’equazione della tangente in P, e x = 1l ein P, ¢ z = —1. In P; e P», la tangente ¢ verticale,

quindi non & possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una funzione y = y(z)
implicitamanete definita da f(z,y) = 0. E invece possibile ottenere localmente una funzione z = x(y)
implicitamanete definita da f(z,y) = 0.

Cerchiamo ora massimi e minimi vincolati, ricordando che, poiché I’insieme non ¢ compatto, la loro
esistenza non & garantita. Osserviamo infatti che per r,, = +oo dall’equazione in coordinate polari si
ottiene una successione di 6, tali per cui cos®6, — 1, ma allora posto z, = r,0, si ha |x,| — +oo,
quindi non esistono massimi assoluti di kA vincolati all’insieme.

Per quanto riguarda i minimi, osserviamo che 0, f(x,y) = 0 solo se y = 0, quindi le funzioni
x = xz(y) implicitamente definite da I' hanno massimo o minimo solo nei punti di ordinata nulla,
quindi in P; e Ps, che risultano essere punti di minimo relativo.

Abbozziamo un grafico qualitativo di I'. Per le simmetrie, & sufficiente studiare l'insieme nel
primo quadrante. Utilizziamo la forma in coordinate polari, supponendo quindi » > 1 e 6 € [0, 7/2].
Dall’espressione in coordinate polari si ha

341
$2:T260829:L—’—),
r24+1

—1)r

2 = 21—00829:7(T .
Per r —+ 400 si ha x — +00 e y — 17, quindi I'insieme I'" ha le rette y = 1 come asintoti orizzontali.
Essendo inoltre 9, f(z,y) > 0 in tutto il primo quadrante ad eccezione di (1,0), si ha che z = z(y)
¢ strettamente monotona, quindi anche la sua inversa, laddove € definita, € strettamente monotona.
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L’aspetto dell’insieme nel primo quadrante € quello di un arco strettamente crescente che parte da
(1,0) e tende asintoticamente a y = 1. Si ricostruisce per simmetria 'insieme su tutto il piano.

Svolgimento (Esercizio 213).  Utilizziamo coordinate polari x = pcosf, y = psinf con p > 0 e
0 € [—m,m]. L’elemento d’area ¢ dzdy = pdpdf. Si ha

D ={(rcosf,rsinf) e R2: 0< p<1, p> —sinb, tand < v3,0 € [-7/2,7/2]}
={(rcosf,rsinf) €R?*: 0<p<1,0c[0,7/3]}U{(rcosh,rsinf) c R?: —sinf < p<1,0¢c[-n/2,0]}
—{(rcosf,rsinf) cR*: 0<p<1,0ecl0,7/3]},
—{(rcosf,rsinf) € R?>: —sinf <p<1,80¢c[-n/20]}

Quindi

0 1 /3 0 ps p=1 /3 p5 p=1
p° pdpd9+/ / o’ pdpd@—/ {} d9—|—/ [] do
—siné —m/2 5 p=—sinf 0 5 p=0

0 /3
._/ +$n d0+/‘ 1%
0

0 0 _—if 0 0 —i0\d

:Ml/ A PP U S A A Gt il M

6 5J)_xp 24 6 5 16/ 1 21
T N 1 1 0 (65i9 o 5631'0 4 106i9 o 06—10 4 58—31'9 4 6—5i0) "

6 5 16/ 5 24
—E+1170(m$@—mmwwdmmmw
6 5 16 —/2

6=0

:E_l i COS59—5C0839+10(:059

6 5 16 5 3 o=—r /2

T~ 1 1 /1 5 T 8
= . (2410 =2 =2

6 5 16 (5 3+ O) 6 75

Svolgimento (Esercizio 214). Poniamo

ﬁ(x, y,z) = (Fi(x,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)),
cp(u, U) = (301(1‘7 U)’ 902(u7 U)v 903(u’ U)) .

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

leF .CE Y, 2 (.1‘, Y, Z) + (9yF2(.%’, Y, Z) + 8zF3(x7 Y, Z) = 2.%:[/ - 27
e 0 Fi(z,y,z2)
rot F(z,y,z) =det | & Oy Fa(z,y,2)
€3 0. F3 (z,y,2)
€1 Oy
=det €9 8?4
és 0, x° —22
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Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo. Si ha /() = (cos(t), 2sin(t) cos(t), 0), da cui 'integrale
di linea:

Lﬁ-df /Qﬂﬁo( () -+'(t) dt

/ sin’
0

2m
/ sin (t) cos(t) dt
0

3m/2 27

/ sin®(t) cos(t dt—i—/ sin?(t) cos(t) dt+/ sin?(t) cos(t) dt
0 w/ 3m/2
:/sds+/ sds+/ st ds

0 1

1

:/ s4ds—|—/ stds =0

-1 1

(si ricordi che la sostituzione s = sint, che implica ds = costdt, ¢ invertibile solo negli intervalli
10,7/2[, |7/2,37/2[ e [37/2,27[, da cui la necessita di spezzare l'integrale in questo modo).
Lo Jacobiano della parametrizzazione e

), 0, s1n2(t)) - (cos(t),2sin(t) cos(t),0) dt

Opp1(u,v)  Oypi(u,v) 0p1(u,v) 1 1
Jacp(u,v) = | Opp2(u,v) Oypa(u,v) 0Ozp2(u,v) | = —2u 2v
Opp3(u,v) Oyps(u,v) 0.p3(u,v) 2u  2v
Indicate con 9, (u,v) e yp(u,v) le colonne di Jac ¢(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ e dato da:

do = ||0up(u, v) A Oyp(u,v)|| dudv
g]. u‘Pl ('LL, ’U) 811801( 7 U)
=|det [ & Oypa(u,v) Oypa(u,v) dudv
€3 u%03(u7 U) 81)903(11’ U)
=/64uv2 + (2u — 20)2 + (2u + 2v)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Be, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, ’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det? By + det? Bs.
Si ha che P = (1,1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

Jacp(P) =

O O =
N DN =

La normale unitaria in P ¢ data da:

A(P) =

dup(P) AN Byo(P) <0’_

L)
18up(P) A Bup(P)|| vV2'V2/)

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:
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U
2 2 (u+v)? (v = u?) 11

= / / det (u2 + 1)2)2 —2u 2v | dvdu
—2/-2 (utv)? =240 2u 2o

2 42
:/ / (8u5v + 2u® + 16u*v? — 2utv + 4uPv? — 2u% — 16u0?* — 4u2v3) dv du+
—2J-2

2 2
+ / / (2u2?) — 8uv® + 2uv? 4 2uv? — 20° — 21)3) dv du
—2J-2
=0.

Il flusso di G = rot F attraverso la superficie X ¢ dato da

)
)
—2/=2 GS(SO( U )
2 2 =2(W+*) 1 1
= / / det —2(u+v) —2u 2v | dvdu
—2J-2 —(u+v)? 2u 2

2 2
:/ / (16u3v —2u? — 6u’v — 4u? + 16uv® — 6uv® — 203 + 41)2) dv du
—2J-2
0.

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

l'orientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ-ﬁdaz/ F.dl
by o))

Il bordo 0% della superficie 3 & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [—2, 2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento

¢ data dall’unione delle quattro curve:

(u) (u,—2) = (u—2,4— v u? +4), ue[-2,2]

Y2 (v) = o(2,v) = (v+ 2,02 — 4,02 +4), v € [-2,2]

~v3(u) ( ,2):(2—u,4—u2,u2+4),u€[—2,2]
(v) = o(

—u
~v4(v —2,—1}):(—v—2,02—4,v2+4),v€[—2,2],
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le cui derivate sono:

(u) = (1, —2u,2u), u € [-2,2]
(v) = (1,2v,2v), v € [-2,2]

F3(u) = (=1, —2u,2u) , u € [-2,2]
(v) = (—1,2v,20), v € [-2,2],

Si ha quindi:

(=2)2 (4= ), (2 +4)°, (u=2) =2 (u +4) ) - (1,~20,2u) du

(
= > ((4—u2) (u—2)? —2u (u2 +4)2 + 2u ((u— 2)% —2 (u2 +4))> du

IQZ ﬁd[

1
S~

:/ ((v+2)2(v2—4),(v2+4)2,(v+2)2—2(1}2—1-4))-(1,21},21}) dv
-2

/2 ((212 —4) (v+2)% 4+ 2v (v2+4)2 + 2v ((0—1—2)2 —2(02+4))> dv
-2

128
157

13::/ﬁ-di
Y3

2/2 (—0—2)2 (2 —4), (0 +4)%, (—v —2)? =2 (v +4)) - (—1,2v,20) dv

(
= [ (@ -9 (o=22 420 (P + )" 420 (—v =22 =2 (? +4))) dv

15 7
Sommando i quattro contributi si ottiene:
L+ 1o+ 13+ 1, =0,

che conferma il risultato precedente.
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Svolgimento (Esercizio 215). In forma di equazione totale si ha:
w(x,y) = (:U4 (1 - 3y2) — 3) dx — 3z%y dy =: p(x,y) dz + q(x,y) dy = 0.
Poiché
Ayp(x,y) — Opq(w,y) = 9z'y =,
che & diverso da zero, I’equazione non ¢ esatta. Cerchiamo dunque un fattore integrante per w(z,y) = 0.
Osserviamo che 5
0yp(,y) = Opg(w,y) = 92"y = ——q(z,y) = f(z)a(w,y),
quindi un fattore integrante & dato da
1
W.
Studiamo il caso x > 0. Scegliamo un punto del dominio della forma Aw con ascissa positiva, ad
esempio P = (P, Py) = (1,1), e integriamo tale forma dal punto scelto al punto generico (xo,yo)

mediante una spezzata 7y con lati paralleli agli assi contenuta nel dominio, in dettaglio prima lungo il
segmento v1(z) := (z, Py) per x da P, a o, e poi lungo il segmento y2(y) := (xo,y) da Py a yo:

/)\w:/ )\w-i-/ Aw
v 7 72

zo _9 473 Yo
:/ mm+/ —3xy dy
1 1

Nz, y) = eff(z)d:r _ 673f%dx — ¢ 3loglz| _

3

3
:—3x3y§+x3+—2—1
)
Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale:

V(z,y) = —32%* + 2> + %,
Per calcolo diretto si ha che la funzione V' cosi trovata ¢ un potenziale di Aw anche nella regione con
x < 0. Le soluzioni sono descritte in forma implicita da V(z,y) = ¢, e in forma esplicita da
x* —cx? +3
V3z?
La soluzione soddisfacente a y(1) = 1 corrisponde al segno positivo e alla scelta ¢ = 1, ovvero
xt — 22 +3
RN
Tale espressione & definita su |0, +o00[, & asintotica a \/§/ 3. Derivando, si ottiene
Y (z) = NE $24—6 . ‘
3x3vVrt — 22+ 3
Si ha che z = V6 & punto di minimo, e il valore del minimo & V11 /6.
Svolgimento (Esercizio 216). Poniamo f(z,y) = (:r2 + y2)5/2— (x2 + y2)3/2+6x2—6y2. L’insieme
€ simmetrico rispetto agli assi e all’origine. In coordinate polari x = pcosf, y = psin6, si ha:

f(pcos®, psinf) = 6p(cos> @ — sin? @) + p° — p> = p*(p> — p + 6.cos 26).

y==

L’espressione p® — p + cos 20 = 0 comprende anche 'origine (basta scegliere § = 7/4), pertanto
I':={(pcosb,psinb) : pP—p+6cos20=0,p>0,0¢ [0,27]} .
Da tale espressione si ricava che |p® — p| < 6 e quindi necessariamente p ¢ limitato. Pertanto I'insieme

¢ limitato, ed & anche chiuso in quanto controimmagine del chiuso {0} tramite la funzione continua
f, quindi ¢ compatto. Per studiare le intersezioni con le bisettrici, risolviamo ’equazione pi — pr +
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cos20; = 0 per 0, = w/4 + kn/2, k = 0,1,2,3, ovvero pi —pr=0dacui pp =0e pp =1 (si
2 V2
2 )

ricordi che pg > 0). Si ottengono quindi i punti O(0,0) e Py (pg cos Oy, px sin 0;) ovvero By (,

2 V2
Py <—\2f, \2[>, Py=—-Fy, Ps=—P.

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (zg, yo) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f & dato da:

Vf(z,y) = (53} (x2 + y2)3/2 — 3zv/a? 4+ y? + 22,5y (:c2 + y2)3/2 —3yv/x? +y? — 2y) .

Nel nostro caso si ha: V£(0) = (0,0), VFf(Py) = (7v2,-5v2), Vf(P1) = (—=7V2, —=5v2), Vf(P) =
(—7v2,5V2), Vf(P3) = (7v/2,5v/2). Le rette tangenti sono quindi rp;y = 2 — g, rp Y =

—%—g, TP, Y = %‘—i—?, rpy Y = —7—;—1—%. In P, k= 0,1, 2,3 la tangente non ¢ verticale, quindi

e possibile applicare il Teorema di Dini per ottenere localmente una funzione y = y(x) implicitamente
definita da f(z,y) = 0.

Per quanto riguarda ’origine, osserviamo che se (x,,y,) € ' con x,, — 0 allora anche (z,, —y,) €
I', pertanto I'insieme non puo definire implicitamente ¥ in funzione di z in un intorno di z = 0 a meno
che non si abbia y = 0 in un intorno di = 0, ma cio ¢ assurdo perché F'(x,0) = 0 & un insieme finito,
quindi non puo contenere un intorno di z = 0.

In coordinate polari si ha h(pcosf,psinf) = p?, quindi per determinarne i massimi e minimi
vincolati all'insieme ¢ sufficiente studiare i massimi e minimi di p soggetto a g(p, ) = p>—p+6cos 26 =
0 con la condizione p > 0. Sicuramente il minimo assoluto di p € raggiunto nell’origine, perché I'origine
appartiene a I'.

e Primo metodo: L’equazione g(p,0) = p® — p + 6cos20 = 0 definisce implicitamente p come
funzione di 0 laddove 8,g(p,6) # 0 ovvero per 3p> — 1 # 0, quindi p = 1/4/3 che dovra

essere studiato a parte. La funzione implicitamente definita p = p(6) ha derivata 70 p(0) =
—12sin 26
3p2 —1
alle intersezioni di I' con gli assi coordinati. Avendo gia stabilito la natura dell’origine,
consideriamo il caso p # 0. Si ha quindi p® — p+6 =0 (se § = 0, 7) oppure p> —p —6 =0
(se 8 = m/2,3m/2). Nel primo caso l'unica soluzione reale & negativa, quindi non accettabile.
Nel secondo caso 'unica soluzione reale ¢ p = 2 che porge i punti (0, £2), che quindi sono di
massimo assoluto (tenendo conto anche del valore p = 1/v/3 precedentemente escluso)

e Secondo metodo: Applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange con Lagrangiana
L(p,0,\) = p+ Ap® — p + 6cos20) e risolviamo il sistema VL(p,0,\) = 0. T punti di T
con Vg nullo vanno studiati a parte, tali punti soddisfano necessariamente a 0gpg = 0, ovvero
sin20 =0, e 0,9 = 0, ovvero p =1/ V3. Sostituendo, si vede che tali punti non appartengono
a I'. L’equazione JyL(p,0,\) = 0 porge sin20 = 0, ovvero § = 0,7/2,7,37/2, quindi le
intersezioni di I' con gli assi. L’equazione F(z,0) = 0 porge (|z|® — |z| + 6)|z|> = 0, ovvero
x = 0 (infatti > —t+6 = 0 ammette t = —2 come radice intera, com’e facile osservare cercando
tra i divisori del termine noto, da cui (£> —t+6) = (¢t +2)(t* — 2t + 3) per la regola di Ruffini,
e t2 — 2t + 3 non ha radici reali, tuttavia t = —2 non @& accettabile perché t = |z|), da cui
l'origine. L’equazione F(0,y) = 0 porge (Jy|> — |y| — 6)|y|*> = 0, ovvero y = 0, y = £2 (infatti
3 —t — 6 ammette t = 2 come radice intera e per Ruffini si ha t3 —t — 6 = (t —2)(t* + 2t + 3).
11 polinomio t? + 2t + 3 non ha radici reali, quindi si ottiene come unica radice ¢t = 2 da cui
ly| = 2). Si ottengono i punti (0, £2).

, che si annulla per sin26 = 0, quindi § = 0,7/2,7,37/2. Questo corrisponde
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In definitiva, il minimo assoluto di h vincolato a I' ¢ nell’origine e vale 0, il massimo assoluto di h
vincolato a I' & raggiunto in (0,+2) e vale 4. Geometricamente, I' & inscritto nel cerchio centrato
nell’origine e di raggio 2, ed & tangente a tale cerchio nei punti (0, 42). Per tracciare il grafico di T,
tracciamo prima i grafici delle funzioni s1(p) = p* — p (con condizione p > 0) e s2() = —6 cos 20 (con
condizione 0 € [0, 27]).

Vogliamo studiare il sistema

s=p’—p,
s = —6cos 260
Un rapido studio di s1(-) per p > 0 porge che tale funzione ammette minimo relativo per 3p% = 1

1 1 2
ovvero p = 1/V/3 e pginoosl(p) = +4o0. Inoltre s; <\/§> = 3\[ da cui A (\/3, 3\/§> Per

quanto riguarda sg(-) il suo grafico si ottiene da quello di cosf mediante ribaltamento, dilazione
verticale e compressione orizzontale. I massimi sono in 7/2 e in 37/2 e valgono 6, i minimi sono in

2
0,7 e valgono —6. Il dominio in € dell’insieme & dato dai punti soddisfacenti —6 cos20 > ———, da

33’

cui cos 20 < ——. Studiamo l’insieme nel primo quadrante, poi ricostruiremo per simmetria I’insieme.

93 ,

Consideriamo quindi il punto corrispondente a p* = 1/ V3e 6 = 3 arccos ﬁ Da questo punto,

muovendosi nella direzione degli angoli crescente, si originano due rami: uno con p decrescente che
arriva all’origine per § = /4, e 1’altro con p crescente che arriva al massimo p = 2 in corrispondenza
dell’angolo § = 7 /2, ovvero arriva al punto (2,0).

Svolgimento (Esercizio 217). In coordinate cilindriche, posto s = p?, ds = 2pdp si ha

/2 /2
Vol(E / / / pdzdpdf = / / — — arctan(p )) pdpdb
arctan(p?)

log 2
:4/0 (Z—arctans> dsdﬁ—ﬁ(;g

ove si e calcolata per parti la primitiva

1 1
/arctansds = sarctan s — /s- T+ ds = sarctan s — 510g(1 + 5%).



374 SOLUZIONI

Svolgimento (Esercizio 218).  Parametrizziamo l'insieme in coordinate polari, si ha x = cos#,
y =sinf e 2% + 2z = V/2(cosf — sin6), § € [—n,7[. Poiché la funzione z + 23 + z & strettamente
crescente e di classe C', la sua inversa ¢ strettamente crescente, e si avra che z raggiunge il valore
massimo quando cosf — sin # ¢ massimo, ovvero (come si vede facilmente calcolando le derivate) per
0 = —x/4 Pertanto si avra x = v/2/2, y = —v/2/2 e z sara I'unica soluzione reale di 2% + z = 2,
quindi z = 1. Infine, per il teorema della funzione inversa, si ottiene la parametrizzazione r = cos 6,
y=sinb, z = h (v2(cosd —sind)), 6 € [—m, n[, essendo h(-) la funzione inversa di z — 23+ z, che per
il teorema della funzione inversa ¢ di classe C'. Si ottiene quindi una parametrizzazione dell’insieme
di classe C'.

Svolgimento (Esercizio 219). Il dominio della funzione f ¢ dato da
D:={(z,y) eR?: 22 + 4y <1}

e tale dominio & compatto e simmetrico rispetto agli assi e all’origine. Su D la funzione f € continua,
pertanto ammette massimo e minimo assoluti, inoltre f ¢ simmetrica rispetto all’asse x e antisimme-
trica rispetto all’asse y. Sugli assi f si annulla. Pertanto limitiamo lo studio al primo quadrante = > 0
ey > 0. Poniamo x = pcosf, y> = psinf, 0 < p < 1e @ € [0,7/2], si ha allora

sin (%p3 sin? 0 cos 0)
fp,0) =

14+ 4/1—p?

Osserviamo che I'argomento del seno & sempre compreso tra 0 e 7/2, pertanto - a parita di p - esso

& massimo quando sin? f cos @ = (1 — cos? 0) cos § & massimo, quindi per 6 € [0, 7/2] caratterizzato da
V6

cosf = 3 sinf = 3 come si puo verificare derivando ’espressione precedente. Pertanto si ha

()
] o sin Tp
f(p,0) < f(p,0) = H—m

Indichiamo con g;(p) il numeratore e con g2(p) il denominatore dell’espressione di destra. Si ha
91(p) 2 0, g1(p) 2 0 e ga(p) 2 0, g3(p) < 0 per p € [0,1], da cui

(D)

d ;s d1(p)g2(p) — gi
a0 = 50)

Pertanto f (p, é) & crescente in p, quindi il massimo e raggiunto per p =1 e vale

£(1,6) = sin (”f) .

3 /6
Tali valori corrispondono ai punti \3[, + {) , che quindi sono di massimo assoluto. I simmetrici

rispetto all’asse y sono punti di minimo assoluto.

Svolgimento (Esercizio 220). Poniamo ﬁ(x,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, 2)).



SOLUZIONI 375

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ((I), Y, Z) = azFl(xhy’ Z)

+8yF2(x7y7z) +62F3<‘r7y72) = O+O+0 =0.
. e1 0, I
rot F(xz,y,z) =det | € 0, F»
es 0, F3
& 0p y>—=z
=det [ & o, a° = (-1,-22 — 1,32 — 2y).
é3 0, 22—y

Poiché rot F = 0, il campo non & conservativo.
Si ha 4(t) = (—sin(t), 2 cos(t),0) da cui l'integrale di linea:

[Foa= [T Fouw) swa
¥ 0
2w
= /0 (4 sin?(t), cos®(t), cos?(t) — 2sin(t)) - (—sin(t), 2 cos(t),0) dt

= /27r (2 (COS4(t) - 2sin3(t))) dt
0

_ 3
=5
Lo Jacobiano della parametrizzazione e dato da:
Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Vea(u,v) | = (Jup(u,v)|0vp(u,v))
Vs (u,v)
1 -1
= 1 —2v
2u  2v

Indicate con 9,¢(u, v) e dyp(u,v)) le colonne di Jac p(u, v), I'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ e dato da:

€1 Oupr Ovp1
do = ||Oup(u,v) A Opp(u,v)|| = |det | €2 Oup2 Oupa
€3 Oupz Opps

=/ (—2u — 20)2 + (4uv + 20)2 + (1 — 2v)2 du dv.
- (\/4(u +v)2 +42uv +v)2 4 (1 — 21})2> du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)

ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det® By + det? Bs.
Si ha che P = (0,0,2) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P &:

1 -1
Jacp(P)=[ 1 -2
2 2
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La normale unitaria in P ¢ data da:
_ Oup(P)NOwp(P) ( B B ) '
[0up(P) A Oyp(P)]| V53 V537 /B3

n(P)
1l flusso di F attraverso la superficie ¥ ¢ dato da:

. . 2 2 F1 o p(u,v)
O(F,X) = / F-ndo = / / det | Fop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
z —2J-2 Fs 0 ¢(u,v)
2 2 —u2—v2+(u—v2)2
= / / det (u— 1))3 1 —2v du dv
—2/-2 (u—v)?+vi—u 2u 2v

—_
|
—_

2 2
= / / (—2u? + 4wy — 8uv® — 20V + u? + duv® — 12uv®+
—2.J-2

+Auv? — u+ 20° + 20* — 60° + 21}2) du dv
= 64.

Il flusso di G = rot F = (G1,Ge,G3) attraverso la superficie 3 ¢ dato da:

B B 2 2 G1o¢(u,v)
(G, X) = / G-ndo = / / det | Gaop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
2 —2J-2 Gs o p(u,v)
-1 1 -1

2 2
= / / det —2(u—wv)—1 1 —2v | dudv
—2J-2 Bu—v)?=2(u—v? 2u 2
2 2
= / / (—6u2v + Tu? + 12uv? — 6uv — 100> + v2) du dv
—2.J-2
512
=5

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 93 il bordo di ¥ con
I'orientamento indotto da X si ha:

/rotﬁ~ﬁda— F.0
) %

Il bordo 9% della superficie 3 & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [—2,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento € data dall’unione delle quattro curve:
(u,—2) = (u+2,u—4,u2 +4) ,u € [—2,2],

(2,0) = (2—v,2—v%v* +4), v e [-2,2],

(—u,2) = (~u—2,—~u—4,u*+4), ue[-272],

(—2,—v) = (v —2,—v? =202 +4) , v € [—2,2].
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Le derivate sono date da:

Yi(u) = (1,1,2u), u € |-2,2],
a(0) o= (1, ~20,20), v € ]-2,9],
Y3(u) :=(=1,-1,2u) , u € |-2,2],
Ja(v) := (1, —2v,2v), v € |—-2,2[.

Si ha quindi:

= /2 (v2 (v2 -5),(2- v)3,2(v — 1)2) - (—=1,—2v,2v) dv
-2

5
2
I = / Fodys = / F(ys(u)) - 35 (u) du

-2

2
= / (8u+12,—(u+2)*,u* +5u+8) - (—1,—1,2u) du

3u® + 16u? + 20u — 4 du

uES
0 W N

— 2 —
I ;:/ Fodu= [ Fu®)- ) dv
= /2 (v (v* +3), (v—2)°2 (v2 —20+3)) - (1,—20,20) dv

2
= / —v (03 —16v% + 37v — 20) dv

2512
15
Sommando i quattro contributi si ottiene:

512
11+12+I3+I4=7,

che conferma il risultato precedente.
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Svolgimento (Esercizio 221).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(t)X (z).
Sostituendo nell’equazione e dividendo per T'(t) X (x) si ha:

X (2)T'(t) — T X" (z) + T(t) X (z)

T(0)X(2) -
Semplificando si ha:
T X' |
T(t) X (x)
Separando le variabili si ottiene:
Iy _X@ _er
() X(x)

Si ottengono quindi le due equazioni:
T'(t) + \T'(t) = 0,
—X"(z) = A\X(z) + X(z) = 0.

Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(t,0) = T(¢)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analogamente
X (7) = 0. Studiamo l'equazione per X (). Il polinomio caratteristico & p(u) = —\ — p? + 1, il cui
discriminante & Agz(\) = —4(A — 1).

Se Az(\) > 0, le soluzioni sono date da:

Xa(z) = ey pez™VA N 4y o2tV AN,

Dalle condizioni al contorno, si ottiene ¢; y 4+ ¢2x =0 da X (0) = 0, quindi ¢; » = —c2x. Da X (1) =0

si ha: 017)\€%7r\/m . 027)\6—%“/?()\) N
da cui ¢1 ) = ¢\ = 0 essendo Az () # 0. Questo caso non ¢ accettabile.
Se Az(A) = 0, le soluzioni sono date da:
Xo(x) =1\ + xegn.

Sostituendo le condizioni si ha ¢; y = 0 da X (0) = 0 e da X (7) = 0 si ottiene ancora c3 = 0. Quindi
anche questo caso non ¢ accettabile.

Se A, (A) < 0 le soluzioni sono:

X (x) = ¢\ cos (;z\/Tx()\)> — ¢\ sin Gx —Am()\)> .

Sostituendo X (0) = 0 si ha ¢; = 0. Sostituendo X (m) =0 si ha
1 1
C1,) COS <27r —Ax()\)> — g\ sin <27r —Ax()\)> =0.

1
Dovendosi avere ¢y  # 0, e poiché A;(\) < 0, necessariamente 5V —Az(A) =n € Z\ {0}, quindi

AMp=n’4+1,n€eZ, n<0.
Questo caso e accettabile.

Si ha Az(A) < 0 se e solo se A > 1. Si ottengono quindi le soluzioni relative a A, (il segno di n &
assorbito nella costante moltiplicativa):

X (z) := ¢y sin(nx), cn €R, neN\{0}.

Sostituendo i valori accettabili di A, nell’equazione per T'(t) si ottiene:
(n® +1) T,,(t) + T)(t) = 0.
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Il polinomio caratteristico & ¢(u) = p + n? + 1.Tale polinomio si annulla per g = —n? — 1, quindi si
hanno le soluzioni:

To(t) := dne(_nz_l)t, d, € R, n e N\ {0}.

Posto b, = ¢,d,, si hanno le soluzioni elementari:

Un(t, ) 1= To(t) Xp(x) = bpe™"* Vi sin(na), b, € R, n € N\ {0}.

Cerchiamo di ottenere il dato iniziale con una sovrapposizione di soluzioni elementari:

u(0,z) = Z un (0, ),
n=1

ovvero
1‘2

5 Z by, sin(nx).
n=1

Pertanto i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli seni di % Cio vuol
dire prolungare per disparita tale funzione da [0, 7] a [—7, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si
ha, integrando per parti:

9 T .2

by, = TF/O (%) sin(nz) dzx

72(=1)"n? — 2(=1)" + 2
3 '

La soluzione risulta quindi:

) = 52V 2204 2) D st

n=1

Vista la presenza dell’esponenziale negativa, la serie e le sue derivate convergono totalmente, definendo
quindi una soluzione classica del probblema.

4 2

Svolgimento (Esercizio 222). Poniamo A := <_1 6

2y/(t) = 2" (t) — 42/ (t) — 4.

>. Derivando la prima equazione, si ottiene

Sostituiamo espressione di 3/(¢) ottenuta dalla seconda equazione:
2(6y(t) — z(t)) = 2" (t) — 42'(t) — 4.

Riscrivendo tale espressione si ha 2/ (t) — 42/ (t) + 2z(t) — 12y(t) — 4 = 0.

Sostituiamo ’espressione di 2y(t) ottenuta dalla prima equazione:

2" (t) — 42’ (t) — 6 (2 (t) — 4z(t) — 4t) + 2z(t) — 4 = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
2" (t) — 102/ (t) + 262(t) + 24t — 4 = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2’ (t) + Det(A) z(t) = 4 — 24t.

Il polinomio caratteristico & u? — 10u + 26, di discriminante § = —4. Le radici del polinomio caratte-

ristico sono p; = 5—1 e ug = 5+ 1, pertanto due soluzioni indipendenti per 'omogenea nella variabile

z(-) sono z,1(t) = e cos(t) e wp2 := —esin(t). Per trovare una soluzione particolare della non
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omogenea applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema

W(t) = < Toa(t) Toa(t) ) _ < e cos(t) - —esin(t) ) .

To1(t) doo2(t) 5eP cos(t) — ePsin(t) —ed cos(t) — 5 sin(t)

Risolviamo quindi il sistema:
et cos(t) —edtsin(t) dt) \ 0
5e’ cos(t) — eStsin(t) —ed cos(t) — 5edtsin(t) dt) )\ 4—24¢ )

, €5t (4—24t) sin(t)

( ¢ (t) ) _ —e10t cos2(t) —el0t sin?(t)
- €5t (4—24t) cos(t)

—el0t cos2 () —el0t sin?(t)

ottenendo:

Integrando, si ottiene:

oft) = —%96_575((39075 + 7)sin(t) + (78t + 17) cos(t)),

d(t) = @e—“((?&: + 17) sin(t) — (390t + 7) cos(t)).
La soluzione per la z(-) ¢ allora:

2
z(t) = ce® cos(t) — de sin(t) — @(7815 +17), ¢,d € R,
12

i(t) = —ce® sin(t) + 5eed cos(t) — 5dedt sin(t) — de™ cos(t) — 30 deR.

Dalla prima equazione si ha:

y(t) = % (2'(t) — 4z(t) — 4t)

1
=33 (—169e5t(c + d) sin(t) + 169¢* (¢ — d) cos(t) — 4(13t + 5)) ,c,d eR.

In definitiva, la soluzione del sistema é:

z(t) = cedcos(t) — de® sin(t) — 135(78t + 17),

y(t) = 535 (—169€%(c + d) sin(t) + 169e> (c — d) cos(t) — 4(13t +5)) ,
al variare di ¢,d € R.

Svolgimento (Esercizio 223). Poniamo f(z,y) = (x2 + y2)5/2 —4 (952 + y2)3/2 +2y/x? +y? —2y.
L’insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate f(x,y) = f(—z,y). In coordinate polari x =
pcosf, y = psinf, si ha:

f(pcos®, psinf) = p(p* — 4p? +2 — 2sinf) = p (pQ(p2 —2) +2(1 —sinb)),
da cui:
I':={(pcosb,psinf) : p?(p? —4) =2(sinf — 1), p>0, 0 € [0, 27|} U {(0,0)}.

Dalla scrittura p?(p? — 4) = 2(sinf — 1) si ricava che p & limitato, quindi, poiché I'insieme & chiu-
so, ¢ anche compatto. Per determinare le intersezioni con l’asse delle ascisse, studiamo 6 = 0,,
ovvero l'equazione p?(p? —4) = —2, le cui soluzioni sono p?> = 2 + /2, cui va aggiunta l’origine.

Le intersezioni con ’asse delle ascisse sono P; = (0,0), P, = (—\/2 -2, 0), P = (\/2 -2, 0),
Py = (—\/ 242, O), P = (\/ 242, 0). Per studiare le intersezioni con 'asse delle ordinate, stu-

diamo 0 = 7/2,37/2, ovvero le equazioni p?(p? —4) = 0 e p?(p? — 4) = —4, cui va aggiunta l'origine.
Le intersezioni con 'asse delle ordinate sono Ps = (0,0), Pr = (0,2), Ps = (0, —v/2).
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Ricordiamo che se V f(xo, yo) # (0,0), allora la retta per (zq, yo) tangente a I' & data dall’equazione
V f(zo,y0) - (x — x0,y — yo) = 0. 1l gradiente di f ¢ dato da:

Oxf(x,y):5x(x2+y2)3/2 12z+/22 + 92 + 2+ T
ayf(a:,y):5y(x2+y2)3/2 12y/a? + y? + ——L— —

2+ 2
Nel nostro caso, nei punti Py, P3, Py, Ps, Py il gradiente di f ¢ diverso da (0, 0), quindi le rette tangenti
in tali punti sono:

Si ha 0y(P1) = =2 # 0, 0y(P2) = =2 # 0, 0y(P3) = =2 # 0, 0y(Ps) = =2 # 0, 0y(P5) = —2 #
0, 0y(Pr) = 32 # 0 quindi le tangenti in tali punti non sono verticali ed ¢ possibile applicare il
Teorema di Dini in un intorno di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una funz10ne y =
y(z) implicitamente definita da f(z,y) = 0. Si ha 9,(P) = -2 + 12 (2 — V2) — 5( \f) # 0,
0p(Ps) =2—12(2—V2) +5 (2= v2)* #0, 9,(Ps) = —2+12 (2+v2) =5 (2+ v2)” #0, 0,(P5) =
2—12 (2 + \@) +95 (2 + \/5)2 # 0 quindi le tangenti in tali punti non sono orizzontali ed & possibile
applicare il Teorema di Dini in un intorno di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una funzione
r = z(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0. In coordinate polari si ha h(pcosf, psinf) = p?. 11
minimo assoluto vincolato e raggiunto nell’origine p = 0. Per determinare il massimo, studiamo la
scrittura in coordinate polari. Infatti si deve avere p?(p?—4) = 2(sinf—1), da cui —2 < p?(p?—4) <0,
da cui si ricava 0 < p < 2 perché p > 0. Quindi il massimo di p? vincolato a I' vale 4 ed & raggiunto
per p =2 e 0 = m/2, ovvero nel punto (0, 2).

Svolgimento (Esercizio 224). Passando in coordinate polari e sfruttando la simmetria del dominio
e della funzione rispetto alla bisettrice y = z, si ha

w/4 3/(cosf+sin0) 0 0
1_2/ / cos 6 + sin costsimb
2 p

sin 6

/4
2 2
/0 <cos 0 + sin 6 sin 9) (cos 6 4 sin 6) df

/4
= 2/ (3 —2sin6 cosf — 2sin*6) do
0

3 w/4 w/4
:w—2/ sin29d9—4/ sin® 6 df
2 0 0

/4
:37r—1+2/ (0520 — 1)df = o7 —1- T 41—
2 A 2 2

Svolgimento (Esercizio 225). Si veda la soluzione dell’Esercizio 220.

Svolgimento (Esercizio 226). Si veda la soluzione dell’Esercizio 221.
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Svolgimento (Esercizio 227). Poniamo f(z,y) = x* + 22% — 3z + 29> + y. In coordinate polari
x = pcosb, y=psinb, si ha:

f(pcos, psinf) = p* cos®(0) + 2p3sin®(0) + 2p° cos®(A) + psin(f) — 3pcos(8),
da cui:
I':={(pcosb,psinb) : ptcos?(0) + 2p3sin®(0) + 2p° cos®(8) + psin(f) — 3pcos(8) =0, p > 06 € [0, 2n)} .

Per determinare le intersezioni con I'asse delle ascisse, studiamo f(z,0) = 0, ovvero l'equazione z* +
223 — 3z = 0, ovvero 0 = x(23 + 222 — 3) = z(x — 1)(2% + 3z + 3), le cui soluzioni sono 0, 1. Le
intersezioni con l'asse delle ascisse sono Py = (0,0), P, = (1, 0). Per determinare le intersezioni con
I'asse delle ordinate, studiamo f(0,y) = 0, ovvero 'equazione 2y + y = 0, che si annulla solo in 0. L’
intersezione con l’asse delle ordinate ¢ P; = (0,0). Per ogni x fissato, si ha che f(z,y) € un polinomio
di terzo grado in y, quindi ammette sempre almeno una radice reale. Cid implica che per ogni z € R¢
esiste almeno un y tale che (x,y) € T', da cui si deduce che I" non & limitato. I' & chiuso perché
controimmagine dello zero mediante una funzione continua.

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (z¢, yo) tangente a I' & data dall’equazione
Vf(zo,v0) - (x — 0,y — yo) = 0. 1l gradiente di f ¢ dato da: Vf(z,y) = (4x3 + 622 — 3,6y% + 1) e
non si annulla mai. Quindi le rette tangenti in P, e Py sono rp, : y = 3x, rp, : y = —7(x —1). Si
ha 0y(P1) =1 # 0, 0y(P%) = 1 # 0 quindi le tangenti in tali punti non sono verticali ed ¢ possibile
applicare il Teorema di Dini in un intorno di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una funzione
y = y(z) implicitamente definita da f(x,y) = 0. Si ha 0,(P1) = —3 # 0, 0,(P) = 7 # 0 quindi le
tangenti in tali punti non sono orizzontali ed e possibile applicare il Teorema di Dini in un intorno
di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una funzione x = z(y) implicitamente definita da

f(z,y)=0.

Il gradiente di f non ¢ mai identicamente nullo. Poiché (0,0) € ', h(z,y) > 0 e h(0,0) = 0, is ha
che il minimo assoluto di A(-) vincolato a ' & raggiunto in (0,0) e vale 0. Poiché I'insieme & illimitato,
h non ammette massimo assoluto vincolato a I'.

Svolgimento (Esercizio 228). Il dominio D puo essere scritto come D = Dy U Dy dove Dy =
Dn{(z,y) : |y| < 1}. Il dominio D9 & simmetrico rispetto agli assi e, indicata con f, la funzione
integranda, si ha f(z,y) = —f(z,—y), quindi l'integrale di f su Dy & nullo. Per quanto riguarda
Dy = {(z,y) : x € [ 1,1],1 < y < V2 — 22}, tale dominio ¢ simmetrico rispetto all’asse delle
ordinate e si ha f(z,y) f (—z,y), quindi

QIQ 1 8 4 2
64
=2 43dd:2/ S iy
// (ey +a'y?) dy du C\T Tttty ) ey

Svolgimento (Esercizio 229). Poniamo F(z,y, 2) = (Fi(z,y, 2), F2(z,y, 2), Fs(z, 1, 2)).
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(xay’ Z) = axFl(Iayvz) +8yF2($,y,z) +8ZF3(xaya Z) =2rz+1+1=2zz+2.

e1 O I
rot F(z,y,z) = det | & Oy F»
€z 0. Fj
1 O z2z
=det | & 8, z+y—=z | =(0,2*—1,1).
53 8Z r—y—+z

Poiché rot F' # 0, il campo non & conservativo.
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Si ha 4(t) = (—sin(t),0, cos(t)) da cui I'integrale di linea:

. 2 )
A Feat= [T Faw) -4
27
= /0 (sin(t) cos?(t), cos(t) — sin(t), sin(t) + cos(t)) - (—sin(t), 0, cos(t)) dt

2m
- /0 (cos(t) (sin(t) + cos*(t))) dt

L
i

Lo Jacobiano della parametrizzazione e dato da:

Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Vea(u,v) | = (Oup(u,v)|0pp(u,v))
Vs (u,v)
2u+ v U
= v u— 2v
1 1

Indicate con 9, (u,v) e dyp(u,v)) le colonne di Jac ¢(u, v), ’elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

€1 Oup1 Oppr
do = ||0up(u,v) A Opp(u,v)|| = |det [ €2 Oupa Oup2
€3 Oups Ouips

= \/(2u2 — duw — 202)? + (—u — )2 + (3v — u)? dudo.

— (\/4 (—u2 + 2uv + v2)* + (u—3v)2 + (u+ v)2> du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere

ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.

Si ha che P = (0,—1,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P ¢&:

1 0
Jacp(P)=[ 1 -2
1 1

La normale unitaria in P ¢ data da:

n(P)

_ 0up(P)NOup(P)
10up(P) A Oup(P)|
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Il flusso di G =rot F = (G1, G2, G3) attraverso la superficie ¥ & dato da:

. . 2 42 G1 o p(u,v)
(G, %) = /EG-ﬁda ::/Q/Qdet Goop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv

Gs o p(u,v)
2 2 0 2u+w U
= / / det [ w?(u+v)?—1 v u—2v | dudv
—2J-2 1 1 1

2 2
= / / —u® — 3utv — 3ud0? — u?0d + 2u% — duv +u — 20% + vdudv
—2J-2
=0

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con
lorientamento indotto da ¥ si ha:

!/rmﬁ?ﬁdaz F.0
> ()

Il bordo 0% della superficie X & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [-2,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’'unione delle quattro curve:

11) = (1, ~2) = ((u— 2, —2(u +2)u—2), we [-2,2],
15(0) = 9 (2,0) = (20 +2), —(0— v +2), v [-2,2],
15() = p (—,2) = ((u— 2)u,—2(u +2),2 ), w € [-2,2],
v4(v) == (=2,—v) = 2(v+2),—(v—-2)v,—v—2), v € [-2,2].

Le derivate sono date da:

A(u) = 2w —-1),-2,1), u € ]-2,2[,
Yo (v) := (2,2 —2v,1), v € ]-2,2[,
) = (20— 1), -2, 1), u e ]-2,2],
Aa(v) = (2,2 — 20,—1), v € ]-2,2[.

Si ha quindi:

o [ Fean = [ Fon) sut

2
:/ ((u—2)%u u? = 5u—2,u* +u+2) - (2(u—1),-2,1) du
-2

2
/ 2u8 — 14u® + 36u* — 40u® + 15u® + 11u + 6 du
-2

22328

35
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— 2 —
L= / Fdy = / F(13(v)) - s (v) dv
2 -2

2
:/ (4(v+2)3,—v2+30—|—2,v2—|—v+6)-(2,2—21),1) dv
-2

2
= / 100% + 4102 4+ 990 + 74 dv
2

1544
5

2
b= [ Fean= [ Faw) 4w du
= /2 (—(u—2)%u?u? = 3u—6,u* —u+6) - (2(u—1),-2,—1) du

2
= / —2uS + P (v +12) — 6ut (v +4) + 44> (3v +4) —u?(9v + 1) + 3uv +u + 6(v — 1) du
-2

64184
105

Iy 22/ ﬁ'd74=/ F(4(v)) - 4a(v) dv
Y4
2
:/ (—4(v +2)*, —v* + v + 6,0 + 30 +2) - (2,2 — 2v, 1) dv

2
= / —6v> — 61v% — 97v — 54 dv
-2

1624

3

Sommando i quattro contributi si ottiene:

Lh+Ih+ 135+ 1, =0,

che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 230). L’equazione assegnata ammette y(x) = 0 come soluzione. In forma
di equazione totale si ha:

w(z,y) = (182%y* —4°) do + (=22y° - 9) dy = p(=,y) dz + q(x,y) dy.
Poiché:
dyp(x,y) — Opq(w,y) = T22%y° — 4y°,
I’equazione totale non ¢ esatta. Cerchiamo un fattore integrante per w(z,y). Osserviamo che:

Opp(w.y) ~ealey) _ 4 _

—p(,y) y
& una funzione della sola variabile y, pertanto si ha il fattore integrante

1
A(w,y) = eff(y)dy = .
yl
Scegliamo un punto del dominio con y > 0, ad esempio (0,1) e integriamo la forma Aw da tale punto
al punto generico (xg,yo) mediante una spezzata con lati paralleli agli assi:

o Yo _9 5_9
/ 18x2—1dx+/ #dy
0 1 Yy
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Trascurando le costanti additive si ottiene il potenziale
3
V(z,y) := 623 — axy® + "
Tale funzione € un potenziale anche per y < 0. Le soluzioni in forma implicita sono date da V' (z,y) = c,
¢ € R. La soluzione soddisfacente a y(1) = 1 ¢ quella corrispondente a ¢ = 8, ovvero
F(z,y) =2(32° —4)y® —2y® + 3 =0,

con la condizione y > 0. Osserviamo che per ogni z € R esiste y € R tale che F(z,y) = 0. Pa-
rametrizziamo l'insieme I' := {(z,y) : F(z,y) = 0} mediante rette per l'origine, ovvero studiamo
F(x,mz) = 0. Si ottiene —m’°x5 4 2m?3 (33:3 — 4) x2 + 3 = 0, che & un’equazione di secondo grado in
x3. Risolvendo, si ha la seguente parametrizzazione di I'

5 1 —4m?® 4+ V16mb + 3m® — 18m? —4m? £ /p(
wi(m)=—5- 2 = 22
m m? — 6 m2(m 6)
—4m? £ \/p(m)
y?l:(m) :mgxi(m) =m:- m2—_6 ;
dove p(m) = m(16m> + 3m? — 18). Studiamo brevemente il segno di p(m). Si ha p(0) = 0. La
derivata di ¢(m) = 16m?3 + 3m? — 18 & nulla per m = —1/8 e m = 0. Per tali valori di m la funzione

& negativa, pertanto p(m) si annulla, oltre all’origine, in un unico punto m’. Osservato che ¢(1) > 0,
si ha 0 < m’ < 1. Pertanto i rami esistono per m < —v6, —v6 <m < 0, m' < m < v6 o m > V6.

Si ha anche
1 16m* — p(m) 3

3
d (m) = “am? F \/p(m) mAmZ—6)  m(4m? £ /p(m))

Calcoliamo ora i limiti dei vari rami agli estremi dei loro intervalli di definizione.

lim 23 (m) = oo, lim g3 (m) = o0

m—v6 " \/» m—v6
6 6

i, i (m) = g mllmfy+(m> T 16

lim z3(m) = oo, lim y3(m) =0,
m—0~ m—0~

lim m3_(m) = —@, lim y?l (m) = —,
ml—lgilooxi( ) =0, m1—1>mooy+( ) - _ml—lg-looy ( ) = 1o,

Dall’equazione dell’insieme, passando al limite per x — 0, si ottiene anche

. . 3
Gim gy (m) = lim oy, (m)= V3/2,
in quanto F(0,y) = 0 solo se y = v/3/2.

Determiniamo il ramo cui appartiene la condizione iniziale. Si deve avere (x(m*),y(m*)) = (1,1).
Essendo y(m*) = m*z(m*), questo implica m* = 1 e p(m*) = 1. Quindi z4(m*) = y4(m*) = 3/5
e z_(m*) = y_(m*) = 1: la condizione iniziale appartiene al ramo (z_(m),y_(m)) per m €m’, V6.
Osservato che

o —dm —

lim y_(m)—+V6x(m)= lim (m—6) i/mQ\/m — 0,
m—V6 m—v6 m(m — 6)

si ha quindi y = v/6x & asintoto obliquo per questo ramo a  — +00. Lungo questo ramo si ha x,y > 0,

pertanto I’equazione ammette un’unica soluzione locale che quindi deve coincidere con il ramo stesso.
Se ne conclude in particolare che per x > x(m') (e in particolare per x > 1) la soluzione esiste



SOLUZIONI 387

sempre ed ¢ asintotica a y = v/6x. Nel punto (z_(m/),y_(m')) confluiscono i rami m ~ (x4 (m),y+)
e Pequazione ¢ soddisfatta, pertanto la soluzione y = y(x) prosegue sul ramo (z4(m),y4(m)) per
m €]m’,+/6[. Dai limiti calcolati, tale ramo prosegue con continuita anche in m = /6 e quindi ¢
definito per m €]m’, +-o00[ e congiunge i punti (0, v/3/2) con (x_(m’),y_(m’)). La soluzione prosegue
poi sul ramo (z_(m),y_(m)) per m €] — 0o, —/6[, che & I'unico a connettersi al punto (0, ¥/3/2). 11
teorema di esistenza e unicitd assicura che la connessione sia C''. Tale ramo prosegue per continuita
anche per m = —/6 ed ¢ quindi definito per m €] — 0o, 0[. Dai limiti calcolati, si ha che y = y(x)
quindi definita per tutti gli x < 0 ed ammette ’asintoto orizzontale y = 0 per x — —o0.

Riassumendo, la soluzione risulta quindi definita su tutto R, e ammette I’asintoto obliquo y = v/6z
per z — +oo e 'asintoto orizzontale y = 0 per x — —oo. Poiché F(z,0) # 0, la soluzione & sempre
strettamente positiva, e quindi la sua derivata si annulla solo se 1822 = 32 ovvero per m = £3v/2.
Per m = 3+/2 siamo sul ramo (z(m),y4(m)), quindi il punto critico & 2 = 24 (3v/2) e il suo valore &
y = y4+(3v/2), tale punto & un minimo relativo per m = —3+/2 siamo sul ramo (z_(m), y_(m)), quindi
il punto critico & = 2_(—3v/2) e il suo valore ¢ y = y_(—3+/2), tale punto ¢ un massimo relativo.

Svolgimento (Esercizio 231). Si veda la soluzione dell’Esercizio 181.

Svolgimento (Esercizio 232). La regione oggetto di studio ¢ la parte dello spazio compresa tra
le sfere centrate in (0,0,1) di raggio 2 e (0,0,—2) di raggio 3. Utilizzando coordinate cilindriche
(rcos@,rsinf, z), r > 0, 6 € [0,27], z € R, si ottiene |z — 1| < V4 —7r2, |2+ 2| < V9 —1r2, da cui
1—-V4—r2<2<14+V4—71% —2—/9—7r2<2<-2++v9—12, con le condizioni 0 <r <2e0 <
r < 3. Ponendo a sistema tali condizioni, siha0 <r <2 6 € [0,2n], 1—vV4—1r2 <2< —2+V/9—r2
4v/2

il che implica 3 — V4 — 712 < V9 — 72, e quindi 0 < r < 3 Pertanto il volume ¢ dato da (t = 72,
dt = 2rdr)

32

2 —2+v/9-r2 N2 2192 32
/ / / dzrdrdc9:27r/ / dzrdr:ﬂ'/ (—2+V9—1t)— (1—V4—1)) dt
1—vi=r2 0 1—VA—r2 0

32
32 5 5
—3+/9 (9—t)1/2dt+/9 (4—t)1/2dt] = 4.
0 0

=T

La superficie ¢ data dall’'unione delle due superfici parametrizzate da

o+ (r,0) = (rcosf,rsinf, —2 + /9 — r?), o_(r,0) = (rcosf,rsinf,1 —\/4 —r2),

dove 0 € [0,27] e 0 < r < ——. Le matrici Jacobiane delle parametrizzazioni sono
cos(f) —rsin(0) cos(f) —rsin(0)
Jacp (r,0) = | sin(0)  rcos(d) |, Jacp_(r,0) = Sln( ) rcos(d) |,
T
Vo 0 —Vise 0
o . - 3r 2r .
e i rispettivi elementi di area sono . Pertanto 'area e data da
V9 —r2 \/4 —r2

V2 V2

/2”/3[ 3r N o ]d 90— 6 /s rdr o [ rdr A +16 28
= r = 0 — =47 4+ —7T = —T.
o Jo VI —1r2 4 —r2 0 V92 Va4 —r? 3 3

Svolgimento (Esercizio 233). Poniamo F(z,y,z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)).
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ(ﬂj‘,y, Z) = azFl(l',y,Z) + ayFQ(xaya Z) + aZF3(:E7y’ Z) =0 + 1 + 2=23.

. &1 0 Fi
rot F(z,y,z) =det | €& 0, I
€3 0, F3
el O yz?
=det | €2 0y yY+=z = (—1, 2uyz + 2, —22) .
€3 0, 2z-—2x

Poiché rot F # 0, il campo non e conservativo.
Si ha 4(t) = (—sin(t), 1, cos(t)) da cui l'integrale di linea:

/ﬁ.de
;

F(y(t) - 4(t) dt

Il
S— S

2T
0
2

3

(tsin®(t),t + sin(¢), 2sin(t) — 2cos(t)) - (—sin(t), 1, cos(t)) dt

2
= (t—t sin®(t) 4 sin(t) + sin(2t) — 2 COSQ(t)) dt
0
2
= 577(371' —1).
Lo Jacobiano della parametrizzazione e dato da:
Vi (u,v)
JaCSO(U»U) = VSOQ(ua ’U) = (3u90(U,U)|8v<P(UaU))
Vs(u,v)
du+v U
= v u — 4v
1 1

Indicate con 9, (u, v) € dyp(u,v)) le colonne di Jac p(u, v), I'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

é‘1 au%ol 81)(;01
do = ||0yp(u,v) A Oyp(u,v)|| = |det | €2 Oupa Oypa
€3 Oups Opp3

= \/(4u2 — 16uv — 402)% + (=3u — v)2 + (50 — u)? du dv.

= (\/16 (—u2 + 4uv 4+ v2)? + (u — 50)2 + (3u + v)2> du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, Ba, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, ’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (0,—2,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (0,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P eé:

1 0
Jacp(P)=[ 1 —4
1 1
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La normale unitaria in P ¢ data da:

A(P) = Oup(P)NOwp(P) _ (5 1 |2
 8up(P) Advp(P)  \ V4A2' V42 21 )

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:

. . 2 2 Fl o (p(u, U)
O(F,X) = / F-ndo = / / det | Fsop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv

z —2J-2 Fs 0 ¢(u,v)

u

2 2 (u—2v)v(u+v)? 4dutv u
:/ / det u+ (u—2v)v+v v u—4v | dudv
—2J/-2 2(u+v) — 2u(2u + v) 1
2 2
= / / —utv — 16u* + 5uPv? + 56uv + 8u? + 3uv®+
—2.J-2

+ 48u%v? — 27uv — 3u® — 13uv* + Suv® — 35uv? — duv — 100° — 603 — v2 du dv
2304
==

Il flusso di G = rot F = (G1, Ge, G3) attraverso la superficie ¥ & dato da:

B B 2 2 G1o¢(u,v)
(G, x%) = / G -ndo = / / det | Gaop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
= —2/-2 Gs o ¢(u,v)

2 .9 -1 4u + v U
= / / det | 2(u—2v)v(u+v)+2 v u—4v | dudv
—2J-2 —(u +v)? 1 1
2 2
= / / —4u* + 2030 + 36u%0? + 38uv® — Bu + 8v* — Tv dudv
—2J-2
6144

5

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto X il bordo di ¥ con

lorientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ-ﬁda:]{ F.¢.
) o

Il bordo 9% della superficie 3 & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—2, 2] x [-2,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento ¢ data dall’unione delle quattro curve:

v (u) == (u,—2) = (2(u — Du, —2(u+4),u — 2), u € [-2,2],

Y2 (v) == (2,v) = (2(v+4),-2(v—1Dv,v+2), v € [-2,2],
v3(u) := ¢ (—u,2) = (2(u — Du, —2(u+4),2 —u), u € [-2,2],
Y4(v) == p (=2, —v) = (2(v+4),—2(v — 1)v,—v —2), v € [-2,2].
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Le derivate sono date da:

u du—2,-2,1), u € ]-2,2],

(u) = (

Yo (v) = (2,2 —4v,1), v € |-2,2[,
(u) = (
(v) = (

2
=

A3 (u du—2,-2,-1),ue]-2,2[,
2,2 —4v,—1),v € ]-2,2[.

Y4 (v

Si ha quindi:

2
= / 4 (—2u’ 4+ u® + 23u® — 42u + 20) du
-2

10624

15
2
I = / Fody = / Foa(o) - a(w) o
Y2 -

2
= / (=2(v — Dv(v+2)%, —20% + 30 + 2, -2(v + 6)) - (2,2 — 4v, 1) dv
-2

2
:/ —4(v4+v3+4v2—3v+2) dv

-2

2
I = / Fodys = / Flya(w) - 45 (u) du
Y3

= /2 (—2(u— 2)%(u+4), —3(u + 2), —4u® + 2u + 4) - (4u—2,-2,-1) du
-2

2

= / —8u* + 2u3v + 100u? — u(21v + 130) + 38v — 4 du
-2

10784

15

2
I :_/ ﬁ-dfy4—/_2ﬁ(fy4(v))~‘y4(v)dv

2
= / (—2v(v + 1)(v +2)*, —2v% — 3v — 2, —6v — 20) - (2,2 — 4v, —1) dv
—2

2
:/ —4(1}4—1—03—1—21)2—811—4) dv
-2

448

15"
Sommando i quattro contributi si ottiene:

6144
L4+ +1I3+ 1y = ?,



SOLUZIONI 391

che conferma il risultato precedente.

2 2

Svolgimento (Esercizio 234). Poniamo A := < 3 9

2y/(t) = 2" (t) — 22/ (t) — 8.

). Derivando la prima equazione, si ottiene

Sostituiamo I'espressione di 3/(¢) ottenuta dalla seconda equazione:
2(3z(t) +2y(t)) = 2" (t) — 22/ (t) — 8.
Riscrivendo tale espressione si ha 2 (t) — 22/(t) — 62(t) — 4y(t) — 8 = 0.
Sostituiamo 'espressione di 2y(t) ottenuta dalla prima equazione:
2 (t) — 22/ (t) — 2 (2/(t) — 2x(t) — 8t) — 6z(t) — 8 = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
2" (t) — 42’ (t) — 2x(t) + 16t — 8 = 0.
In notazione compatta, si ha:
2" (t) — Traccia(A) 2/ (t) + Det(A) z(t) = 8 — 16t.

Il polinomio caratteristico & 2 — 4y — 2, di discriminante § = 24. Le radici del polinomio caratteristico
sono 1 = 2—+/6 e 1o = 24++/6, pertanto due soluzioni indipendenti per I’'omogenea nella variabile x(+)

SOno o1 (t) = 6(27\/6))& € Tp2 1= e(QJ”/é)t. Per trovare una soluzione particolare della non omogenea
applichiamo il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana del sistema é:

- wo,l(t) xo,2(t) o 6’(27\/6% e(2+\/6)t
W(t) = < jfo,l(t) ifo,2(t) > o < (2 _ \/6) 6(2_\/é)t (2+ \/6) 6(2+\/6)t .

Risolviamo quindi il sistema:

o(2-V6)t o(2+V6)t MORYE 0
T ) () (),

ottenendo: ( :
—(2=v6)t
e (8—16t)
)N _ [~ 26
< d'(t) ) - e~ (VO (g_161)
2V6
Integrando, si ottiene:
oft) = 24/ 2e(Vo2) [ 2 _ V6 7 |
3 V2 (V6-2)
o 72\/;5(2*\/6” (V6 —2(2+6)1)
(2+6)*

La soluzione per la z(-) & allora:
x(t) = ce~(VB-2)t + de(2+V0)t + 8t —20, ¢,d € R,
() = (2 . \@ ce—(VB-2)t | (2 + \/6) deHVO L8 ¢ dcR.

Dalla prima equazione si ha:

y(t) = % (2'(t) — 2x(t) — 8t) = —\/zce_(\/é_z)t + \/gde(%"/é)t —12t 4+ 24, ¢,d € R.



392 SOLUZIONI

In definitiva, la soluzione del sistema é:

x(t) = ce=(VB=2)t 4 go(24VO)t | gy 20,

y(t) = —yf3ee (VB4 [V 1t 4 24,

al variare di ¢,d € R. Studiamo ora la stabilita dell’origine per il sistema omogeneo associato. Cal-
coliamo gli autovalori di A risolvendo I’equazione det(AI — A) = 0 oppure, essendo nel caso 2 x 2 per
mezzo dell’equazione

A% — Traccia(A) A + det(A) = 0.
Gli autovalori sono 2 + /6 e 2 — v/6. Gli autovalori sono reali e distinti. Essi sono di segno discorde,
lorigine € una sella.

Svolgimento (Esercizio 235). Poniamo f(x,y) = (z+y)*+2(x+y)> —2(z+y)?+y*. In coordinate
polari z = pcosf, y = psin, si ha:
f(pcos®, psinf) = p*sin*(0) + (psin(0) + pcos(9))* + 2(psin(d) + pcos(0))?® — 2(psin(6) + pcos(9))?,

da cui:

I :={(pcosb,psinb) : ptsin(8) 4 (psin() + pcos(h))*+
+2(psin(f) + pcos(0))® — 2(psin(h) + pcos())®> =0, p > 00 € [0, 2m)} .
Il coefficiente del termine di grado massimo in p ¢ sin* 6 + (sin 6 4 cos #)* che ¢ sempre maggiore di una
costante strettamente maggiore di zero, quindi se p — 400 si ha |f(pcosf, psinf)| — 400, e pertanto
I'insieme ¢ limitato.

Per determinare le intersezioni con l'asse delle ascisse, studiamo f(x,0) = 0, ovvero 'equazione
zt + 223 — 222 = 0, le cui soluzioni sono 0, —1 — v/3, /3 — 1. Le intersezioni con l’asse delle
ascisse sono P, = (0,0), P, = (—1 -3, O), Py = (\/g — 1,0). Per determinare le intersezioni con
I'asse delle ordinate, studiamo f(0,y) = 0, ovvero I'equazione 2y* + 2y> — 2y? = 0, le cui soluzioni
sono 0, % (—1 — \/5), % (\/5— 1). Le intersezioni con l'asse delle ordinate sono P; = (0,0), Py =
(0,3 (-1 =v5)), B5 = (0,5 (V5 —1)).

Ricordiamo che se V f(xg, yo) # (0,0), allora la retta per (z¢, o) tangente a I" & data dall’equazione
Vf(zo,y0) - (x — xo,y — yo) = 0. Il gradiente di f ¢ dato da:

Vi(z,y) = (4z +y)° +6(z +y)* — 4z +y),4(x +y)° +6(z + 1) — 4z +y) +49°) .

Nel nostro caso, nei punti P, P3, Py, Ps il gradiente di f ¢ diverso da (0,0), quindi le rette tangenti
in tali punti sono:

rpz:y:—x—\/g—l,
TP3:y:_x+\/§_17
_\/5x+x—3\[—5

TP4:y 5+\/5 b
Vir—x—3V5+5
TPt Y = 5 s .

Sihad,(Py) = —4 (=1 — V3)+6 (=1 — v3)*+4 (=1 = v3)* £0,0,(P3) = —4 (V3 —1)46 (V3 - 1)°+
3 2 3

(V1) £0.0,(P) = —2(=1 = VB) + § (<1 = VB) + (-1= vB)" £0.0,(P) = —2 (VB — 1) +

% (\/5 — 1)2 + (\/5 — 1)3 # 0 quindi le tangenti in tali punti non sono verticali ed ¢ possibile applicare

il Teorema di Dini in un intorno di ciascuno di tali punti per ottenere localmente una funzione y = y(z)

implicitamente definita da f(z,y) = 0. Siha 0,(P2) = —4 (=1 — v/3)+6 (-1 — \/3)24—4 (-1- \/3)3 #
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0,0,(P3) = -4 (v3=1)+6 (VB—1)>+4(VB—=1)> £0, 0,(Py) = -2 (-1 — VB) + 3 (-1 = V5)* +
% (—1 - \/5)3 #0, 0,(P5) = =2 (\/5 — 1) + % (\/5 — 1)2 + % (\/5— 1)3 # 0 quindi le tangenti in tali

punti non sono orizzontali ed & possibile applicare il Teorema di Dini in un intorno di ciascuno di tali
punti per ottenere localmente una funzione x = z(y) implicitamente definita da f(z,y) = 0.

Il gradiente di f ¢ identicamente nullo nei punti S; = (—2,0), So = (0,0), S3 = (%,O). Si ha
f(S1) = =8, f(S2) =0, f(S3) = —= quindi Sy ¢ T, S, € I', S3 ¢ T, da cui si dovra studiare a parte
So.

Applichiamo quindi il metodo dei moltiplicatori di Lagrange: sia L(x,y, ) = h(z,y) + A\f(z,y) e
risolviamo il sistema VL(z,y,A) = 0. Si ha:

Az +y)P +6(x+y)? —4(z+y)) + 4z +y)3 =0,
Adz+y)P+6(x+y)? —4r+y) +49°) + 4z + )P+ 4> =0,
(z+y)* +2+y)° -2z +y)* +y — 0.

Le soluzioni di questo sistema sono date da Ly = (0,0), Ly = (V3 —1,0), L3 = ( (2+ 23/4 23/4)
Ly = (%( —2%4), 5, L5 = (~1-/3,0). Siha k(L) = 0, h(Ly) = 28 — 16V3, h(Lg) — 5

h(Ly) = 5, h(Ls) = 4 (7 + 4V/3).
Ricordiamo che nei punti da studiare a parte vale h(S3) = 0. Il minimo assoluto € quindi in Ly,
S5, mentre il massimo assoluto € in Ls.

Svolgimento (Esercizio 236). Utilizziamo una parametrizzazione in coordinate cilindriche x = =,
y = pcost, z = psinf. Le condizioni assegnate porgono

0<x<1+3p%

16p* < z?,

p? < 1/4.
Poiché p > 0 per definizione e x > 0 dalla prima disequazione, estraendo la radice nella seconda
disequazione si ha 4p < z. In particolare, si deve avere 4p < x < 1+ 3p?, pertanto p > 0 deve

soddisfare a 3p2 —4p+ 1 > 0, il che implica p > 1 oppure 0 < p < 1/3. Dalla terza disequazione si ha
p <1/2, quindi 0 < p < 1/3. Si ha allora

D :={(z,pcosf,psinf) € R®: pc[0,1/3],4p < x <1+ 3p* 0 €[0,27]}.

Il modulo del determinante Jacobiano della parametrizzazione € p, quindi il volume richiesto e

2 p1/3  p143p2
V= / / / pdxdpd9:2ﬂ'/1/3(3p2—4p+ Dpdp
4p 0

4.4 1 ]”=1/3 ) [ 3 4 1 5
= 4T _=

3/ T gr 181 3.27 29| 162

3
—or |2t —
ﬂ-[zlp

p=0

Svolgimento (Esercizio 237). Poniamo F(z,y,z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)).
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La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divF (z,y,2) = 0, F\(z,y, 2) + OyFs(z,y,2) + 0. F3(x,y,2) =04+24+3 =5,

e 0 B
rot F(z,y,z) = det | & Oy F
és 0, F3
gl 8x y2
=det [ €2 0Oy T+ 2y =(-3,-2,1—-2y).
€3 0, 2x—3y+3z

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo.
Si ha 4(t) = (—sin(t), 1, cos(t)) da cui l'integrale di linea:

2w
/ﬁ Cdl = /O Flo(t) - 4(t) dt
= /2” (tz, 2t + cos(t), —3t + 3sin(t) + QCos(t)) - (—sin(t), 1,cos(t)) dt
0

2
= / (t(2 — tsin(t)) + 2 cos(t) + (—3t + 3sin(t) + 1) cos(t)) dt
0
=2m(1 + 4n).
Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢ dato da:

Vi (u,v)
Jacp(u,v) = | Va(u,v) | = (up(u,v)|0pp(u,v))
Vips(u,v)
2u+wv U
= v u — 302
1 2v

Indicate con 9y¢(u, v) e Oyp(u, v)) le colonne di Jac ¢(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ € dato da:

—

€1 8u(pl 811@1
do = ||Oyp(u,v) A Oyp(u,v)|| = |det | €2 Oupz Opp2
€3 Oups Opp3

= \/(2u2 — 6uv? — 303)? + (—duw + u — 202)? + (502 — u)* du dv.

= (\/(—2u2 + 6uv? + 3v3)2 + (u— 5112)2 + (—4duv +u — 2v2)2> du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, B, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? B; + det? By + det® Bs.

Si ha che P = (%,O, %) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (%,O). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

1
Jacp(P)=1 0
1

O N =
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La normale unitaria in P ¢ data da:

Oup(P) N Oup(P) <_1 1 )
[0up(P) A Oyp(P)]| 3" V3

1l flusso di F attraverso la superficie X ¢ dato da:

. 10@(1}, U)
@(F,E):/F ndo —/ / det | Froo(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
u

W(P) =

&\H

FgOgO(’U,’U)
v? u—vQ)2 2u+wv
//det (u—l—v)—i—ngu—vz) v u—31)2 du dv
u(u+v) = 3v (u—v?) +3 (v +u) 1 2v

= / / du* — 13u%0? — 6uPv + Tud + Tuv? + 6103 — 261202
+ 3uv — 11uv® — 18uv® — Tuv* — 17uv® + 508 — 908 — 50° du dv
_ o8

105°

Il flusso di G = rot F' = (G1, Ga, G3) attraverso la superficie ¥ ¢ dato da:

. _ G1 o o(u,v)
(G, %) = / G-ndo = / / det | Gaop(u,v) | Jacp(u,v) | dudv
)

G350 o(u,v)
-3 2u+wv U
/ / det —2 ) u— 302 du dv
1-2v(u—0?) 1 2v

= / / —4uPv + 16u?0® + 2u® — 12uv° + 6uv® — 6uv? + Suv + u — 60° — 30% — 110% du dv
108
-

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto X il bordo di ¥ con

Porientamento indotto da ¥ si ha:
/rotﬁ-ﬁdaz% F.0
by 0%

Il bordo 9% della superficie ¥ & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [—1,1]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio
dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario.

L’immagine della frontiera con tale orientamento e data dall’unione delle quattro curve:
nw) =¢w,—-1)=((uv—1u,1—u,u+1), uel[-1,1],
(v) :=¢ (L) = (v+1,0—v*0*+1),ve[-1,1],
v3(u) =@ (—u,1) = ((u—1u,—u—1,1—u), u e [-1,1],
(v) go(—l,—v):(v+1,v3+v,02—1),v€[—1,1].
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Le derivate sono date da:

A(u) = 2u—1,-1,1), u € ]-1,1[,
Yo(v) == (1,1 —30%,20) , v € ]—1,1],
Y3(u) == 2u—1,-1,-1), u € |-1,1],
Ya(v) == (1,3v* + 1,20) , v € ]—1,1[.

Si ha quindi:
1
I ;_/ F.d%_/ Fln () - 41 (u) du
Y1 -1

1
= / ((u—1)%u* = 3u+2,2u(u+2)) (2u—1,-1,1) du
-1

1
:/ 2u — 4u? + 11u — 3du
—1
26

3

1
L ::/ ﬁ~d72:/ F1a(v)) - 4n(v) dv
Y2

-1

1
:/ (v2 (112—1)2,—2v3+3v+1,3v3+3v2—v+5)'(1,1—31/2,21;) dv
1

1
:/ 00 4+ 60° 4+ 4ot — 503 — 40 + 130 + 1 do
-1

_ 1
-~ 105"

1
= [ Fen= [ Fo) -5 o
= /1 (u+1)*u* —3u—2,2(u*—u+3)) 2u—1,-1,-1) du
-1

1
:/ 2u3 — 2u*(v — 1)+ u(v+4) +v—6du
-1

= —10.

1

—

Iyi= F-dmz/_lF(%(v))-%(v)dv

1
= / ((v3 +v)2,—21)3 —v 41,303 + 30% + 50 — 1) . (1,31}2 + 1,21}) dv
-1
1
:/ 0 —60° + 40t + 1303 + 202 + v+ 1dv
-1
a2
105"
Sommando i quattro contributi si ottiene:

108
L4+ 1+ 13+ 1y = —77
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che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 238).  Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = T(t)X (z).
Sostituendo nell’equazione e dividendo per T'(¢)X (z) si ha:
3X(z)T'(t) = T(t) X" (x) + T(t) X (x)
T(t)X (x)

=0.

Semplificando si ha:
3T'(t) B X"(z)

1=0.
Tw) X
Separando le variabili si ottiene:
3T (t) X" (x)
— =1- =AeR
T(1) X(@) ~°

Si ottengono quindi le due equazioni:
3T'(t) + \T'(t) = 0,
—X"(z) = A\X(z) + X(z) = 0.

Sostituendo le condizioni al contorno si ha u(t,0) = T'(¢)X(0) = 0 da cui X(0) = 0 e analogamente
X(m) = 0. Studiamo l'equazione per X (x). Il polinomio caratteristico & p(u) = —\ — p? + 1, il cui
discriminante ¢ Az(A) = —4(\ —1).

Se A, (X) > 0, le soluzioni sono date da:

X/\(.'I,') =C )\e%xm + o /\e_%x\/m'

Dalle condizioni al contorno, si ottiene ¢; y 4+ ¢ = 0 da X (0) =0, quindi ¢; \ = —cp ». Da X(7) =0

si ha: CL/\B%W\/ATA) N 62)\67%”\/@ L
da cui ¢1y = ¢z » = 0 essendo Az(\) # 0. Questo caso non € accettabile.
Se A, (X) =0, le soluzioni sono date da:
Xa(@) = c1n + xeo 0

Sostituendo le condizioni si ha ¢ y = 0 da X(0) = 0 e da X (7) = 0 si ottiene ancora ¢y y = 0. Quindi
anche questo caso non e accettabile.

Se Az(\) < 0 le soluzioni sono:

X, (x) = ¢1, cos <;x\/Tm()\)> — ¢\ sin (;x —Am()\)> .

Sostituendo X (0) = 0 si ha ¢; y = 0. Sostituendo X (m) = 0 si ha
1 1
€1,) COS (277 —Ax()\)> — cg. ) sin (277 —Ax()\)> =0.

1
Dovendosi avere ¢z # 0, e poiché A, () < 0, necessariamente 3 —Az(A\) =n € Z\ {0}, quindi

M=n’+1,neZ n<Oo.
Questo caso ¢ accettabile.

Si ha A;(A) < 0 se e solo se A > 1. Si ottengono quindi le soluzioni relative a A, (il segno di n &
assorbito nella costante moltiplicativa):

Xp(x) := ¢y sin(nz), cn € R, m e N\ {0}.
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Sostituendo i valori accettabili di A, nell’equazione per T'(t) si ottiene:
(n® +1) T.(t) + 3T (t) = 0.

Il polinomio caratteristico & g(i) = 3p +n? + 1.Tale polinomio si annulla per = % (=n? — 1), quindi
si hanno le soluzioni: o
To(t) = dpe3 "D 4, € R, n e N\ {0}.

Posto b,, = ¢, d;,, si hanno le soluzioni elementari:
un(t,x) := T (1) X (2) = bne%(fnkl)tsin(nm), b, € R, n e N\ {0}.

Cerchiamo di ottenere il dato iniziale con una sovrapposizione di soluzioni elementari:

o0
u(0,z) = Zun(o,x),
n=1
OVVero
o
4+ 2= Z by, sin(nz).
n=1
Pertanto i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli seni di 2 + 2. Cio

vuol dire prolungare per disparita tale funzione da [0, 7] a [—m, 7] e poi per 27-periodicita a tutto R.
Si ha, integrando per parti:

—g W:EQ sin(nx) dx
== [ @+ 2)sin(na)d
4((-)" =1) = 2n% (2(-1)" + 7*(-1)" — 2)

™n3
La soluzione risulta quindi:

0 (4((—1)" — 1) — 202 (2(=1)" + 72(—1)" — 2)) 65(7"271)tsin(nx).

u(t,x) = Z —3

n=1

Osserviamo che tale serie converge totalmente assieme alle sue derivate per ¢t > 0, porgendo quindi
una soluzione classica del problema.
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