« Osservazione: una v.c. continua pud assumere infinite
osservazioni (o realizzazioni).

. . . « Conseguenza: se ogni osservazione fosse equiprobabile la
Variabili casuali continue probabilita di una realizzazione sarebbe infinitesima.
P(X=x)~0
» Per v. c. continue si preferisce definire la probabilita che la
realizzazione cada in un intervallo.

P ( Xinf X< Xsup)

* Definizioni principali.

* Valore atteso e Varianza.

V.C. Notevoli: uniforme, gaussiana, X?

* Teorema del limite centrale.

* Principio ristretto di equivalenza in variabilita.

« Osservazione:se i # reali sono tanti, gli intervalli sono di piu.

* Convergenza in legge. » Conseguenza: difficile definire una v.c. continua mediante le
probabilita, meglio un suo “parente stretto” (da cui
1 ricavare le probabilita che interessano). 2
Definita univocamente dalla densita di probabilita (d.d.p). * L'area sottesa da tutta la curva deve essere unitaria

» Densita di probabilita f(x): funzione reale di numeri reali
la cui area sottesa fra due punti a e b, corrisponde
alla probabilita che la v.c. X sia compresa fra ae b.

P(—o<X<tow)=1= [ f(x)dx=1

* Se e continua, la d.d.p. deve essere sempre positiva
f:-R-R [ f(x)dx=P(a<X<b)
f(x)=0 VxeR

o}

* Esempi

- Dimostrazione per assurdo.
Supponiamo che esista un intervallo [a ;b] in cui
la d.d.p. &€ negativa. Allora si avrebbe

[ f(0dx<0 = P(a<x<b)<0




« Anche per le v.c. Continue valgono gli stessi concetti indicati da
valore atteso e varianza.

» Valore atteso E[X]
- v.c. discreta E[X]:Zzl p(X) X

- V.C. continua E[X]=K: f (x)x dx
» Varianza VarX]
- v.c. discreta Var[x]:zihi1 p(x)(x—E[X])?

f (x)(x—E[X])?dx

» Osservazione: nel calcolo si sostituisce la sommatoria con
l'integrale e la distribuzione di probabilita con la densita di
probabilita.

- v.c. continua Var[X |= [

©

» V.c. continua X le cui modalita appartengono all'intervallo I=[a;b] .
P(X<a)=P(X>b)=0 o f(x)=0 VxglI
» Tutte le modalita sono equiprobabili
f(x)=k Vxel
- calcoliamo l'integrale fraaeb

b b
J, f(x)dx=[_ kdx=(b—a)k
- l'area sottesa da una d.d.p. & sempre unitaria

fif(x)dle o (b-a)k=1 < k:lea

« Noti gli estremi la d.d.p e definita.

- Sidice che
X ~Unif (a,b) 7

» Le proprieta del valore atteso e della varianza restano invariate
anche per le v.c. continue.

 Variabili affini: Y=aX+b
- E|Y|=aE[X]+b
- Var[Y]=a’Var[ X]
» Combinazione lineare di vv. cc. indipendenti Y:ZiK:lciXi
_ ElYI=X cElX)]
- Var[YJ:ZiKzlchar[XiJ
+ Teorema di Bienaymé - Cebicev
<Var[X]

P(IX—E[X]}>e)=~25

Una macchina produce barre di acciaio la cui lunghezza oscilla fra
130 e 135 cm con egual probabilita. Calcolare la probabilita che si
produca una barra compresa fra 132 cm e 134 cm

e Lav.c. L: lunghezza della barra prodotta
- Si ha che L~Unif (130,135)
- Lad.d.p. diL e la seguente

4
0 L<130
f(x)=|-—1 — 130<L<135 °°
~]135-130 -
0 L>135 130 135 L
i}
+ La probabilita richiesta & data da: 0.2
134 1
P(132<1<134)= [ _ f (x)dx=2-2=0.40 6
S 130135 134185 L



Valore atteso di X ~ Unif(a,b) E[ X |= 222

2
- dim.
+oo a a 1 +oo
E[X]:fﬂc f (x)dx:medx+fb+ﬁxdx+jb 0dx
b
1 o1 |x*|_ 1 p*-a®_ 1 (b—a)(b+a)
E[X]_b—ajaXdX_b—a 2|, b-a 2 “b-a 2
2
+| Varianza di X ~ Unif(a,b): Var[X]=(b_a)
12 .
- dim. (X_b+a
_ _ o 1 (2 b+a 1 2
Var[X}—f_xf(x)(x E[X]) dx—b_a , (X > )dx—b_a 3
b
1 2x—b+a\’ 1 s 2(b—a)®
Var| X |= = (2x—b—af |,=0———"~
] 3(bfa)( 2 N 3(23)(b7a)[‘ i 24(b—a) °

» La trasformazione affine di una gaussiana € ancora una gaussiana
« Esempio: date
X~N(u,0%)

Y=aX+b
- Sihache

* E[X]=x
* Var[X] = ¢
* Y~N(au+b,ao?)

» Osservazione: Il terzo punto non e scontato: esistono infinite d.d.p.
che condividono lo stesso valore atteso e la stessa varianza.

1

« V.c. continua X le cui modalita appartengono a tutto I'asse reale

* Lad.d.p. € nota e dipende da due parametri | e o.

1

71\)(7[,1‘\2

—— N(L,0.16)

— N(L1)
N(-1,0.16)

1 2 o? o \ L)
FX)=—7=e o i
+ Sihache o :;‘ ‘ “; \\
- EX]= p NI ERARNEN
- Var[X] = ¢ ' “J“ ‘\‘\ f/ \\
- X & simmetrica rispetto a E[X] o: | AL
+ Sidice che: s :
X~N(u,0?)

» Lad.d.p. normale non puo (ad oggi) essere integrata in maniera
esatta; si puod solo calcolare integrali approssimati (come per x).%°

« Cosi importante da avere un “nome proprio”: Z.

¢ V.c. Gaussiana in cui si fissano

- E[Z]=u=0 s \

- Var[Z] = ¢*=1

. Z~N(0;1)

* Znon ha parametri. b

* Gli eventi descritti da una v.c. X~N(u;¢%) possono essere riferiti a Z.

(Processo di standardizzazione)

- [Y=N(E[Y];Var[Y])

- E[Y]= (E[X] — wlo = (u—w)lo = 0. Y~Z

- Mar[Y]= Var[X]/ ¢* = ¢?ld® = 1.

dimostrazione: data X~N(;¢?) si consideri Y= (X —u)/o.

12




* Gliintegrali della d.d.p. di Z son tabulati in tutti i libri di statistica._  Obiettivo: dato x, calcolare P(X<x) dove X~N(u;d?).

+ Si conosce P(0<Z<z) (U gl e s i o (ng o (e e « Strategia:

dove z>0. o i e Rdo e 0N b , ol
08 [022s7 ozzmn oz oaser 0230 0z o2sse o2es ozsiy ozst0 - Standardizzo la modalita x. => z= (xu)/o
07 [02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 02794 02823 0.2852 o
10 (03413 0343 03461 0385 03508 03531 03854 03577 03598 03621 — Calcolo (uso le tavole) e trovo P(Z<Z)
11 [03843 03665 03686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 03790 03810 0.3830 "
15 [oios2 cuses ounee ok ions 0411 oarst s oete 04t P .
13 (v vl o s o oise oy osm s oame - P(Z<z)insiste sullo stesso evento descritto da P(X<x)
| s G Ve VoY quindi P(Z<z) = P(X<x)
Ricordando che Z & simmetrica, Si OttHENe &\ i vex v s sa can s cus oo ouer * Esempio: calcolare P(X<8)dove X~N(10;4)

:

2 (04861 04854 04868 04871 04875 0.4878 04BEY 04384 04BET 04290

33 [odses aiass ossn osso ossos osais 049 04er osers 0sers
- P(0<Z<z2)=P(-z<Z<0) 35 [04se oisio oseer otses adess one oo G 0sskr 0sess - Standardizzo la modalita x. => z= (8-10)/2= -1
25 fossss auass osss 0ss5 0ssse 0sse 0t a2 0433 0sses

- P(Z<2)=05+P(0<Z<2) EEEEZEREEE - P(Z<-1)=05-P(0<Z<1) =05-0.3413 = 0.1587
- P(Z2>z) =1 - P(Z<z) = 0.5 — P(0<Z<2). - P(X<8)=P(Z<-1)=15.87 %
- P(Z<-2) =1 - P(Z<2) = 0.5 — P(0<Z<2).

- Dati z<z,; Pz <zUZ >22) = P(Z<zl) + P(Z>zz). 18 14

* Obiettivo: dato p, calcolare x: P(X<x)=p dove X~N(;d?). « Teorema: Date nvv.cc. X i.i.d. con E[X] = u e Var[X] = ¢ si ha
« Strategia: che la v.c. — Xy X+ X
X =2t 72 Pn
- Calcolo (uso le tavole) e trovo z : P(Z<z)=p " n

- P(Z<z)insiste sullo stesso evento descritto da P(X<x) al crescere di ntende a distribuirsi come N( ; o/n).
quindi P(Z<z) = P(X<x) . — o’
. . . . limy_, X,~N(u,—)
- Ricavo x da z mediante la trasformazione inversa. n
* Esempio: calcolare x : P(X<x)=0.3dove X~N(10;4) « Osservazione: il teorema non impone il tipo di w. cc. che vengono
~ Poiché 0.3<05sihachez<0 mediate, si richiede solo che siano i.i.d. (I'avere lo stesso valore
0.3 = 0.5 - P(0<Z<-2) atteso e la stessa varianza & una mera conseguenza).

P(0<Z<-z) =0.2dalle tavole ottengo -z= 0.525

- De-standardizzo la modalita z » Osservazione: si pud desumere che, non importa che d.d.p. abbia

7= XZE[X] Var[X|Z+E[X] =x=vVar[X]-z+E| X |=8.525 una v.c., se ne prendo abbastanza, la media sara simile ad una
VVar[ X ] | gaussiana. 16



e V.c. continua X le cui modalita sono strettamente positive e d.d.p. Asimmetrica, pertanto non c'é una d.d.p. di riferimento.

e D.d.p. ‘ ijg e Siusaindicare la d.d.p in funzione
- nota (ma complessa) \\ e - dei gradi di libertaveN' —
- nulla per x<0. . \ - della probabilita presente nella coda
- 1 parametro vEN" < /\g\ (p-value)
(gradi di liberta). ° RN
« Sihache o] ARN :
- EX]=v e
- Var[X] = 2v

- X e asimmetrica rispetto a E[X]
. Sidice che: X~X(v)
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« Osservazione: Spesso calcolare gli integrali delle d.d.p. & ¢ Sidimostra che una v.c. binomiale al crescere di n
iffici ibi in via nu ica. “ iglia”ad u V.
difficile o possibile solo in via numerica assomiglia” ad una normale con lo stesso valore
« Idea: sarebbe bello poter approssimare una d.d.p. ad una di atteso e varianza.
facile integrazione (oppure di integrazione nota). « Convergenza in legge: il fatto che al divergere di uno o piu
« Pearson propose il seauente princiio: dei parametri di una d.d.p., essa tenda a sovrapporsi ad un
prop g principio: altra
Due wv. cc. si dicono equivalenti in variabilita se i « Distribuzione limite: distribuzione a cui tende una v.c. al
loro indici di forma (simmetria e curtosi) sono uguali. crescere di uno (o pit) dei suoi parametri.

Sia X~Bin(n;p)} se n — oo, => X= N(np;npq)
« Osservazione: quindi se due variabili sono equivalenti in .
variabilitd posso usare la pit semplice per il calcolo delle
probabilita con un errore trascurabile.

Osservazione: quanto deve essere grande n perché
I'equivalenza valga?

- Alcuni autori richiedono che n > 20.

19 20

- Alcuni autori richiedono che np >5e nq > 5.
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» La v.c. chi quadro converge in legge ad una normale con
lo stesso valore atteso e varianza.

SiaX ~Xx%(v) ;sev— o, => X=N(W; 2v)

« Osservazione: quanto deve essere grande v perché
l'equivalenza valga?

- Alcuni autori richiedono che v > 30.
- Alcuni autori richiedono che v > 50.
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« Densita di probabilita f(x) di una v.c. X: P(a<X <h)= f: f (x)dx
« Valore atteso: E[X]:fi: f (x)xdx
* Varianza: Var[XJ:fi: f (x)(x—E[ X ] dx
 Variabili affini: Y=a X +b
- E[Y]=aE[X]+b
- Var|Y|=a?Var| X]
» Combinazione lineare di vv. cc. indipendenti Y:ZiK:lci X
_EIYIEYS cElX)]
- Var[Y]:ziK:l c?Var[ X,
+ Teorema di Bienaymé - Cebicev
<Var[X]

P(X~E[X >e)=*2L .



Uniforme X~Unif(a;b).

- d.d.p. Simmetrica.

- E[X] = (a+h)/2; Var[X] =(b-a)/12.
Normale X~Nu;d?).

- d.d.p. Simmetrica.

- EXl=x  VarX]=d
Normale standardizzata X~N(0;1)
Standardizzazione di X~N(;¢%) => Z = (X —w)lo.
Chi quadrato. X ~X*(v)

- d.d.p. assimmetrica.

- E[X] = v.; Var[X] = 2v.
25

» Teorema del limite centrale: n X
X 2
date nwv.cc. X i.i.d. => lim, ., "nl L~N(u ,%)

» Equivalenti in variabilita: equivalenza indici di forma.
« Convergenza in legge:

- X~Bin(n;p); se N — o0, => X= N(np;npq)

- X~X*(v) isev— o, => X=N; 2v)

26



