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1. Si consideri il gruppo G = (S3 x Z/47Z,%), dove (G,a) = (y,b) = (covy,a+b). Si consideri
anche I’applicazione

O: Z — S3x Z/4Z, &(n)=((123)",n2).

(a) Sidimostri che ¢ € un omomorfismo di gruppi.
(b) (1 punto) Si calcoli Ker(9).

(c) (3 punti) Si usi il teorema fondamentale del’omomorfismo per dimostrare che il sotto-
gruppo H di G generato dal’elemento ((123),2) & isomorfo a Z/6Z.

(d) (3 punti) Si trovi una catena Ng = 0 < N; < N, < G di sottogruppi di G tale che N;_; ¢
un sottogruppo normale di N; e N;/N;_; & abeliano. Si concluda che G ¢ risolubile.

2. Sidecida se i seguenti polinomi sono irriducibili:

(a) (2 punti) 16x+2 € Z[x].

(b) x*+1€Z[x.

(c) (2 punti) x* +1 € Z/27[x].

(d) 153>+ 11x+2 € Z[x].

(e) (2 punti) x® +3x* 4+ 15x3 +6 € Q[x].

(© (3 punti) x* — 5x3 +x% +3x+21 € Q[x].

3. Siano K =7Z/5Z e f =x* -2 € K|[x].

(a) (2 punti) Si verifichi che K contiene tutte le radici quarte dell’unita.
(b) (3 punti) Si verifichi che f ¢ irriducibile su K.

(c) (4 punti) Sia o una radice di f in una estensione E di K. Si dimostri che K(a) & il campo
di riducibilita completa di f su K.

(d) (5 punti) Si trovino gli elementi del gruppo di Galois Gal(f/K) e si esibisca un’isomor-
fismo tra Gal(f/K) e Z/4Z.

4. Si dimostri che:

(a) (4 punti) La equazione ¥ —2x*+2x% —x> —x+ 1 =0su Q & risolubile per radicali;
(b) (4 punti) La equazione f = 0, dove f & un polinomio in Q[X] tale che |Gal(f/Q)| <8, ¢&

risolubile per radicali.

5. Gli esercizi seguenti sono dedicati alle formule di Cardano-Tartaglia-Del Ferro per la risolu-
zione di un’equazione cubica. Su un campo K di caratteristica zero che contenga una radice
primitiva terza dell’unita z € E3(K), consideriamo il polinomio

f=x>+px+qecKq.



Siano £ un campo di riducibilita completa di f su K e 01, 0,03 € E gli zeri di f.
Siano inoltre
0= (OC] — 062)(0(1 — OC3)(OL2 — 063) cE
A=8=—4p*-214* €K

dove A ¢ il discriminante di f.

(a) Si verifichi che:
1. Le funzioni elementari simmetriche 57, 57, 53 nelle variabili o(;, 0>, 03 soddisfano
Si=01+0x4+03=0
7 = 010l + 0103 + 0l 03 = p
§3 = 01003 = —¢q
il. 6= OC]ZOCQ + (122()(3 + 0632061 — OC12063 — (122OL1 — (X32(X2
jii. 3(z—2%)8—3 Yz, 020t = 62(0t 20t + 0% 013 4 013041 ) + 627 (04 203 + 0 20t + 0320 )

(b) Consideriamo gli elementi
o =0y +z200+7°03, B=oy+z2op+zos €E

Si verifichi che:
i. 203427g=3(z—22)8, 2B +27¢=-3(z—22)8 e oaf=-3p.
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« p= % appartengono a K(3) e sono gli zeri del polinomio

ii. Glielementia= 7,

g:)cz—I—qx—(g)3 € K[x].

(c) Esistono u,v € E tali che I’elemento u & una radice terza di a € K(§), ’elemento v una
radice terza di b € K(8) e 3uv = —p. In tal caso u+v & uno zero di f e

{ag, 00,03} = {u+v, Zu+zv, Zu+Z2v}

(d) i. (3 punti) Un polinomio f = x>+ px + ¢ € R[x] ha tre zeri distinti in R se A > 0, al
pill due zeri distinti in R se A =0, uno zero in R e due zeri coniugati in C\ R se
A <O.

ii. (4 punti) Si trovino gli zeri del polinomio x> —2x+4 € Qx| e si determini Gal(f/Q).

6. GIli esercizi seguenti sono dedicati alle formule risolutive per un’equazione di quarto grado

X —ax +ax* —azx+as =0 suun campo F di caratteristica diversa da 2 e 3.

(a) Si verifichi che, tramite un opportuno cambio di variabile, ci si riconduce all’equazione
f(y) ="+ py* +qy+r=0, con radici y1,y2,y3,y4 tali che y; +y2 +y3 +y4 = 0.

(b) Si consideri I’equazione g(z) = z° — pz> +4rz +4pr — ¢*> = 0 (detta risolvente cubica
di f). Si verifichi che le sue radici z;1,z3,z3 soddisfano le relazioni z; = y1y2 + y3y4,
22 = Y1y3 +Y2y4, 23 = Y1y4 +y2y3.

(c) Sia V =< 1,(12)(34),(13)(24),(14)(23) >< S4. Si verifichi che V & un sottogruppo
normale di S4 = Gal(F (y1,y2,y3,y4)/F) e che FixpV =K, con K = F(z1,22,23).

(d) Sia G = {1,(12)(34)} < V. Si verifichi che G & un sottogruppo normale di V e che
FixgG = F(y1y2,Y3y4)-

(e) Si trovi il grado dell’estensione [F (y1,y2,y3,Y4) : F(y1y2,y3y4)] € [F (y1y2,Y34) : K].

(f) Si verifichi che (x —y1y2)(x —y3ys) = x> —zix+re (x— (y1 +32))(x — (y3 +y1)) =
x* +z2324.

(g) Sitrovino formule per y;, y2, y3 € y4 in termini di z1, 2o € z3 e di radici quadrate di elementi
di K.

(h) Ricordando le formule risolutive per le equazioni di terzo grado, si trovino gli zeri del
polinomio x* — 2x* — 8x — 3 € Q[x].

Consegna: martedi 19 gennaio, 15:30, all’inizio delle esercitazioni. Tutti gli esercizi
consegnati saranno corretti, ma si osservi che solo alcuni esercizi hanno dei punti associati.



