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Introduzione

Queste note offrono un supporto per alcune parti del programma delle Esercitazioni del corso di
Analisi Matematica 2 (Corso di Laurea Triennale in Matematica Applicata). In particolare esse non
sono intese per sostituire il libro di testo [1] adottato per tale corso o le lezioni di teoria.
Nelle appendici sono contenuti alcuni utili suggerimenti per affrontare le prove di Analisi Matematica 2
per il Corso di Laurea in Matematica Applicata dell’Universita di Verona. Non intendono sostituire né
lo studio sui testi, né la frequenza a lezioni ed esercitazioni. Non si pud neppure pensare ad esse come
ad un formulario buono per affrontare con successo qualsiasi esercizio possa capitare allo scritto: il
fattore umano rimane fondamentale, e cio significa, in ogni momento, capire e rendersi conto di quello
che si sta facendo e del motivo per cui lo si fa. Si prega di segnalarmi per e-mail eventuali errori o
inesattezze.

Antonio Marigonda
Ultimo aggiornamento del 18 gennaio 2018.






CAPITOLO 1

Lezione del giorno mercoledi 5 ottobre 2017
Cenni di topologia generale (2 h)

I nostri riferimenti per questa lezione sono [3, Cap. 6,10,12] e [4, Sezione 11.4].

DEFINIZIONE 1.1 (Topologia). Siano X un insieme, 7 una collezione di sottinsiemi di X. Diremo
che 7 & una topologia su X se:
eleTeX e
e se {A)}aea € una famiglia finita o infinita di elementi di 7, allora A := U Ay e

AEA
e se Ay, ..., A, & una famiglia finita di elementi di 7, allora A := A1 N...N A, € T.

La coppia (X, 7), con 7 topologia su X, prende il nome di spazio topologico.
DEFINIZIONE 1.2 (Insiemi chiusi, insiemi aperti, intorni). Sia (X,7) uno spazio topologico.
Diremo che
e A C X ¢& aperto se e solo se A € 7, ovvero un insieme & aperto se e solo se appartiene alla
topologia;
o C C X & chiuso se e solo se X \ C' € 7, ovvero un insieme & chiuso se e solo se il suo
complementare & aperto;
e dati V C X e x € X, diremo che V & un intorno di x se e solo se esiste A € 7 tale che x € A
e A CV, ovvero un insieme ¢ intorno di un punto dato se e solo se contiene un aperto cui il
punto appartiene. L’insieme

F(x):={V CX:V éun intorno di =}
é chiamato filtro degli intorni di x.
Grazie alle leggi di De Morgan?, ¢ possibile definire in modo equivalente la topologia elencando le
proprietd degli insiemi chiusi.
TEOREMA 1.3 (Proprieta dei chiusi). Sia (X, 7) uno spazio topologico. Allora

e ) e X sono chiusi;
e intersezioni arbitrarie di chiusi sono chiuse: se {Cy\}xep € una famiglia finita o infinita di

chiust di X, allora C' = m C\ ¢ chiuso di X;

AEA
o unioni finite di chiusi sono chiuse: se Cq,...,Cp, & una famiglia finita di chiusi di X, allora

C =C1U..UCl,, é chiuso.
DIMOSTRAZIONE. Esercizio. Si usino le leggi di De Morgan. O

DEFINIZIONE 1.4 (Chiusura, interno, frontiera). Sia (X, 7) uno spazio topologico, E C X.
e Esiste almeno un chiuso che contiene E, ovvero X stesso, pertanto la famiglia dei chiusi che
contengono F non & vuota. Definiamo la chiusura di E come l'intersezione di tutti i chiusi di
X contenenti E, ovvero

E = ﬂ{C’ C X : CDE,C chiuso}.

1In generale, se Bs, 8 € J ¢ un’arbitraria famiglia di sottoinsiemi di un insieme X, si ha X \ U Bg = ﬂ (X\ Bg)
peJt peJ

e X\ () Bs = J(X\Bs).

BeJ seJ
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Essendo un’intersezione di chiusi, la chiusura di £ é un chiuso ed ¢ il piu piccolo chiuso di X
contenente F, nel senso che se C' & un chiuso e C' D F allora C' O E. Un’altra scrittura usata
per E ¢ clx(F).

e Esiste almeno un aperto contenuto in F, ovvero (), pertanto la famiglia degli aperti contenuti
in F non é vuota. Definiamo 'interno di E come 'unione di tutti gli aperti di X contenuti
in E, ovvero

E = ACX: ACE, A aperto}.
N

Essendo un’unione di aperti, 'interno di E' & un aperto ed & il pitt grande aperto di X contenuto
in F, nel senso che se A ¢ un aperto e A C E allora A C E. Un’altra scrittura usata per E &
intX (E) .

e Definiamo la frontiera di F come I'insieme dei punti di X che non appartengono né all’interno
di E né all’interno del complementare di F, ovvero

fry(F) =X\ (intx(E) Uintx (X \ E)) .
Altre scritture usate per indicare la frontiera sono 0F o bdry(E).

EsERrciIz1o 1.5. Sia (X, 7) uno spazio topologico, £ C X. Si provi che
(1) Vale
fry(E)=ENX\E.
(2) Ogni intorno di p € frx(E) contiene punti di F e di X \ E.
(3) Vale
intg(F) := {x € R: E ¢ intorno di z}.
DEFINIZIONE 1.6 (Densita). Siano F, G sottoinsiemi di uno spazio topologico (X, 7). Diremo

che F' & denso in G se F' O G.
EsERci1z10 1.7. Sia (X, 7) uno spazio topologico, E, F,G C X. Si provi che

(1) un punto € X non appartiene a E se e solo se esiste un intorno di = in X disgiunto da E.
(2) un punto x € X appartiene a F se e solo se per ogni intorno U di x in X si ha U N E # 0;
(3) F ¢é denso in G se e solo se ogni intorno di ogni punto di G contiene punti di F.

DEFINIZIONE 1.8 (Confronto di topologie). Siano (X, 71) e (X, 72) due spazi topologici sopra lo
stesso insieme X. Diremo che 7 & pit fine di 7o se 71 D 7o, diremo che & strettamente piu fine se tale
inclusione & stretta. Le due topologie si dicono equivalenti se 71 = 7o.

EseErcizio 1.9. Sia X un insieme. Si provi che un’intersezione finita di topologie su X & una
topologia su X.

EsemPIO 1.10 (Topologia banale e topologia discreta). Sia X un insieme. Poniamo 7 = {0, X'}
topologia banale e 79 = {A : A C X} topologia discreta. Tali insiemi sono topologie su X e sono
rispettivamente la meno fine e la piil fine topologia che si possa mettere su X.

DEFINIZIONE 1.11 (Punti di accumulazione e punti isolati). Sia (X,7) uno spazio topologico,
FE C X. Allora

e p € X si dice di accumulazione per E in X se in ogni intorno di p in X cadono punti di £
distinti da p;

e dato un punto g € E, se esso non € punto di accumulazione per E si dird punto isolato di E;

e un sottoinsieme i cui punti siano tutti isolati si dice discreto.

EsERrcizio 1.12. Sia (X, 7) uno spazio topologico, F C X. Si provi che

(1) la chiusura di E & data dall’'unione di E con l'insieme dei punti di accumulazione di E;
(2) la chiusura di E & data dall’'unione di E con la frontiera di F;

(3) E ¢ chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione;

(4) ogni insieme discreto ¢ chiuso.
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Un’enumerazione completa di tutti gli aperti di un generico spazio topologico é spesso impossibile.
A tal proposito spesso si individua una particolare classi di aperti in grado di ricostruire 'intera
topologia.

DEFINIZIONE 1.13 (Base di una topologia). Sia (X, 7) uno spazio topologico. Diremo che B C 7
& una base per la topologia 7 se ogni aperto di 7 pud essere scritto come unione di elementi di B. Se
B é una base per 7, si dird anche che B genera .

Ci si puo porre anche il problema inverso: data una collezione B di sottoinsiemi di X, quali proprieta
deve avere affinché esista una topologia 7 su X tale che B ne sia una base?

PROPOSIZIONE 1.14 (Proprieta delle basi). Sia X insieme e sia data una collezione B di sottoin-
siemi di X. Allora B ¢ base per una topologia su X se e solo se dati A,B € B ex € AN B esiste
C € B tale che x € C ¢ C C AN B. Gli aperti di tale topologia sono X, () e le unioni arbitrarie di
elementi di B.

DEFINIZIONE 1.15 (Funzioni continue). Siano X,Y spazi topologici, f : X — Y & continua in
a € X se e solo se per ogni intorno V di f(a) si ha che la controimmagine f~*(V):={x € X : f(z) €
V'} & intorno di @ in X. Se f & continua in ogni punto di X, diremo che ¢ continua in X.

DEFINIZIONE 1.16 (Assiomi di separazione). Lo spazio topologico (X, 7) ¢ detto:

(1) Ty se per ogni coppia di punti z,y € X esiste un intorno di x non contenente y oppure un
intorno di y non contenente z (la topologia distingue i punti);

(2) Ty se per ogni coppia di punti z,y € X esistono due aperti U e V talichex e Uey ¢ U e
y €V ex ¢V (i punti sono chiusi);

(3) Ty o di Hausdorff o separato se per ogni coppia di punti z,y € X esistono U e V aperti
disgiunti con z € U e y € V (punti distinti possiedono intorni disgiunti).

EseEmpIO 1.17.
(1) Si provi che R dotato della topologia per cui gli aperti sono ), R e {x € R: x > d} al variare
di d € R é uno spazio Ty ma non 77.
(2) Si provi che R dotato della topologia per cui i chiusi sono @), R e tutti i sottinsiemi finiti di R
é uno spazio T; ma non 75.

DEFINIZIONE 1.18 (Convergenza di successioni). Sia (X, 7) uno spazio topologico, ¢ € X. Diremo
che la successione {xy}ren di X converge a £ se per ogni V intorno di £ esiste ny € N, ny > 0 tale che
Ty € V per ogni n > ny. In tal caso scriveremo x, — £ oppure

lim z, = £.
n—oo

E importante osservare che se lo spazio non ¢ di Hausdorff, la stessa successione potrebbe avere diversi
limiti.

DEFINIZIONE 1.19 (Topologia indotta). Se (X, 7) & spazio topologico e D C X & un sottinsieme
di X, esso riceve una naturale struttura di spazio topologico nel modo seguente: posto 7p = {AND:
A € 7}, la coppia (D, 7p) & spazio topologico. Si dira che 7)p ¢ la topologia indotta da X su D. Gli
aperti di 7p sono intersezioni di aperti di X con D, e se B ¢ base per la topologia di X, I'insieme
Bjp ={BND: B¢ B} ébase per la topologia indotta.

EsERrcIZIO 1.20. Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici, f : X — Y una funzione. Si provi
che:
(1) f e continua in X se e solo se la controimmagine di ogni aperto & aperta;
(2) f e continua in X se e solo se la controimmagine di ogni chiuso & chiusa;
(3) in generale non ¢é detto che se U & aperto di X e f & continua si abbia f(U) aperto;
(4) in generale non ¢é detto che se C' & chiuso di X e f ¢ continua si abbia f(C) chiuso.

DEFINIZIONE 1.21 (Intervalli di R). Siano a,b € R, a < b. Definiamo i seguenti insiemi:
o Uintervallo aperto Ja,b[:={xr € R: a <z < b};
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Vintervallo chiuso [a,b] :={x € R: a <z < b};

Vintervallo |a,b] :={x € R: a <z < b};

Vintervallo [a,b[:={x € R: a <z < b};

Uintervallo degenere chiuso [a,a] := {a};

Vintervallo degenere aperto |a,a[:= 0;

la semiretta aperta illimitata superiormente |a,+oo[:={x € R: z > a};

la semiretta aperta illimitata inferiormente | — oco,al:={z € R: z < a};
la semiretta chiusa illimitata superiormente [a,+oo[:={x € R: z > a};

la semiretta chiusa illimitata inferiormente | — co,a] .= {x € R: z < a};
la retta reale | — 0o, +o00[:= R;

Dato z € R e r > 0, chiameremo

(1) intervallo aperto centrato in x di raggio r Uintervallo |x — r,xz + r[;

(2) intervallo chiuso centrato di x di raggio r Uintervallo [z — r, x + r].
Si noti che talvolta gli intervalli aperti in letteratura vengono indicati con (a,b), oppure con (a,+00).
Il contesto é fondamentale per capire se con la scrittura (a, b) si intenda Uintervallo reale ]a, b[ oppure
il punto (a,b) € R2.

DEFINIZIONE 1.22 (Topologia usuale di R). La famiglia Br = {]a,b[: a,b € R, a < b} & base per
una topologia 7 su R che verra chiamata topologia usuale di R. La famiglia Bp = {Jz —r,x +r[: x €
R, » > 0} ¢ una base per la medesima topologia su R. Gli aperti nella topologia usuale di R sono gli
insiemi del tipo Ja,b] con a,b € R e a < b, le semirette |a, +oo[ con a € R, le semirette | — oo, b[ con
b € R, 'intervallo degenere (), e la retta reale R.

DEFINIZIONE 1.23 (Topologia della retta estesa). Definiamo ora una topologia su RU {£oo} che
induca su R la topologia usuale di R. A tale scopo, consideriamo 'insieme
B ={la,b[: a,b e R, a<b}U{]a,+o0]: a € R}U{[—o0,b[: b e R},
dove Ja, +o0] =]a, +oo[U{+0o0} e analogamente [—o0,b[=] — 0o, b|U{—0cc}. Allora B ¢ base per una
topologia su R U {#00} che induce su R la topologia usuale di R.
ESERCIZIO 1.24. Si provino i seguenti asserti:
(1) ogni sottoinsieme finito di R & chiuso;
(2) in generale, intersezioni di una famiglia infinita di aperti di R non sono aperte (sugg. si
consideri {] —1—1/n,141/n[: n € N});
(3) in generale, unioni di una famiglia infinita di chiusi di R non sono chiuse (sugg. si consideri
{[-1-1/n,1—1/n]: n € N}).
EsERCIZIO 1.25. Si provino i seguenti asserti basandosi sulle definizioni date:

(1) Q non ¢ né chiuso né aperto in R;
(2) Z & chiuso in R.



CAPITOLO 2

Lezione del giorno giovedi 6 ottobre 2017
Topologia di R"” (2 h)

DEFINIZIONE 2.1 (Spazi metrici). Sia X un insieme e d : X x X — R una funzione. Diremo che
d & una metrica o distanza su X se

(1) d(z,y) > 0 per ogni z,y € X e d(x,y) = 0 se e solo se x = y;
(2) d(z,y) = d(y,z) (simmetria);
(3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (disuguaglianza triangolare).

Una coppia (X, d) dove d ¢ una metrica su X prende il nome di spazio metrico.
ESEMPIO 2.2. La funzione d : R x R definita da d(x,y) = |z — y| & una metrica su R.

DEFINIZIONE 2.3 (Palle in uno spazio metrico). Sia (X, d) uno spazio metrico, r > 0, x € X.
Definiamo

(1) la palla aperta di raggio r centrata in x:

Bi(z,ri={y € X : d(z,y) <r};
(2) la palla chiusa di raggio v centrata in x:

Bi(z,r] :={x € X : d(z,y) <r}.

A volte la palla aperta ¢ indicata con Bg(z,7). Se dal contesto ¢ chiaro a quale metrica si faccia
riferimento, ometteremo il pedice d.

DEFINIZIONE 2.4 (Insiemi limitati). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme E C X si
dice limitato se esiste R > 0 tale che E C B(0, R].

PRrROPOSIZIONE 2.5 (Topologia indotta da una metrica). Sia (X,d) uno spazio metrico. Allora
linsieme delle palle aperte ¢ base per una topologia su X che diremo indotta dalla metrica d. Salvo
diverso avviso, penseremo sempre uno spazio metrico dotato della topologia su di esso indotta dalla
metrica.

DIMOSTRAZIONE. Dati 21,22 € X, 71,72 > 0, consideriamo due palle aperte B(x1,71) e B(z2,r2)
due palle aperte. Per provare ’asserto é sufficiente mostrare che per ogni x € B(x1,71)NB(x2,r2) esiste
una palla aperta centrata in x e contenuta in B(z1,71) N B(x2,72). Sia quindi z € B(z1,r1)NB(z2,r2)
e proviamo che esiste §, > 0 tale che B(x,d,) C B(x1,71) N B(x2,r2). Dato z € B(x,0,) si ha
d(z,x1) < d(z,z) +d(z,x1) = 6 + d(x,x1) e d(z,22) < d(z,z) + d(z,x2) = §; + d(x, z2). Affinché si
abbia z € B(x1,7r1)NB(x2,12) si deve avere d(z,x1) < r1 e d(z,x2) < 1o, e quindi ¢ sufficiente scegliere
0r < min{ry — d(z,x1),72 — d(x,z2)}. Si noti che r1 > d(z,x1) e ro > d(x,x2), quindi d, > 0. O

EsERCIZIO 2.6. Sia (X, d) uno spazio metrico con la topologia indotta da d. Si provi che

(1) un sottoinsieme A C X ¢é aperto se e solo se per ogni a € A esiste d, > 0 tale che B(a, J,[C A;
(2) si provi che dato xz € X e un intorno V' di x esiste n € N tale che B(x,1/n[C V;
(3) X e di Hausdorff.

La convergenza delle successioni vista negli spazi topologici, assume la seguente forma piu forte
negli spazi metrici:
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PROPOSIZIONE 2.7 (Convergenza di successioni negli spazi metrici). Sia (X, d) uno spazio metrico
con topologia indotta dalla norma, £ € X. La successione {xy}ren di X converge a ¢ se e solo se

lim d(x,,¥) = 0.
n—oo
Inoltre, se il limite di una successione in uno spazio metrico esiste, esso € unico.
Negli spazi metrici & possibile caratterizzare numeri oggetti mediante limiti opportuni di successioni.

TEOREMA 2.8 (Caratterizzazioni mediante successioni). Sia (X,d) uno spazio metrico, E C X,
ce X.

(1) I sequenti asserti sono equivalenti:
(a) ¢ ¢ di accumulazione per E;
(b) esiste una successione {x;};en di punti di E diversi da ¢ che converge a c;
(¢) in ogni intorno di ¢ cadono infiniti punti di E.
(2) c € E se e solo se esiste una successione {x;}jen di punti di E che converge a c.
(3) E ¢ chiuso se e solo se per ogni successione {c;}jen in C convergente a c € X si ha c € C.

(SSERVAZIONE 2.9.

e La nozione di intorno generalizza la nozione di “vicinanza” in uno spazio topologico generale.
Infatti diremo che una proprieta é vera abbastanza vicino ad x se esiste un intorno di x in cui
essa sia vera.

e Si tenga presente che le nozioni di palla aperta o chiusa, non sono disponibili in uno spazio
topologico generale perché in uno spazio topologico generale non si ha una nozione di di
distanza tra punti. Similmente, non pud essere data una nozione di insieme limitato in un
contesto cosigenerale.

OSSERVAZIONE 2.10. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Dato z € X, supponiamo esista una famiglia
al pitt numerabile A, C 7 tale che per ogni V € F(x) esista A € A, conx € AeV D A. Allora si dira
che che il filtro degli intorni di x ha base numerabile. Per quanto provato nell’esercizio precedente, in
uno spazio metrico il filtro degli intorni di ogni punto ha base numerabile.

Introduciamo un ulteriore concetto legato alle successione negli spazi metrici.

DEFINIZIONE 2.11 (Compattezza per successioni). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme
K di X si dice sequenzialmente compatto o compatto per successioni se ogni successione {z;};jen in K
possiede una sottosuccessione {x;, }nen convergente ad un elemento z € K.

Quando 'insieme X ha la struttura di spazio vettoriale, & possibile operare un’altra costruzione su
di esso.

DEFINIZIONE 2.12 (Spazi normati). Sia X uno spazio vettoriale su K dove K ¢ R o C. Un’appli-
cazione || - [|x : X — R ¢ una norma su X se valgono
(1) |lz|]|x > 0 per ogni z € X \ {0}.
(2) |laz||lx = |a||z||x per ogni x € X, a € K.
B3) Mz +yllx < llzllx +llylx-
DEFINIZIONE 2.13 (Distanze indotte da norme). Sia (X, || - ||x) uno spazio normato. Allora esso

¢ uno spazio metrico rispetto alla distanza d(x,y) = || — y||x, e quindi uno spazio topologico rispetto
alla topologia indotta dalla metrica.

OSSERVAZIONE 2.14. Si ricordi che puo essere definita una norma su X solo se X ha la struttura
di spazio vettoriale.

Ci poniamo ora il problema di porre una topologia su X = R" che in qualche modo abbia le
proprieta della topologia usuale di R e possa essere descritta allo stesso modo. A tal proposito,
definiremo delle norme su R" e considereremo la topologia indotta dalle distanze ad esse associata.

DEFINIZIONE 2.15 (Distanze su R™). Siano z,y € R", z = (21, ...,2n), y = (Y1, -.., Yn). Definiamo
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e la norma euclidea di = e la distanza euclidea tra x e y ponendo

d(z,y) = ||z —yll =

e la norma ¢ di x e la distanza £°° tra x e y ponendo
||| ge = max{|z;|: i=1,...,n}, dp (2,y) := ||z — yllgee = max{|z; —yi| : i =1,...,n}.

e la norma ¢! di x e la distanza ¢* tra x e y ponendo

n n
lzller = i, dpi(,y) = llz —ylla = Y lei — vil-
i=1 i=1

A=~ "***}‘ ****** | 1K
// N | ‘ // \\
\ | z N
/ \ | | z N
/ \ | | 7 \
[ | » | | » hd N »
f i > T + > F- > >
7
-1 0 1 —1 0 1 —1° 0 .1
\ / | ‘ N 4
\\ 4 | N //
, I R
~ > ! I N
- ST 1Y

FiGurA 2.15.1. Palla unitaria per la norma euclidea, per la norma £°°, e per la norma
¢ (rispettivamente, da sinistra a destra).

Una questione naturale € a questo punto stabilire la relazione tra la topologia indotta dalla distanza
euclidea, quella indotta dalla distanza ¢ e quella indotta dalla distanza ¢'.

TEOREMA 2.16. La distanza euclidea, quella £>° e quella (' su R™ sono topogicamente equivalenti,
ovvero inducono topologie equivalenti su R™.

DiMosTRAZIONE. Ciascuna palla aperta contiene un cubo aperto ed é contenuta in un altro cubo
aperto. Pertanto dato un aperto euclideo A e un suo punto x, per definizione esiste una palla euclidea
aperta centrata in x e contenuta in A, ma tale palla contiene un cubo aperto centrato in x che,
pertanto, risulta essere contenuto in A. Pertanto dato un punto x € A, esiste un cubo aperto centrato
in x contenuto in A, quindi A é intorno nella topologia indotta da ¢°°. Il viceversa & analogo. In
veritd si puod provare che gli elementi di un’ampia classe di distanze possibili su R™ inducono la stessa
topologia (tutte le distanze provenienti da una norma). O

Una conseguenza di tale fatto, in realtd equivalente ad esso, é la seguente:

PROPOSIZIONE 2.17 (Convergenza delle successioni in R"). Siano {xj}ren successione di R™ e
= (z, ..., 2) e R". Allora si ha

lim ||z — z||ge =0 se e solo se lim |xp — x| =0
—+400 k—+o0

e cio ¢ equivalente a dire che per ogni j = 1,...,n si ha klim 29 = 2| Pertanto una successione in
—+00

R™ converge se e solo se ciascuna delle componenti degli elementi di essa converge come successione
n R.

DEFINIZIONE 2.18 (Topologia usuale di R™). Chiameremo topologia usuale di R™ la topologia
indotta dalla norma euclidea di R"™. Come visto, tutte le norme inducono la medesima, topologia.

In R” si ha una semplice caratterizzazione degli insiemi sequenzialmente compatti.
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TEOREMA 2.19 (Heine-Borel). Un sottoinsieme di R™ con topologia usuale é sequenzialmente
compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Inoltre in R™ la compattezza sequenziale coincide con un’altra nozione di compattezza (compattezza
topologica), per cui, quando ci riferiamo a R™ munito della topologia usuale, parleremo semplicemente
di insiemi compatti.

In analogia alla topologia della retta estesa, vogliamo definire una topologia su R” che tenga conto
del comportamento all’infinito delle successioni di R™. Mentre nella retta estesa era possibile fissare
un ordine compatibile con le operazioni dello spazio vettoriale e che distingueva +o0o da —oo, in R"
questa distinzione non & piu possibile.

DEFINIZIONE 2.20 (Topologia di R™ U {co}). Definiamo sull’insieme R™ U {co} una topologia
considerando come base

B={ACR": Aeé¢apertodi R"}U{V CR"U{oo}: R"\ V & compatto di R"}.
Tale topologia induce su R" la topologia usuale di R™.

DEFINIZIONE 2.21 (Limiti in R® U {oo} - Caso generale). Sia D C R", zgp € R" U {oo} di
accumulazione per D. Consideriamo una funzione f: D — R™ e £ € R™ U {oc}. Diremo che il limite
per x che tende a x¢ di f ¢ £ se per ogni intorno V di £ si ha che la controimmagine f~%(V) := {x €
D : f(x) € V} ¢ intorno di xp in D dotato della topologia indotta da R™ U {oco}. Scriveremo in tal
caso

mlgglo flz)="¢.

xeD
Se D = R" ometteremo di scrivere x € D nella formula precedente. Poiché nella topologia usuale di
R™ si ha che punti distinti possiedono intorni disgiunts, se il limite esiste esso & unico.

DEFINIZIONE 2.22 (Limiti in R™ U {oo} - Utilizzo delle basi). Sia D C R"™, zp € R" U {oo} di
accumulazione per D. Consideriamo una funzione f : D — R™ e £ € R™ U {c0}. Passando ad una
base di intorni di xg, si ha che IlLIEO f(x) = £ se e solo se

€D

e per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se ||z — z¢|| < d e x € D allora || f(z) — £|| < &, nel caso in
cui g € R" e £ € R™;

e per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che se ||z]| > M e x € D allora ||f(x) — £|| < €, nel caso in
cui xg = o0, £ € R™;

e per ogni N > 0 esiste § > 0 tale che se ||z — x¢|| < 0 e x € D allora || f(x)|| > N, nel caso in
cui xg € R", £ = oc;

e per ogni N > 0 esiste M > 0 tale che se ||z|| > M e x € D allora || f(z)|| > N, nel caso in cui
T = 00, £ = 00;

Equivalentemente, se zo € R", £ € R™ si ha

lim f)=C= lm__|f(x)~ 1] =0,

5 o=zl 20*
lim ={<—= 1 —/{|| =0,
Tim f(x) ) ]
zeD zeD
lim f(x) =00 < lim z)|| = +o0,
Jim /(@) Ll @)
zeD zeD
lim = <:> 1' = .
Jim f(x) = oo o 1f ()] = +o0
zeD xzeD

Poiché le varie norme inducono topologie equivalenti su R™, é possibile sostituire la norma euclidea
nelle relazioni precedenti con una qualunque norma su R"”.

DEFINIZIONE 2.23. Sia D C R", 29 € R” di accumulazione per D. Consideriamo una funzione
f:D — R™e ¢ e R™ Supponiamo che f(x1,...,2,) = (fi(z1,...s2n), .\ f(T1, ..., 20)), o =
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(T1,...,@p) € R" £ = (b1,...,0p) € R™. Se ||z — xo|| — 01 allora ||z — x¢ljge — 0T, quindi
max |x; — ;| — 0 e questo equivale a dire |z; — Z;| — 0, quindi ; — Z; per ogni i = 1,...,n.
i=1,...n
Analogamente, se || f(z) — £|| — 07 allora || f(x) — £||¢g== — 0T, quindi _max \fi(z1, ... zm) — 4| =0
J=4...,m

e questo equivale a dire |f;(z1,...,2m) — ¢;| = 0 per ogni j = 1,...,m. Pertanto si ha che

Jim f0) =t

xe€D
se e solo se

x}lgzlm fi(x) =L; perogni j=1,...,m.

Questo risultato riconduce il calcolo del limite per x — x¢ di una funzione f : D — R™ al calcolo
dei limiti delle sue m componenti, ovvero dei limiti delle funzioni f; : D — R. Pertanto ¢ possibile
restringersi allo studio dei limiti delle funzioni f : R™ — R, ossia al caso m = 1.

OSSERVAZIONE 2.24. Sia f : R? — R, (z0,10) € R%. Calcolare
lim f(z,y),

(2,y)—(z0,y0)

equivale, come si é visto, a calcolare
lim f(z,1).

T—TQ
Y—Yo
Si potrebbe essere tentati di calcolare il limite nel modo seguente:

lim ( lim f(:z:,y))

T—IT0 Y—Yo

ovvero prima calcolare il limite nella variabile y trattando x come una costante, ottenendo quindi una
funzione della sola z, e poi calcolare il limite in z. Simmetricamente si potrebbe anche calcolare

lim < lim f(:z:,y))

Y—Yo T—T0

ovvero prima calcolare il limite nella variabile z trattando y come una costante, ottenendo quindi una
funzione della sola y, e poi calcolare il limite in y. Sfortunatamente in generale si ha

lim <lim f(:c,y)) # lim <lim f(x,y))

Y—Yo T—IQ T—xT0 Y—Yo

ESEMPIO 2.25. Sia f(x,y) = 22/(2? + y?) definita in R?\ {(0,0)}.

2
lim [ lim —"— | = lim0=0.
y—=0 \ T7%0 2 4y y—0
y#0 \ ##0 y#0
22
lim | lim - | = lim 1 =1.
z—0 \ Y=o x° +y y—0
z£0 \ y#0 y#0

OSSERVAZIONE 2.26. Generalizzando le idee precedenti, supponiamo di avere f : D — R con
D C R”, zp di accumulazione per D. Si potrebbe considerare una qualunque funzione continua
v : la,b] = DU{xo} con a,b € R, a < b, tale che uno tra vy(a) o v(b) sia uguale a xy Si osservi che
fov:la,b] = R. A questo punto:

(1) se y(b) = xo cerchiamo di calcolare lim f(x) calcolando invece il limite lim f o ~(#),
0 t—b~
xeD
(2) se y(a) = xo cerchiamo di calcolare lim f(z) calcolando invece il limite lim f o ~(t),
T—T0 t—at

zeD
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Affinché il procedimento abbia successo, & necessario che i limiti
lim fo~(t), lim foy(t),
t—b— t—at
rispettivamente nel primo e nel secondo caso, non dipendano dalla particolare scelta di .

TEOREMA 2.27. Sia f: D — R con D CR", ¢ di accumulazione per D. Sono equivalenti:
(1) esiste al lim f(x) e vale {;
xzeD
(2) per ogni successione {xn}nen C D tale che x, — ¢ si ha lim f(z,) =¢;
n—oo

(3) per ogni curva continua 7y : [a,b[— D tale che lim ~(t) =c si ha lim fo~(t) =¢.
t—b— t—b—
COROLLARIO 2.28. Sia f: D — R, D C R2. Supponiamo che (xo,1y0) sia di accumulazione per

D e che esista € > 0 tale che | — e,e[x{yo} U{zo}x] —e,e[C D. Allora se ( )lir(n )f(ac,y) esiste,
Z,y)—(Z0,Y0
(z,y)eD

s1 ha

lim (lim f(x,y)) = lim (lim f(:zc,y)) = lim f(z,y),

y—yo \ T—To T—x0 \ Y—Y0 (z,y)—(x0,y0)
(z.y)eD

nel senso che i primi due limiti esistono e sono uguali al terzo.
2

ESEMPIO 2.29. Sia f(z,y) = % definita in D = R2\ {(0,0)}. Per ogni m € R, = > 0
x Y
definiamo 7, : [0,z] — D come 7, (t) = (¢,mt). La funzione ~,, & continua (ciascuna delle sue
componenti & continua come funzione da [0, z] in R), e se ¢ # 0 si ha y(¢) € D.
t? 1

I t) = lim f(t,mt) = li = :
tir;1+foy() ti%if(’m) ot 2+ m2t2 1+ m2

Il valore di questo limite dipende dalla scelta di m e quindi dalla ~,,. Pertanto il limite non esiste.

OSSERVAZIONE 2.30. Si osservi che, ad ogni modo, potrebbe capitare che esista il limite sulle
semirette 7, per ogni m, e sia indipendente dalla scelta di m, tuttavia il limite di f non esista. Cio
avviene perché le rette 7, sono solo una tra le molte scelte possibili di funzioni continue il cui
valore ad uno degli estremi sia ’origine.

2

ESEMPIO 2.31. Sia f(z,y) = %
X

7 esia D=R\{(0,0)}. Scelta v (t) = (t,mt), si ha:
Y

243 m2t
i fron(t) = f(t,mit) = Hm o= = e =
indipendentemente dalla scelta di m. Tuttavia se scegliamo v, (t) = (t2,t), si ha:
lim f oy (t) = lim f(¢?,t) = lim % = 1,
t—0 t—0 t—0t* + ¢ 2
mentre se scegliamo v_(t) = (—t2,t), si ha:
i f oy (1) = lim f(—t2.4) = lim - —
t—0 10 t50 t4 + ¢4 2
Questi ultimi due limiti sono diversi tra loro e diversi da quello trovato in precedenza, quindi f non
ha limite per (x,y) — (0,0).



CAPITOLO 3

Lezione del giorno mercoledi 11 ottobre 2017
Calcolo di limiti (2 h)

PROPOSIZIONE 3.1. Sia f : D — R™ con D C R", ¢ di accumulazione per D. Si ha che f é
continua in c se

lim [|f(z) = f(c)]| =0,
zeD
o equivalentemente se per ogni j = 1,....,m si ha

lim f;(z) = f;(c),

T—rC
zeD

essendo f = (f1,.s, fm)-

OsSERVAZIONE 3.2. Nello studio dei limiti in R? alcuni cambiamenti di coordinate oppure delle
maggiorazioni possono semplificare il problema.

DEFINIZIONE 3.3. Sia (z,y) € R. Poniamo x = pcosf, y = psinf. Tale trasformazione ¢
invertibile in R?\ {0} e p = /22 +42. Si ha che |(z,y)| = p, pertanto se f: D — R, D C R? & una
funzione e (0,0) & di accumulazione per D, si ha

lim T,Y) = lim cosf, psinf),
eartton Y S, flpcostpsinf)
(z,y)eD (pcosB,psin@)eD

se l'ultimo limite non dipende da 6. Con cio si intende che se esiste il primo limite, allora esiste
il secondo, che non dipende da 6, e i due sono uguali. Viceversa, se esiste il secondo limite ed &
indipendente da 6, allora esiste il primo e i due sono uguali.

ESERCIZIO 3.4. Si studi il limite per (x,y) — (0,0) di f(x,y) = a*arctany.

SVOLGIMENTO. Utilizziamo le coordinate polari: f(pcosf, psin@) = p* cosf arctan(psin ). Si ha
che | cosf arctan(psinf)| < 7/2, pertanto

0<|f(pcosh,psinh)| < gp‘l,

Applicando il teorema dei carabinieri, il limite per p — 07 ¢ 0 (e non dipende da 6), quindi il limite
richiesto & 0.

EsERcCIZIO 3.5. Si studi la continuita della funzione definita in R2

flany) = {sin (arctan¥), se xz #0;

0, se x = 0.

SVOLGIMENTO. Nei punti (z,y) con = # 0 la funzione é continua. Studiamo la continuita in (0, 0).
Passando in coordinate polari si ha
lim  sin (arctan Q) = lim sin (arctantan#) = siné

(=,y)—(0,0) x p—0+
#£0

Tale limite dipende da 6, quindi f non ¢ continua in (0,0). Consideriamo ora (0, %) con g > 0.

lim z,y) =0
(r,y)jéO,y)ﬂ v)

13
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pero
lim z,y) = lim f(x,7y) =1,
o o T (@Y = i, f@.9)
z>0,y=y

quindi il limite non esiste nei punti (0,y) con y > 0. D’altra parte se consideriamo (0,7) con g < 0 si

ha
lim z,y) = lim f(z,y) = —1,
g’ @Y = B f@0)
z>0,y=y
e quindi come prima si conclude che il limite non esiste nemmeno nei punti (0,7) con § < 0. In
definitiva, f non & continua nei punti (z,y) con x = 0.
EsErci1z10 3.6. Sia A =|0, +00[%]0, +-00[. Definiamo f: A — R:
2 _ 2
Tt =yt 4+ 2xy
f@y) = y2+3zy+a

Dire se esiste il limite:

lim z,y).
(z,9)—(0,0) fe.y)

(zy)eA
SVOLGIMENTO. Se poniamo x = ¥, otteniamo ’espressione:
222 2x
flz,z) = — 5 = .
x4+ 3¢+ dr+1
che tende a 0 per x — 0. Pertanto se il limite esiste, esso € 0. Un calcolo fatto ponendo y = mz o

x = my ci porta ad un’espressione infinitesima, confermando 'impressione iniziale. Tuttavia cid® non
basta per poter concludere che il limite esiste e vale 0.

Dato che le posizioni y = ma e x = my non ci danno informazioni (primo ordine), poniamo
pertanto x = my?, m > 0 (secondo ordine).
m2y* — y2 + 2myS
Y2 + 3my3 + my?
m2y? — 1+ 2my

fimy?,y) =

14 3my+m
Percio:
lim f(my?,y) = ———
y—0+ ’ 1+m
Tale limite dipende da m > 0, pertanto il limite
lim  f(z,y
(z,y)—(0,0) (.9)
z,ycA

non esiste. L’esercizio & concluso.
EsERCIZIO 3.7. Sia o > 0 e si consideri la funzione:
| sin(zy) — zy|®
(22 + 42)3

se (z,y) # (0,0),
f(@,y) =
0 se (z,y) = (0,0).
Determinare i valori di o per cui f é continua in (0,0).

SVOLGIMENTO. Osserviamo preliminarmente che i valori @ < 0 non risolvono il problema, infatti
se a < 0 si ha per (z,y) = 0
[sin(zy) —ay|® 1
(> +¢2)°  — (@®+y?)°

e 'ultimo termine diverge.
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Determiniamo ora 'ordine di infinitesimo di sin(xy) — xy nel modo seguente: cerchiamo 5 > 0 che
renda finito e non nullo il limite
sin(s) — s
lim S10(8) = 8
s—=0 sP

Applicando due volte la regola de I’'Hopital si ha

. sin(s) —s .. cos(s)—1 —sin(s)
ilg(lJ sP N l’lg(lJ BsP-1 llg(l) B(B—1)sP=2’
e tale limite & finito e non nullo solo se 5 —2 =1, ovvero § = 3. In tal caso si ha:
lim sm(s:)3 -5 _ _L
s—0 S 6
Sia ora a > 0:
3
: - o} 3a 1 e
lim f(z,y)= lim |sm(xy)3 2y ny’ 53 = o lim |2:cy\ 5
(2.4)—(0,0) (2.4)—(0,0) |zy] (2 +92)> 6% | @y)=00) 2° +y
(z,y)#(0,0) (z,y)#(0,0) (z,y)#(0,0)

Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |zy| < (2 + y?), pertanto

lzy|®

Lo 9 91
O§x2+y2 §2fa(:1: +y7 )
Se a > 1, il termine di destra ¢ infinitesimo e si ha:
T i — da cui lim  f(z,y) = 0= £(0,0),
(2,9)>(0,0) 2% + (2.4)—(0,0)
(z,)#(0,0) (z,)#(0,0)

e dunque se a > 1 si ha che f & continua. Supponiamo ora o < 1 e poniamo y = mz. Si ha

jzyl*_ Im|* [z
224y m2+1 a2’

se a < 1 il limite per z — 0 & 400, altrimenti se o = 1 & |m|/(m? + 1) quindi dipendente da m. In
ambo i casi si ottiene che f non & continua. Quindi f & continua se e solo se a > 1.
Per studiare il limite & possibile anche passare in coordinate polari:

Ty|® . 2 sin 6 cos 6| . 1 .
im ‘2 Yl 5 = lim % = lim —p?* %|sin26|°.
(2,9)—(0,0) T° + Y p—0t p p—0t 2¢
(x,)#(0,0) x=pcosf x=pcos
y=psinf y=psinf

e il limite ¢ nullo solo se @ > 1, non esiste (dipende da ) per a = 1, e vale addirittura +oo per
O<a<le®¢{0,7/2,m3r/2}.

EsERcCIZIO 3.8. Calcolare il seguente limite:

. 1 — cos(zy)
lim
(2,5)—(0,0) log(1 + 22 + y2)

SVOLGIMENTO. Ricordando i limiti fondamentali del coseno e del logaritmo, si ha:

. 1—cos(zy) (22 +1y?) (zy)? 1. (zy)? 1 .. pcos?fsin®0

lim =—lim-—"—+==-Ilim ——— =0
ao0 (zy)? log(l+a? +92) (22 +¢?) 2200 (2% +4%)  2p-0¢ p?
y y

EsERrcCIZIO 3.9. Si calcoli il limite:
232
11m —_—.
(@.y)—(0,0) 4 + y°
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SVOLGIMENTO. Poniamo z = 2% e v = 43. Si ha allora |z| = 21/2 ¢ y = v!/3.
x3y2 |x|3y2 ‘Z|3/202/3 |z]3/2712/3
(z,9)—=(0,0) |25 + Y (z,y)—=(0,0) |27 + Y ZAOJ 2+ (z0)=(0,0) 27+ v
v—>

In coordinate polari z = pcosf, v = psinf:

x3y2

3/2+2/3] oS 0|3/2 sin/3 0
xt +yb

2

= lim
p—0t P p

1m = lim p"/% cosf|*?sin?3 0 < lim p/% =o0.
(Ivy)ﬁ(ovo) p—}(]+ p_>0+
Quindi il limite é nullo.

EsERcCIZI10 3.10. Si studi 'esistenza dei seguenti limiti, e in caso affermativo li si calcoli:

) y?log sin(x? + y?)
(2y)—(10) (z —1)* +y (@y)—(00) °+y
(2 2 3 2
3. lim 78”12(”52 i y4) 4 pm  TEESW) )
(z,9)—(0,0) T°Y* + Yy (x,y)—(0,0) ety
y7#0
2 _ .2
5. lim yarctan(y/x) 6. lim xy(fig)
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) == +y
7. lim — 8  lim
(2,y)=(0,0) /22 + 2y + Y2 (2,y,2)=(0,0,0) T + ¥y
(z,y)#(0,0)
2 ,2)2
9. @ty ) 0. lim -
|(@y.2)ls+oo @7 + 2 |(@.2)| = -+o0 T2

11. lim sty 4+ 22—+ 3y —2 12. lim 4P+ gz —a+4

|(z,y,2)|=+o0 |(z,y,2)[=+o00

SVOLGIMENTO.
(1) Si trasli il problema in (0,0) e si usi il limite fondamentale del logaritmo. Il limite & 0.

(2) Si passi in coordinate polari, il limite & 1.

(3) Siraccolga y? al denominatore e si passi in coordinate polari osservando che il dominio eslude
I’asse y = 0. Il limite & 4-o0.

(4) Si ricordi il limite fondamentale del seno al numeratore, e poi si passi in coordinate polari. Tl
limite & 0.

(5) Si usi la maggiorazione arctan a < 7 /2. 11 limite & 0.
(6) Si passi in coordinate polari, il limite & 0.

(7) Si passi in coordinate polari. Si osservi che per nessun valore di € il denominatore si annulla.
Il limite & 0.

(8) Si consideri il modulo della funzione. Ricordando che x? 4 y? > 2|zy| si conclude che esso ¢
maggiorato da |z|/2. 1l limite & 0.

(9) Si verifichi il limite sulle curve (¢,0,0) e (0,0,¢). II limite non esiste.
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(10) Si verifichi il limite sulla curva (¢,t,¢) e (t~1,¢,¢~1). Il limite non esiste.

(11) Si scriva la funzione come somma di tre funzioni di una sola variabile. Tali funzioni sono tutte
inferiormente limitate e tendono a 400 se la loro variabile tende a £o00. Se |(z,y, 2)| — +o0,
almeno una delle variabili in modulo tende a +oo, la somma tende a +oco.

(12) Si verifichi il limite sui percorsi (¢,0,0) e (t,t2,¢?), per t — +oo. Il limite non esiste.
ESERCIZIO 3.11. Determinare per quali valori di n € N\ {0} si ha :
. wly|'/
im =
(.9)—(0,0) 2% + 3> + |y]
SVOLGIMENTO. Il denominatore ¢ sempre maggiore di |y| per cui in modulo la funzione & maggiora-

ta da |z||y|"/"~ 1. Se n = 1, il limite ¢ nullo, altrimenti per n > 2 verificando sui cammini v(t) = (t,t?)
si ottengono limiti diversi da 0, ossia 1/2 per n = 2 e 400 per n > 2.

EsERCI1Z10 3.12. Determinare per quali valori di a € R si ha:

lim @e*y%’:2 =0.
(z,y)—(0,0) @

SVOLGIMENTO. In coordinate polari, si ha
z,y)| = p* ! sinf|* | tan d e~ tané < Mp*t,
Yy =p p

dove M = max;cr{|tle™""}. Tale max esiste perché ¢ — |tle™*" ¢ continua e infinitesima all’infinito.
Per o > 1 il limite & nullo, altrimenti non lo ¢ (si verifichi sul cammino (t) = (¢,), il limite ¢ e~! se
a=1leocoset <l

EsERCIZIO 3.13. Si cacolino interno, chiusura e frontiera dell’insieme E C R? definito da E :=
{(z,y) € R? : 2% + cos(y) > 1}.
SVOLGIMENTO. Posto f(z,y) = 22 +cos(y), si ha E = f~1(]1,4+00[), pertanto per la continuita di

f si ha che F & aperto, perché controimmagine di un aperto mediante una funzione continua, quindi
coincide con il suo interno.

L’insieme f~1([1,4o00[) & un chiuso (controimmagine di un chiuso mediante una funzione con-
tinua) che contiene E, ma allora f~!([1,+oc[) 2 FE, in quanto la chiusura di £ ¢ il piu piccolo
chiuso contenente F, quindi ogni chiuso contenente F contiene anche F. Proviamo che vale anche
f71([1,+c[) € E. Dobbiamo provare quindi che dato un punto (z,3) € f~1([1,+o0]) esiste una
successione {(zn, Yn) Inen di punti di E tale che (zy,yn) — (&, ). Per ipotesi f(z,y) > 1, ovvero si ha
72 + cos(y) > 1. Distinguiamo due casi:

(1) sia Z > 0 e poniamo z,, = Z + 1/n, y, = 7. E ovvio che (z,,y,) — (Z,7). Si ha 22 > 72,
quindi f(2n,yn) > f(Z,y) > 1. Essendo f(2n,yn) > 1, si ha che {(Zn, yn)}neny C E. Quindi
abbiamo una successione di punti di E che converge a (&, %) e pertanto (z,y) € E.

(2) sia Z < 0 e poniamo x, = Z — 1/n, y, = §. E ovvio che (x,,y,) — (Z,7). Si ha 22 > 22,
quindi f(zn,yn) > f(Z,7) > 1, e si conclude come nel caso precedente.

In definitiva, B
E = f"'([1,+o0]) = {(z,y) € R*: 2® + cos(y) > 1}.
Il complementare di E é dato da
R2\ E =R\ /1 (1, +oo]) = /(] - o0, 1),

ed é un chiuso, perché E ¢é aperto.

La frontiera di E & 'intersezione delle chiusure di E e del suo complementare, ovvero:

OE=ENRI\E=EnN(R*\E)= (]~ o00,1]) N f7H([1,+oc]) = f7H(1),

cioé¢ OF = {(x,y) € R? : f(z,y) = 1}.
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EsERrcIzIO 3.14. Sia (X, d) spazio metrico e sia {x, }nen successione in X convergente a z € X.
Si provi che E = {z,, : n € N} U {z} & chiuso.

SVOLGIMENTO. E ha un solo punto di accumulazione, cioé z, e lo contiene. Dunque & chiuso.
ESERCIZIO 3.15. Sia (X, d) spazio metrico e sia E C X. Allora E = {z € X : inf{d(z,y) : y €
E} =0}.

SVOLGIMENTO. Posto dg(z) = inf{d(z,y) : y € E}, supponiamo per assurdo che x € F e dg(z) >
0. Ma allora esiste un intorno di z interamente contenuto in X \ E pertanto x ¢ E. Supponiamo ora
per assurdo che dg(z) = 0 e x ¢ E. Ma allora esiste un intorno di z interamente contenuto in X\ E. In
particolare esiste una palla di raggio d > 0 centrata in z non contenuta in F pertanto dg(z) > > 0,
assurdo contro l'ipotesi dg(z) = 0.

ESERCIZIO 3.16. Sia X un insieme. Indicato con P(X) :={S: S C X} l'insieme delle parti di X,

si consideri una funzione ¢ : P(X) — P(X) soddisfacente alle seguenti proprieta per ogni S, 51,52 € X

(1) c(0) = 0;

(2) C(Sl U 52) = ¢(S1) Uc(S2);

(3) ¢(S) D S per ogni S € P(X);

(4) e(e(5)) = e(9).
Posto T:={A € P(X): ¢(X\A) = X\ A}, si provi che T & una topologia su X e che ¢(S) = cly(S5).
Si provi infine che le quattro proprietd precedenti sono equivalenti all’unica condizione

S1Uce(S2) Uc(e(S3)) = ¢(S1US2) \ ¢(D), per ogni Sy, Ss, 53 C X.

EseErcizio 3.17. Sia f : X — Y una funzione continua tra gli spazi topologici X e Y. Dato
S C X, indichiamo con f~1(S) = {z € X : f(z) € S} la controimmagine di S. Si provi che per ogni
S CY siha ) _
f~H (inty () € intx (F71(S)) S f7H(S) € f7U(S) € f7H(S),
e si dia un esempio in cui le inclusioni possono essere strette.
EseErcizio 3.18. Sia X uno spazio topologico, f : X — R una funzione continua, ¢ € R. Poniamo
E%C ={reX: f(z)>c}, Ef.={reX: f(z) =c},
E%C ={reX: f(xr) <c}, Ef.i={zeX: f(z) <c},
E;C ={zreX: f(x)>c}
Si provi che
(1) E> e E< sono aperti, e quindi E> = intXE> e E<f,c=intxE7,.
) E7.e Efc, E7 . sono chiusi, e quindi E — B2 E— = E ceEy.=E; .
) E 02 EfC7 analogamente Efc 2 E<
) 1ntXE D E> .» analogamente 1ntXE D E<
) fer _erEﬁCgEf7ceerEf7c_erEf7cgEfc

fe

(2
(3
(4
(5

OSSERVAZIONE 3.19. (intermezzo leggero) Per mostrare efficacia e potenza della topologia, ripor-
tiamo il seguente aneddoto tratto da Lion Hunting and Other Mathematical Pursuits, di Ralph P. Boas
Jr.

Il problema che ci si pone ¢ il seguente:
“Nel deserto del Sahara ci sono leoni. Descrivere un metodo per catturarne almeno uno.”
Una delle soluzioni proposte é:

Poniamo sul deserto la topologia /eonina secondo cui un insieme & chiuso se e solo se ¢ tutto il deserto,
il vuoto oppure se non contiene leoni. L'insieme dei punti dove ci sono i leoni é denso in tutto il deserto per
questa topologia. Per densita, se mettiamo una gabbia aperta, essa contiene almeno un leone. Pertanto
basta chiuderla rapidamente.
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Invito i lettori a verificare la correttezza del ragionamento. Osservando che, con minime variazioni
riguardanti la natura della gabbia, potete utilizzare questo metodo per catturare anche soggetti pit
interessanti di un leone, in ambienti pil attraenti di un deserto, ritengo di aver fornito un buon incentivo
allo studio della topologia.






CAPITOLO 4

Lezione del giorno giovedi 12 ottobre 2017
Differenziali per funzioni di piti variabili I (2 h)

PRrROPOSIZIONE 4.1 (Continuitd di applicazioni lineari tra spazi normati). Siano X, Y spazi
normati. T : X — 'Y applicazione lineare. Allora T ¢é continua se e solo se esiste £ > 0 tale che:

ITzlly < £l x-
Inoltre la minima costante  per cui tale disuguaglianza vale é:
¢ =sup{|[Tz|y : [lz]x <1} =sup{||Tz(ly : |z x = 1}.
Tale costante si indica anche con ||T||,.

Denotato con L(X,Y) lo spazio delle funzioni lineari e continue da X in'Y, si ha che lo spazio

(L(X,Y), |- |lz) é normato.

DEFINIZIONE 4.2 (Derivata direzionale). Siano X e Y due R-spazi normati, D aperto di X,
f D — Y una funzione, u € X un vettore di X tale che ||ul]|x = 1. Sia p € D e supponiamo che
esista il seguente limite:
t —
iy L@+ tw) = £(p)

t—0 t
40

Allora v prende il nome di derivata di f in p nella direzione u e si indica con uno dei seguenti simboli:
= Y ) = Dus(e) = 0u10).

U
Se X = R" e u = ¢; & I'i-esimo vettore della base canonica, allora D, f(p) = D; f(p) & I'i-esima derivata
parziale di f in p. Se una funzione é assegnata mediante le sue coordinate, le sue derivate parziali si
calcolano derivando rispetto alla variabile voluta, trattando le altre come se fossero costanti.

=veY.

(Y

DEFINIZIONE 4.3 (Differenziale). Siano X e Y due R-spazi normati, D aperto di X, p € D,
f D — Y una funzione. Sia T : X — Y lineare e continua. Diremo che f é differenziabile in p e che
il differenziale di f in p & T se vale:

o @) = £0) = T(@ = )y

=0.
v=p Iz —pllx

Il differenziale di f in p se esiste & unico e si indica con T' = f/(p) = D f(p), inoltre se f ¢ differenziabile
in p allora ¢ continua in p. Si ha Df(p)u = 0, f(p) €Y.

OSSERVAZIONE 4.4. Se X = R"™ Y = R™, il differenziale in p & un’applicazione lineare da R" a
R™. Le applicazioni lineari tra spazi di dimensione finita sono sempre continue (il che non ¢ vero in
generale se X, Y hanno dimensione infinita). Lo spazio delle funzioni lineari da R™ in R™ & isomorfo
allo spazio delle matrici Mat, x,,(R) a coefficienti reali.

Se f: R™ — R™ ¢ differenziabile in p, al differenziale corrisponde pertanto una matrice n X m,
detta matrice Jacobiana di f = (fi,..., fm) € si ha:

axlfl (p) cee aa:nfl (p)
Jact()i= | 5
Oz, fm(p) oo Og, fm(p)

21
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Se v = (v1, ..., Vy,) si ha allora

O, f1(p) -+ Oz, f1(p) U1
df (p)(v) = Jac f(p)(v) = : : :
Oz, fm(®) .. O, fu(p) Um

Nel caso particolare di funzioni f : R™ — R, si ha che f ha una sola componente e quindi Jac f(p) =
(02, f(p),...0s, f(p)) & un vettore di R™ (matrice costituita da una sola riga e n colonne). Indicheremo
tale vettore anche con Vf(p) o grad f(p) e lo chiameremo gradiente di f in p.

PROPOSIZIONE 4.5. Condizione necessaria perché f sia differenziabile in p é che f ammetta in p
derivate secondo ogni vettore, e in tal caso si ha Df(p)u = 0y, f(p).

OSSERVAZIONE 4.6. Se X = R" Y = R, il differenziale in p & un’applicazione lineare da R"
a R. Scelta una base, un qualunque vettore h = (hi,...,h,) di R™ si scrive in modo unico come
h = 37%_, hje;. Pertanto, per linearita:

df () (h) = df (p) | D_hjes | =D df (w)e;) hj =D s f(p) hj € R.
j=1 j=1 j=1
Scriveremo anche: .
df(p) = 0a, f(p) daj,
j=1
per indicare che df (p) valutato su un vettore h = (hq, ..., hy) restituisce il numero reale

df(p)(h) = 0x, f(p) hj € R.
j=1

TEOREMA 4.7 (del differenziale totale). Sia D aperto di R™, p € D, f: D — Y. Se le derivate
parziali di f esistono in D e sono continue in p, allora f ¢ differenziabile in p.

PROPOSIZIONE 4.8 (Proprieta del differenziale). L’operatore di differenziazione ¢ lineare:
D(af +Bg) = aDf + BDg.

Per le funzioni composte vale la regola della catena: D(f o g)(p) = Df(g(p)) o Dg(p), dove o indica la
composizione di funzioni.

DEFINIZIONE 4.9 (Funzioni C'). Diremo che f : D — Y dove D & aperto di R™ ¢ di classe
CY(D,Y) se in D esistono tutte le derivate parziali di f e sono continue.

DEFINIZIONE 4.10 (Differenziale secondo). Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una
funzione, u € X. Se per ogni x € D esiste 0, f(z), si pud considerare la funzione 9, f : D — Y che
associa ad z lelemento di Y dato da 0, f(x). A questo punto, fissato v € X, ci si puo chiedere se
esista 0 meno 9,(0yf)(z). Se f & differenziabile in D, resta definita una mappa f': D — L(X,Y).
Essendo quest’ultimo normato, ha senso chiedersi se quest’applicazione sia a sua volta differenziabile.
In tal caso di differenziale di f’ in p prende il nome di differenziale secondo di f in p e si indichera con
f"(p), D*f(p) ecc. Sihache f"(p) € L(X,L(X,Y)) ~ L?(X x X,Y) che indica lo spazio delle funzioni
L: X xX — Y bilinear: e continue, ovvero lineari rispetto a ciascun argomento separatamente. Il
lettore interessato ai dettagli pud consultare [5].

DEFINIZIONE 4.11. Con il simbolo K indicheremo R o C.

TEOREMA 4.12. Sia E spazio melrizzabile, a,b € R, f : E X [a,b] — K funzione continua. La
formula

b
F(x) ::/ f(z,t)dt

definisce allora una funzione continua F : E — K.
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TEOREMA 4.13. Sia X un K-spazio normato, E aperto di X, a,b € R, ed f : F x [a,0] — K
funzione continua; sia u vettore di X. Se per ogni x € E et € [a,b] esiste O, f(x,t), e tale derivata é
continua in E x [a,b], allora 0,F (x) esiste in E e si ha

b
O F(x) = / Ouf(x,t)dt
a
e per il precedente, tale derivata ¢ continua.

PROPOSIZIONE 4.14. Sia X spazio normato, E aperto di X, I intervallo iR, f: EXI —Y (Y
spazio di Banach) funzione continua, e sia ® : E x I x I =Y definita da:

8
U(z,a,f) = / fat) dt
Allora:

(1) la funzione ¥ ¢é continua;
(2) la funzione U ¢ sempre derivabile (e quindi differenziabile) nelle variabili o, 3, essendo:

ag\l’(ﬂi,a,ﬁ)Zf(I”B), aall’(x,a,ﬁ) :_f(xva);

(3) supponiamo X ~ K™ spazio di dimensione finita. Se 0;f(x,t), i = 1..n esistono continue,
allora V(x, «, B) ¢ differenziabile con continuita (sui reali, le variabili o, B sono reali), e si ha:

n B
¥ie,a,8)0 00,89 = Y- ([0t at) i+ f0,0)55 - fio e
j=1 Mo

con h = (hy,...,hy) € K™
(4) se x — a(x), x — B(x) denotano funzioni R-differenziabili a valori in I, o, : E — I C R,
allora
B(x)
Glz) = / o) dt
a(z)

¢ differenziabile e si ha:

B(x)
G (x) = / |, O 0dE S@ B@)RHE) — S 0@l

ESERCIZIO 4.15. Calcolare le derivate parziali ed il differenziale delle seguenti funzioni f : R? — R:

(1) f(z,y) = z*siny;

(2) f(z,y) = /I|zl;

(3) f(z,y) = |wyl;

4) f(z,y) = |=| + [yl;

(5) f(z,y) = l]xyl;

(6) f(x,y)=sign(2 —2* —y*)\/]2 — 22 — y2;

SVOLGIMENTO.
(1) Oy f(x,y) = 2xsiny, 9, f(z,y) = 2% cosy. Queste derivate parziali sono continue su tutto R?,
quindi la funzione ¢ differenziabile su tutto R? e Df(z,y) = 2w siny dz + 22 cosy dy.

(2) O f(z,y) = M se x # 0, 9, f(z,y) = 0. La funzione ¢ differenziabile in R? \ ({0} x R) e

2/l
_ sign(x)

il suo differenziale ¢ Df(z,y) =
V7l

(3) Ouf(x,y) = |y|sign(x), 0y f(z,y) = |x|sign(y). La funzione & differenziabile nei punti dove
xy # 0, e il suo differenziale vale Df(x,y) = |y|sign(x) dx + |z|sign(y) dy. Nei punti degli
assi diversi dall’origine almeno una delle derivate parziali non esiste, pertanto la funzione
non puo essere differenziabile. Nell’origine, entrambe le derivate parziali esistono e sono nulle
perché le funzioni di una variabile x — f(x,0) e y — f(0,y) sono entrambe costanti, quindi la

dz.




24

4. Differenziali per funzioni di piu variabili

loro derivata € nulla. Se il differenziale esiste nell’origine allora deve essere la funzione nulla.
Verifichiamo con la definizione: posto L(v) = 0 per ogni v € R?, il differenziale & nullo solo se

o H) = 7(0,0) - L(@,p) ~ (0,0)
(z,y)—(0,0) V2 + y?

. |zy]
im @ ——
(z,9)—=(0,0) \/2? + y?
Passando in coordinate polari, si verifica facilmente che questo avviene, quindi la funzione é
differenziabile anche nell’origine, con differenziale nell’origine nullo.
Oxf(x,y) = sign(x), 0y f(x,y) = sign(y). La funzione ¢ differenziabile nei punti dove 2y # 0
e il suo differenziale vale D f(x,y) = sign(z) dx + sign(y) dy. Nei punti degli assi almeno una
derivata parziale non esiste e nell’origine non ne esiste nessuna.

Si ha 0, f(z,y) = 2\/y|$;y‘sign(zr:y), Oyf(z,y) = QF

ziabile nei punti dove xy # 0 e il suo differenziale vale Df(z,y) =

=0,

OVVero

=0.

sign(zy). La funzione ¢ differen-

Y .
sign(zy) dx +
2/ |yl

51gn xy) dy. Sugli assi, ma non nell’origine, almeno una derivata parziale non esiste.

2¢/|x
Nell’orlgme le derivata parziali esistono e sono entrambe nulle: se il differenziale esistesse
sarebbe la funzione nulla, ma si verifica che la definizione non ¢ soddisfatta (usare coordinate

polari)

_ @ _ y . < C e ..
O f(z,y) = T Oy f(z,y) T La funzione ¢ differenziabile in tutti i
punti di R? ad eccezione della circonferenza 22 4+ y? = 2, e il differenziale & dato da

dy.
2 — a2 —y?| VI2 =22 —y?|

ESERCIZIO 4.16. Sia v = (1/v/2,1/1/2,0). Si calcoli la derivata in direzione v nel punto (0,0, 0)
della funzione f(z,y,z) = (2z — 3y + 4z) cos(zyz).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo le derivate parziali di f:

O f(x,y,2) = 2cos(xyz) — yz(2x — 3y + 4z) sin(zy=z)
Oyf(x,y, z) = =3 cos(xyz) — x2(2x — 3y + 42) sin(xyz)
0. f(x,y,z) = 4dcos(xyz) — xy(2x — 3y + 42) sin(xyz).

Le derivate sono continue su R3, quindi la funzione & differenziabile su R3. Per definizione, si ha

%(0,0,0) = Df(0,0,0)u = 0, f(0,0,0)u; + 9y, f(0,0,0)uy + 9, £(0,0,0)u, = —\f.



CAPITOLO 5

Lezione del giorno mercoledi 18 ottobre 2017
Differenziali per funzioni di pia1 variabili IT (2 h)

ESERCIZIO 5.1. Discutere continuita, derivabilita direzionale e differenziabilita nell’origine per le
seguenti funzioni:

23
(1) fwy) = 5 5 5 (5,9) £0, £(0,0) =0,
3

@) Je) = 25 e y) 20, 7(0,0) =0

sin (y + /]2 ) log(1 + y?)
(3) f(xay) = ( 2 _|_>y2 se ($ay) # 0, f(0,0) =0

arctan(z? + y?) .

SVOLGIMENTO.

(1) Controlliamo il limite lungo la curva v(t) = (¢,t3). Tale curva tende a (0,0) se t — 0.

6
ity £(+(1)) = lim >

1
— =—-#0= f(0,0).
-0 15026~ 2 7 1(0,0)
Quindi la funzione non ¢ continua nell’origine e pertanto non € nemmeno differenziabile in
(0,0). La funzione ¢ costante lungo gli assi e vale zero, quindi le due derivate parziali nell’ori-
gine sono nulle. Calcoliamo le derivate direzionali nella direzione degli altri vettori v = (v, vy)
con v; # 0, vy # 0 si ha

8y £(0,0) = lim f((0,0) + t(va, vy)) — £(0,0) — lim f(t(ve,vy)) m = gy
-0 t -0 t =0 t 1608 + 1202

3
L tvgvy
4,6 2
t—0 22 + vy

Quindi le derivate direzionali rispetto ad ogni vettore in (0,0) esistono e sono tutte nulle, ma
la funzione non é differenziabile in (0, 0).
(2) Vale la seguente maggiorazione:

log(1 + 3y?)
3y3

log(1 + 3y3)
Y2

|f(z,y)| < = 13y| — 0.

Pertanto la funzione & continua in (0,0). La funzione & costante sull’asse y = 0, quindi
0. f(0,0) = 0. Si ha d’altra parte:

0,1(0,0) = LOUHN = J0.0 _logl 438

25
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e quindi 9, f(0,0) = 3. Consideriamo quindi la funzione lineare L(x,y) = 3y. Si ha:

log(1+3y?)

f(z,y) — £(0,0) — L(z,y) _ | e 3y < log(1 + 3y3) — 3y(z? + 3?)
VAT N W2 1 )3
_ |log(1+3y°) —3y®  3ya®
o (22 + y2)3/2 (22 +y2)3/2|"

Verifichiamo il limite sulla curva ~(t) = (¢,t), si ha:

f(tvt)f(OvO)L(tvt)’ —
VEF

log(1+3t3) —3t3 33
93/243 © 93/243

log(1 + 3t3) — 33
t3 B

1
T 93/2

3
—>%5£0.

3’
Pertanto il differenziale non esiste.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: calcoliamo la derivata lungo il vettore

v=(1,1):

i fO+t,0+1) — f(0,0) lim;log(l + 3t3) _3

150 t t—0 2 t3 2
Se il differenziale esistesse, sarebbe un’applicazione lineare L tale che L(0,1) = 9,f(0,0),
L(1,1) = 9,f(0,0) e L(1,0) = 0,f(0,0). Poiché i vettori (0,1) e (1,1) sono linearmente
indipendenti e L(0,1) # 0, L(1,1) # 0, si deduce che L(vsz,vy) = 0 se e solo se v, = v, = 0,
tuttavia si ha L(1,0) = 0, assurdo.
consideriamo

log(1 + 4?)

an ) |2

Il termine con il seno ¢ infinitesimo e l'altro tende a 1, quindi il limite & nullo e f(x,y) ¢
continua in (0,0). La funzione & costante sull’asse y = 0, quindi 9, f(0,0) = 0. Si ha invece

. log(1 + 4?2
f(0,y) :Slny(yg)'

[f(z,y)| <

Cio implica:
£(0,y) = £(0,0) _ siny log(1 +4?)
y y y?
Quindi 9, f(0,0) = 1. Calcoliamo ora la derivata lungo il vettore (1,1):

f(t,t) = £(0,0) _ sin(t+ +/]t]) log(1 + t?)

t t 12
_sin(t+ I t+ /[ log(1 +#3)
RN t t?

— 1.

Il differenziale non esiste.
In coordinate polari si ha:

arctan p2

|f(pcost, psind)| = e p— 0,

quindi la funzione ¢ continua. La funzione & simmetrica f(z,y) = f(y,z). Calcoliamo le
derivate parziali:

_ 2
lim f(t,0) — f(0,0) _ arctant 1,
{0+ t 2
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quindi 9, f(0,0) = 9, f(0,0) = 1. Se il differenziale L esiste, si ha L(z,y) = z+y. Verifichiamo
con la definizione:

arctan 2 .
f(z,y) — f(0,0) — L(z,y)| t#(p) — p(cosf + sin 0)
Va2 +y? p
2
= %121(/)) — (cos@—ksin&)‘
p

Scelto § = 7/4, si ha

— — L t 2
i [F@9) = (0,0 — Lz,y)| arcar;(p)_\/i‘% 5140,
(%1@);95070) V2 + 2 p—0+ p

Quindi la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0)

EsERcIZIO 5.2.
(1) Sia f(x,y) = y*/3(y + 2% — 1). Stabilire in quali punti esiste 9, f e calcolarla.
(2) Sia f(z,y) = {/2?(y — 1)+1. Mostrare che la funzione non ¢ differenziabile in (0, 1) e calcolare
D, f(0,1) al variare del versore v.
(3) Si mostri che la seguente funzione ¢ definita su tutto R? e se ne discutano derivabilita
direzionale e differenziabilita:

*%Y arctant
flz,y) = /O dt

t

SVOLGIMENTO.

(1) Se y 0 si ha 9, f(z,y) = —

(y+ 22 —1) +y*3. Sey =0, allora
395

— 2 _
9,f(2,0) = lim L&Y —J@ 0y e —1
y—0 Yy y—0 \?’/g

Tale limite esiste finito solo se 22 — 1 = 0, ossia = 41. In tal caso & nullo. Quindi si ha
Oy f(£1,0) = 0.
(2) Utilizziamo coordinate polari centrate in (0, 1), ovvero x = pcosf, y = psin €+ 1 Si ha quindi

f(pcosh, psind+1) = /p3cos?Osinf + 1 = pVecos? fsin 6 + 1.

I punto (0, 1) corrisponde a p =0e f(0,1) = 1. v & un versore, pertanto v = (cos6,sinf). Si
ha allora che

0,1) +tv) — f(0,1 :
9, f(0,1) = lim A0 +t0) = fO.1) Vcos? Osin 6.
t—0+ t
L’applicazione v +— 0, f(0, 1) non ¢ lineare, quindi la funzione non ¢ differenziabile.
(3) La funzione integranda ¢ continua, quindi I'integrale esiste per ogni (z,y) € R?. Per i noti
teoremi di derivazione di integrali dipendenti da parametro, si ha per xy # 0:

arctan(z?y)  arctan(z?y)

0 =2 -
(2, y) = 2xy 2y , ,

arctan(z?y)  arctan(z?y)
8yf(33, y) = z? 2 = .
ey Y

Nei punti con zy = 0, la funzione ¢ identicamente nulla. In tali punti si ha f(x + h,y) =
f(x,y + h) = 0, pertanto le due derivate parziali sono entrambe nulle. Le derivate parziali
sono continue su tutto R? \ {(x,y) : wy = 0}, pertanto in questo insieme la funzione &
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differenziabile. Nei punti di ¥ := {(z,y) : xy = 0}, entrambe le derivate parziali sono nulle,
quindi se il differenziale in ¥ esiste deve essere la funzione nulla.

tan(z? tan (22
lim Oyf(z,y) = lim arctan(z’y) = lim EATY) ar;(;v y)
(=)= (2,9) (z.y)—=(Z,9) x (=)= (2,9) 7y
y#0 xy#0 y#0
tan(z? tan(z?
m  Ouf(ry) = lim  SCREW) wxz
(z.y)=(2,9) (z.y)=(2,9) Yy (z.y)—(Z,9) 7y
zy#0 zy#0 zy#0
t d
Ricordando che lir% aeans _ 75 arctan(0) = 1 (si ricordi il teorema di derivazione della
s— S S

funzione inversa), e che | arctan s/s| < 1 si ottiene:

lim O, f(x,y) =0=0,f(%,9)
(zy)—=(2,7)
zy#0

lim  0,f(z,y) =2
(z,y)—=(Z,9)
zy#0
Pertanto le derivate parziali sono continue nell’origine e quindi la funzione é differenziabile
anche nell’origine. Verifichiamo la differenziabilita nei punti di ¥\ {(0,0)}: se il differenziale
esistesse dovrebbe essere la funzione nulla, in particolare tutte le derivate direzionali secondo
ogni vettore v = (vg, vy) dovrebbero restituire 0. Fissiamo (z,7) € 3\ {(0,0)} e consideriamo

f(Z 4 svg, 5+ svy) — f(Z,9) 1 /(“5”1)2(“5”9) arctan t

2

dt

S s Jo t

Distinguiamo vari casi:
(a) sez =0,y #0siha

‘f(:f+svx,y+svy) —f(:?:,g)’ _ 1

o 82“32:(3] + S’Uy)
S

S

dt| <2

/52”920(1’“”9) arctant
0 t

5]

L’ultimo termine tende a zero per s — 0, pertanto nei punti con £ = 0 la funzione &
differenziabile. Nell'ultima disuguaglianza si & usato il fatto che per t sufficientemente
piccolo si ha la seguente maggiorazione dell’integranda %ant <2.

(b) sez#0ey=0siha

f(f+svxaﬂ+svy)_f(f>ﬂ)’ _ 1
S

dt

/5(x+8”’3)2”y arctant
Is| |Jo

t

L’estremo superiore di integrazione tende a zero in modulo per s — 0, pertanto per s
sufficientemente piccolo, la funzione integranda in modulo ¢ maggiore di 1/2. Scegliamo
a questo punto v, = v, = 1. Si ha

7]

s(Z + s)?
2s

>

f(f—i—svz,gj—i-svy)—f(f,ﬂ)‘ _ 1
]

s(z+s)? 1
[
s sl 1 Jo 2

Pertanto la funzione non é differenziabile nei punti con z # 0, y = 0.

ESERCIZIO 5.3. Si consideri la funzione f : R? — R:

flz,y) = max{"QUQ_‘_‘UQ_l,min{l,x2 +y2}} :

2

Descrivere il grafico di f, determinare per quali punti di R? la funzione ¢ differenziabile, e calcolare il

1 1
piano tangente nei punti P; = <0, i’f <0, 2)), P, = (0,2, f(0,2)), P = (0,4, f(0,4)).
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SVOLGIMENTO. La forma della funzione suggerisce di considerare coordinate polari, ovvero scri-
viamo

—1
f(pcos@, psinf) = max{pZ,min{l,pz}}.

Pertanto in R? il grafico di f ¢ costituito dalla rotazione attorno all’asse z della funzione di una sola
variabile

h(p) := max{p;l,min{l,p2}}.

Osserviamo che h non ¢ derivabile per p =10 p = 3. Quindi f non e differenziabile in direzione
radiale per 22 + 42 =10 22+ y?> = 9. 1l caso p = 0 va studiato a parte. In un intorno di (0,0) la
funzione f coincide con f(x,y) = 22 + y2, pertanto ¢ differenziabile in 0. Osserviamo che la funzione
f ¢ differenziabile nei punti richiesti, e f(0,1/2) = 1/4, f(0,2) = 1 e f(0,4) = 3/2. Nei punti di
differenziabilita diversi dall’origine, si ha inoltre:

2z, se 0 < 2?2 +19% <1,
0uf(2,9) = Dphlp(x.y)) - Dopla,y) =3O - 12< x22+ y* <9,

%/TTZJT se x° +y* > 9.

2y, se0<a?+19% <1,
By f(x,y) = Bph(pl(a,y)) - Byp(x,y) = { O ) sel<az?+y?<0,

se 22 + 9% > 0.

NCE

1 1
Nei punti considerati quindi si ha 0, f (0, 2) = 0,f(0,2) = 0,f(0,4) = 0, mentre 0, f (O, 2) =1,

0y f(0,2) =0, 9yf (0,4) = 1/2. 1l piano tangente a z = f(x,y) in P ¢é fornito dalla formula:
<(Vf($, y)7 _1)7 (x7y7 Z) - P> = 07
oppure
z—P, =(Vf(z,y),(x — P,y — Py)).
Nel nostro caso, si ha

1 1
m:iz—— =
1 4 Yy 2’
my:z—1=0,
3 1
— S =C(y—4
T3z 2 2(y )7

ovverom iz =y—1/4, m:z=1m3:y =22+ 1.

EsERcCIZIO 5.4. Calcolare il gradiente della seguente funzione:
2

Ty 2
f(x,y)Z/ e " dt
0
nel punto (1, 3).

SVOLGIMENTO. Per le proprieta di regolarita dei funzionali integrali, si ha che f & differenziabile
in ogni punto. Si ha inoltre che, posto B(z,y) = zy?, g(t) = et

Vi,y) = (9(B(x,y)) - 0:B(x,y), g(B(z,y)) - 0,B(x,y)) = (e =¥y, 2e7"V zy).
Quindi 5
Vi) = 5(3.2).






CAPITOLO 6

Lezione del giorno giovedi 19 ottobre 2017
Differenziali per funzioni di piu variabili IIT (2 h)

EsERrcIzIO 6.1. Consideriamo la funzione f : R? — R che vale

f(z,y) = min{(z —1)(y — 1), (z + 1)(y + 1)}
Dire per quali punti f & continua e per quali punti & differenziabile.

SVOLGIMENTO. Dividiamo il piano in tre regioni:
HY :={(x,y) eR*: (z~1)(y—1) < (@ + Yy + 1)} = {(z,y) €R*: z+y >0},
H™ ={(z.9) eR*: (e =Dy —1) > @+ D(y+ 1)} = {(z,y) €R*: z+y <0},
H™ ={(z,y) €R*: (= 1)y~ 1) = (= + 1)y + 1)} = {(z,9) €R®: x +y = 0}.
In H* la funzione f coincide con fi(z,y) = (z — 1)(y — 1), nei punti di H~ la funzione f coincide
con f_(z,y) = (z + 1)(y + 1), inoltre gli insiemi H* sono aperti, perché controimmagine tramite la
funzione continua (z,y) — fy(x,y) — f—(z,y) di ]0, —oo[ o di ]0, +-00[, rispettivamente. L’insieme H=
& chiuso ed ¢ la loro frontiera. Pertanto f ¢ C™ in H*. Sia quindi (Z,7) € H™ e sia {(Zn,Yn) tnen-
Osserviamo che:
(1) se (xn,yn) € H=, allora f(xn,yn) = f+(Tn,yn) = f+(Z,y) per definizione ;
(2) se (xn,yn) € HT, allora f(x,,yn) = f+(xn,yn) — f+(z,y) = f-(Z,y) perché (z,y) € H=;
(3) se (zn,yn) € H™, allora f(@n,yn) = f-(xn,yn) = f-(Z,9) = f+(2,y) perché (z,y) € H~.

In tutti i casi quindi il valore del limite coincide con f(Z,%), pertanto la funzione & continua ovunque.
Discutiamo la differenziabilitd nei punti di H=. A tal proposito, consideriamo un punto (Z,y) e

=(1,1).

Duf(2,5) = ig LEDEW = I@D _ g £r(.0) +10) = 1.0
=Vi(zy- L) =24z+y=2.

F((@.9) = tv) = f(@.9) _

f_((.f‘,ﬂ) —tU) — f_(:f‘,ﬂ)

vf(x y)_%g% . }EI_I)% -
—_l%f—((x7y)+5;/)_f—(ﬂf7y) :—Vf_(i,ﬂ)(l,l):2+f+g:2

Tuttavia, se f fosse differenziabile, si dovrebbe avere per linearita D, f(Z,y) = —D_,f(Z, ), quindi f
non ¢ differenziabile in H=.

ESERCIZIO 6.2. Le dimensioni di un parallelepipedo di legno sono di 10cm, 12 cm e 20 ¢cm con un
errore possibile di 0.05¢m in ogni direzione. Si determini approssimativamente il massimo errore nella
misura della superficie totale del parallelepipedo causato da errori nelle misure dei singoli spigoli. Si
determini ’errore percentuale massimo.

SVOLGIMENTO. Indicate con x,y, z le lunghezze degli spigoli del parallelepipedo, la superficie totale
misura S(z,y, 2) = 2(xy + 2z +yz). 1l differenziale di tale funzione & dS(z,y, z) = 2(y + 2z) dz + 2(z +
z)dy + 2(z +y) dz, da cui

dS(10,12,20) = 64dx + 60dy + 44 dz=.

L’errore massimo si ha quindi quando tutti gli errori delle misurazioni sono dello stesso segno, e vale
dS(10,12,20)(0.05,0.05,0.05) = 8.4 cm?.

31
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L’errore percentuale é dato da

dS(10,12,20)(0.05,0.05,005) _ 84 _ ..
5(10, 12, 20) 11200 ™

ESERCIZIO 6.3. Si consideri la funzione F : R? — R? definita da
F(z,y,2) = (322 + 4%, 4 (2® + y*) ,2* + 3),
e la funzione 9 : [0, +00[x[0, 27r[xR definita da
Y(r,t,z) := (rcos(t), rsin(t), z).

Utilizzando la regola della catena per i differenziali, si calcoli la matrice Jacobiana di F o 1.

SVOLGIMENTO. Le matrici Jacobiane di F' e v sono ¢

6x 2y O cos(t) —rsin(t) 0
Jac F(x,y,z) == |8 8y O Jacy(r,t,z) :== | sin(t) rcos(t) O
0 0 2z 0 0 1

La regola della catena richiede di calcolare Jac F' sui punti ¥(r, ¢, z), pertanto
6rcos(t) 2rsin(t) 0
Jac F(¢(r,t,z)) = | 8rcos(t) 8rsin(t) 0
0 0 2z
A questo punto si ha
Jac(F ov)(r,t,z) = Jac F(¢(r,t,2)) o Jac(r, t, 2)
6rcos(t) 2rsin(t) 0 cos(t) —rsin(t) 0
= | 8rcos(t) 8rsin(t) 0 sin(t) rcos(t) 0
1

0 0 2z 0 0
2r(cos(2t) +2) —4r?sin(t)cos(t) 0
0 0 2z

Il risultato puo essere verificato per calcolo diretto osservando che

Fo ¢(7’7 t, Z) = (7’2(COS(2t) + 2)7 47027 Z2 + 3),

da cui
2r(cos(2t) +2) —4r?sin(t)cos(t) 0
Jac(F o) (r,t,z) = 8r 0 0],
0 0 2z

che conferma il precedente.

EseErcCIz1O 6.4. La traiettoria di una particella in un fissato sistema di riferimento € descritta dal
sistema di equazioni differenziali

T2(t) = fa(z1(t), z2(t)).

Si consideri la trasformazione di coordinate (y1,y2) = ¥(x1,x2) = (¢¥1(z1,22), ¥2(z1,22)). Si scrivano
le equazioni differenziali che descrivono la traiettoria nel nuovo sistema di riferimento.

{:tl(t) = fi(x1(t), z2(1)),

SVOLGIMENTO. Poniamo X (t) = (z1(t),z2(t)) e F(z1,22) = (fi(x1), fa(z2)). La traiettoria
espressa nel nuovo riferimento é data da ¢ — Y (¢) := v o X(¢). Derivando, si ottiene

LY (1) = Jac (X (1)) 0 LX(t) = Tac (X (1)) o F(X (1))

dt dt
:<3x1¢1(901(t),$2(t)) Oy Y1 (2 t),xz(t))> <f1($1(t)7$2(t))>
t))) \fa(z1(t), 22(2)) )

(
O o (t), walt)) Dol (6), o
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da cul sl ricava

U1(t) = Oy (21 (1), 2(1)) fr(21(), 22()) + Opy b1 (21 (1), 22(1)) f2(21(2), 22(2)),
U2(t) = Opy Y2 (1(t), 22(t)) fr(21 (), 22(2)) + Oppb2(21(2), 22(2)) fo (1 (1), 22(1)),

e pertanto nel nuovo sistema di riferimento si ha:

1(t) = Oz 1 (V™ (y1(8), y2(1))) fr 0 ™ (W (1), y2(t)) + Onu ¥ (W™ (w1 (8), y2(8))) f2 0 ¥ (wa (1), w2(1)),
yQ(t) = ax1¢2(,¢71(y1 (t)» yQ(t)))fl o ﬁfl(Zh (t)v yZ(t)) + 81?21!]2 o Ufl(Zh (t)a y?(t))fQ © /(bil(yl (t)v yZ(t))v

DEFINIZIONE 6.5 (Funzioni bilineari). Siano F, F,G tre spazi vettoriali. Diremo che un’applica-
zione b : E X F — G & bilineare se
b(avy + fU2, W) = ab(vy, W) + Sb(Vs2, W)
b(U, awy + Swz) = ab(¥, W) + Bb(U, W2)
per ogni ¥, ¥, U2 € E, W, Wy, W2 € F, a,3 € R. Indicheremo con .Z?(E x F,G) 'insieme delle

funzioni bilineari di £ x F' a G. In modo del tutto analogo a quanto visto per le funzioni lineari, anche
L%(E x F,G) é spazio vettoriale rispetto a somma puntuale e moltiplicazioni per scalari.

PRrROPOSIZIONE 6.6 (Differenziale delle funzioni lineari e bilineari). Siano E, F,G tre spazi vetto-
riali di dimensione finita. Allora:

(1) per ogni £ : E — F lineare, si ha
OU(T)

ow

= {(W), per ogni &, W € E, W #0

Di(X) =1, perogni T € E

(2) per ogni b: E x F — G bilineare, si ha

Z6(&.§) = b(& @)+ b(T,§). per ogni (&,§),7 € B x F, ¥ = (8,@) 0

Db(Z, §) (0, %) = b(Z, %)+ b(v, ), per ogni (&), (v, W) € Ex F

DIMOSTRAZIONE.
(1) La prima uguaglianza deriva da
lim U(Z + hiB) — U(Z) — i U(Z + hw — &)
h—0 h h—0 h

= {(w),

e questo, per il Teorema del Differenziale Totale, implica che ¢(-) sia differenziabile in & e
valga la seconda formula.
(2) Posto 2= (¥,W) € E x F'\ {(0,0)}, calcoliamo

O o . b(Z+ WV, G+ hib) - b(E, )
— =1
© h50 h

—b(Z, W) + b(7, 7).

In modo del tutto analogo al caso lineare, il Teorema del Differenziale Totale implica che b(-, -)
sia differenziabile in (&, §) e che valga la seconda formula.
Si osservi che tale risultato non dipende dalla base scelte su E, F' o G. Per estendere tale risultato
a spazi di dimensione infinita & necessario aggiungere l'ipotesi che £(-) e b(-,-) siano continue (il che &
automaticamente vero negli spazi di dimensione finita). g

ESERCIZIO 6.7.
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(1) Data una matrice A € Maty,«xn(R), si consideri la funzione bilineare by : R” x R™ — R
definita da ba(z,y) = (Az,y)gm, dove (-,-)ga & il prodotto scalare di R?.

(2) Data la funzione lineare ¢ : R™ — R"™ xR" definita da ¢(x) = (z, x), se ne calcoli il differenziale.

(3) Data una matrice G € Mat,x,(R), si consideri la funzione h(z) = (Gz,z)gn = 2TGx =
bs o 4(z) e se ne calcoli il differenziale.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo il differenziale di b4 nel generico punto (z,y): si ha
Dba(z,y)(h, k) = ba(z, k) + ba(h,y) = (Az, k)gm + (Ah, y)rm = (Az, k)gm 4+ (ATy, h)gn
— ((ATy, Ax), (hy k) )grin,
Vba(z,y) = (ATy, Az).

Poiché ¢ & lineare, il suo differenziale in ogni punto coincide con la funzione stessa, quindi D{(z) = ¢.
In particolare, Dé(x)(h) = £(h) = (h,h) per ogni x,h € R™. Differenziando h, si ha

Dh(z)(h) = Dbg(¢(x)) o Di(z)(h) = Dbg(x, x)(h, h) = (Az, h)gn + (GTz, h)ge = (G + GT)z, h)gn,

da cui Vh(z) = (G + GT)z. Nel caso particolare in cui la matrice G & simmetrica, si ottiene Vh(z) =
2Gz.



CAPITOLO 7

Lezione del giorno mercoledi 25 ottobre 2017
Massimi e minimi per funzioni di piu variabili I (2 h)

OSSERVAZIONE 7.1. Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione, u € X.
Se per ogni x € D esiste 0, f(x), si pud considerare la funzione 0,f : D — Y che associa ad z
Ielemento di Y dato da 9, f(z). A questo punto, fissato v € X, ci si puo chiedere se esista o meno

0o (0uf) (@) = 05, f ().
Richiamiamo la seguente:

DEFINIZIONE 7.2. Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione differenziabile
in ogni punto di D. Resta definita una mappa df : D — L(X,Y") definita da p — df(p). Essendo lo
spazio L(X,Y) normato, ha senso chiedersi se quest’applicazione sia a sua volta differenziabile come
mappa tra spazi normati. In tal caso, il differenziale di df in p prende il nome di differenziale secondo
di f in p e si indichera con f”(p), D?f(p) ecc. Si ha che D?f(p) € L(X, L(X,Y)).

DEFINIZIONE 7.3. Siano X,Y,Z spazi normati su K (al solito K = R o C. Un’applicazione
B: X xY — Z si dice bilineare se per ogni x, 21,22 € X, y,y1,y2 € Y, o, f € K si ha:
B(awxy + Bx2,y) = aB(z1,y) + BB(z2,y)
B(z, oy + By2) = aB(z,y1) + fB(z, y2),
ovvero la funzione B & lineare in ciascun argomento.

Il prodotto X x Y eredita da X, Y una naturale struttura di spazio vettoriale normato:
(1) le operazioni di somma e prodotto per scalari vengono eseguite componente per componente:

a(x1,y1) + B(z2,92) = (ax1 + Br2, ayr + Bya).

(2) in perfetta analogia al caso R?, ¢ possibile definire ciascuna di queste norme ((z,y) € X x Y,
p=1)

1@ ) ey = (L2l + lyl3) 7, 1@, ) lloox v = max{||z|[x, [[ylly},
che risultano tra di loro tutte topologicamente equivalenti tra loro.
Definiamo lo spazio delle forme bilineari e continue su X:
LY(X x X,Y):={B: X x X — R bilineari e continue},

dove su X x X si pone una qualunque delle norme tra loro topologicamente equivalenti illustra-
te in precedenza (norme topologicamente equivalenti restituiscono com’¢ noto la stessa nozione di
continuita).

PROPOSIZIONE 7.4. Siano X,Y spazi normati su K. Allora
L(X,L(X,Y))~L3(X x X,Y).

OSSERVAZIONE 7.5. Supponiamo X = R"™, Y =R, D aperto di X. Data f : D — R, il differenziale
secondo in un punto ¢ una mappa da R™ allo spazio L(R™ R). Si ¢ visto come lo spazio L(R" R)
sia isomorfo a R™, pertanto il differenziale secondo di f & rappresentabile come una mappa lineare da
R™ a R™. Tutte le mappe lineari da R™ a R™ sono rappresentabili medianti matrici quadrate n x n a
coefficienti reali. In definitiva, fissato p € D esiste una ed una sola matrice H € Mat,,x(R) tale che

(df (p)(h)) (k) = (H h. k),
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dove a destra vi & I'usuale forma quadratica associata ad una matrice quadrata H applicata a due
vettori h, k € R" (scriveremo anche H(h, k)). Tale matrice prende il nome di matrice hessiana di f in
p e si indica con H f(p) oppure D?f(p) o anche V2f(p), Hess f(p). Si ha

Ouiar f(P) - O30, f(P)
Hess f(p) := : :
030 f(P) o 020, f(P)
DEFINIZIONE 7.6. Sia X insieme, f : X — R una funzione.

(1) un punto a € X & detto di minimo assoluto per f se f(y) > f(a) per ogni y € X. Il minimo
si dice stretto se f(y) > f(a) per ogni y € X, y # a.

(2) un punto a € X & detto di massimo assoluto per f se f(y) < f(a) per ogni y € X. Il massimo
si dice stretto se f(y) < f(a) per ogni y € X, y # a.

DEFINIZIONE 7.7. Sia X spazio topologico, f : X — R una funzione.

(1) un punto a € X & detto di minimo locale per f se esiste U intorno di a tale che f(y) > f(a)
per ogni y € U. Il minimo si dice stretto se f(y) > f(a) per ogni y € U, y # a.

(2) un punto a € X & detto di massimo locale per f se esiste U intorno di a tale che f(y) < f(a)
per ogni y € U. Il minimo si dice stretto se f(y) < f(a) per ogniy € U, y # a.

Massimi e minimi locali vengono detti estremanti locali.

DEFINIZIONE 7.8. Siano X normato, D C X aperto, f: D — R, a € D. Se a & estremante di f
eu € X étale che D, f(a) esiste, allora D, f(a) = 0. In particolare se f & differenziabile in a si ha che
Df(a) ¢ la funzione nulla.

DEFINIZIONE 7.9. Siano X normato, D C X aperto, f : D — R differenziabile in D. Sia a € D.
Diremo che a ¢ critico per f se Df(a) = 0.

TEOREMA 7.10 (Schwarz). X normato, D aperto di X, f : D — R, p € D. Supponiamo che
Ouf(x), Opf(x), Ou0vf(x) esistano in un intorno di p e siano continue in p. Allora esiste 0,0, f(p) e
vale:

9v0uf(p) = 0u0u f (p).
DEFINIZIONE 7.11. Se X = R", la matrice (simmetrica) delle derivate seconde di f:

H(p) = (9;0;f(p))i;
prende il nome di matrice hessiana di f calcolata in p, verra indicata anche con Hess f(p).

TEOREMA 7.12. Sia D C R" aperto e f € C*(D,R). Sia a critico per f. Allora:

(1) Se la forma quadratica f"(a)(h,h) associata alla matrice hessiana di f & definita positiva
(negativa) allora a & di minimo (massimo) locale stretto per f;

(2) Se la forma quadratica f"(a)(h,h) associata alla matrice hessiana di f assume valori di ambo
1 segni, allora a non € né di massimo né di minimo per f e prende il nome di punto di sella;

(3) sea e di minimo (massimo) locale per f, allora f"(a)(h,h) & semidefinita positiva (negativa).

DEFINIZIONE 7.13. Lo studio degli estremanti locali p, nel caso il differenziale secondo in p esista,
¢ quindi ricondotto allo studio degli autovalori della matrice hessiana H = D?f(p) di f nel punto p:

(1) Se tutti gli autovalori di D?f(p) sono strettamente positivi, la matrice hessiana & definita
positiva, se sono tutti strettamente negativi, la matrice hessiana é definita negativa. Quindi
se p & critico é rispettivamente di minimo stretto o di massimo relativo stretto.

(2) Se gli autovalori non nulli di D?f(p) sono positivi, la matrice hessiana & semidefinita positiva,
se sono negativi , la matrice hessiana é semidefinita negativa. In generale in questo caso
non possiamo concludere che se p & critico esso ¢ un massimo o minimo relativo.

(3) Se compaiono autovalori di segno discorde, allora si ha un punto di sella.

(4) Se, preso un elemento della diagonale, esso e tutti i minori principali ottenuti orlando via
via con nuove righe e colonne di uguale indice, sono strettamente positivi, allora la forma
quadratica associata ad H é definita positiva.
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(5) Preso un elemento della diagonale, consideriamo esso e tutti i minori principali ottenuti or-
lando via via con nuove righe e colonne di uguale indice. Se fra questi minori quelli di ordine
dispari sono strettamente negativi e quelli di ordine pari strettamente positivi, allora la forma
quadratica associata ad H é definita negativa.

OSSERVAZIONE 7.14. Si ricordi che se A & una matrice 2 x 2, allora gli autovalori sono soluzioni
dell’equazione
A —tr(A) A +det A =0,

dove tr(A) ¢ la traccia di A, ovvero la somma degli elementi della diagonale principale di A.

OSSERVAZIONE 7.15. Nel caso speciale in cui f : @ — R con Q aperto di R?, (zo,10) € ©,
V f(zo,y0) = 0, i criteri precedenti si riducono a:
- Se 92, f(z0,y0) > 0 e det D?(zq, yo) > 0 allora (0, yo) & di minimo.
- Se 92, f(z0,y0) < 0 e det D?(zg,y0) > 0 allora (w9, o) ¢ di massimo.
- Se det D?(xq,90) < 0 allora (x9,yo) ¢ di sella.
- Se det D?(xg, 7o) = 0 nessuna informazione.

OSSERVAZIONE 7.16. Si ricordi che lo studio dei punti critici fornisce condizioni sufficienti per i
minimi locali: infatti presuppone 'esistenza di differenziale primo e secondo. Gia in R si & visto come
la funzione f(x) = |z| abbia minimo in 0 pur non essendo derivabile.

EsERcIz1O 7.17. Calcolare massimi e minimi relativi delle seguenti funzioni:
(1) f(z,y) =22° +y* — 32® = 3y

(2) flzy) =2+’ = (L+a+y)’

(3) f(x,y) =cosx siny

(4) f (:cy)—a:4+xy—|—y +3

(5) fla,y) =2t +y* —2(2® +y*) +day

SVOLGIMENTO. Tutte queste funzioni hanno derivate parziali continue in ogni punto, pertanto
il differenziale primo esiste, inoltre le derivate parziali seconde esistono e sono continue, pertanto il
differenziale secondo esiste.

(1) Calcoliamo i punti critici di f:

O:f(x,y) = 622 — 62 =0 =z € {0, 1},
8yf($7y):3y2_3:0:>y€{]-7_1}

Si ricava che vi sono quattro punti critici: (0,41) e (1,41). Calcoliamo la matrice hessiana

di f:
() 2,00
D¥f(a,y) = ( . f(p) 02 f(p) )

osservando che per il Teorema di Schwarz tale matrice é simmetrica.

02, f(x,y) =122 — 6,02, f(x,y) = 92, f (z,y) = 0,02, f(x,y) = 6y.

Pertanto:
2 . 120 —6 0

In particolare, gli autovalori di D?f(z,y) sono Ai(z,y) = 122 — 6 e A2(z,y) = 6y. Andiamo
a studiare il segno di tali autovalori nei quattro punti critici:
(a) A\1(0,1) = —6, A2(0,1) = 6: autovalori discordi, (0,1) & di sella.
(b) A1(0,—1) = —6, A2(0,—1) = —6: autovalori strettamente negativi, (0,—1) ¢ di massimo
relativo.
(¢) AM(1,1) =6, A2(1,1) = 6: autovalori strettamente positivi, (1,1) ¢ di minimo relativo.
(d) A\i(1,—1) =6, X2(1,—1) = —6: autovalori discordi, (1,—1) & di sella.
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Prima di procedere osserviamo che la funzione & simmetrica f(z,y) = f(y,x), Cio abbreviera
notevolmente i calcoli. Calcoliamo i punti critici di f:

Ouf(x,y) =322 =31 +z+y)2=0
Oyf(r,y) =3y*-3(1+x+y)?=0.

Sottraendo membro a membro le due equazioni, si ricava x = +y. Sostituendo x = —y, si ha
3y? —3 =0, da cui y = £1, per cui i punti critici risultano (—=1,1) e (1,—1). Sostituendo
v =1ysiha3dy? —3(1+4y>+2y) =0dacuiy=—1ey = —1/3, per cui i punti critici
risultano (—1,—1) e (—1/3,—1/3). Osserviamo che l'insieme dei punti critici ¢ chiuso rispetto
alla simmetria (x,y) — (y,x), com’era lecito attendersi.

Calcoliamo le derivate seconde:

Hess f(z,y) = <8§xf(a:, ) ang(x,y)> = ( —6(1+a+y) Gy—6(1+x+ y)> ‘

Si ha quindi

~12 —6 0 -6
D?f(—1,1) =: (—6 0 ) ; D*f(1,-1) = <—6 _12) ’

D?f(—1,-1) =: <2 g), D?f(—-1/3,-1/3) = <:;1 :Z).

Calcoliamo gli autovalori in (—1,1): essi sono soluzioni di A% + 12\ — 36 = 0, ovvero \; =
—6+6v2 e A\ = —6 — 6/2. Essi sono di segno discorde, quindi questo punto ¢ di sella.

Calcoliamo gli autovalori in (1, —1): essi sono gli stessi di (—1,1) quindi questo punto &
di sella.

Calcoliamo gli autovalori in (—1, —1): essi sono soluzioni di A2 — 36 = 0, ovvero A = %6,
essi sono di segno discorde, quindi questo punto ¢ di sella.

Calcoliamo gli autovalori in (—1/3,—1/3): essi sono soluzioni di A\? + 8\ + 12 = 0, ovvero
A1 = —6, Ao = —2. Essi sono strettamente negativi, quindi questo punto é di massimo relativo.
Si poteva procedere anche osservando che il primo elemento della diagonale principale (minore
di ordine dispari) ¢ strettamente negativo, e il determinante (ovvero il minore di ordine pari
ottenuto orlando il precedente di una riga e colonna dello stesso indice) ¢ positivo.

La funzione & 27-periodica in ciascuna delle sue componenti. Pertanto limitiamo lo studio
al quadrato [0,27[x]0,27[, estendendo poi i risultati per periodicita. Le derivate parziali
sono O, f(z,y) = —sinxsiny e dyf(z,y) = cosx cosy. Studiamo i punti critici, ovvero dove
esse si annullano simultaneamente. Si ha 0, f(z,y) = 0 per € {0,7} oppure y € {0, 7},
e Oyf(z,y) = 0 per x € {n/2,37/2} oppure y € {mw/2,3w/2}. T punti critici sono quindi
(0,7/2), (0,37/2), (7, 7/2), (7,37/2), (7/2,0), (37/2,0), (7/2,7), (37/2, 7).

Le derivate seconde sono

02 f(x,y) = —coszsiny, 8§yf(x, y) = —coszsiny, 8§yf(:c, y) = —sinx cos y.
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Si ha quindi:
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D2f£(0,7/2) =: < _01 1 )massimo, D?£(0,37/2) = < >m1n1mo
2 1 0 .. 2 .
D*f(m,m/2) =: g 1 )minimo, D f(m,37/2) = massimo,
2f(r/2,0) = < _01 _01 >sella, f(3m/2,0) < (1) (1) )sella
2f(r/2,7) = < (1) (1) >sella, f(3m/2,m) < 0 >sella.
Pertanto:

(a) la funzione assume il massimo nei punti (2kmw, 7w /2+2hn), (7+2km, 37 /2+2hw), h, k € Z,
e tale massimo vale 1.

(b) la funzione assume il minimo nei punti (2kw, 37/24 2hw), (74 2kn, 7/242h7), h, k € Z,
e tale minimo vale —1.

(¢) ipunti (7/2+ km,hr), h,k € Z sono di sella.

Le derivate parziali sono
Ouf(2,y) = 42° + 20y = x(42® + y), Oy f(z,y) = 2 + 2y.

Tali derivate su annullano simultaneamente solo in (0,0) come si vede per sostituzione. Cal-
coliamo le derivate seconde: 92, f(z,y) = 12z2% + 2y, Ggyf(:c,y) =2, 8§yf(x, y) = 2z. Si ha
quindi

D?£(0,0) =: ( 8 g ) semidefinita positiva.

La matrice ¢ semidefinita, per cui non possiamo immediatamente dire se (0, 0) sia un estremale.
Osserviamo che f(z,y) = g(z%y) dove g(v,w) = v? + vw + w? + 3. Studiamo il segno
dell’espressione v? + vw + w? per v > 0 (infatti ¢ v = 22 > 0 se x # 0). Per v > 0 fissato,
risolviamo v? + vw + w? = 0 come equazione in w. Il discriminante di tale equazione é

2 — 40?2 < 0, quindi Iespressione v? + vw + w? non & mai nulla se v > 0. In particolare
(prendendo i limiti per w — +oo per v > 0 fissato) si ottiene che tale espressione & sempre
strettamente positiva. Quindi f(x,y) = g(z2,y) > 3 = £(0,0) per ogni = # 0, e quindi (0, 0)
¢ di minimo assoluto stretto.

Sia f(z,y) = 2* + y* — 2(2® + y*) + 4zy. Le derivate parziali sono
axf(xa y) = 4%3 — 4w + 4y7 6yf(37>y> = _4y3 + 4z.

Esse si annullano nei punti che soddisfano = = g3, 4y? — 4y + 4y = 0, ovvero z = 73,

y(y® —y%+1) = 0. Si ha la soluzione (0, 0). Proviamo che essa & I'unica. E’ sufficiente provare

che y®—y?+1 # 0 sey # 0: infatti, se 0 < |y| < 1siha1—y? > 0, pertanto y®—y2+1 > y® > 0,

ese |yl > 1sihay®>y?dacuiy®—y?+1>1>0. Quindi 'unico punto critico & I'origine.

Calcoliamo le derivate seconde: 92, f(x,y) = 122* — 4, 92, f(x,y) = —12y°, 07, f(z,y) = 4.
—4

Si ha quindi:
2 . 4
D*£(0,0) =: < A0 sella,

perché gli autovalori sono soluzioni di A2 + 4\ — 16 = 0, ovvero A = —2 +21/5, quindi sono di
segno discorde.






CAPITOLO 8

Lezione del giorno giovedi 26 ottobre 2017
Massimi e minimi per funzioni di pia variabili II (2 h)

ESERCIZIO 8.1. Determinare A, 4 € R in modo che la funzione:
fla,y) =2 + 2y + Ao+ py

abbia un punto critico P = (1/4/3,0). Trovare quindi per la f(z,y) relativa a quei particolari valori
di A e p tutti i punti di massimo e minimo relativo.

SVOLGIMENTO. Per ogni A, ¢ € R la funzione & C2. Calcoliamo le derivate parziali:

Ouf(zy) =32 +y+A
Oy f(z,y) =x+p.

Dobbiamo imporre che esse si annullino nel punto (1/+/3,0), pertanto si ottiene y = —1/v/3 e A = —1.
Quindi la funzione con questi valori dei parametri risulta:

1
/3 Y,
e le sue derivate parziali risultano essere: 0, f(v,y) = 322 +y—1e d,f(z,y) = z—1/v/3. Tali derivate

si annullano simultaneamente solo in P che pertanto & 'unico punto critico. Calcoliamo le derivate
seconde:

flay) =2 +ay* —z—

a?cxf(xay) = bz, 8ny($7y) =0, 8§yf($7y) =1,
pertanto si ha:

D*f(P) = < 2\1/3 é)

Gli autovalori sono le soluzioni di A2 — 2v/3X — 1 = 0, ovvero v/3 + 2, di segno discorde, quindi si ha
un punto di sella.

ESERCIZIO 8.2. Si studino, al variare di o € R i punti di massimo e minimo per la funzione
fz,y,2) =cos®z +y* — 2y + 1 + az?.
Si dica se f & superiormente o inferiormente limitata.

SVOLGIMENTO. La funzione ¢ C? su tutto R3. Osserviamo inoltre che scelta la curva y(t) = (0,¢,0),
si ha tlir+n fox(t) = +oo, pertanto la funzione & superiormente illimitata e non ammette punti di
—r+00

massimo assoluto.
Se a < 0, scelta la curva v(t) = (0,0,t), si ha tLiJr:loof 07(t) = —oo quindi per a < 0 la funzione ¢
inferiormente illimitata e non ammette punti di minimo assoluto.
Se a > 0 si ha
flz,y,2) >y> —2y+1=f (g —|—k‘7r,y,0) , ke,
e il minimo assoluto di y — y? — 2y + 1 si ha per y = 1. Quindi i punti (§ + km,1,0), k € Z, sono di
minimo assoluto per f e vale f(§ + km,1,0) = 0 per k € Z.

41
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Studiamo ora gli estremali relativi. Calcoliamo le derivate parziali:
O f(x,y,2) = —2coszsinx = —sin(2x)

Oy f(x,y,2) =2y — 2
0:f(x,y,2) =20z,

(z,9,2)
02, f(x,y,2) =2
92, f(2,y,2) = 20
(z,9,2)

Distinguiamo due casi:

(1) Supponiamo « # 0. Allora i punti critici sono P, = (kn/2,1,0), k € Z. Si ha 02,f(P) =
2(—1)k+1) agyf(Pk) =2 e 02 f(P;) = 2a, le altre derivate seconde sono tutte nulle. Si ha

quindi
2(=1)¥1 0 0
D*f(Py) = 0 2 0
0 0 2«

Se a > 0, il punto P € un minimo per k dispari e una sella per k pari. Se Py ¢ di minimo,
allora f(Py) = 0. Se invece a < 0 i punti Py sono tutti di sella.

(2) Supponiamo o = 0. Allora i punti critici sono Py, = (kn/2,1,2), k € Z, z € R. Si ha
02, f(Py) = 2(—1)k+1, azyf(Pk) = 2, le altre derivate seconde sono tutte nulle. Si ha quindi

2(-1)*1 0 0
D2f(sz): 0 2 0
0 00

La matrice é semidefinita, quindi la teoria generale ci dice che non potremmo concludere nulla.
Tuttavia per ogni z si ha che f(x,y,2) = f(z,y,0) perché la funzione non dipende da z. In
particolare, detta g(z,y) = f(x,y,0) = f(x,y, 2), si ha che (z,y,z) & estremale relativo di f
se e solo se lo & per g. La matrice hessiana di g nei punti Qi = (kw/2,1) &

9 B 2(_1)k+1 0
Poiché Py, = (Qp, 2), si ha che il punto Py, ¢ un minimo per k dispari e una sella per k pari.
Se Py, ¢ di minimo, allora f(Pg,) = 0.
Riassumendo:

(1) Per a > 0 la funzione non ammette massimi assoluti, i punti critici sono P, = (k7/2,1,0),
k € Z, e tali punti sono minimi relativi e assoluti per k dispari e selle per k pari. Il valore
minimo di f & 0.

(2) Per a < 0 la funzione non ammette né minimi, né massimi assoluti, i punti critici sono
Py, = (kn/2,1,0), k € Z, e sono tutti punti di sella.

(3) Per a =0, la funzione non ammette massimi assoluti, i punti critici sono

Py, = (kr/2,1, 2) keZ, zeR,
e sono minimi relativi e assoluti per k dispari, e selle per k pari. Il valore minimo di f & 0.

EsERrci1z10 8.3. Si calcolino al variare di n € N\ {0} i punti di massimo e minimo locali e assoluti
della funzione f, : R> — R definita da

fa(z,y) = (2% + 3zy® + 29"

Si dica se tale funzione é superiormente o inferiormente limitata.
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SVOLGIMENTO. La funzione f, si puo scrivere come composizione delle funzioni g : R? — R definita
da g(z,y) = 2% + 3xy® + 2y* e h(s) = s, h: R — R, infatti:

f(z,y) = h(g(z,y)).

Distinguiamo ora i casi n dispari e n pari:

(1)

La funzione h ¢ strettamente crescente per n dispari. Pertanto per n dispari si ha

f(z1,y1) = hg(z1, 1)) > h(g(z2,y2)) = f(22,92) == g(1,91) > 9(22, Y2),

quindi i punti di massimo e minimo relativi e assoluti di f sono esattamente i punti rispet-
tivamente di massimo e minimo relativo e assoluto di g, e pertanto non dipendono da n
(purché n sia dispari). Studiamo quindi la funzione g. Scelta la curva y(t) = (0,¢) si ha che
tlggo go(t) = 400, quindi g é superiormente illimitata e non ammette massimo assoluto, e

quindi anche f & superiormente illimitata e non ammette massimo assoluto.
Si ha

2
9(z,y) = <:v + 3y2) - %y"‘-
Scegliamo quindi la curva y(t) = (—3/2t2,t) e osserviamo che tliglo goy(t) = tli>rrolo —t1/4 = —o0,
pertanto g non ammette minimo assoluto e quindi nemmeno f.
Studiamo i punti critici di g: le derivate parziali sono
D2g(x,y) = 2z + 3y, Oyg(x,y) = 6y + 8y3 = 2y(3z + 4y?)

La derivata prima rispetto ad y si annulla per y = 0, in tal caso la derivata prima rispetto
alla z si annulla per x = 0. Se y # 0, la derivata prima rispetto ad y si annulla per z =
—4y?/3, sotituendo nella derivata prima rispetto alla z si ottiene —8y2/3 4+ 3y? = 0 da cui
(—8/3+3)y? = 0 che non ammette soluzioni non nulle. Quindi I'unico punto critico ¢ I'origine
e g(0,0) = 0. Fissato un intorno V dell’origine, consideriamo la curva v(t) = (—3/2t%,t) e
osserviamo che per ¢ > 0 sufficientemente piccolo si ha (¢) € V. Proviamo questo fatto:
esiste ¢ > 0 tale per cui B((0,0),¢) C V per definizione di intorno, d’altra parte si ha
|v(t)] = +/9/4t* 4+ t2 che tende a zero per t — 0, pertanto esiste § > 0 tale per cui se [¢t| < 0
si ha |y(t)| < € e quindi v(t) € B((0,0),¢) C V.

Ma allora g o y(t) = —t*/4 < 0 = f(0,0) per ogni ¢t €]0,§[ pertanto ogni intorno di 0
contiene punti dove g & minore di g(0,0). D’altra parte scelta la curva y2(t) = (¢,0) si ha che
per t sufficientemente piccolo y(t) appartiene ancora a V' (stesso ragionamento precedente) e
gov(t) =t> > 0= g(0,0) per ogni ¢t # 0. Quindi in ogni intorno di (0,0) esistono sia punti
in cui g ¢ maggiore di ¢(0,0), sia punti dove g ¢ minore di g(0,0). Quindi (0,0) ¢ di sella per
g e quindi per f.

Sebbene non indispensabile, osserviamo a margine che (0,0) non ¢ I'unico punto critico di
f, perché la funzione h ammette come punto critico 0, quindi tutti i punti (z,y) con g(z,y) =0
sono critici per f. Tuttavia essi non sono massimi o minimi relativi per f, altrimenti per la
stretta monotonia, lo dovrebbero essere per g ma 'unico punto critico di g & (0,0) che & di
sella.
Se m @ pari, la funzione h(s) & sempre non negativa e raggiunge il suo minimo assoluto per
s = 0, quindi i punti 22 + 3zy% + y* = 0 sono tutti punti di minimo assoluto e in essi f vale
0. Con lo stesso ragionamento precedente, si ha che non esistono punti di massimo assoluti.
Inoltre si ha che la restrizione di h a ciascuno degli insiemi [0, +00[ e | — 00, 0] & strettamente
monotona L’insieme GT := {(z,y) : 2% + 3zy? + y* > 0} ¢ aperto perché g ¢ continua. In
esso non vi sono estremali relativi per f: infatti, se vi fossero, sarebbero estremali di g perché
g(G™) CJ0,+o00[ e h su tale insieme ¢ strettamente monotona. Tuttavia come gia visto g
ammette come unico punto critico (0,0) ¢ GT. Analogamente, non vi sono estremali relativi
di g e quindi di fsu G~ := {(z,y) : 2%+ 3zy® +y* < 0}. Pertanto gli unici estremali di f in
questo caso sono i punti di minimo assoluto 2 + 3zy% + y* = 0 e in essi f vale 0.
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ESERCIZIO 8.4. Si studi la natura del punto (0,0) per la funzione f : R? — R definita da
f(z,y) =log(1 + 2?) — 2 + zy® + > + 2.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che f(0,0) = 2. Il punto (0,0) ¢ un punto critico: 095f(0,0) =
9, f(0,0) = 0. Consideriamo la curva y(t) = (0,¢). Si ha per t # 0 che fo~(t) = t3 + 2. Fissato
un intorno dell’origine, per |t| sufficientemente piccolo, si ha che 71 (t) appartiene tale intorno: infatti
%igr%)v(t) = (0,0). Inoltre per ¢ > 0 si ha fo~(t) > 2 = f(0,0) e fory(t) <2 = f(0,0) per t < 0.

Pertanto (0,0) ¢ di sella.

ESERCIZIO 8.5. Si determinino gli eventuali punti di massimo e minimo assoluto e relativo per le
funzioni f, g : R® — R definite da

fla,y, z) = a?(y — 1)°(z + 2)%, g(x,y,2) =1/ +1/y +1/z +ayz.
Si dica se tali funzioni sono superiormente o inferiormente limitate.

SvoLGIMENTO. Consideriamo la curva y(t) = (1,¢,1). Si ha f o~i(t) = 9(t — 1)3, pertanto per
t — +oo il limite di f o7y (t) & £oo, f & superiormente e inferiormente illimitata, quindi non esistono
magsimi 0 minimi assoluti per f

Calcoliamo 1 punti critici di f:
0uf(2,y,2) = 22(y — 1)*(2 + 2)?
Oy f(x,y,2) = 32%(y — 1)*(2 + 2)?
0:f(x,y,2) = 22°(y — 1)°(2 + 2).

Le derivate sono tutte nulle per £ = 0 oppure y = 1 oppure z = —2. Quindi si hanno i punti critici:
(0,y,2), (x,1,2), (z,y,—2) al variare di z,y, z € R. In tutti i punti critici la funzione vale 0. Nei punti
critici (0,y, 2) e (x,y, —2) osserviamo che per y > 1, esiste un intorno di (0,y, z) e (x,y, —2) dove la
funzione & positiva: infatti se 3/ & sufficientemente vicino a y > 1 allora (2/)%(y’ — 1)3(z +2)? > 0. Per
y < 1, analogamente, esiste un intorno di (0,y,2) e (z,y, —2) dove la funzione ¢ negativa. Per y = 1
ogni intorno di (0,1, 2) e (x,1, —2) contiene punti dove la funzione assume valore di ambo i segni. Di
conseguenza, i punti (0,y,2) e (x,y,—2) sono minimi locali per y > 1, massimi locali per y < 1 e i
punti (0,1,2) e (z,1,—2) sono di sella. Restano da studiare i punti (z, 1, z), ma per essi vale quanto
gia visto a proposito di (0,1, z) e (z,1,—2), tali punti sono di sella.

Consideriamo la curva ~(t) = (1,¢,1). Si ha goy; =2+ 1/t 4+t pertanto per t — 400 il limite di
govi(t) & £oo, quindi non esistono massimi o minimi assoluti per g.

Osserviamo la simmetria rispetto all’origine del grafico g(z,y,2) = —g(—z, —y, —z). Si ha:
1 1 1
Vy(x,y,2) = <yz Btk i Z2> :

Dobbiamo determinare i punti in cui le derivate si annullano. Da queste equazioni si ha 2?yz = zy?z =
zyz? = 1. Pertanto, dividendo per xyz, si ottiene dalle prime tre uguaglianze x = y = z. Sostituendo
nell’equazione x?yz = 1, si ha 2 = 1 quindi * = £1. Si ottengono allora (1,1,1) e (—=1,—1,—1).
L’Hessiano é:

AN
Hessg(z,y,2) = z y% z |,
y = %
e quindi
2 11 -2 -1 -1
Hessg(1,1,1)=| 1 2 1 |, Hessg(—1,-1,-1)=1| -1 -2 -1
1 1 2 -1 -1 -2

Consideriamo Hess g(1,1,1). Si ha che i determinanti delle sottomatrici costruite con le prime ¢ righe
e i colonne sono tutti positivi per ¢ = 1,2, 3: infatti sono rispettivamente 2, 3, 4, pertanto la matrice é
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definita positiva e il punto (1,1,1) & di minimo relativo. Si ha ¢g(1,1,1) = 4. Poiché g(—=z, -y, —z) =
—g(z,y, z), si ha che il punto (=1, —1, —1) ¢ di massimo relativo e g(—1,—1,—1) = —4.

ESERCIZIO 8.6. Si determinino al variare di o € R gli estremi assoluti e locali della funzione
f :R? = R definita da

_ @A) log(a? +47)  se (w,y) # (0,0),
fley) = {0 se (z,y) = (0,0).

SVOLGIMENTO. In coordinate polari si ha

f(pcos O, psin@) = 2p**log p =: ga(p)-

Se @ =0, si ha lim go(p) = —oco e lim go(p) = +00 quindi non vi sono massimi o minimi assoluti.
p—0t p—+o0

Si ha che esiste un intorno dell’origine dove gy & negativa, mentre go(0) = 0, pertanto 0 ¢ di massimo
relativo. La funzione gg risulta strettamente crescente, per cui non vi sono altri massimi o minimi
locali.

Se a < 0, si ha lim go(p) = —o0, quindi non vi sono minimi assoluti, invece lim g,(p) =0 =
p—0t p—+o0

Jo(1), pertanto vi sono massimi assoluti. Come prima, si ha che esiste un intorno dell’origine dove g,
¢ negativa, mentre g,(0) = 0, pertanto 0 ¢ di massimo relativo. La derivata di g, ¢

g (p) = 4ap®Llog p + 2p% 71 = 2p** L (2alog p + 1),

—1/2a

e si annulla solo per p =e che, quindi, & di massimo assoluto. Pertanto i punti 22 + y2 = e~/

sono punti di massimo assoluto.

Se a > 0 si ha che f é continua e IE& Jda(p) =0 =g(1) e ga(p) < 0 in un intorno di 0, quindi
Iorigine & un massimo relativo. Inoltre [;i ha pgrfoo go(p) = +00, quindi non esistono massimi assoluti.
Poiché g4(0) = go(1) = 0, si ha che esiste almeno un estremale in [0, 1]. La derivata di g,

gn(p) = 4ap®* log p + 20> = 2p** ! (2arlog p + 1),
e si annulla solo per p = e Y2a < 1 perché a > 0, quindi tale punto deve essere di minimo relativo
e assoluto: infatti se fosse di massimo, sarebbe di massimo relativo per il teorema di Rolle, essendo
la funzione superiormente illimitata, dovrebbe ammettere un altro minimo (il lettore & incoraggiato a
farsi un disegno qualitativo per rendersi conto della situazione). Pertanto i punti 22 + 132 = e~/® sono
punti di minimo assoluto.

ESERCIZIO 8.7. Si determini al variare di o € R la natura del punto (0,0) per le funzioni definite
da
fla,y) =2+ a2’ +day + (a = 3)y* + (22 +y)*.

SVOLGIMENTO. La funzione f € C? e si ha f(0,0) = 2. Calcoliamo ora le derivate di f:
Ouf(z,y) = 20 + 4y + 8(2z + )3

Oy f(z,y) = 4o + 2(a — 3)y + 422 + y)?
Ouaf(2,y) = 20 + 48(2z + y)?
Ouy f(2,y) = 4+ 24(22 + y)?
Ay f(z,y) = 2(a — 3) + 12(2z + y)*.
Si ha quindi che (0,0) ¢ punto critico e

D2£(0,0) = ( 2 2(a4_ N >,detD2f(O,0) — (a—4)(a+1).

Essendo il determinante il prodotto degli autovalori A1, Ao € R, possiamo gid concludere che se —1 <
a < 4 si ha un sella: in tal caso detD? £(0,0) < 0, quindi gli autovalori sono discordi. Per il criterio dei
minori principali, se detD?f(0,0) > 0 e I’elemento di posto 1,1 & positivo, allora si ha un minimo, cio
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avviene se o > 4. Analogamente, se detD?f(0,0) e tale elemento & negativo, allora si ha un massimo,
cio avviene se a < —1.

Altro modo: gli autovalori sono le soluzioni di A2 — 2(2a — 3)A + 4(a® — 3a — 4) = 0, ossia

)\:2a73:|:\/4a2+9712a74a2+12a+16:2a73:|:5,

dacui A1 =2(a+1) e \g =2(ax—4) e \y > A2. Se Ay > 0, ovvero a > 4 allora gli autovalori sono
entrambi positivi e (0,0) é di minimo. Se A; < 0, ovvero a < —1 allora gli autovalori sono entrambi
negativi e (0,0) ¢ di massimo.Se —1 < a < 4, allora Ay < 0 e A\; > 0, quindi si ha una sella.

Nei casi @ € {—1,4} la matrice é semidefinita, quindi dobbiamo ricorrere a metodi differenti.

Studiamo i casi limite:
(1) se a = 4 allora per ogni (z,y) # (0,0) si ha
flay) =2+ 42 +day +y° + (2 +y)t =2+ 2o +y)* + 22 +y)" > 2,
quindi lorigine ¢ un minimo relativo e assoluto, non ¢é stretto perché f(x,—2z) = 2 per ogni

x.
(2) se a« = —1 allora si ha

flayy) =2 -2 +doy — 4> + 2o +y) =2 — (v — 2y)> + (22 +y)*.
Scelta la curva 71 (t) = (2t,t), si ha per t > 0 che fov1(t) = 2+ 5%* > 2, d’altra parte scelta
la curva vo(t) = (t,—2t), si ha per t > 0 che f o ya(t) = 2 — 25t < 2. Poiché per t — 0 si
ha che v1(t) — (0,0) e y2(t) — (0,0), in ogni intorno di (0,0) vi sono punti di v (¢), dove f
¢ strettamente maggiore di f(0,0) e punti di y2(t), dove f & strettamente minore di f(0,0).
Quindi (0,0) e di sella.

ESERCIZIO 8.8. Si calcolino massimi e minimi della funzione f(z,y) = 2% — 6zy + 3y% + 3z. Si
dica se f é limitata.

SVOLGIMENTO. Scelta la curva v1(t) = (¢,0) si ha lim; 4o f 0 71(t) = £o0, quindi non vi sono
massimi o minimi assoluti e la funzione ¢ illimitata superiormente e inferiormente. Le derivate parziali
sono

Ouf(z,y) = 32° — 6y + 3, Oy f(x,y) = —6x + 6y.
Sostituendo, si ha che esse si annullano simultaneamente solo su (1, 1). Calcoliamo le derivate seconde:
02, f(x,y) = 6z, 92, f (x,y) = 6, B2, f(z,y) = —6. Si ha quindi:

D?f(1,1) =: < _66 _66 )

Gli autovalori sono le radici di A — 12\ = 0, ovvero A\ =0 e Ay = 12 > 0. La matrice ¢ semidefinita,
per cui per determinare la natura del punto critico dobbiamo ricorrere ad altri metodi. Osserviamo
che f(1,1) = 1. Calcoliamo un autovettore v = (v1,v2) corrispondente all’autovalore nullo, ovvero
una base di kerD2f(1,1): si puo scegliere (vy,v2) = (1,1). Consideriamo la curva v(t) = (1,1) + tv e
calcoliamo

561+t +3(1+ ) +31+t)=0+t)(1+1t)*=3(1+1)+3)
(=5 —5t> =10t +3+3t+3) = (1 +t)(1 +t* +2t —3 — 3t +3)
2 —t+1)=t34+1.

Per ¢t — 0 si ha () 1,1). D’altra parte se t > 0si ha foy(t) >1eset <O0siha foy(t) <1

quindi in ogni intorno di (1,1) vi sono punti dove f & maggiore di f(1,1) =1 e punti dove f & minore
di f(1,1) = 1. Quindi (1,1) ¢ di sella.

on(t)=(1+1)" -
+1)
+1)
— (

EsERcCIZIO 8.9. Si determini al variare di a € R la natura del punto (0, 0,0) per le funzioni definite
da

go(z,y,2) =5+ az? + 2zy + 4axz — 6y — 32°.
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SVOLGIMENTO. Si ha ¢4(0,0,0) = 5, inoltre

2 2
z x 9 9
=5— (= —V6y) +— +az®+4dazz—3
go(x,Y, 2) <\/6 \fy) 5 ox arz z

T NG 2 g2 20 \?  4a? 9 5
=5—(—=—-+v6 + — 32— —zx | +—2z°+ax

2
1
— (V32— $> + 6(8@2 + 6o+ 1)z2

Distinguiamo vari casi:

(1) se C, < 0 ovvero 8a% + 6a + 1 < 0, ovvero —1/2 < a < —1/4, si ha per ogni (x,y,z) #
(0,0,0) che g(z,y,2) < 5, perché A(x,y) > 0, Ba(z,y) > 0e Chz? < 0sex # 0. In
questi casi si ha quindi che l'origine &€ un massimo assoluto e locale per g. Osserviamo che
9a(T,9,2) = 9ga(0,0,0) solo se si verificano simultaneamente x = A(x,y) = Ba(z,2) = 0,
quindi =y = z = 0 (si ricordi che in questo caso a # 0), pertanto il massimo @ stretto.

(2) se Co =0, quindi o € {—1/2, —1/4}, si ha che per ogni (z,y, z) # (0,0,0) vale go(x,y, z) <5,
quindi l'origine ¢ un massimo assoluto e locale. L'uguaglianza vale solo se A(x,y) = By (x,2) =
0, ovvero lungo la curva y(t) = (6t¢,¢,4at). Poiché lim; ,oy(¢) = (0,0,0), ogni intorno U
dell’origine contiene infiniti punti differenti dall’origine dove g, assume il valore 5, tali punti
sono i punti v(t) per t # 0, |t| sufficientemente piccolo (che dipende solo da U), pertanto il
massimo non € stretto.

(3) se Cy > 0, quindi « ¢ [—1/2,—1/4], allora lungo la curva v definita nel punto precedente si
ha fo~y(t) = 5+6Ct? che & strettamente maggiore di 5 se t # 0. D’altra parte, lungo la curva
y2(t) = (0,t,0) si ha forys(t) = 5—6t2, che & strettamente minore di 5 se t # 0. Le due curve
tendono entrambe a zero per t — 0, cio significa che scelto un qualunque intorno di 0 esse vi
appartengono se |t| & sufficientemente piccolo. Ogni intorno di zero quindi contiene sia punti
dove g, @ strettamente minore di ¢,(0,0,0) = 5 che punti dove g, é strettamente maggiore
di g4(0,0,0) = 5. Quindi lorigine & punto di sella.

Altro modo: il gradiente di g, é dato da:
Via(z,y,2) = (2ax + 2y + 4az, 2z — 12y, dax — 62) ,

quindi l'origine & punto critico per ogni «. L.a matrice Hessiana ¢ data da

200 2 i¥eY
H, :=D?%¢(0,0,00= 2 -12 0 |, det D%¢(0,0,0) = 19202 + 144a + 24.
4o 0 —6

Tale determinante si annulla per o € {—1/2,—1/4}, & strettamente negativo per a €] — 1/2,—1/4][, e
strettamente positivo per a ¢ [—1/2, —1/4]. Essendo la dimensione pari a 3, non possiamo concludere
che se il determinante & negativo si abbia una sella: infatti i tre autovalori potrebbero essere tutti
negativi, e quindi il loro prodotto sarebbe negativo, pur avendo un massimo. I minori principali hanno
come determinante 2ac e —(6ac+1). Per av €] —1/2, —1/4[ quelli di ordine dispari sono negativi e quello
di ordine pari & positivo, quindi si ha un massimo. Se invece determinante & positivo pertanto, essendo
la dimensione pari a tre, o tutti gli autovalori sono positivi, quindi la matrice & definita positiva,
altrimenti si ha una sella. Per a €] — 00, —1/2[U] — 1/4,0], il determinante & positivo ma il primo
minore & negativo, quindi la matrice non ¢ definita positiva. Si ha una sella. Per a € [0,+o00], il
determinante é positivo ma il secondo minore & negativo, quindi la matrice non & definita positiva. Si
ha una sella. La funzione g,, essendo un polinomio, coincide con la sua serie di Taylor pertanto se la
matrice Hessiana ¢ semidefinita positiva o negativa in un punto critico, abbiamo rispettivamente un
minimo o un massimo relativo. E importante sottolineare che questa proprieta ¢ vera soltanto perché
ga & un polinomio di secondo grado e quindi coincide con la sua serie di Taylor arrestata al secondo
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ordine, in particolare si ha:

9o (V) = 94(0,0,0) + (Hyv, v),
Osservando che la matrice é semidefinita negativa per a € {—1/2, —1/4}, visto che il primo minore &
strettamente negativo e il secondo & strettamente positivo, per questi valore la funzione ha un massimo
nell’origine. Riassumendo: si ha una sella per a ¢] —1/2, —1/4[ e un massimo per a € [—1/2, —1/4].



CAPITOLO 9

Lezione del giorno giovedi 2 novembre 2017
Massimi e minimi vincolati per funzioni di piu variabili (2 h)

DEFINIZIONE 9.1. Siano f,¢ : Q@ — R funzioni. Diremo che Z ¢ un massimo (minimo) relativo
per f sotto il vincolo ¢ = 0 se p(Z) = 0 e Z ¢ un massimo (minimo) relativo per f,—o nella topologia
indotta su {x € Q: ¢(x) = 0}. Chiameremo estremali vincolati per f sotto il vincolo ¢ = 0 i punti di
massimo e minimo relativi per f sotto il vincolo ¢ = 0.

OSSERVAZIONE 9.2. Siano  C R” aperto, I' C Q, f : @ — R una funzione. Supponiamo che
esista una funzione g : V — T' (detta parametrizzazione del vincolo) con V.C R™, m < n di classe C!
suriettiva. Allora gli estremali vincolati per f su I sono le immagini tramite g degli estremali di fog.
Se V' ¢ aperto, si tratta di estremali liberi. Se V non ¢ aperto, i casi int V' (estremali liberi) e V N OV
vanno studiati separatamente.

TEOREMA 9.3 (Moltiplicatori di Lagrange, caso delle ipersuperfici). Sia  C R"™ aperto, f : R" —
R di classe C1(). Sia ¢ : Q — R di classe C'. Allora se & € Q ¢ estremale relativo di f sotto il
vincolo p = 0 con Dp(z) # 0, esiste X € R per cui si ha:

Df(z)+ ADp(z) = 0.
OSSERVAZIONE 9.4. Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange pud essere riformulato nel modo

seguente (sotto le stesse ipotesi): se T € 2 & estremale relativo di f sotto il vincolo ¢ = 0 allora in T
le due superfici

I:={xeR": p(x) =0}, Crpo ={x € R": f(z) = f(z0)}.
sono tangenti.

ESERCIZIO 9.5. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = 23 + 4ay? — 42
sotto la condizione z? +y?> — 1 = 0.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(z,y) = 22 + y?> — 1. Osserviamo che Vg(x,y) =
x =y = 0, tuttavia questo punto non soddisfa alla condizione g(x,y) = 0 infatti g(0
possiamo procedere con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e definire

L(x,y,\) :== f(x,y) + A\g(z,y) = 3 4 day? — 4z + )\(x2 + 9% — 1).

(0,0) se e solo se
,0) # 0. Pertanto

Si ha
OuL(z,y,\) = 32 +4y* — 4+ 2\
OyL(x,y,\) = 8xy + 2\y = 2y(\ + 4x).

Si deve avere 0,L(x,y) = OyL(z,y) = 0, si ricava quindi y = 0 oppure 4 = —\ dalla seconda
equazione. Se y = 0, si ricava dall’equazione del vincolo che x = +1.

Se invece y # 0, allora z = —\/4 e dall’equazione del vincolo si ricava che y? = 1 — \?/16, per cui
0 < X\ <4. Sostituendo nella prima equazione, si ha

A2 A2 A
(i) (D) -

ovvero A = 0 cui corrisponde z = 0 e y = +1. Si debbono quindi studiare i punti (+1,0), (0,41). Per
calcolo diretto si ricava f(1,0) = =3, f(—1,0) =3, f(0,4£1) = 0. Quindi (—1,0) & di massimo assoluto
vincolato e (1,0) di minimo assoluto vincolato.
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Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo pud essere parametrizzato in coordinate
polari da x = cos @, y =sin#, 6 € [—7, 7.
h(6) := f(cos6,sin @) = cos® § + 4 cos fsin® § — 4 cos 6.
Derivando si ha:
W) = —3cos? @sinf + 8cos? fsinf — 4sin @ + 4sinf = sin (5 cos®  — 4sin? f + 4) = 9 cos? fsin b,
che si annulla per §# = 0, +7/2, £, 7. La derivata seconda é:
R"(0) = —18 cosfsin® § + 9 cos® = 9 cos O(—2sin? @ + cos? 0).

Si ha allora h”(+7/2) = 0, h”(0) = 9 minimo locale, h”(+mr) = —9 massimo locale. Inoltre h(0) =
f(1,0) = =3 e h(£nm) = f(—1,0) = 3, mentre h(+m/2) = 0. Studiamo ulteriormente i punti +m/2 con
la derivata terza:

hmw):v—gﬁanQam@9)+5L

e pertanto h"'(+£7) = +18 punti di flesso (sella). Pertanto (1,0) ¢ di minimo assoluto e relativo, (—1,0)
¢ di massimo assoluto e relativo, il che conferma il risultato precedente, anzi lo migliora perché abbiamo
precisato anche la natura di (0,41) (seppure non richiesta dal problema).

ESERcCIZ10 9.6. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = x + y sotto la
condizione 2% + 432 — 1 = 0.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(x,y) = 2% + 4y* — 1. Osserviamo che Vg(z,y) = (0,0) se e solo se
x =y = 0, tuttavia il punto (0,0) non soddisfa a g(x,y) = 0, pertanto possiamo procedere con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange e definire

L(z,y, \) == f(z,y) + Ag(z,y) = = +y + Mz + 4% — 1).
Si ha
Oz L(z,y,A\) =1+ 2\z
OyL(x,y,\) =1+ 8\y.
Si deve avere 0, L(x,y) = 0yL(z,y) = 0, in particolare si ha A # 0. Sottraendo membro a membro le
due equazioni, si ricava A\(x — 4y) = 0 e quindi = = 4y. Sostituendo nell’equazione del vincolo si ha

20y = 1 quindi i punti da studiare sono +(2/v/5,1/(2v/5)). Si ha f(2/v/5,1/(2v/5)) = v/5/2 massimo
assoluto vincolato e f(—2/\/5, —1/(2\/5)) = —\/5/2 minimo assoluto vincolato.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo & 22 4+ (2y)? — 1 = 0, per cui in coordinate
polari diviene z = cos, 2y = sinf. La funzione diviene

h(0) := f <cos 0, sm«9> = cosf + San.
2 2
Derivando si ha: h'(6) = —sinf + cos /2, la derivata si annulla per 6 che soddisfa tanf = 1/2.

E+¢=1
¢=¢/2
Pertanto i punti sono (£,2¢) = £(2/v/5,1/(2v/5)). La derivata seconda & h”() = —cos —sin0/2 =
—cosf(1 4 tanf/2), quindi (2/v/5,1/(2v/5)) ¢ di massimo e —(2/v/5,1/(2v/5)) ¢ di minimo, il che
conferma il risultato precedente.

Si ha quindi { , quindi 5¢? = 1, da cui ¢ = £1/v/5 = sinf e € = £2/v/5 = cos¥.

EsERcC1z10 9.7. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(x,y) = sinx+siny sotto
la condizione cosx — cosy + 1 = 0.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che sia la funzione che il vincolo sono periodici di periodo 27, pertanto
ci aspettiamo la stessa periodicita anche nel risultato finale. Poniamo g(x,y) = cosz — cosy + 1. Si
ha Vg(x,y) = (—sinz,siny). Tale gradiente ¢ nullo nei punti Z, = (km,hw) con h,k € Z. Si ha
9(Zng) = (=) + (=1)" + 1, h,k € Z. Se h, k sono entrambi dispari si ha g(Z,x) = —1 # 0. Se sono
entrambi pari si ha g(Zpx) = 3 # 0. Se uno di essi ¢ pari e l'altro & dispari g(Zp;) = 1 # 0. Pertanto i
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punti Zng, h, k € Z non soddisfano alla condizione g(x,y) = 0 e possiamo procedere con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange definendo:

L(z,y,\) :== f(z,y) + A\g(z,y) =sinz +siny + A(cosz — cosy + 1).
Si ha

Oy L(x,y,\) = cosz — Asinzx
OyL(z,y,\) = cosy + Asiny.

Si deve avere 0, L(x,y) = 0yL(z,y) = 0, in particolare sinz # 0 e siny # 0, da cui cotz = cot(—y).

Pertanto x = —y+ km, k € Z. Sostituendo nel vincolo, si ha cos x — cos(—z + km) 4+ 1 = 0 che si riscrive
come cos & — cos(z — kmr) +1 =0, ovvero cosxz — (—1)¥cosz +1 =0 e quindi (1 — (—1)¥) cosz = —1.
Se k = 2j ¢ pari questa equazione non ha soluzione. Se k = 25 + 1 ¢ dispari si ha cosz = —1/2 e

quindi 1 = 2/37+2h7, e x9 = 4/37+ 2hw, h € Z, cui corrispondono y; = —2/3w+2hn+ (254 1)1 =
7/3+2(j—h)meys =—4/3n—2hw+ (2j +1)mr = —1/37 +2(j — h)w. Allora i punti da studiare sono
(m=j—heZ)

2 4 2
Py = <37T+2h7r,g+2m7r>, Qnm = (37r+2h7r,—37r—|—2m7r>.

Si ha per ogni h,m € Z che f(Pum) = v3/2 4+ v/3/2 = v/3 massimo assoluto vincolato e f(Qum) =
—/3/2 —V/3/2 = —/3 minimo assoluto vincolato.

ESERCIZIO 9.8. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = 322 +4y? —62+3
sotto la condizione 22 + y? = 4.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(x,y) = 2% + y?> — 4. Si ha Vg(z,y) = (0,0) solo se # = y = 0 ma
(0,0) non soddisfa alla condizione g(z,y) = 0 perché g(0,0) # 0. Possiamo procedere con il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange definendo:

L(z,y, \) == f(z,y) + Mgz, y) = 32° + 4y* — 62+ 3 + \(z® +3? — 4).
Si ha
Oz L(z,y,A\) =62 — 6 — 2 \x
OyL(z,y, ) =8y — 2\y = 2y(4 — \).

Si deve avere 0,L(z,y) = O0yL(x,y) = 0. Dalla seconda equazione si ricava y = 0 oppure A = 4.
Sostituendo nel vincolo, si ottiene per y = 0, x = £2. Se invece A = 4, si ottiene dalla prima equazione
x = —3, e sostituendo nel vincolo si trova 9 4+ y? = 4 che non ha soluzioni reali. Pertanto i punti da
studiare sono (2,0) e (—2,0). Si ha f(2,0) = 3 minimo assoluto e f(—2,0) = 27 massimo assoluto.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo ¢ si parametrizza in coordinate polari
ponendo z = 2cosf e y = 2siné, § € [0,2x]. Si ha

h(h) = f(2cosh,2sinf) = 12cos®§ + 16sin?§ — 12cosf + 3 = 4sin® § — 12 cos @ + 15.
Derivando si ottiene:
h'(6) = 8sinfcos @ + 12sinf = 4sin H(2 cos ) + 3),
h"(0) = 4cos0(2cosf + 3) + 4sin (—2sin ).

Si ha h/(6) =0 per § =0,m e h”(0) =20 >0 e h"(7) = —4 < 0, quindi (2,0) ¢ di minimo e (—2,0) &
di massimo.

ESERCIZIO 9.9. Trovare massimi e minimi della funzione f(z,y) = z(2% 4+ 3?) sotto la condizione
rzy = 1.
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SVOLGIMENTO. Osserviamo che 'insieme che definisce il vincolo non é compatto e la funzione non
ammette massimi o minimi assoluti (lo si verifichi lungo la curva v(t) = (¢,1/t) per t — £o0). Si
ha L(z,y,A\) = z(2? 4+ y?) + Azy, le cui derivate sono 9, L(x,y,\) = 322 + y> + \y e 9, L(z,y,\) =
2yr + Az = x(2y + A). Esse debbono essere entrambe nulle. Dalla seconda si ricava x = 0 oppure
y = —A/2. Tuttavia x = 0 non rispetta il vincolo, pertanto si ha y = —\/2. Si deve quindi avere A # 0

per rispettare il vincolo, e quindi z = —2/\.
Sostituendo nella prima equazione si trova che
34+)\2 )\2_0 12 )2
X240 2 A2 47

le cui soluzioni reali sono A = +2+v/3. I punti da studiare sono quindi +(1/v/3, v/3).
Si ha f(1/v/3, V/3) = 4/3%/* massimo relativo e e f(—1/v/3, —v/3) = —4/3%/* minimo relativo.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: poiché z = 0 non rispetta il vincolo, poniamo
y = 1/z e studiamo h(z) = f(z,1/x) = 2% + 1/x. La derivata & h/(x) = 322 — 1/2?, essa si annulla
se 3z* = 1, quindi # = +1/+/3 Si ha poi h(1/v/3) = 4/3%* massimo relativo e h(—1/v/3) = —4/3%/4

minimo relativo.

EsERcIZIO 9.10. Trovare massimi e minimi della funzione f(z,y) = e* + ¥ sotto la condizione
x+y=2

SVOLGIMENTO. Posto ¢g(z,y) = z +y — 2, osserviamo che il vincolo S = {(x,y) : g(z,y) = 0} non
¢ compatto. La funzione non ammette massimo assoluto (lo si verifichi sulla curva v(t) = (¢,2 — t)
per t — 400. Se (zn,y2) ¢ una qualunque successione che tende all’infinito rispettando il vincolo si
ha che una delle due componenti tende a +oo e l'altra tende a —oo, cio implica che esiste il limite di
fs per (z,y) = oo, (z,y) € S e vale +o0o. Per cui f ammette minimo assoluto. Si ha L(z,y,\) =
e’ +e¥ + Ax +y—2), le cui derivate sono 0, L(z,y,\) = €* + X e OyL(x,y,\) = e¥ + X Esse debbono
essere entrambe nulle. Si ha quindi e®* = e¥ = —\ da cui per la stretta monotonia dell’esponenziale
x = y. Sostituendo nel vincolo, si ottiene x = y = 1 come unico punto critico vincolato, che quindi é
di minimo assoluto e f(1,1) = 2e.

Si poteva anche procedere nel modo seguente: si ha x = 2 — y, per cui
h(y) = f(2—y,y) =¥ + e

Derivando si ottiene h'(y) = —e?7Y + €Y, essa si annulla se —e? + e? = 0, quindi y = 1 il che implica
x = 1. La derivata seconda & h"(y) = €Y + ¥ e (1) = 2e > 0, quindi (1,1) & di minimo assoluto.

EsERrci1zio 9.11. Fra tutti i parallelepipedi retti a base rettangolare inscritti in un ellissoide,
trovare quello di volume massimo.

SVOLGIMENTO. L’ellissoide £ di semiassi a, b, c > 0 centrato nell’origine ha equazione
72 2 L2
9(@,y, 2) izg‘i‘%‘f‘cﬁ—lzo-
Un parallelepipedo retto P centrato nell’origine & [—x, x| X [y, y] X [—z, 2] e il suo volume & V(z,y, z) =
8xyz con x,y,z > 0. Si noti che P ¢ inscritto in £ se e solo se (z,y,2) € €. Pertanto il problema
¢ di massimizzare V soggetto al vincolo £. Si ha Vg(z,y,2) = (0,0,0) solo se z = y = z = 0 ma
(0,0,0) ¢ & perché g(0,0,0) # 0. Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e definiamo:

22 2 L2
L(z,y,z,A\) = 8xyz + A <a2+z2+ i 1> )
Osserviamo che se una tra z,y, z & nulla, allora V' = 0 e quindi non ¢ di certo un massimo, pertanto si
deve avere xyz > 0 Le derivate sono:
0:L(x,y,2,)\) =8yz+2\x/a?
OyL(x,y,2,\) = 8xz+2\y/b?
OpL(z,y,2,\) = 8xy +2\z/c?
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Esse devono essere tutte nulle. Si ha A #£ 0, altrimenti si avrebbe yz = 0 e quindi una delle coordinate
sarebbe nulla. Moltiplicando la prima equazione per z # 0, la seconda per y # 0 ¢ la terza per z # 0 si
ottiene 12 /a% = y?/b? = 22/c2. Sostituendo nell’espressione del vincolo si ottiene x = a/v/3, y = b/\/3,
z = ¢/V/3, e il volume massimo ¢ V = 8abc/(3v/3). Nel caso particolare di una sfera di raggio r > 0,
si ha a? = b2 = ¢® = r?, e si ottiene quindi un cubo z =y = z = 7"/\/§

ESERCIZIO 9.12. Trovare massimi e minimi relativi e assoluti della funzione f(z,y) =x+y —1
vincolata sull’insieme V = {(z,y) € R? : 22 + y? — 22 = 0} tramite parametrizzazione del vincolo,
curve di livello e con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO.
(1) Cerchiamo un’opportuna parametrizzazione del vincolo. Si ha che

V={(z,y) eR*: (z—1)°+y* =1},

ovvero V' & la circonferenza di raggio 1 centrata in (1,0). Tale vincolo & un compatto perché
chiuso e limitato in R?. Poiché f & continua, essa ammette massimo e minimo assoluto sul
compatto V. Una scelta opportuna per la parametrizzazione puo essere quella di utilizzare le
coordinate polari centrate in (1,0), quindi

©(0) = (cosf + 1,sinb), 0 € [0, 27].
A questo punto consideriamo la funzione composta

fop(@) =cosf+1+sinf —1=cosf +sinb,

d .
o7 o p(f) = —sinf + cos b,

d2
Wngp(Q) = —cosf —sin#.

e per avere gli estremali vincolati & necessario che la derivata sia nulla, da cui cosf = sin6.
Se cosf = 0 si ha sicuramente sinf = 41, quindi I'’equazione non é soddisfatta per i valori
di 6 che annullano il coseno. Supposto cos # 0, dividendo per cos6 si ottiene tanf = 1
ovvero = 7/4, 5/4w. Si ha che %f o p(n/4) = —/2, quindi tale punto ¢ di massimo
relativo e assoluto, mentre % fo(51/4) = +v/2 quindi tale punto ¢ di minimo relativo e
assoluto. Si ha ¢(7/4) = (1 +v2/2,v2/2) e f o o(r/4) = v/2, massimo assoluto; mentre
o(57/4) = (1 —V2/2,—/2/2) e f o p(5r/4) = —/2, minimo assoluto.

(2) il metodo delle curve di livello consiste nel cercare i punti dove le curve di livello della funzione
f sono tangenti al vincolo V. Le curve di livello di f sono date da x +y — 1 = ¢, quindi sono
rette di equazione y = ¢+ 1 — z. Imponiamo la condizione di tangenza di tali rette al vincolo
V ponendo d = ¢+ 1, quindi y = d — = Sostituendo nell’equazione che definisce V' si ottiene
22 =2z +d?*+ 22 —2dz = 0, ossia 222 —2x(d+1) +d? = 0 e per avere tangenza & necessario che
il discriminante di questa equazione di secondo grado sia nullo. Quindi (d+ 1)? —2d? =0 da
cui —d? +2d+ 1 = 0 e percido d = 14+ +/2. Con questa scelta, si ottiene z = (d + 1)/2, quindi
r1 = 1++/2/2 cui corrisponde y; = v/2/2 oppure z2 = 1 —+/2/2 cui corrisponde ys = —v/2/2
oppure Questi sono gli unici punti critici, pertanto uno di questi punti é il massimo relativo
e assoluto e I'altro & il minimo relativo e assoluto. f(x1,%1) = V2 e f(x2,y2) = —V/2, quindi
(1,y1) @ il massimo assoluto e (z2,ys2) € il minimo assoluto.

(3) Posto g(z,y) = 2 + y? — 2z e osservato che V = ¢g—1(0), costruiamo la funzione L(x,y, \) =
f(x,y) + Ag(z,y). Osserviamo che Vg(z,y) = (22 — 2,2y) nullo nel punto (1,0). Tuttavia
(1,0) ¢ V perché ¢g(1,0) # 0. Il metodo dei Moltiplicatori di Lagrange consiste nella soluzione
del sistema VL(z,y, ) = 0, ovvero

Ouf(z,y) + A0zg(z,y) =0,

(3yf(a:, y) + Aayg(ahy) = 07
g(z,y) =0
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Nel nostro caso:

1+ A2z —-2)=0,

1+ 2y =0,

2?2 +y? — 22 =0.
Si deve necessariamente avere y # 0, altrimenti la seconda equazione non & soddisfatta, da
questa si ricava A\ = —1/(2y). Analogamente z # 1, altrimenti la prima non & soddisfatta,
pertanto A = —1/(2x — 2). Uguagliando queste espressioni, si ottiene y = z — 1. Sostituendo
nell’ultima equazione, si ha 22+ (x—1)2—22 = 0 da cui 222 —42+1 = 0 pertanto z; = 14++/2/2
cui corrisponde y; = v/2/2 oppure x5 = 1 —+/2/2 cui corrisponde y3 = —v/2/2 oppure Questi
sono gli unici punti critici, pertanto uno di questi punti é il massimo relativo e assoluto e
laltro ¢ il minimo relativo e assoluto. f(z1,71) = V2 e f(z2,y2) = —V/2, quindi (z1,y1) & il
massimo assoluto e (x2,y2) ¢ il minimo assoluto.

ESERCIZIO 9.13. Trovare i punti di massima e minima distanza dell'insieme V = {(z,y) € R? :
22/9 + y? = 1} dall’origine tramite parametrizzazione del vincolo, curve di livello e con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. La funzione f in questo caso ¢ data da f(x,y) := /22 +y? > 0. Poiché f ¢é
continua, essa ammette massimo e minimo assoluto sull’insieme V' che & compatto perché é un’ellisse
centrata nell’origine di semiassi 3 e 1. Poiché 'elevamento a quadrato € una funzione strettamente
crescente sui reali positivi, essa manda massimi in massimi e minimi in minimi inoltre non aggiunge
punti estremali, quindi invece di f studiamo la funzione piu regolare

(1)

F(z,y) = f2(z,y) = 2® +
Il vincolo é un’ellisse centrata nell’origine di semiassi 3 e 1, pertanto utilizziamo le coordinate
polari centrate nell’origine e dilatate secondo ’asse orizzontale p(0) = (3cosf,sinf), 6 €
[0, 27]. Si ha quindi

F(p(0)) = 9cos® 0 +sin® 0 = 8cos? 0 + 1

C%F(go(@)) = 16 cosfsinf = 8sin 20
dQ

—F =1 26.

15 (p(0)) = 16 cos 20

Si ha che gli estremali sono per sin20 = 0 da cui § = 0,7/2,7,37/2. Di questi, dalla derivata
seconda si ha che § = 0, 7 sono massimi e § = 7/2,37/2 sono minimi. Quindi i massimi sono i
punti (£3,0) la cui distanza dall’origine ¢ 3 e i minimi sono (0, 1) la cui distanza dall’origine
e 1.
Per quanto riguarda le curve di livello, dobbiamo studiare la tangenza di 22 + y? = ¢? con
lellisse #2/9 + y? = 1. Dobbiamo prestare molta attenzione dato che tanto Iellisse quanto le
curve di livello presentano punti a tangente verticale e punti a tangente orizzontale. Studiamo
dapprima i punti con tangente non verticale. Si ha y? = ¢? — 2 e sostituendo si ottiene
22/9 + 2 — 22 = 1 da cui 822 — 9(c® — 1) = 0. 1l discriminante ¢ nullo per ¢ — 1 = 0, cui
corrisponde = 0 e y = +1. Studiamo ora i punti con tangente non orizzontale sostituendo
invece 22 = ¢ — y%. Si ottiene 8/9(c* — %) + y?> = 1 ovvero y? — (9 — 8¢%) = 0 il cui
discriminante si annulla, per 9 — 8¢? = 0 cui corrisponde y = 0, x = +3. Quindi gli estremali
sono i punti (£3,0) la cui distanza dall’origine & 3 e (0,£1) la cui distanza dall’origine & 1.
Quindi (£3,0) sono di massimo e (0,+£1) sono di minimo.
Posto g(x,y) = 22/9+y?—1, si ha Vg(z,y) = 0 solo per z = y = 0. Osservato che V = g~1(0)
e che (0,0) ¢ V| costruiamo la funzione L(x,y,\) = F(z,y) + Ag(z,y) e studiamo il sistema
VL =0.

8:5F(.%’,y) + Aaxg(xvy) =0,

Oy F(z,y) + Adyg(x,y) = 0,

g(x,y) =0
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Nel nostro caso:

2x + X2z2/9 =0,

2y +2\y =0,

22/9+y% =1
Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = —1. Se y = 0 si ha x = 43 dalla terza.
Se A =1 allora dalla prima si ha x = 0 e quindi y = +1 dalla terza. Quindi gli estremali sono
i punti (£3,0) la cui distanza dall’origine ¢ 3 e (0, £1) la cui distanza dall’origine & 1. Quindi
(£3,0) sono di massimo e (0, £1) sono di minimo.

ESERCIZIO 9.14. Trovare massimi e minimi relativi e assoluti della funzione f(z,y) = (z—1)2 —y?
vincolata sull’insieme V' = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} tramite parametrizzazione del vincolo, curve di
livello e con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. Il vincolo & una circonferenza di raggio 1 quindi compatto, e f & continua, quindi
amimette massimo e minimo assoluto su V.

(1) Scegliamo la parametrizzazione p(6) = (cos@,sinf), 6 € [0, 27].
fop(@) = (cosh—1)% —sin?6

diﬂf o p(f) =2(cosf —1)sinh — 2sinfhcosf = 2sin (1 — 2 cos )

d2

Wf o () = 4sin?0 + 2(1 — 2 cos ) cos b.

Pertanto gli estremali sono = 0,7,7/3,5/37. Si ha ¢(0) = (1,0) e f(1,0) = 0 con
%;Zf o ¢(0) = —2, quindi questo & un punto di massimo relativo. Si ha ¢(7) = (—1,0) e
f(=1,0) = 4 con %f o @(m) = —6 quindi questo & un punto di massimo relativo. Si ha
o(r/3) = (1/2,3/3/2) e f(1/2,/3/2) = —1/2 con C%;f o p(m/3) = 3 quindi questo & un
punto di minimo relativo. Si ha ¢(57/3) = (1/2,—v3/2) e f(1/2,—/3/2) = —1/2 con
jTQQf o p(bm/3) = 3 quindi questo ¢ un punto di minimo relativo. Allora (—1,0) ¢ di massimo
assoluto e (1/2,4+/3/2) sono di minimo assoluto.

(2) Consideriamo le curve di livello (x — 1)2 — y> = ¢ e dobbiamo studiare la tangenza con
2?2 + 32 = 1. Una retta tangente alla curva di livello in un suo punto (x¢,%o) ha equazione
(xo — 1)(z — x0) — yo(y — yo) = 0 e una retta tangente alla circonferenza nel medesimo

punto (xg,yo) ha equazione xo(x — x0) + yo(y — yo) = 0. Tali rette sono parallele se e solo
se yo(xo — 1) + xoyo = 0. Una soluzione ¢ data da yp = 0 cui corrispondono zp = +1.
Altrimenti si ha 29 = 1/2 cui corrispondono yo = +v/3/2. Si ha f(1,0) = 0, f(—1,0) = 4,
f(1/2,4£/3/2) = —1/2. Allora (—1,0) ¢ di massimo assoluto e (1/2,4+/3/2) sono di minimo
assoluto.

(3) Posto g(x,y) = 22 +y% — 1 e osservato che V = g~1(0), costruiamo la funzione L(z,y,)\) =
f(x,y) + Ag(z,y) e studiamo il sistema VL = 0.

Ouf(x,y) + A0rg(z,y) =0,
Oy f(x,y) + Adyg(z,y) = 0,
g9(z,y) = 0.
Nel nostro caso:
2(x — 1)+ X2z =0,
—2y+ 2y =0,
2?2 +y? =1
Si ha y = 0 oppure A = 1 dalla seconda. Se y = 0 si ottiene dalla terza = +1 con f(1,0) = 0
e f(=1,0) = 4. Se invece A = 1, si ha dalla prima 2 = 1/2 e dalla terza y = £v/3/2. Si ha poi
f(1/2,4£1/3/2) = —1/2. Allora (—1,0) ¢ di massimo assoluto e (1/2,4+/3/2) sono di minimo assoluto.
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ESERCIZIO 9.15. Trovare massimi e minimi relativi e assoluti della funzione f(z,y) = 22 + y?
vincolata sull’insieme V = {(z,y) € R? : 2% + y? + 2%y? = 1} con il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange.

SVOLGIMENTO. L’insieme V' & luogo degli zeri della funzione continua g(z,y) = 22 +y? +22y? — 1
ed & contenuto nella palla centrata nell’origine di raggio 1, infatti se (z,5) € V si ha 0 < 22 +9? =
1 — 2%y? < 1, quindi & compatto e f, essendo continua, ivi ammette massimo e minimo assoluti.
costruiamo la funzione L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) e studiamo il sistema VL = 0.

Ouf(2,y) + Aug(z,y) =0,
Oy f(z,y) + Adyg(z,y) = 0,
9(z,y) =0
Nel nostro caso:
22 + A(2z + 2zy?%) = 0,
2y + A2y + 2yx?) = 0,
2?4y 4222 =1
Dalla prima equazione si ottiene 2 = 0 oppure A = —1/(1 4+ y?). Se x = 0 allora y = £1 dalla terza.
Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = —1/(1 + 22). Se y = 0 allora z = 41 dalla
terza. Se x # 0, y # 0 si ottiene x = +y da cui 222 + 2* = 1 che ha come soluzioni z = £v/v2 — 1
e quindi y = +v/v2—1. Pertanto si ha f(0,+1) = f(+1,0) = 1 ¢ f(EVV2—1,V/V2—-1) =
FEVV2 =1,V V2 —1) =2(v/2—1) Si ha 2(v2—1) < 1 infatti da tale relazione si ricava v2 — 1 <
1/2 quindi v/2 < 3/2 e infine 2 < 9/4. T punti (0,41), (£1,0) sono di massimo assoluto, gli altri sono
di minimo.

Altro metodo: dall’equazione del vincolo si ricava

I Y
€ — T 9>
1492
e sostituendo nella funzione si ha:
1-¢* , 1—y* 5
f<1+y27y i Ty
Studiamo per 0 <t < 1 la funzione
1-1¢
k(t)=——+t
®) 1+¢ +
Si ha k() = £22651 che si annulla per ¢ = v/2 — 1. (D’altra soluzione non & accettabile), tale derivata

(t+1)2 >
& positiva per valori a destra di tale punto e negativa per valori a sinistra. Quindi per t = v/2 — 1 si ha
un minimo e i valori massimi della funzione si trovano agli estremi t =0,t=1. Set=0sihay=0¢e

r=+1.Set=1sihay=+lex=0.Set=+2—1sihalyl=+vv2-1e|r|=1++v2— 1. Pertanto
siha f(0,£1) = f(£1,0) = le f(=VV2-1L,VV2-1) = f(=V/V2-1,-VV2- 1) =2(v2- 1) |

punti (0,£1), (£1,0) sono di massimo assoluto, gli altri sono di minimo.

ESERCIZIO 9.16. Trovare i punti di massima e minima distanza (al quadrato) dall’origine di R?
dellinsieme V definito da V = {(z,y) € R? : 2% + 32 + 2%y? = 1} con il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange.

SVOLGIMENTO. La funzione da minimizzare & f(x,y) = 2 + y?. 11 problema ¢é identico al
precedente.

ESERCIZIO 9.17. Trovare i punti di massimo e minimo della funzione f(z,y,2) = 2% — x4+ y?> +
y(z +x — 1) vincolati all’insieme V = {(z,y,2) €ER3: 22+ y> =1 e x +y+ 2z = 1} con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.
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SVOLGIMENTO. Il vincolo & chiuso perché posto g1(z,y, 2) = 22 +y?—1e gao(z,y,2) = 2 +y+2—1 =
0, si ha che tali funzioni sono continue e il vincolo si scrive come intersezione dei chiusi g; *(0) N g5 *(0).
Inoltre Vg (z,y, z) = 0 solo se x = y = 0 che non soddisfa g (x,y, z) = 0 e Vga(z,y, 2) # 0 Per provare
che il vincolo & compatto, basta vedere che ¢ limitato. Se 22 +y? = 1, necessariamente |z| < 1e |y| < 1.
Ma allora dato che z +y + z = 1, e quindi z = 1 — x — y, necessariamente |z| < 3. Quindi l'insieme
& compatto e la funzione continua f ammette su di esso massimo e minimo assoluto. Costruiamo la
funzione L(x,y, z, A\, u) = f(z,y, 2) + Ag1(z,y, 2) + pg2(x,y, 2) e studiamo il sistema VL = 0 ossia

O f(@,y,2) + ANug1(2,y, 2) + 10:92(x,y, 2) = 0
Oyf(x,y, z) + ANyg1(x,y, z) + pdyga(x,y,z) =0
0. f(x,y,2) + A0:91(2, y, 2) + po.g2(z,y,2) =0
gi(z,y,2) =0
g2(z,y,2) =0

Nel nostro caso:

—14+2z+y+2Xz+p=0
—1+z+2y+24+22y+p=0
y+upu=20

2?2 +y? =1

r+y+z=1

Siricava y = —u dalla terza. A questo punto si ha nella prima —1+ 22+ 2 Az = 0 quindi 2z(1+X) = 1.

Se A = —1 questa equazione ¢ impossibile, pertanto z = ﬁ Sostituendo la quinta nella seconda

siha \y =0dacuiy =00A=0. Se A =0 allora z = 1/2 e dalla quarta y = ++/3/2, mentre se
y = 0 sempre dalla quarta si ha x = £1. Sostituendo i vari casi nella quinta, si hanno i punti (1,0, 0),
(—1,0,2), (1/2,v/3/2,1/2 —/3/2), (1/2,—/3/2,1/2 ++/3/2). Si ha f(1,0,0) = 0, f(—1,0,2) = 2,
f(1/2,v/3/2,1/2 —V/3/2) = f(1/2,—/3/2,1/2 + V/3/2) = —1/4 e 1l punto (—1,0,2) & di massimo
assoluto, i punti (1/2,v/3/2,1/2 —/3/2) e (1/2,—+/3/2,1/2 +/3/2) sono di minimo assoluto.

ESERCIZIO 9.18. Trovare i punti di massima e minima distanza (al quadrato) dall’origine di R3
dell’insieme V definito da V = {(z,y,2) : 22+ y?> + zy — 22 = 1 e 22 + 4% = 1} con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. Il vincolo & chiuso perché posto gi(z,y,2) = 22 +y? + oy — 22 — 1 e go(2,9,2) =
22 +y?> — 1 =0, si ha che tali funzioni sono continue e il vincolo si scrive come intersezione dei chiusi
971 (0) N g1 (0). Vai(z,y) = 22 +y,2y + 2, —22), nullo solo per # = y = z = 0 che non soddisfa
g1(z,y,2) = 0 e analogamente Vga(z,y) = 0 solo se z = y = 0 che non soddisfa ga(z,y) = 0. Per
provare che il vincolo & compatto, basta vedere che & limitato. Se 22412 = 1, necessariamente |z| < 1 e
ly| < 1. Ma allora dato che 224y +xy—2% = 1, e quindi 22 = 1+22+y%+ 2y, necessariamente |z| < 2.
Quindi I'insieme & compatto e la funzione continua f(z,y, z) = 22 +y%+2? ammette su di esso massimo
e minimo assoluto. Costruiamo la funzione L(x,y,z, A\, u) = f(x,y,2) + Ag1(z,y,2) + pga(z,y,2) e
studiamo il sistema VL = 0 ossia

Ouf(2,y,2) + A0pg1(2,y, 2) + p0zg2(2,y,2) = 0
Oyf(x,y,2) + ANoyg1(x,y, 2) + pOyga(x,y,2) =0
9:f(%,y,2) + A0:91(2, y, 2) + p0.g2(x,y,z) = 0
gi(z,y,2) =0
92(z,y,2) =0
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Nel nostro caso:

(22 + (22 + y) + 2uz = 0
20+ A2y +x) +2uy =0
22 —2Xz =0
24yt ray—22=1

k3!:2 +y? =1

Sostituendo la quinta nella quarta si ottiene z?> = xy. Dalla terza si ha z = 0 oppure A = 1. Se
z = 0 allora zy = 0 quindi 0 x = 0 oppure y = 0, infatti dalla quinta non si pud avere x =
y = 0. Se z = 0, dalla quinta si ha y = 41, altrimenti se y = 0 si ha x = +1. Pertanto si
ottengono i punti (£1,0,0) e (0,+1,0). Se A = 1 allora sottraendo dalla prima la seconda si ha
2 —y)+ (x —y) + 2u(x —y) = 0, ovvero (3 4+ 2u)(x —y) = 0 che & verificata per x = y oppure
p = —3/2. Se x = y, si ottiene z = +x e dalla quinta x = y = +v/2/2, quindi si ottengono i
punti (v2/2,v2/2,4v2/2) e (—v/2/2,—v/2/2,+£1/2/2). Se invece u = —3/2, A = 1, sommando le
prime due equazioni si ottiene 2(z + y) + 3(x + y) — 3z = 0 da cui 2z = —5y. Essendo z,y di segno
opposto e non nulli (altrimenti la quinta non & soddisfatta), I’equazione 22 = xy non ha soluzione reale.
Pertanto i punti sono (£1,0,0), (0,£1,0), (vV2/2,v2/2,£v2/2) e (—v2/2,—v2/2,£+/2/2). Si ha
f(£1,0,0) = f(0,£1,0) = 1, £(v/2/2,v2/2,£v2/2) = f(—V2/2,—V/2/2,4£/2/2) = 3/2. Pertanto i

punti (+1,0,0), (0,+£1,0) sono di minimo assoluto e gli altri di massimo assoluto.

EsERrc1z1O 9.19. Trovare gli estremali assoluti di f(x,y) = \/ye*“Z*yQ su D := {(z,y) € R?:
22+ (y—1)2 <1}

SVOLGIMENTO. Poiché f é continua e D é compatto, il Teorema di Weierstrass assicura ’esistenza
di massimi e minimi assoluti di f in D. Osserviamo che f(z,y) > 0e f(x,y) = 0 se e solo se y = 0.
L’intersezione di D con y =0 & O(0,0). Pertanto questo ¢ l'unico punto di minimo assoluto vincolato
e la funzione é nulla in questo punto.

Osserviamo che f(x,y) = \/Qe*‘%?e*y2 < \/ge*yQ = f(0,y), pertanto siamo ricondotti allo studio
dei massimi della funzione di una sola variabile g(y) = \/376in con 0 <y < 2. Si ha che

2 1 €_y2
"(y) =eY —23/2>:1—42,
Jy) (2\@ Y 2J??( y)

che in |0, 2[ si annulla solo in y = 1/2. Da

(0) = 0.< g(2) = Ve < g(1/2) = L2,

si ricava che y = 1/2 & punto di massimo assoluto per g su [0, 2], quindi (0,1/2) lo & per f su D.

g2 y2

Altro modo. Cerchiamo gli estremali all’interno di D: il gradiente di f &
Vf($, y) = <_2x\/§€_z2_y27 67

— 2y3/26_z2_y2 .
2\/y

All'interno di D si ha y > 0, quindi il gradiente si annulla solo per x = 0, y = 1/2. La matrice hessiana
di fe

467$27y2:l:2\/§ — 267$27y2\/(1? 467"”2*1/23:(1;3/2 _ ety
Hess f(z,y) = z2—y?, . 3/2 i —x2—y2,5/2 —x2—y? v ey’ ’
de Ty = de yo'e —4de Y= g
VR
Hess f(0,1/2) = < (;/E Y ) :
e
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L . . . . . V2

Poiché ¢ definita negativa, il punto (0,1/2) é un massimo relativo per f e f(0,1/2) = ¢ )
Parametrizziamo il bordo di D in coordinate polari x = cost, y =sint + 1, t € [0,27[. Si ha

h(t) = fcost,sint + 1) = e 26O+ fsin(t) + 1.

Derivando: )
W) = e~26m1)+1) (45in(t) + 3) cos(t)
2+/sin(t) + 1 '
Tale derivata & nulla per cost = 0 ovvero t = w/2,37w/2 e sint = —3/4. 1 punti corrispondenti a questi

valori di ¢ sono (0,0), (0,2), (£v/7/4,1/4). Si ha f(0,0) = 0, f(0,2) = V2™ f(£V7/4,1/4) =

2
e~1/2/2. Confrontando questi valori con f(0,1/2) = 76*1/4, si ricava che (0,0) & di minimo assoluto
e (0,1/2) di massimo assoluto.

EseErcIzio 9.20. Data la funzione

f(@y) = Vid—a?—y?,

Calcolarne il dominio, e tracciarne alcune curve di livello.
Stabilirne la classe di regolarita.

Calcolarne lo sviluppo di Mac Laurin arrestato al secondo ordine.

(1)
(2) o
(3) Calcolarne il gradiente e la derivata direzionale lungo 7= i + j nell’origine,
(4)
(5) Calcolare il massimo e minimo assoluti di f sull’insieme

D={(z,y) eR?*: |z|+|y| <lsey>0, ex? +y*><1sey<0}.

SVOLGIMENTO. Si ha dom f = {(x,y) : 2% +y? < 4}. Le curve di livello di f sono circonferenze
centrate nell’origine. La funzione f é continua in dom f e di classe C'°° nell’interno del dominio. Si ha
inoltre f(x,y) < 2 per ogni (x,y) € dom f e l'uguaglianza vale solo nell’origine. Quindi 2 ¢ di massimo
assoluto per f ed é raggiunta in un punto di differenziabilita di f. Ma allora il gradiente e tutte le
derivate direzionali nell’origine sono nulle. Si ha

Vf(a:,y) = < \/_xg — yg +4’ \/_;(:2 _ y2 —|—4> s
y2 —4 zry

(—22— g2+ 42 (a2 — g2+ 4)7°

Hess f(z,y) =
2

Ty ‘-4
(—22 — 2+ 4% (=22 —y2 4+ 4)%?

Vf(O, 0) :(07 0)7

Hess f(0,0) = <B/2 5/2)

Lo sviluppo in serie di Mc Laurin arrestato al secondo ordine ¢& allora

Flay) =2~ 5 +47) +ola + 7).

L’insieme D & chiuso e limitato perché unione finita di chiusi e limitati, quindi ¢ compatto e per la
continuitd, di f ammette massimo e minimo assoluto su D. Poiché l'origine appartiene a D, si ha che
lorigine & di massimo assoluto per f vincolato a D. Osserviamo che D C {(x,y) € R? : 22 +¢? < 1},
inoltre si ha v3 < f(z,y) < 2 per ogni (z,y) € R? tali che 22 + 32 < 1, e si ha f(z,y) = v/3 se e solo
se #2 4+ y? = 1. Pertanto si ottiene che il minimo assoluto di f su D vale /3 ed ¢ raggiunto nei punti
di D che soddisfano 22 + y? = 1, ovvero i punti soddisfacenti 2 + 32 =1 e y <0 e il punto (0, 1).






CAPITOLO 10

Lezione del giorno mercoledi 8 novembre 2017
Teorema dalla funzione implicita e inversa I (2 h)

TEOREMA 10.1 (Dini in R?). Sia D C R? aperto, f : D — R continua, (zo,y0) € D tale che
f(zo,y0) = 0. Supponiamo che in un intorno di (xo,yo) esista continua Oy f(z,y) e sia Oy f(z,y) # 0.
Esistono allora U eV intorni in R rispettivamente di xg e yo, ed un’unica funzione continua ¢ : U — V
tali che:

{(z,y) e D: fz,y) =0} N (U xV) ={(z,¢(x)) : €U}, @(x0) = y0-
Si dirg che @ esplicita localmente f rispetto alla variabile x in un intorno di xg.

PROPOSIZIONE 10.2. Nelle ipotesi precedenti, si assuma che f sia differenziabile in (xo,yo). Allora
p e derivabile in xg e vale:
_ 9z f (%0, Yo)

@yf(xO) ?/0) .
In particolare se f ¢ differenziabile in un intorno di (xo,yo), allora

Oy f(x, ()’
TEOREMA 10.3 (Dini). Siano X,Y,Z spazi normati completi, D aperto in X XY, f: D — Z
continua, (xo,yo) € D tale che f(xo,yo) = 0. Supponiamo che in un intorno di (xo,yo) esista continua
Oy f(z,y) e che Oy f(xo,y0) sia isomorfismo di Y su Z. Esistono allora U C X eV C Y intorni
rispettivamente di xqg e yo, ed un’unica funzione continua ¢ : U — 'V tali che:

{(z,y) e D: flz,y) =0} (U xV) ={(z,9(x)) : €U}, ¢(z0) = y0-
Si dira che @ esplicita localmente f rispetto alle variabili x in un intorno di xg. Se poi f & differenziabile
in (xo,y0), si ha:

¢'(z0) =

Vo e U.

1
¢' (o) = —<3Yf(x0,yo)> o dx f(zo,y0)-
EsSERCIZIO 10.4. Dimostrare che esiste una ed una sola funzione continua e derivabile y = p(x)
definita in un intorno di x = 2 soddisfacente all’equazione:
22+ — 22y —1=0,
con la condizione ¢(2) = 1. Calcolarne la derivata prima e seconda.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = 22+ ¢y — 22y — 1, P = (2,1). Si ha f(P) = 0. Calcoliamo
Oy f(z,y) = 3y* — 2z e osserviamo che 9, f(P) = —1 # 0. Per il Teorema di Dini esiste una ed una sola
funzione continua ¢ definita in un intorno di 2 tale che F(z,p(x)) = 0 e ¢(2) = 1. Poiché¢ f € C!, si

ha che ¢ ¢ C', e si ha
4y = Qe @o@) 22— 200
@ T T8, @) T 32w — o

In particolare, ¢'(2) = 2.
Derivando ulteriormente, si ottiene:
d? _ (2 2¢/(2))(3¢%(2) — 22) — (22 — 2¢(@))(6p(2)¢ (x) — 2)

a2?) (302(z) — 22)2 ’
In particolare, sostituendo z = 2, ¢(2) =1, ¢/(2) = 2, si ha ¢”(2) = 18.

61
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Si poteva procedere per la prima parte anche nel modo seguente:
df (x,y) = 0uf (2,y) dz + 9y f(x,y) dy = 2(z — y) dx + 2(3y* — ) dy.

Questo implica in particolare che V f(x,y) = 2(x — y,3y? — x). Tale vettore & ortogonale all’insieme
S = {(x,y) € R? : f(z,y) = 0} nel punto (z,y) € S. Ma allora esiste C € R tale che la retta
C + df(x,y)(h,k) = 0 (le variabili sono (h, k)) sia tangente a tale insieme in (z,y). Nel punto (2,1)
si ha che tale retta ¢ C'+ 2h — k = 0. Essa deve passare per (2,1), quindi posto h = 2, k = 1 si
ha C = —3. L’equazione della tangente in (2,1) & quindi k = 2h — 3, pertanto ¢'(2) = 2, ovvero il
coefficiente angolare della tangente.

EsERCIZ10 10.5. Mostrare che I'equazione:
ze —y+1=0,

definisce, in un intorno del punto z = 0, una ed una sola funzione continua implicita y = ¢(z), che per
x = 0 assume il valore 1. Calcolarne derivata prima e seconda.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = ze¥ —y +1, f € C*®(R?). Si ha f(0,y) =0 se e solo se y = 1.
Pertanto le funzioni implicitamente definite in un intorno di z = 0 necessariamente devono valere 1 in
0. Calcoliamo le derivate 0, f(x,y) = €Y, Oy f(x,y) = ze¥ — 1. Si ha 0,f(0,1) = —1 # 0, pertanto &
possibile applicare il teorema di Dini e concludere I'esistenza di una funzione ¢ implicitamente definita
da f(z,y) =0 in un intorno di (0,1) con ¢(0) = 1. Tale funzione risulta C* perché f € C*. Si ha:

x,o(x e?(®)
Sy - el e@) e

ze¥ — 1 xep(®) —1°

Si ricava ¢'(0) = e. Derivando si ottiene:

o(x) = _ew(w)@f(x)(mw(m) — 1) — e?®@) (e2(®) 1 geP(@) o (1)) _ e2?(®) (1 — z¢! (2))
(ver@) —1)2 (ver(@) —1)2 7

da cui sostituendo si ha ¢"(0) = €2

EsERcCIZ10 10.6. Provare che ’equazione
22y — 22+ dxyz+ 2324+ 30=0

definisce, in un intorno del punto (1,2), una funzione continua e parzialmente derivabile z = p(z,y)
che per x = 1, y = 2 assume il valore —1. Calcolare le derivate parziali di .

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y,2) = 2%y — 2% + 4xy®z + 232z + 30, osserviamo che f(1,2,—1) =
24+1—-32—-1430=0. Calcoliamo le derivate parziali di f:

Ouf(x,y,2) = 2xy + 42 + 3222,
Oyf(z,y,2) = 2?2 + 12z9%2,
0.f(z,y,2) = =32 + day® + 2.

Si ha 0,f(1,2,—-1) = =3+ 32+ 1 = 30 # 0, pertanto ¢ possibile applicare il teorema di Dini ed
ottenere cosiuna funzione z = ¢(z,y) definita in un intorno di (1,2) con ¢(1,2) = —1. Tale funzione
& C' perché f € C'. Calcoliamone le derivate parziali:

af(@,y,0(x,y) _ 2zy+4y’p(z,y) + 32%p(z, y)

9. f(x,y, 0(,y)) —3¢%(z,y) + 4y’ + 23
dyp(e.y) = el @ 0@y) 2+ 120 0(w,y)
yAE 0. f @,y 0(z,y)  —3¢%(x,y) + day® + 23

In particolare si ha d,¢(1,2) = 31/30 e dyp(1,2) = 47/30.
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EsErciIzio 10.7. 1l sistema:

fl(x7y7z) :$2+y2 _22+2 :07
fo(z,y,2) =2y +2yz —x2+7=0,
& verificato per x = 1, y = —1, z = 2. Far vedere che esso definisce y e z come funzioni implicite

della z in un intorno di = 1 e che y(z) e z(x) assumono per z = 1 rispettivamente i valori —1 e 2.
Calcolare poi y/(1) e 2/(1).

SVOLGIMENTO. Poniamo

F(m,yjz) = (fl(xay7 Z)?f?(xaya Z))

Si ha F : R3 — R2. Calcoliamo la matrice Jacobiana di F:

o 2z 2y —2z
Jac(F)(z,y, 2) = < y—z x+2z 2y—x )

Per poter esplicitare y e z come funzioni della x, é necessario vedere se lo Jacobiano parziale fatto
rispetto a y e z, calcolato nel punto (1, —1,2), sia 0 meno degenere. Tale Jacobiano parziale ¢ la matrice
formata dalla seconda e terza colonna di Jac(F') (che corrisponde alle derivate di fi, fo rispetto a y e
a z). Si ha

Jac(F)(1,-1,2) = < _23 _52 :;L > Jacy . (F)(1,-1,2) = ( _52 :;l >

Lo Jacobiano parziale in (1,—1,2) ¢ non degenere perché si ha det Jac, ,(F)(1,—-1,2) = 26 # 0. E’
possibile pertanto applicare il teorema di Dini ed esplicitare localmente in un intorno di z = 1 la
y e la z ottenendo due funzioni y = y(x), z = z(y) con y(1) = —1 e 2(1) = 2, si ponga quindi

p(r) = (y(x), 2(x)).

Calcoliamo ora l'inversa della matrice Jacy .(F)(1, —1,2):

- L /-3 4
[Jacy. (F)(1,~1,2)] 7" = ( s )

11 differenziale parziale rispetto alla = di F' nel punto (1, —1,2) ¢ dato dalla prima colonna della matrice

Jacobiana di F', quindi Jac,(F)(1,-1,2) = < _23 ) Per il Teorema di Dini si ha:

P'(1) = ( Z:g; ) = —[Jacy,.(F)(1, —1,2)] Jac,(F)(1, ~1,2)

w3 L) (5) ()
Quindi /(1) = 9/13 e /(1) = 2/13.

EseErcizio 10.8. Una fabbrica utilizza due tipi di materie prime per produrre un materiale. Sup-
poniamo che il prodotto finale venga venduto dalla ditta ad un prezzo di 1 per ogni unita di misura, e
siano p; > 0 e po > 01 prezzi di acquisto per unita di misura delle due materie prime. Assumiamo che
la quantita di materiale prodotto mgs e le quantitd di materie prime m; e ms soddisfino la funzione di
produzione di Cobb-Douglas con esponenti 1/3 e 1/2, ovvero valga:

mg = m}/gmé/z.
(1) Si provi che fissati p; > 0, p2 > 0, esiste un’unica scelta di (mq, mg) che permette all’azienda

di massimizzare il proprio profitto.

(2) Si studi leffetto di una variazione dei prezzi pi, pe sulla scelta di (m,mg) per massimizzare

il profitto.
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SVOLGIMENTO. Il profitto dell’azienda & dato dalla quantita ms di materiale prodotto moltiplicata
per il prezzo di vendita, cioé 1, cui viene sottratto il costo di ciascuna materia prima, ovvero il prezzo
p; per unita della materia prima moltiplicato per la quantita m;, i = 1, 2:

I(m1, ma, m3,p1,p2) = M3 — p1mi — pama,
Si richiede di massimizzare I sotto i vincoli
1/3 _1/2
g(mi,ma,m3) :=m3 —my""my’" =0,
my, ma,m3 2> 0.

Il primo vincolo é parametrizzabile, per cui, considerati p; e po fissati, possiamo massimizzare diretta-

mente
1/3 1/2 1/3_1/2
h(mi,ma) == I(m1,ma,my/*my/* p1,pa) = my*m}/* — pimy — maps
sull’insieme D dove D := {(my,mz) € R? : mq,my > 0}.

Proviamo ora che, se esiste, il massimo ¢ assunto in D = int D. Si ha banalmente che h(0,ms) =
—pamsy < 0 e h(my,0) = —pymy < 0. Dlaltra parte, si ha h(t,t) = t/6 — (py 4+ p2)t = t3/5(1 —t'/5(py +
p2)). Quindi esiste t > 0 tale che h(t,t) > 0. Poiché (¢,t) € D, il massimo - se esiste - deve essere
assunto in int D perché h su 0D assume valori minori o uguali a zero.

Poiché D non & compatto, pertanto é necessario provare che il massimo esiste. Parametrizziamo
I'insieme in coordinate polari. Si ha

D :={(pcosb,psin®): p>0, 0 €]0,7/2[}.
Si ha allora
h(pcos, psin ) = p°/% cosfsin @ — (p1 cos O + py sin ) p.

Osserviamo che se 0 € [0,7/2], p1,p2 > 0, esiste C' > 0 tale che si abbia pjcosf + pysing > C.

Per provarlo, si consideri la derivata di 6 — pjcos@ + pasinf. Essa si annulla in |0, 7/2[ solo per
fl > e sinf = %

P+ p3 P+ 3

negativa in ]0, 7 /2[, pertanto il punto trovato & un minimo relativo, e il valore del minimo ¢ \/p} + p3.

I valori agli estremi dell’intervallo |0, 7/2[ sono p; e p2, quindi

6 = arctan(pa/p1), da cui cos = . La derivata seconda € strettamente

p1cos + pasind > C := min{pi, p2, \/p? + p3}.

Ma allora per p — 400 si ha h(pcosé, psinf) < p?/6 — Cp — —o0, in particolare esiste R > 0 tale
che se |(m1,m2)| > R, con (myi,mg) € D, si ha h(my,m2) < h(0,0) = 0 e quindi in particolare il
massimo non pud essere assunto su R? \ B(0, R), in quanto tutti i valori di h su tale insieme sono
strettamente inferiori al valore assunto da h in (0,0). Quindi, se esiste, il massimo verra assunto sul
compatto B(0, R)N D. Essendo h continua, il massimo ¢ assunto, e, per quanto visto prima, & assunto
in un punto di D.

Si ha
VALY 3 mq
Vh(mi, mg) = -1, — P2
3m§/3 2y/m2
2\/777,2 1
Qmi’/3 6m2/3, /Mo
Hess h(mqy,m2) =
1 3 mi
6m1/3. /Mo 4m§/2
1 2,/
In D si ha che il determinante det Hess h(mq,ms) = s >0e — Z/Lg < 0, pertanto tutti i
36m," “mo 9m;

punti critici di A su D sono massimi relativi.
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Proviamo che esiste un’unico punto di massimo (sappiamo gia che ne esiste almeno uno). Suppo-
niamo che ne esistano due, e siano (my, mg), (m}, m}) € D. consideriamo la funzione

P(A) = h((1 = A)(m1,m2) + A(m), my)).

La mappa v & definita in un intervallo aperto contenente [0,1] e ha valori in D. Si ha ¥(0) =
h(m1,ma) = (1) = h(my, mj),

() = VR((L = A, )+ A, ) - (s~ s,y — o),

d2
Ww()\) = (Hess h((1 — X\)(m1, m2) + X(m), mb))(m} — my,mb — ma), (m} —my,mh —ms)) <0,

perché I'hessiano di h & definito negativo. Ma questo implica che %ﬂ)()\) sia strettamente monotona,
e quindi possa annullarsi in un unico punto tuttavia si ha ¢'(0) = ¢’(1) = 0. Pertanto si deve avere
m) = my e mh = my. Quindi il massimo ¢ unico.

Altro metodo per avere I'unicita del massimo: determiniamo i punti critici risolvendo le due equa-

m 3/m

zioniizzple v
2/3 2./mo

3m
2/3
/m 1 1
223 &, pertanto mg = ———, da cuim; = ———.
3m1/ 4meo 144p7p5

= po. Elevando la seconda al quadrato e moltiplicandola per la prima si

ottiene plpg =
216p3p3

Consideriamo le relazioni Vh(my, ma) = 0 ovvero

V112
filma, ma, p1,po) ==~ —p1 =0,
3m;

f2(m17m25plap2) = _pZZO»

=5 i
€ poniamo F(mhm?aplva) = (fl(m17m27p17p2)7f2(m1am27p17p2))' F(m17m27p17p2) = 0 se e solo
se Vh(my,mg) = 0 e se e solo se (mq,mz) & 'unica strategia ottima assegnati i prezzi (p1,p2). Inoltre
Jac(m, my) F' (M1, M2, p1, p2) = Hess h(my, m2) e tale matrice & non singolare, quindi F'(m1, ma, p1,p2) =
0 definisce la strategia ottima (mi,m2) in funzione di (pi,p2). Si ottiene cosim; = my(p1,p2) e
mg = ma(p1,p2). Studiamo ora 'effetto di una variazione dei prezzi delle materie prime sulla strategia
di acquisto della fabbrica, ovvero siamo interessati alle derivate parziali di m1 e mo rispetto a pq, ps.

Poniamo M (p1,p2) = (m1(p1,p2), ma(p1,p2)). Si ottiene
Jac M (p1,p2) = —[Jacmy my F(m1,ma, p1,p2)] " 0 [Jacy, p, F(mi,ma,p1,p2)]

= —[Hess h(my,my)] " - <_01 _01> = —[Hess h(m1,mz)] ",
quindi
9m5/? 6m2/3
_ 3p1m1(1917p2) 3p1m1(p1,]92) o T /ma —0Omy /M2
Jac M(p1,p2) = 9 m 9 = 3/2
1 2(p1,p2) p2m2(p1,1?2) —Gmf/?’\/nTQ _8;n2
Vmi1

Si ha quindi 8pjmi(p1,p2) < 0 per ogni ¢,57 = 1,2. 1l risultato pud essere interpretato nel modo
seguente: se il prezzo di una delle materie prime sale, per continuare a massimizzare il profitto é
necessario acquistarne di meno. Si noti che per arrivare a questo risultato non é necessario determinare
esplicitamente m; = m;(p1,p2), i = 1,2.

DEFINIZIONE 10.9 (Inviluppo). Sia I' una famiglia di curve nel piano. Diremo che una curva
o & inwviluppo di T' se & tangente in ogni suo punto a tutte le curve di I' passanti per il medesimo
punto. Supponiamo che I' = {7, }aes con I intervallo aperto di R, e che 7, sia implicitamente definita
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dall’equazione F(z,y,a) = 0. Condizione necessaria affinché una curva o sia inviluppo della famiglia
I' & che o sia definita implicitamente dal sistema,

F(z,y,a) =0,
O F(z,y,a) = 0.

Supponiamo infatti che il sistema di cui sopra definisca una curva inviluppo o = o(a) = (z(@), y(a))
parametrizzata da a. Si ha allora F(o(a), ) = 0 per ogni a.. Derivando, si ottiene

VFE(z(a),y(a),a) -6(a) = =0 F(z(a), y(a), a).

Ricordando che per ipotesi si ha che o ¢ inviluppo, il vettore ¢ ¢ tangente a v, in o(«), e d’altra parte
VF(o(a),a) & ortogonale a 7, nel medesimo punto, quindi VF(z(«),y(a), @) - 6(a) = 0, da cui
OaF'(2,Y, )| (3,4)=(a) = O-

Supposto ora che il sistema di cui sopra definisca implicitamente una curva o(«a), affinché tale curva
sia una curva inviluppo, ¢ necessario che per ogni « la derivata o(«) esista e sia diversa da 0, e che

VF(o(a),a) # 0.

EsErcizio 10.10. Sia C la circonferenza centrata in (—1,0) e passante per l'origine. Considerata
la famiglia I" di circonferenze centrate nei punti di C' e passanti per 'origine, si scriva Uinviluppo di T

SVOLGIMENTO. Parametrizzata C' come 6 — (—1 + cosf,sinf), 6 €]0, 27|, la famiglia di circonfe-
renze in questione si scrive come F(x,y,6) = 0 dove

F(z,y,0) == (z + 1 —cos0)® + (y —sin0)® — [sin® 0 + (—1 + cos 0)?] .

Per trovare l'inviluppo ¢ quindi necessario studiare il sistema dato da F(x,y,0) = 0e 0pF(z,y,0) =0,
ovvero

(z+1—cos6)?+ (y —sind)? — [sin? 6 + (—1 + cos6)?] =0,
2(x+1—cosf)sinh — 2(y — sin @) cos @ — 2 [sinh cosf — (—1 + cosf) sinf] = 0.

Sviluppando i calcoli, si ha

{x2 —2xcosf + 2z + y? — 2ysinfd = 0,
xsinf = ycosb.
e Supposto cos 6 # 0, moltiplicando la prima equazione per cos® @ si ha

2% cos? @ — 22 cos® 0 + 22 + y* cos? § — 2y cos® fsin @ = 0,

ovvero, sostituendo la seconda,

22 cos® 0 — 2z cos® 0 + 2z + z? sin® § — 2z cos Hsin? 6 = 0,

e quindi 22 — 2z cos (1 — cos ) = 0. Per z # 0, si ricava
x(0) = 2(1 — cos ) cos .

e Supposto sinf = 0, moltiplicando la prima equazione per sin? § e procedendo in modo analogo
al precedente si ha

22 sin? @ — 2z sin® 0 cos 0 + 2z sin? 0 + y% sin? 0 — 2y sin® 0 = 0,
ovvero, sostituendo la seconda,
y? cos? 0 — 2y sinf cos? 0 + 2y sinf cos @ + y? sin? 0 — 2y sin® 6 = 0,
e quindi y? — 2ysin (1 — cos@) = 0. Per y # 0, si ricava
y(0) = 2(1 — cos @) sin 6.
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Rimangono da discutere i casi con z = 0 oppure y = 0 oppure sinf = 0 oppure cosf = 0. Dalla
relazione OpF(x,y,0) = 0, se x = 0 si deve avere y = 0 oppure cosf = 0, si ottengono quindi i
punti (0,0) e (0,+2) risolvendo in F(0,y,£7/2) = 0. In modo analogo, se y = 0 si ha x = 0 oppure
sin# = 0, si ottengono quindi i punti (0,0) e (—4,0) risolvendo in F'(z,0,0) = 0 oppure F(x,0,7) = 0.
Osserviamo che nella scrittura

x(0) = 2(1 — cos ) cos b,

y(0) = 2(1 — cos @) sin 6,
si ricava origine per 6 = 0, il punto (0, £2) per § = +7/2 e il punto (—4,0) per § = 7, quindi questa
scrittura comprende tutti i punti precedentemente esclusi. Per § = 0 la curva v(0) = (z(0),y(#)) non
ammette vettore tangente, mentre per 6 €]0, 27| la curva v ammette un vettore tangente in quanto
|(2(0),9(0))]? = 8(1 —cos @) # 0. Proviamo ora che VF(z(0),y(6),0) # 0in |0, 2x[, in tal caso la curva
trovata sara proprio U'inviluppo della famiglia assegnata. Si ha

0, F(x,y,0) =2(—cosf+z+ 1),
OyF(x,y,0) = 2(y — sinb),
OgF(z,y,0) = —2sin@(1 — cos ) — 2sinf cos + 2sin O(—cosf + = + 1) — 2 cosf(y — sinb),
e quindi
VE(v(0),0) = (—4cos® 0 + 2 cosf + 2,2sin (1 — 2 cos6),0) .
La seconda componente si annulla in 0, 27| solo per # = 7 e cosf = 1/2, tuttavia se § = 7 la prima

componente ¢ —4, mentre se cosf = 1/2, la prima componente ¢ 2. Quindi ~ rappresenta 'inviluppo
della famiglia assegnata, tale curva prende il nome di cardioide (si veda la Figura 10.10.1).

FiguraA 10.10.1. La cardioide.

EseErcCIz1O 10.11. Sia C' la circonferenza centrata nell’origine di raggio 2a > 0. Considerata la
famiglia I' di circonferenze centrate nei punti di C' e tangenti all’asse delle ascisse, si scriva 'inviluppo
diT.
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SVOLGIMENTO. Parametrizziamo C' come 6 — (2acosf,2asin6), 6 €]0, 2|, la famiglia di circon-
ferenze in questione si scrive come F'(z,y,6) = 0 dove

F(z,y,0) := (z — 2acos 9)2 + (y — 2asin 6)% — 4a®sin? 6.

Per trovare l'inviluppo ¢ quindi necessario studiare il sistema dato da F(x,y,0) = 0e OpF(z,y,0) =0,
ovvero

(x — 2acos)? + (y — 2asin0)? — 4a®sin? § = 0,
4a(x — 2a cos ) sin O — da(y — 2asin 0) cos § — 8a? sin f cos § = 0.

Sviluppando i calcoli, si ha dalla seconda equazione (z — 2acosf)sinf — ycosf = 0. Supponiamo
sinf # 0, e moltiplichiamo la prima equazione per sin?#. Si ha

(x — 2acos#)?sin? 0 + (ysin — 2asin? §)% — 4a?sin? 6 = 0,

(x —2acosf)sinf = ycosb.
Sostituendo la seconda equazione nella prima si ottiene la sola equazione in y

y? cos® 0 + y?sin? 0 + 4a? sin* 0 — day sin® 6 — 4a? sin* 6 = 0,
ovvero y?> — daysin®6 = 0, ovvero y = 0 oppure y = 4asin®f. Sostituendo questa espressione nella
seconda equazione si ha 2 = 2a cos §(1 + 2sin?6), da cui le equazioni parametriche

2(0) = 2acos O(1 + 2sin? f),
y(0) = 4asin? 6.
A questa curva, chiamata nefroide, vanno aggiunti i punti dati da sinf = 0, da cuiy = 0e x =
2a cosf. Tali punti costituiscono il segmento [—2a,2a] x {0} (contato due volte). In questo caso, si ha
(@(8), 9(6))[? = 365in® £ 0 per 0 £ 0.,
VF(z,y,0) = (2(x — 2cosf),2(y — 2sinf), —4(sin(20) — x sin + y cosh)) ,
e quindi
VE(x(0),y(0),0) = (8sin®d cosf, 8sin® 6 — 4sin 6, 0) .

Supposto 6 # 0,7, la prima componente & nulla solo per cosf = 0, ovvero sinf = +1, ma in questo

caso la seconda componente ¢ non nulla. Pertanto la curva ¢ curva inviluppo della famiglia indicata.
Si veda la Figura 10.11.2
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Fiaura 10.11.2. La nefroide corrispondente ad a = 1.
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CAPITOLO 11

Lezione del giorno giovedi 9 novembre 2017
Teorema dalla funzione implicita e inversa II (2 h)

EseErcizio 11.1. Si tracci un grafico qualitativo del folium di Cartesio:
I'={(z,y) € R?: 23 — 3zy +¢° = 0},
e si studino le funzioni y = ¢(z) di classe C! definite implicitamente dall’equazione x3 — 3zy + 3> = 0.

SVOLGIMENTO. Posto f(z,y) = x3 — 3xy + y3, osserviamo che f(z,y) = f(y,x) pertanto I' &
simmetrico rispetto alla bisettrice del primo quadrante. Inoltre si ha che I' & chiuso perché I' = f~1(0)
con f continua.

Rappresentiamo I' in coordinate polari, ovvero consideriamo f(pcos#, psin@) = 0. Si ottiene:
p?(pcos® § — 3sinf cos § + psin® ) = 0,
con la condizione p > 0. Supponendo cos? @ + sin®6 # 0 e p # 0, possiamo scrivere:

3sinf cos
cos30 +sin® 0’

Per verificare che questa espressione rappresenta effettivamente I' osserviamo che Iorigine appartiene
a I' e puo essere ricavata dall’espressione ponendo 6 = 0,7/2. Se cos®# + sin®@ = 0 si deve avere
0 = Tr/4 0 8 = 37 /4. In tal caso per soddisfare appartenenza a I' si ha necessariamente p = 0, gia
compreso quindi nell’espressione precedente. Inoltre, affinché I'espressione abbia senso, si deve avere
p > 0. Il numeratore & positivo per 0 € [0,7/2] U [r,37/2]. Per quanto riguarda il denominatore, si
ottiene che esso & positivo se cos® @ > —sin® 6, ovvero estraendo la radice cubica, se cos@ > —sin6,
quindi per 6 € [0, 57/4[U]7m /4, 27]. Si ottiene che la frazione che definisce p é positiva per

0 e A:=[0,m/2]U]37/4, 7] U [37/2, Tm/4].

Pertanto:
3sinfcos b

g) = _2SmUCosh fe A,
p(6) cos3 6 + sin® 0

rappresenta 'intero I'. Osserviamo che

li f)= 1 0) =
9—%2/4“ ) 0—3712/4p( ) = Foo,
feA feA

pertanto 'insieme non & limitato, quindi non puod essere compatto.
Poiché © = pcosf, y = psin 6, si ottiene anche la parametrizzazione:

3 sin f cos?
cos3 6 +sin® 6’

B 3sin? 6 cos O
v= cos3 0 +sin® 0’
71
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che, posto m = tanf, puo essere riscritta come:

B ~ 3m
v=alm) =1
per m # —1.
_ _ 3m?
y_y(m)_ 1+m37

Geometricamente, dato m € R si ha che la retta y = ma interseca 'insieme in (0,0) e nel punto di
coordinate (z(m),y(m)).

Effettuiamo un breve studio delle funzioni xz(m), y(m): si ha che x(m) > 0 per m > 00 m < —1.
1—2m?

Inoltre lim x(m) = 0 e lim x(m) = Foo. Si ha inoltre &(m) = 37m2, che si annulla
m—+oo m——1% (m3 + 1)

solo per m* = 1/+/2. Tale punto deve essere un punto di massimo locale, perché m* > 0 e valgono

z(0) =0 e z(m) — 0 per m — +oo. Quindi si ha un massimo locale per la z in corrispondenza di m*

e B = (z(m*),y(m*)) = (V4,V2).
Effettuiamo un analogo studio per la y: si ha che y(m) > 0 per m > —1. Inoltre lim y(m) =0

5 m—+too
e lim y(m) = too. Derivando, y(m) = —M, che si annulla per m = 0 e m = /2. Si
m——1% (m3 + 1)
ha y(m) > 0 per m > 0 e y(m) < 0 per m < 0, quindi m = 0 ¢ minimo locale, mentre m’' = /2
deve essere un massimo locale per ragionamenti analoghi a quelli fatti in precedenza. Quindi si ha un
massimo locale per la y in corrispondenza di m’ e A := (z(m/),y(m’)) = (V/2, V/4), simmetrico del
precedente punto, com’era lecito attendersi. I due grafici sono riportati in Figura 11.1.1.

A

3m
m) = ———
m3+1
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Possiamo abbozzare un primo grafico qualitativo: studiamo dapprima il caso m > 0. Per m = 0 si
ha lorigine (dove la tangente ¢ orizzontale). Le componenti z(m) e y(m) sono strettamente crescenti
e positive e al variare di 0 < m < m* formano un arco congiungente 'origine al punto B. Per
m* < m < m’, si ha che la componente z(m) & decrescente, mentre la componente y(m) é crescente,
pertanto vi & un arco congiungente B ad A. Infine per m — 400 si ha che x(m) e y(m) decrescono
entrambe raggiungendo l'origine per m — +oo (tangente verticale). Questo completa lo studio nel
primo quadrante.

Per —1 < m < 0 si ha che y(m) > 0 ma z(m) < 0. Le componenti z(m) e y(m) sono stretta-
mente decrescenti da +o0o a 0, e formano un arco strettamente decrescente nel secondo quadrante, che
confluisce nell’origine con tangente orizzontale. Questo conclude lo studio nel secondo quadrante. Per
simmetria, si ottiene lo studio nel quarto quadrante: si ha un arco strettamente decrescente dall’origine
(tangente verticale). Si deduce inoltre che I'insieme non esiste nel terzo quadrante.

Si ha che Vf(x,y) = 3(z? — y,y*> — z) si annulla solo nei punti (0,0) e (1,1). Di tali punti, solo
(0,0) appartiene all'insieme, perché f(0,0) =0 e f(1,1) # 0. Quindi il punto (0,0) andra discusso a
parte.

Possiamo quindi dedurre che:

(1) Per z < 0, 'insieme I' definisce implicitamente un’unica funzione y = ¢ (z). Tale funzione
soddisfa ¢1(x) > 0. Si ha che 9, f(x,¢1(x)) > 0, quindi il teorema di Dini & applicabile. Si
ottiene quindi che ¢ € C1(] — 00, 0[; R).

(2) Poiché T' & simmetrico rispetto alla bisettrice y = x, e poiché si & visto che per ogni x < 0
esiste un unico y > 0 tale per cui (z,y) € T, sfruttando la simmetria si ha anche che per
ogni z > 0 esiste un solo y < 0 tale per cui (z,y) € I, quindi rimane definita una funzione
@2 :]0, +00[—] — 00, 0], il cui grafico ¢ il simmetrico rispetto alla bisettrice di quello di ¢, e
la regolarita ¢ la medesima.

(3) Per 0 < & < V/4 abbiamo due rami ulteriori ¢z, ¢4 :]0, V4] ]0,4+o0[ (scegliamo o3(z) >
p4(x) per ogni z in cui tali rami sono definiti).

Si ricava inoltre che tutti e quattro i rami confluiscono nell’origine e i rami @3 e ¢4 confluiscono nel
punto B = (¥4, v/2).

L’intersezione tra I' e 9, f(z,y) = 0 & data dall’origine e dall’intersezione di y = 2% con 23 — 3zy +
y> =0, ovvero 2® — 323 4+ 26 = 0, da cui x = y = 0 (da escludere) e x = /2 cui corrisponde y = /4.
Pertanto il punto A I'unico punto di I' a tangente orizzontale (diverso dall’origine). Per simmetria, il
punto B ¢ 'unico punto di I' diverso dall’origine a tangente verticale.

2

Per m # 0 e m # m* si ha che la relazione z = x(m) puo essere invertita, ottenendo quindi
y =y(m(x)). Per il teorema della funzione inversa, si ha che la derivata ¢ data da

d d dm, . d L 3m(mP-2) (mPr1)”
%y(m(x)) = %y(m(x))%(ﬂ?) = %y(m(m)) : m - (m? +1)? C3—6m3 m=m(z)
e
—om(m® = 2) |

Studiamo il segno di questa espressione: esso ¢ negativo per m < 0, cui corrispondono i rami ¢;(z)
per —1 < m < 0 e il suo simmetrico @o(x) per m < —1, che quindi sono strettamente decrescenti.
Analogamente, per 0 < m < m* otteniamo che ’arco strettamente crescente ¢4(z). L’arco ps(x) &
strettamente crescente per m > m’ e strettamente decrescente per m* < m < m’ (esso ha un massimo
nel punto A).

Studiamo la presenza di asintoti: si ha che |x| — 400 solo se m — —1, in tal caso:

3m?

3
i PE) oy mil
r—>—00 I m——1+ 3m

m3 +1
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Determiniamo ora

i (@) + I 3m? 4 3m . 3m(m+ 1) 1

= lim ¢(z)+x= Ilim = lim =—

17 507 mo—1-m3+1 m3+1 mos-1- (m+1)(m?—m+1)

Quindi 7 ammette 'asintoto y = —x — 1. Per simmetria, si ottiene I'asintoto x = —y — 1 per 7.

Altro modo: dalla rappresentazione in coordinate polari per t — —m/4 e t — 3/47 si ha r — +o0,
quindi l'asintoto ha tangente tan(—m/4) = tan(3/4mr) = —1.

Osserviamo infine che ¢ possibile definire una, funzione @5 :] — 0o, v/4[— [0, +00[ ponendo ¢5(z) =
p1(z) se < 0 e p5(x) = p3(x) se 0 < x < V4. Tale funzione ¢ di classe O, ¢5(0) = 0 e quindi in 0
ha un minimo assoluto che vale 0. Lo studio & completo e il grafico & rappresentato in Figura 11.1.2

A

-
TE
=

0.5 1

»
o

R S P BT

ry=—1_ 051\ 2°—3zy+12=0

Ficura 11.1.2. 11 folium di Cartesio e il suo asintoto.



CAPITOLO 12

Lezione del giorno martedi 14 novembre 2017
Teorema dalla funzione implicita e inversa III (2 h)

EserciIzio 12.1. Si disegni I'insieme
I ={(z,y) € R?: 2% — 4oy + y* = 0}.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = 2* — 4zy +9*. Si ha f(z,y) = f(y,z) = f(—z,—y) quindi
I'insieme I" & simmetrico rispetto all’origine e alla bisettrice y = x. Si ha inoltre (0,0) € I'. Passiamo in
coordinate polari x = pcos@, y = psiné, ottenendo p?(p? cos* @ — 4 cos @ sin § + p? sin* #) = 0, pertanto
se p # 0 si ottiene

9 4 cosfsind

~ costh +sinth’
Questa uguaglianza implica che cos #sin § > 0, quindi I'insieme [" appartiene al primo e terzo quadrante.

(0) = 4cos@sind
po) = V cos?6 + sin? 6

Studiamo massimi e minimi di cos?d + sin?§. Cid equivale a studiare i massimi di z* + y* vincolati
a 22 +y% = 1, poiché tale vincolo & compatto, 2* + y* ammette massimo e minimo assoluti su tale
curva, e il minimo é strettamente maggiore di zero. In particolare, cio implica che p é limitato, quindi
I'insieme I" & compatto.

Poniamo

Si & gia visto come p raggiunga il suo minimo in 0, perché (0,0) € I, inoltre limy_,o+ p(6) = 0, per
simmetria si ricava

lim p(f) = lim p(d)= lim p(f) = lim p(@)=0.

0—0t 0—m/2- 0—mt 0—3/2m—

Calcoliamo ora i massimi di y? vincolati a I', ovvero i massimi di p?(#)sin?6, supponendo 6 #
0,7/2,m,3/27 (infatti per tali valori si ha y = 0), per simmetria supponiamo 0 < § < 7/2.

4 cosfsin3 0 4tan 0
0) = p*(0)sin? 6 = = )
Hi(0) = p7(9) sin cos?f +sin*d 1 +tand

Studiamo la funzione g(s) = 4s3/(1 + s*), s > 0. Si ottiene
3s2(1+ s*) — 455 45%(3 — s%)
(1+ s1)? o (L+sh)?

g'(s) =4

La derivata & nulla per ovvero s = v/3, inoltre & negativa per valori superiori ad esso e positiva per
valori inferiori, quindi si tratta di un massimo. Poiché la funzione tan :]0,7/2[—]0, +00[ & stretta-
mente crescente, e f; = g o tan, si ottiene che 6, = arctan v/3 ¢ 1’unico massimo per f; in [0,7/2].
Determiniamo cos 6,, e sin 6,, sapendo che tan,, = v/3, 0 < 6,, < 7:

cos? 0, +sin6,, = 1,
sin6,, = v/3cosb,,.

Sostituendo e risolvendo il sistema si ottiene cos 6, = (14++v/3) /2 e sin6,, = v/3 (14+v/3)~ /2. Tl valore
di f in tale punto di massimo ¢ pari al valore di g nel suo massimo v/4 ossia Ymae = 1/g(V/3) = 3%/5.

75



76 12. Teorema dalla funzione implicita e inversa

Il valore z* corrispondente a ¥Ypqq €

cost 0y, + sin* b, 1+ tan%0,,

Per simmetria, si ricava che I' ¢ interamente contenuto nel quadrato [—3%/%,3%/8] x [—33/8,33/8]. 1
quattro punti di contatto di T’ con tale quadrato sono dati da P, = (¥/3,3%8) e da i suoi simmetrici
rispetto all’origine e alla bisettrice, ovvero Py = (—+/3,—3%/8), Py = (33/8,3/3), Py = (—3%/8, —¥/3).
Il grafico & rappresentato in Figura 12.1.1.

0.5

-2 0.5 1 1.5 2

y = 733/8

P2(7\8/§T733/8>

FIGURA 12.1.1. La curva z* — 4zy 4+ y* = 0 e il quadrato con lati paralleli agli assi in
cul é inscritta.



12. Teorema dalla funzione implicita e inversa 7
EseErcizio 12.2. Si dica per quali valori del parametro reale « la funzione z = z(z,y) definita
implicitamente da
T L ax o+ P22 =1, 2(0,0) =0
ha un estremale relativo nel punto (0,0). Per tali valori di « si dica se si tratta di un massimo o di un
minimo.
SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y,z) = et 4 ax + y? — 22 — 1. Si ha f(0,0,0) = 0 per ogni a.
Calcoliamo le derivate parziali di f:
0pf(z,y, 2) = 20" +
Oyf(z,y,2) =2y
azf(xvyaz) = €Z+IE2 —2z.
Si ha 0,(0,0,0) = 1 # 0, pertanto & possibile applicare il Teorema di Dini e concludere che f = 0

definisce implicitamente una funzione z = z(z,y) in un intorno di (0, 0) con z(0,0) = 0. Poiché f € C!,
tale funzione ¢ C'. Le derivate parziali sono:

8 ( ) — _aIf(xayaZ($’y)) — 2mez<z?y)+$2 + @
T T e y) T e —2a(a,y)’
_ O fxy2(ny) 2y
6yz(x,y) = d.f(x,y, z(x,y)) T ez(my)ta? _ 2z(w7y).

Nella fattispecie, si ha 0,2(0,0) = o, 9y2(0,0) = 0. Affinché (0,0) sia estremale, deve essere un punto
critico, perché z € C', quindi il differenziale deve annullarsi, e pertanto o = 0.

Classifichiamo ’estremale con questa scelta di a. Calcoliamo le derivate seconde di z(z,y) in (0, 0):

2 _
Oau?(,9) = 8- £ (2,4, 22, 9) ’
_ azf(xa Y, Z(SE, y)) (axz(xv y)ang(l‘, Y, Z($, y)) + ang(iﬂ, Y, Z(:Ea y)))
(0. f(x,y, 2(z,y))]?
o (8yz(x7 y)azzf(xv Y, Z(IB, y)) + 8sz(x7 Y, Z(.ZL‘, y))) Bzf(x, Y, Z(Z‘, y))
Oy (®.3) = .1z, y, 2, )P y
 0:f(x,y, 2(x,y)) (Oy2(@,9) 02, f (2, y, 2(2,y)) + 02, f (2, y, 2(x, )
(0:f(x,y, 2(z,y))]?
62, (a,y) — Oy f(x,y,2(x,y)) (Oy2(z,y)0%. f (x,y, 2(x,y)) + aizf(ﬂﬂ,y’Z(ﬂc,y)))+

0:f (2, y, 2(2,y))]?
0. f(x,y, 2(2,y)) (Oy2(2,9) 2, f (x,y, 2(x,y)) + O [ (x, y, 2(2,y)))
[0 f(z,y, 2(x, y))]?

Sara quindi utile il calcolo delle derivate seconde di f:

mf(x y,z) = 2" 4 42%e* T 9,,£(0,0,0) = 2

f(x Y,z )—2 ayyf(o 0,0) =2

Ozof(2,y,2) = —2,0..f(0,0,0) = —

Ouy f(2,y,2) = azyf(w Yy, 2) =0, 02y f(0,0,0) = 9z, f(0,0,0) = 0,
Oz f(2,y, 2) = 20¢* | 95, £(0,0,0) = 0.
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Sostituendo, si ha allora (ricordando che 0,2(0,0) = 9y2(0,0) = 0 e 9,f(0,0,0) = 9,(0,0,0) = 0,
8.£(0,0,0) = 1):

9:£(0,0,0) (9,2(0,0)02,f(0,0,0) + 02, £(0,0,0)) N

2 _
Or27(0,0) = 0-7(0,0,0)]2
9.£(0,0,0) (9,2(0,0)02, £(0,0,0) + 92, f(0,0,0)) )
- [0-£(0,0,0)]2 T
9,2(0,0)02, £(0,0,0) + 92, £(0,0,0)) 8, £(0,0,0)
2,00 - 370,007 ) -
9.£(0,0,0) (8,2(0,0)83, f(0,0,0) + 92, £(0,0,0))
- [0-£(0,0,0)]2 -
9, £(0,0,0) (8,2(0,0)92, £(0,0,0) + 92, £(0,0,0)
%2(0,0) = = ° GF0.00F =
9.£(0,0,0) (9,2(0,0)92, £(0,0,0) + 92, f(0,0,0)) )
- [0-£(0,0,0)]2 -

Quindi I'hessiano di z in (0,0) ¢ semplicemente

nE00=( 3 ).

e pertanto (0,0) & un massimo per z(zx,y).

ESERCIZIO 12.3. Sia I' 'insieme dei punti (z,y) € R? tali che

yg—ny—l—a:Qy:x—x?’.

(1) Provare che I" ¢ il grafico di una funzione ¢ : R — R.

(2) Discutere la continuita e la derivabilita di .

(3) Effettuare uno studio qualitativo di ¢: in particolare, si stabilisca se ¢ ammette un asintoto
obliquo per x — Fo0.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = y* — xy? + 2%y — x + 23 in modo che I' = {(z,y) : f(z,y) = 0}.
Poiché f(—xz,—y) = —f(z,y), si ha che I & simmetrico rispetto all’origine. Studiamo le intersezioni
con gli assi: f(0,y) = 0solosey=0e f(x,0) =0 solo se —z + 2% = 0 quindi = € {0,+1}.

(1) Calcoliamo le derivate parziali di f, osservando che f € C°°:
Ouflx,y) = —9° + 22y — 1+ 32° =42® — (y —x)*> — 1
By f(x,y) = 3y* — 2zy + ® = 2% + (v — y)?
La derivata 9, f(z,y) si annulla se e solo se = y = 0. Cio implica che se z # 0, in un intorno
di « si ha che v ¢ grafico di una funzione C'. D’altra parte, per z = 0, si ha che I’equazione
f(0,y) = 0 ¢ soddisfatta solo da y = 0, quindi poniamo ¢(0) = 0.
(2) Si ha che ¢ ¢ continua. Sia {(2y,Yn) }nen una successione in I' con x,, — 0.
T T 3
0=hnkf f(on vn) = N ipfve,
0 = limsup f(zn, yy) = limsupy?,
n—oo n—oo
quindi ¥, — 0 = lim,, o0 @(xy) € si ha che ¢ é continua. Inoltre ¢(0) =0, p(£1) = 0.
Studiamo la derivabilita: si & gia detto che ¢ € C' in R\ 0. Il differenziale di f in (0,0)
¢ df(0,0) = — dz. Quindi esiste C' € R tale per cui la retta C' + = = 0 ¢ la tangente a v in
(0,0), tale retta & x = 0, pertanto ¢ non puo essere differenziabile in 0. Si ha per z # 0:
Sy = Db @pla)) e (pla) a1
0, f (. p(@) _  24%(@) + (v — p(@))?
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9z f(1,0)

(3) In particolare si ha che p(1) = 0 e ¢'(1) = —a, 70 = —2<0, quindi la funzione p(z) &

negativa in un intorno destro di 1, e quindi per ogni & > 1 perché non ci sono altre intersezioni
con gli assi, ed & positiva in un intorno sinistro di 1 e quindi in 0 < x < 1 perché non vi sono
altri punti dove si annulli tra 0 e 1, in quanto f(z,0) = 0 solo per x € {0,4+1}. Sfruttando
le simmetrie, si ha quindi che p(z) >0se 0 <z <lox < —1, p(x) =0sexz € {0,£1} e
o) <0se —1<zx<0,z>1.

Poniamo y = ma, si ha allora f(z,mxz) = 0 se e solo se (m> —m? +m 4+ 1)2% — 2 = 0,
ovvero se e solo se x((m® —m? +m + 1)z2 — 1) = 0. Se x # 0, per avere soluzione si deve
avere (m3 —m? +m + 1) > 0, in tal caso si ha che esistono due soluzioni di segno opposto,
ossia = +(m> — m? 4+ m 4 1)~1/2. cui corrisponde

m

Vmd —mZ+m+1

y==

Poniamo
m

h(m) = ,
(m) VvVm3 —m?+m+1

e studiamone le derivate:

3m? —2m + 1
Vmd —m2+m+ 1 —m—n mt
h/(m)_ 2\/m3—m2+m—|—1
(m3—m?2+m+1)
2m? — 2m? +2m + 2 — m(3m? — 2m + 1)
2(m3 — m2 4+ m + 1)3/2
—m3 +m+2
2(m3 —m?2 +m + 1)3/2

Tale derivata si annulla per m® —m—2 = 0. Studiamo il numero di soluzioni di tale equazione.
Posto v(m) = m® —m — 2, calcoliamo massimi e minimi relativi di v. Si ha v'(m) = 3m? — 1,
nullo per m* = £4/1/3. Si ha |[m*| < 1 e m*> < 1, quindi v(m*) < 0. Cio implica che gli
estremali relativi di v sono entrambi strettamente negativi, pertanto ’equazione m3—m—2 = 0
possiede una sola radice reale. Dato che v(0) = v(1) = —2 e limy, o0 v(M) = 400, si ha che
tale radice & strettamente positiva. Inoltre v(2) = 4 > 0, quindi tale radice & strettamente
minore di 2 In particolare, si ha che esiste un solo valore di 1 < m < 2 per cui h'(m) = 0.
Questo implica che gli unici punti critici di ¢ si hanno nei punti +(m? — m? + m + 1)_1/2.
Poniamo z+ = —z~ = (m® —m? +m+1)"/2. Poiché m3 —m —2 =0, si ricava 2+ = —z~ =
(3 —m? +2m)~ /2.

Vogliamo capire la posizione dei due estremali rispetto ai punti 0,1. Poniamo W(t) =
3 — t? 4 2t in modo da avere zt = —z~ = (W(m))~"/2. Sappiamo che m € [1,2], quindi
studiamo la funzione W in tale intervallo. Essa & strettamente decrescente in |1,2[, perché
W'(t) = =2t +2 < 0 quindi W(2) = 3 < W(t) < W(1) = 4, ma allora si ha 0 < 4712 <
T <3 V2 <1, ex =—at, pertanto 0 < 2t <1e —1 < 2~ < 0. Si ha quindi che zT ¢
massimo relativo stretto e £~ & minimo relativo stretto.

Cerchiamo gli asintoti obliqui. Limitiamo lo studio per & > 0, il caso x < 0 si ricava per
simmetria rispetto all'origine. Si @ visto che z = (m® — m? +m + 1)~%2 e che ¢(V(m)) =
m(m3 —m?+m~+1)"Y2. Studiamo il V(m) = m® —m?+m+1. Siha V'(m) = 3m?—2m+1
che & privo di radici reali, quindi V/ > 0, V & strettamente crescente e ammette una sola
radice reale m*. Tale radice & negativa perché V(0) = 1. Inoltre V(—1) = —2 < 0, quindi
—1 < m* < 0. Poniamo A(m) = V(m)/(m —m*), A(m) & un polinomio di secondo grado
mai nullo. Si ha quindi
p(V(m)) m(m?® —m? +m+ )72

lim @ = lim = =m".
T I mom*+ (M3 —m2+m+1)"1/2  (m3 —m2+m+1)"1/2
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Calcoliamo ora:

g = lim p(z) —m*x
Tr—00

= lim mm®—m?>+m+1)"2—m*m® —m? +m+1)"?
m—m*
. m—m* _ oy m—m*
= (m? —m2 +m+1)-1/2 o (m — m*)12A(m)1/2

m — m*
i\ Amy =Y

Quindi la retta y = m*x & asintoto obliquo per x — 4o00. La simmetrica rispetto all’origine
di tale retta & sempre y = m*x che e quindi asintoto obliquo anche per x — —oo. 1l grafico é
rappresentato in Figura 12.3.2

Curiosita: dalla formula di risoluzione delle equazioni di terzo grado, si possono ricavare i valori esatti
di m e m*, quindi di %, y*, e le loro approssimazioni decimali:

1
m=; ({’/27— 3VT8 + {3 (9 n \/78>> ~ 152,
o1 2 5
m = (1 ——2 1+ /33317 ~ —0.54,
3 3/3

V33 -17

FIGURA 12.3.2. La curva y3 — zy? + 2%y = 2 — 23 e il suo asintoto.

EsErci1z10 12.4. Sia I' una curva implicitamente descritta in coordinate polari da H(p,0) = 0,
dove H € C'. Dato un punto della curva P(Z,9) = (pcosf, psind) # (0,0), si determini un vettore
normale a I" in P.



12. Integrali multipli 81

SVOLGIMENTO. Poniamo (z,y) = ¢ (pf) = (pcosf, psinf). In coordinate cartesiane, la curva é
descritta in un intorno di P da F(z,y) = hov~!(x,y). Si ha

DF(z,y) = DH (4™} (z,y)) o DY~ (2,y).
Per il teorema della funzione inversa, Dy~ (z,y) = [Dy (v~ (x,y))] ™!, quindi si ha
VF(P) =DH(p,0) o [Dy(p,0)] "

= (@,H(p, 0) cos§ — [1)89H(p, 0)sin 6, 9,H (p,0) sin 6 + ;agH(p, 0) cos 9)
=0,H (P)(cos0,sin0) + i@gH(P) (—sinf,cosb),
p

1
e in particolare |[VF(P)|* = |9,H(P)|> + =|0sH (P)|* perché & scritto come somma, di vettori tra loro
p

ortogonali. Quindi il teorema di Dini per F' ¢ applicabile in P se e solo se (0,H(P),0yH(P)) # (0,0).
In tal caso, VF(P) ¢ ortogonale alla curva di livello di F', quindi a I

ESERCIZIO 12.5. Si consideri la curva I' espressa in coordinate polari da H(p,0) = p—3—8sinf =

V3 T

0. Dopo aver provato che il punto P <2, 2) appartiene alla curva, si calcoli la tangente a I' in P.

SVOLGIMENTO. Determiniamo p > 0 e € [0,2x[ tali che P = (pcosf, psinf). A tal proposito,
si ottiene p = 7 e § = 7/6, da cui H(p,0) = H(7,7/6) = 0, quindi P € I'. Si ha d,H(p,0) =1 e
OpH (p,0) = —8cosf. In particolare si ha sempre DH(p,0) # 0. Nel punto P, si ha
V3 1) 83 ( 1 \/§>

53) T2 v

V3 1\ 4( V33 11v3 51 1
- (2’2) 7 (‘2’2) - (72’72) =7 (11V3.9).

¥(P) =0,H (P)(cos,sinf) + fl)@gH(P) (—sinf,cosf) = (

ovvero






CAPITOLO 13

Lezione del giorno mercoledi 15 novembre 2017
Integrali multipli I (2 h)

OsSERVAZIONE 13.1. Non daremo qui definizioni precise sui concetti di misurabilita elementare
degli insiemi o di integrabilita delle funzioni: esse richiedono strumenti piuttosto fini che esulano dagli
scopi di queste note.

11 modello di base sara costituito da integrali del tipo

//D f(x1, .y zp) day .. dp,

dove D C R"™ @& un insieme limitato, definiti da un numero finito di disuguaglianze (strette o larghe)
gi(x1, ... 2) <0,i=1,....,n con g; : R" — R di classe C', e f: D — R ¢ almeno continua.

Possibili generalizzazioni si hanno se D puo essere decomposto in un unione finita di insiemi di tale
tipo D = Dy U...U Dyy, in tal caso l'integrale su D sara dato dalla somma degli integrali sugli insiemi
D;.

Se il dominio D non é limitato, oppure f non & continua su D, si considera una successione di
domini limitati D,, C D in esso contenuti (detta successione invadente) che tenda' a D e su cui f sia
continua. Integrando f su D, si ottiene una successione di numeri reali I,,. Se il limite per n — oo
di I, esiste e tale limite & lo stesso qualunque sia la successione D, — D scelta con le proprieta di cui
sopra, allora possiamo assegnare all’integrale di f su D, il valore di tale limite. Il fatto che il limite non
dipenda dalla successione invadente scelta & cruciale perché questa definizione sia ben posta, ovvero
sensata.

11 calcolo degli integrali multipli € ricondotto al calcolo di integrali unidimensionali dai teoremi di
Fubini e Tonelli, di cui diamo qui una versione semplificata: se f: X7 X Xo — R & continua e X1, Xo
sono intervalli compatti di R, allora,

//f(ﬂfl,xg) dSUl dSCQ = /X < . f(SUl,CCQ) dl’g) d.’El :/X ( . f(l’l,xg) dx1> dSCQ.

Formule analoghe valgono per integrali in dimensione superiore, e sono possibili le stesse generaliz-
zazione viste in precedenza (il dominio di integrazione puo essere decomposto in modo opportuno,
oppure invaso ...). Il lettore interessato ad una formulazione precisa e coerente della moderna teoria
della misura e dell’integrazione secondo Lebesgue puod consultare [5].

TEOREMA 13.2 (cambio di variabili). Siano X,Y aperti di R", ¢ : X — Y una biiezione di classe
C', A sottinsieme di X, B = ¢(A), f: B — R una funzione. Allora:

(1) B ¢ (elementarmente) misurabile se e solo se A é (elementarmente) misurabile;
(2) Se B ¢ (elementarmente) misurabile, allora f ¢ integrabile in B se e solo se la funzione

2= fp(2))| det Jac(p)(2)]

¢ integrabile in A; in tal caso risulta

/ f(y) dy = / £(p())| det Jac(p)()] dz,
B A

ove Jac(p)(x) € la matrice Jacobiana di ¢ in x.

Lin un senso che puod essere reso preciso, ma qui ci accontentiamo dell’intuizione
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COROLLARIO 13.3 (coordinate polari). Sia X = {(p,0) €R?: p> 0,0 < 0 < 2r}. Una funzione
f:R%2 = R ¢ integrabile in R? se e solo se la funzione (p,0) — f(pcos@,psin®)p ¢ integrabile in X.
In tal caso si ha:

/f(:v,y)d:vdy:/f(pcosﬂ,psinﬁ)pdpdﬂ.
R2 X

COROLLARIO 13.4 (coordinate sferiche). Sia X = {(p,0,0) €ER?: p>0,0< 0 < 27,0 < ¢ <
7}. Una funzione f : R® — R ¢ integrabile in R? se e solo se la funzione

(p, 0, ) — f(psingcosf, psinpsinb, pcos )p? sin g

¢ integrabile in X. In tal caso si ha:

/f(m,y,z)dwdydz:/f(psincpcosﬁ,psincpsinﬁ,pcoscp)pQsingp.
R3 b's

EseErcizio 13.5. Calcolare l'integrale doppio

I = // xy dx dy,
D

esteso al dominio D delimitato dalle due parabole di equazioni y? = 4z, 22 = 4y.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo l'intersezione delle due curve: elevando la prima equazione al quadrato
e sostituendo la seconda si ha y* = 64y da cui y = 0 e y = 4, quindi le due curve si intersecano in
(0,0) e (4,4). Dalla prima equazione si ricava che x > 0 e y = 2+ /z Si ha che y = 2+ /z
¢ al di sopra della seconda curva y = 22/4 per 0 < o < 4, y = x2/4 perché in tale intervallo
(24 7)? = 4z > (2%/4)? = z/16.
Si ha allora
D={(z,y): 0<z<4,2%/4<y<2J/x},

4 2z 4 21Y=2Vz 4 5
= / / rydy | dx = / [xy} = / (2332 - m) dz
0 22 /4 0 2 y=a2/4 0 32

B [2;& 28 r:‘* 64

da cui:

3 192),., 3

Esercizio 13.6. Calcolare l'integrale doppio

I:// V1—y2dzdy,
D

esteso al dominio D = B((1,0),1)

SVOLGIMENTO. D ¢ il dominio delimitato dax =1—+/1—y2ex=1++/1—y?2per -1 <y<1
1 14+4/1—y2 1 ]
I:/ / \/1—y2dxdy:4/ (1—y%)dy = ~.
—1J1—4/1—y2 0
EsERCIZ10 13.7. Calcolare 'integrale doppio ffD xy dx dy esteso al dominio D dove D éil triangolo
di vertici A(0,4), B(1,1), C(4,0).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo le rette congiungenti i tre vertici. Ricordo che per trovare la retta
congiungente P, = (z1,y1) a Py = (z2,¥2) si utilizza la formula:

(y —y1) (21 — 22) = (11 — y2)(z — 71).

Sostituendo x = x1, y = y1 si ottiene un’identita, quindi tale retta passa per P;. Sostituendo x = 2
e y = yo si ottiene un’altra identita che prova il passaggio per Ps.
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Le tre rette sono: y = 4 — x che congiunge A e C; y = 4 — 3x che congiunge A a B; y = (4—z)/3
che coingiunge B a C. Si ha allora:

1 4—x 4 4—x
I:/ / xydydm+/ / xy dy dx
0 J4-3z 1 J(4—x)/3
1 )2 — (4 — 32)2 4 N2
—/ x(4 z)” — (4-32) da:—l—/ z (4 — )% — i-w dx
0 2 12 3

! 8 [* 5 4 [*
:/ 1‘2(8—4x)d:c+/ x(4—x)2d:v:—|—/ (162 — 822 + 2%) dx
0 9/, 379/,

5 A, 8, 2]
5 4 8 - 64 8 1
=~ +-(8 16— ——+64—8— - — =
3+9<8 6 3 +64—8 3 4)
5 A (66T 5 %
3 9\3 12/ 3 37

EseErcCIiz10 13.8. Calcolare l'integrale doppio

z2 2
D

ove D & il dominio definito dalle limitazioni z > 0, y > 0, 22 + 4y? < 16.

SU2
4+y2—1MMd%

SVOLGIMENTO. Parametrizziamo D in modo opportuno:

2
D:{(x,y)ERQ:mEO,yEO,Z+y2§4}

2
:{(m,y)ERQ: x>0,y>0, (g) +y2§4}
:{(ijy)eRQ: x20,y20,x2+y2§4}
={(2pcosh,psinh) : 0 €[0,7/2],0< p <2}

La trasformazione di coordinate & ¢(x,y) = (2pcos@, psin @), il suo Jacobiano &

Jac()(p, 0) = ( 2cosf —2psind ) .

sin 0 pcosf
Il modulo del determinante di tale matrice &€ 2p. Si ha allora:

T2 2 4 1 4

I:/ / ep2]p2—1]2pdpd9:7r/ es]s—l\dS:W/ es(l—s)ds—i—ﬂ/ e’(s—1)ds
o Jo 2 Jo 2 Jo 2 )1
- 1

- ([65(1 — 8=l _|_/0 e’ ds) + g ([65(3 — i - /14 e’ d8>

Zg(—1+€—1)+g(3€4—64+6)=7T(€4+€—1).

EseERcCIZ10 13.9. Calcolare il seguente integrale doppio:

1= // arcsindedy,
D /-T2+y2

dove D ¢ la semicorona circolare 1 < x2 + y2 <4, y>0.

SVOLGIMENTO. In coordinate polari si ha:
D ={(pcosh,psinf) : 1 <p<2,0<6<7},
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da cui, ricordando che arcsinsinf = 6 solo se 0 €] — 7 /2, 7/2]:

2 2 /2
I= / / arcsin(sin @) pdp df = 2/ / arcsin(sin 6) p dp df
1 Jo 1 Jo

2 pm/2 2 w/2 3
:2/ / 0pdpd0:2/ pdp-/ 0do = =x>.
1 Jo 1 0 8

EsERrc1Z10 13.10. Per ogni n € N\ {0} e ¢t > 0 Si consideri il seguente insieme (chiamato simplesso

n-dimensionale)
Ap(t) ={(x1,...,2p): 0 <z <--- <2y <t} CR™
Si calcoli il volume n-dimensionale di A, (t).

SVOLGIMENTO. Osserviamo che A, (0) = 0 per ogni n € N\ {0}. Il volume di A, (t) ¢ dato da:

Vol(An (1)) :/Ot (/Oxl (/Oxl dazn> dx2> dz.

%Vol(An(t)) _ /Ot (/Oxn_l dxn> v ds = Vol(An_1(1)),

Derivando in ¢t si ha

si ottiene quindi

Vol(A,(0)) = 0.

Inoltre p
%VOKAH(O)) = Vol(A,,—1(0)) = 0.
Iterando il procedimento si ottiene
dn—l
WVOI(An(t)) = Vol(Aq (1)),
@ A .
@VO( n(o))_O, per]—l, 7n_1
Osserviamo che ,
Vol(A1(t)) = / dx, =t,
0
da cui
dk
ﬁVOKAn(t)) =0, perk>n,

mn

d
wVOI(An(t)) =1,

@’ .
@VOl(An(O)) =0, perj=1,...,n—1

Si ottiene quindi che Vol(A,(¢)) € un polinomio in ¢ di grado n. Poiché tutte le derivate fino all’ordine
n — 1 sono nulle in 0, i coefficienti dei termini di grado minore o uguale a n sono tutti nulli, quindi
Vol(A,(t)) = Cpt", con C, € R da determinare. Derivando n volte tale espressione e ponendo il
risultato uguale a 1, si ottiene C,, = 1/n!, quindi

tn

ol

Vol(An(1))



CAPITOLO 14

Lezione del giorno giovedi 16 novembre 2017
Integrali multipli IT (2 h)

Raccogliamo di seguito alcune utili formule per il calcolo degli integrali doppi e alcune definizioni
di integrali importanti da un punto di vista applicativo:

Formule utili:
(1) Volume del solido di rotazione:

V—w/bf2<x>

(2) Area di una superficie curva z = f(x,y) che si proietta ortogonalmente su D:
1

//\/ T+ (0uf)? + (8,1)? dady

(3) Area di una superficie di rivoluzione S generata dalla rotazione di un giro completo attorno
all’asse x di una porzione di curva regolare v situata nel semipiano z =0, x > 0:
(a) se v & rappresentata dalle equazioni parametriche z = x(t), y = y(t), a <t < b, si ha

b
Ag = 27‘(‘/ y(t)/ o' (t)% + v/ ()% dt

(b) se v ammette rappresentazione cartesiana y = y(z), a < x < b, si ha

b
Ag = 27r/ y(z)v/1+ 9y (x)2de

(4) Baricentro di D C R?:

// xdxdy // ydx dy
A L — yg =228
// dx dy // dx dy

D D

(5) Baricentro di D C R3:

:///Dxdacdydz yB:///Dyd:Udydz ZB:///Ddedydz
///Ddxdydz’ ///Ddxdydz, ///Dd:cdydz

(6) Momento di inerzia D C R? rispetto ad un punto fisso o ad una retta fissa:
= / 6% (z,y) dx dy
D

dove 62(z,y) é la distanza del punto (x,%) dal punto fisso o dalla retta fissa.

(7) Teorema di Guldino sul volume dei solidi di rotazione. Sia T' il solido generato dalla rotazione
di angolo 6 attorno all’asse z di un dominio E contenuto nel semipiano x > 0 del piano (z, z).
Allora il volume é:

)\3 (T) = HT‘G}\Q(E),
dove ¢ ¢ la distanza del baricentro di E rispetto all’asse di rotazione.
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DEFINIZIONE 14.1. Sia I intervallo di R, r : I — R? una parametrizzazione di una curva regolare
7. Sia p:r(I) = [0, +o00] una funzione. Se

massa(y) = [ u(e(6) (0] dt 0,
1
chiameremo baricentro della curva v di densita p il punto:

/I r(B)u(r(®) 1F(1)] dt

Gi= massa(7y)

Alcuni casi particolari:
(1) supponiamo d = 2. In tal caso r(t) = (z(t),y(t)) e si ha:

/I £l (t), y(6)) V(D) + 52(0) dt /I y(0) (e (t), y(1) VEE(D) + 5200)

massa(y) ’ massa(y)

G =

(2) supponiamo d =2 e u = cost. In tal caso si ha:
massa(y) = u/ |t'(t)| dt = plunghezza(vy),
I

e quindi

G 1 < /I 2 (t) VA2(t) + 92 (t) dt, /1 y(t) Va2(t) + y(t) dt) :

lunghezza(y)

EseErcizio 14.2. Si calcoli il baricentro dell’arco « di circonferenza unitaria centrata nell’origine,
giacente nel semipiano y > 0, di densita costante pari a g > 0.

SVOLGIMENTO. La curva 7 ¢ parametrizzata da r(t) = (z(t),y(t)) = (cost,sint) con € I := [0, 7].
Si ha densita costante p e lunghezza(y) = .

/x(t)\/a':Q(t)—i-yQ(t)dt:/ Cost\/sin2t+cos2tdt:/ costdt = 0.

I 0 0

/y(t) \/j;2(t)+y2(t)dt—/ Sint\/sin2t+cos2tdt—/ sint dt = 2.
I 0 0

Pertanto G = (0,2/7).

ESERCIZIO 14.3. Si calcoli il baricentro dell’arco v di curva parametrizzata da r(t) = (t2,2t),
t € I :=10,1] e densita costante pari a u > 0.

SVOLGIMENTO. Poniamo x(t) = t? e y(t) = 2t. La densita della curva & costante. Calcoliamo la
lunghezza di ~:

/|r’(t)dt _ /1 VP LR dt — 2/1 Vit 2t
I 0 0

Per a € R, si ha integrando per parti:

t2dt a+t?—adt
Va+t2dt=tvVa+t2— / —t\/oz—|—t2 /
/ Vo + t2

:t\/a+t2—/\/a+t2dt—|—a/
Va4 t?
2 _ 2
Posto va +t2 = —t +w, si hatz%, dt:w27+2a,da cul
w

2Qw  w? —|—a -
/m /w2+a “ou? / =loglu| + e =log|t + Vi + 2] + ¢,
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pertanto

1
/\/a+t2dt:t\/a—|—t2—/ Va+t2dt+ alog|t+vVa+ 2| + ¢,
0
da cui

1
/\/a+t2dt:2 (t\/a+t2+alog|t+\/a+t2|+c).

Allora preso a = 1:

1
lunghezza(vy) = 2/ V14 t2dt =2+ log(1 + V2).
0

: __ 42 _ _ d
Calcoliamo ora, posto s = t*, t = /s, dt = 2\%

I I I
/tQ\/l—i—tht:z/ \/s(l—l—s)ds:Q/ \/(32+8+1/4)—1/4ds:2/ V(s +1/2)2 —1/4ds
1 0 0 0

1 3
:1/ \/(23+1)2—1ds:1/ vVw? —1dw,
4 Jo 8/,

ove si & posto w = 25 + 1 = 2t> + 1 Preso a = —1, si ha:

[evira= b [V L[} (ovam T oo Vi)

w=3

8|2

w=1

- %(3\@ —log(3+V8)) = é (3\@ — %log(l n \/§)Q> 1 <3\[ _log(L + \@)) |

ove si & sfruttato il fatto che (1 ++/2)% = 3 4+ /8. Posto s = 2, calcoliamo
1

2
/2t\/1—|—t2dt:/ (1+s)1/2ds:/ v1/2dv:§[v3/2]12):1:2(2\/5—1).
I 0

1

o

Allora si ha:
- 1

= tgtoma [0 VO @, [y VI PO )
- \/§+1og2(1+ﬂ) </0t VIt dt’/ol ”mdt)
<i (3\f “log(1 + f2)) , %(2\/5 - 1))

1
N V2 +log(1 + /2)

ESERCIZIO 14.4. Si consideri la spirale v di equazioni polari p(0) = 36, 6 € I := [0, 57].
(1) Si calcoli la lunghezza di ~;

(2) Supposta la spirale ricavata da una lamina di materiale con densita p : R? — [0, 400 tale che
w(x,y) = 6(z% + y?), si calcoli la massa totale di .

SVOLGIMENTO. Poniamo:
xz(0) = p(0)cosh = 30 cosb,
y(0) = p(0)sinh = 36siné,
Si ha allora il seguente fatto generale per curve espresse in coordinate polari:

Vi2(0) +52(0) = \/(p(0) cos 0 — p(6) sin0)2 + (p(6) sin 6 + p(0) cos §)2

= \/p2(0) cos? 0 + p2(0) sin? 0 — 25(0)p(0) sin 0 cos  + p2(0) sin? O + p2(6) cos? O + 2p(0)p(0) sin O cos

= VPO + 2 (0).

Nel nostro caso,

72(0) + 72(0) = 3v/1 + 62
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La lunghezza di v ¢ data da:
5m
lunghezza(y) = / I¥'(8)| 6 = 3/ V1+62d9 = g (57r\/1 + 2572 + log(51 + V1 + 257r2)> ,
I 0

sfruttando il fatto che una primitiva di /1 + #2 ¢ stata calcolata nell’esercizio precedente.
In coordinate polari, si ha che

(2(0),y(0)) = 1u(p(6) cos 6, p(8) sin B) = p*(9) = 96°.

La massa totale della curva é quindi:

massa(y) = /Iy($(0),y(6))\/j:2(9) +y%(0) db = 27/0 i 0%\/1 4 62 do.

Con passaggi analoghi all’esercizio precedente, posto w = 26% + 1 e sfruttando la primitiva di vw? — 1
trovata in precedenza

5027w+41

5m 2
massa(y) = 27/ 0*\/1+62d6 = x Vw? —1dw
0

8 )i

27 2 2 2 2
:16<(1+507r)\/(1+50772) —1—10g<1+507r +\/(1+507T2) —1>>.

EsERrRcCI1Z10 14.5. Chiamasi toro il solido T generato dalla rotazione di un cerchio di raggio r
intorno ad un asse z del suo piano avente distanza a dal centro, con a > r. Trovare il volume di questo
solido.

SVOLGIMENTO. Sia C'il cerchio di raggio r nel piano zy centrato in (0, a,0). Si ha:
C:={(0,scos¢p+a,ssing): 0<s<r, ¢el02n]}
Sia 6 € [0, 27]. Il punto (z,y, z) ruotato attorno all’asse z di un angolo 6 occupa la posizione
(\/chos 0, \/Wsin 0, z). Per cui si ha:
T :={(|scos¢ + a|cosb,|scosp+ a|sinb, ssing) : p,¢ € [0,27],0 < s <r}

Ricordando che @ > r, si ha scos¢ +a > —s +a > —r + a > 0 e analogamente per il seno, quindi si
possono togliere i moduli:

T :={((scos¢p+ a)cosb,(scos¢+ a)sinb, ssing) : p,¢ € [0,27],0 < s < r},
pertanto T’ é parametrizzato da:
©(s,0,p) = ((scos¢ + a)cosb, (scos¢p+ a)sinb, ssin @).

Il volume di T" & espresso dall’integrale triplo

V:///T dz dy dz.

La matrice Jacobiana della parametrizzazione é:

cos¢pcosf) —(scos¢+a)sinf —ssin¢cosb
Jac(p)(s,0,9) = | cos¢sing (scos¢p+a)cosf —ssingsind
sin ¢ 0 5cos ¢

Il suo determinante é:
det Jac()(s, 0, ¢) = sin ¢(s(s cos ¢ + a) sin? O sin ¢ + ssin ¢ cos® O(s cos ¢ + a))+
+ s cos ¢(cos ¢ cos® O(s cos ¢ + a) + (s cos ¢ + a) sin® § cos ¢)
= ssin? ¢(scos ¢ + a) + scos ¢p(scos ¢ + a)
= s(scos¢p+a) >0
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Quindi il volume cercato é:

2w 2w pr
V:/ / / s(scos ¢+ a)drdepdo
o Jo Jo

r 2w T
= 271'(1/ / (s*cos ¢ + as)dpds = 471'2@/ sdr = 2n%ar?.
0 JO

0

Applicando il Teorema di Guldino: 'area del cerchio C & 772, il baricentro ¢é il centro geometrico del
cerchio che descrive una circonferenza di lunghezza 27a. Quindi il volume ¢ V = 272ar?, che conferma
il risultato precedente.

EsERCIZIO 14.6. Calcolare il seguente integrale doppio :

I= // cos(x + y)e* Y dxdy
D

v
D = {(z,y) € R?: oyl <50 le—yl <1}

esteso a

SVOLGIMENTO. Poniamo u = z+y, v =z—ydacuiz = (u+v)/2 ey = (u—v)/2. 1l determinante
Jacobiano di questa trasformazione ¢ —1/2, quindi il suo modulo & 1/2. Con questa parametrizzazione
si ha:

1 1 w/2
I:/ / cosue’dudv =e—e ' = 2sinh(1).
2/ —7/2

EsERCIZ10O 14.7. Calcolare il seguente integrale doppio:

I://,/1+ya:da:dy,
pV1-y

essendo D il dominio limitato dalla curva di equazione

yr4a?—22 =0

SVOLGIMENTO. La curva ha equazione 1 — y* = (z — 1) ovvero (1 —y)(1 +y)(1 +y?) = (x — 1)?

dacui —1<y<lel—+/1—-y*<z<1l+4+/1—y* Quindi si ha:
1 pley/1—% T+y 1 pl4y/1-y% Tty
1= rdxdy = xdx dy
1oyt V1-y ahinyiss Vi-y
1 [ [T+y 12 12 b1ty 1
=3/, m((1+v1—y)—(1—v1—y))dy=2 X ﬂvl—y dy
1 1
—2/ (1—|—y)\/1+y2dy—2/ \/1+y2dy—2/y\/l+y2dy
—1 -1
1
= 4/ V14 y2dy = 2(v/2 4+ arcsinh(1)) = 2(v/2 + log(1 + v2))
0

ESERCIZIO 14.8. Si provi che la funzione |(x,y)| 7P ¢ integrabile su B = B(0,1) C R? se e solo
se p < 2 ed & integrabile su R? \ B(0,1) se e solo se p > 2. Analogamente, la funzione |(x,y,2)|7? &
integrabile su B(0,1) C R3 se e solo se p < 3 ed & integrabile su R?\ B(0, 1) se e solo se p > 3.

SVOLGIMENTO. In coordinate polari, se p # 2 si ha

/ |(x y)l‘pdwdyz/%/l1pdpd9:27r/lp1"’dp: L[p2—p]P=1
B o Jo P? 0 (2—-p) p=07

che & finito solo se p < 2. Se p = 2 si ottiene

1
1
27r/ — = 2n[log p]p = +oo,
o P

Pertanto I'integrale su B(0,1) C R? & finito solo per p < 2.
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In modo del tutto analogo, se p # 2:

[ twwrrara= [ [ L pdpan = g
RAB o J1 PP (2—-p) =1

che é finito solo se p > 2. Se p = 2 si ottiene
oo
1
271/ — = 2m(log p|° = +o0,
1 P

pertanto l'integrale su R? \ B converge solo se p > 2.

Nel secondo caso utilizziamo coordinate sferiche: x = psin¢cosf, y = psin¢sind, z = pcos ¢, e il
determinante Jacobiano della trasformazione ¢ p? sin ¢ da cui se p # 3 si ha

T 27 pl A7 w/2 1
[ [ #rsinodpdsdo = 7 [ sinods- (571 -
o Jo Jo 3—pJo

che ¢ finito solo se p < 3. Se p = 3 si ottiene

1
1
47r/ - =400
o P

Pertanto I'integrale su B(0,1) C R? & finito solo per p < 3.

4
3—p

—p1p=1
[PS p]zzo

In modo del tutto analogo, se p # 3 si ha

4

v < —
([B, Y,z “Pdx dy dz = —— pS—p P;"FOO
[N Tl

che é finito solo se p > 3. Se p =3 si ha
/ ((2,y,2)| P dx dy dz = 4x[log p3° = +00.
R3\B(0,1)

Pertanto I'integrale su R? \ B(0, 1) converge solo per p > 3.

EseERrcCIz10 14.9. Calcolare il seguente integrale doppio:

I::// dx dy
D

essendo D la regione piana compresa tra la curva di equazione polare p = 1 4 cos per 6 € [0,7] e
I'asse x.

SVOLGIMENTO. Si ha:
D = {(scosf,ssinf): 6 € [0,7], s € [0,1+ cosb]}

T 1+cos 6 1 T
I::/ / pdpd&z/ (1 + cos )2 do
o Jo 2 Jo
L Wd@ L[ 0do+ i 20do
2/ +2/0 cos —1-2/0 cos
T w 3

0
—otiTam

da cui

EsERrcizio 14.10. Sia:
D :={(z,y) € R?2: (x+1)24+12>1, (e —1)2 42 >1,224+4° < 2}.

Posto: ]
Y
f(z,y) = —F/———=,
)=t
si calcoli:

I:/Df(a:,y)da:dy.
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SVOLGIMENTO. Poiché
vl

NeEe

I'integrale esiste.

L’insieme D & costituito dai punti all'interno del cerchio di raggio v/2 centrato nell’origine che si
trovano al di fuori dei cerchi centrati in (+1,0) di raggio 1. Si consiglia al lettore di tracciare un grafico
della situazione. Sfruttando le simmetrie del dominio D e di f & possibile calcolare 'integrale richiesto
su DN {x >0,y > 0} e poi moltiplicare per 4 il risultato. Calcoliamo I'intersezione di 2 +y> = 2 con
(x—1)2 49?2 =1. Siottiene 2> — (x —1)2?=1dacuiz? — 22 +22 -1 —-1=0percio z =1, y = £1.
Nel primo quadrante quindi le due circonferenze si intersecano in (1, 1) Esplicitando rispetto alla z, si
ha quindi:

Dn{z>0,y>0}={(z,y): 0< 2 <1,\/1—-(z—1)2<y<V2—2?}

V2—z2 V2=22
2y
—4// —————dydr = // 7dydw
\/ Ctl \/Q?Q—f—y $2+y2

[
:4/0 (\/M—\/x2+1—(x—1)2>d:c
/(\f—r) ok

EsERcIz1O 14.11. Calcolare il seguente integrale triplo:

I:///da:dydz,
T

dove T & il solido limitato dalla superficie del paraboloide z = a?z? + b%y? e dal piano z = k2, k # 0.

SVOLGIMENTO. Si ha

T :={(z,y,2): (ax)® + (by)? < z < k*
_ 2 Y ? 5 2
‘{(”’) (Fr) () =rosess

Poniamo quindi ﬁi/a = scosf, \[/b =ssinf, z =2, 0<s5<1,0< 2 <k?dacui z(s,0,2) =
VzscosO/a, y(s,0,z) = /zssin /b, z(s,0,z) = z. Lo Jacobiano della trasformazione é:

ay/zcos —y/zssinf/a %
Jac(y)(s,0,2) = [ by/zsinf \/zscosf/b ZZ”C/? 7

0 0 1

il cui determinante ¢ zs/(ab). Allora:

21 7Tl€4
I = =2 _
/ / / dz dsdf = 50D

ESERCIZIO 14.12. Determinare il baricentro del cappio della strofoide , curva di equazione (a > 0):

z(z” +y°) = a(a® — y?)
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SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = z(2? + y?) — a(2® — y?). In coordinate polari, si ha p®cosf =
ap?(cos?§ — sin0) da cui p = a22 con la condizione p > 0. Si ha quindi § € [~7/4,7/4] U
[7/2,3/4n| U [5/4m,3/27]. Osserviamo che z(0) = pcosf = acos26, y(0) = psinf = atanf cos26. La
curva € simmetrica rispetto all’asse delle ascisse, quindi I'ordinata del baricentro é nulla, ed ammette

un asintoto verticale, infatti lim p = 4o00. Tale asintoto ¢ © = —a. Si ha inoltre p(f) = 0
0—+7/2F

per § = £7/4. Pertanto il cappio ¢ descritto da —7w/4 < 6 < 7/4, cui corrisponde 0 < = < a e
iyl < o/l —o)/(ata).

Altro modo: parametrizziamo con rette per l'origine, si ha f(z, mz) = % (m*(z +1) + z — 1) = 0.
Per x = 0 si ottiene y = 0, quindi I'unica intersezione con la retta verticale & 'origine. Per x #£ 0 si ha

(m) 1 —m?
rm) = a
1+ m?
1— 2
y(m) = ma(m) = ami—"s

Tale scrittura comprende anche l'origine prendendo m = £1. Un rapido studio delle funzioni z(m) e
y(m) permette di osservare che il grafico di x(m) é simmetrico rispetto a m = 0, e z(m) ha un unico
massimo in m = 0 con z(0) = a, inoltre z(m) — —a per m — £oo. Il grafico di y(m) é simmetrico

rispetto all’origine, inoltre y(m) ha un minimo relativo per m = —v/v/5 — 2 e un massimo relativo

per m = v/+/5 —2. Si ha un cappio se esistono my,ms € R con m; < mg tali che z(m1) = z(my)
e y(mi1) = y(mg). Il cappio sara descritto dalle equazioni parametriche per m € [mq, mg]. Dalla
prima equazione si ottiene m; = —myo, vista la simmetria rispetto all’asse m = 0 ¢ il fatto che per la
funzione x(m) é strettamente monotona per m > 0 e per m < 0. Sostituendo nella seconda equazione
e ricordando la simmetria rispetto all’origine del grafico di y(m) si ottiene y(my) = y(—mq) = —y(mq)
da cui y(m1) = 0. Questa condizione individua i tre valori m; =0, m; =1em; = —1. Sem; =0
si ha mg = 0, quindi m; = mg, non accettabile, le altre possibilita porgono m; =1 e my = —1 (non
accettabile perché my > mg), e la scelta accettabile m; = —1 e mg = 1. Quindi il cappio & descritto
da z(m), y(m) per =1 <m < 1.

FIGURA 14.12.1. Parametrizzazione della strofoide con rette per l'origine (a sinistra),
e grafico cartesiano della strofoide.
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Sia C'il cappio della strofoide. L’area di C ¢ data da:

Si ha:

w/4  pracos(260)/cosf 2 pmw/4 2
// dxdy—/ / sdsd@:“/ s (26) 4
x/4J0 2 Jogjs cos®0
w/4
:a</ 4COS29+12—4d0>
2 — cos? 0

a2 /4 /4
=5 2/ (cos20 + 1) df + [tan 0] /4~ 2

—m/4
a2 /4
= — 2/ cos20df+2—m
2 —m/4
2
=5 @-m

w/4  racos(20)/cosf 3 pmw/4
//wdxdy—/ / S cos&dsd&—a/ L(Q%)de
C 3 J_ra cos*0

a3 w/4 1 3
/ <2c089—> cos 6 df
3 J_r/a cos 6

71’/4 1
_CL 4 2
3 < cos? 6 ) 40
3
= — / 2(cos20 +1)2df — 3(2+7) — 2+ 37
3 —7/4
a3
=3 / 2(cos?20 +2cos20 +1)df — 3(2+7) — 2+ 3w
—7r/4
e
= — cos49+1+400529)d9—|—7r—8
3 —7r/4
3
=4 cos49 d9—|—37r—4
3 _ﬂ/4 2
3

Le coordinate del baricentro sono:

a
rp = =3I yp = 0.
//dxdy
C

95

EsERCIZIO 14.13. Calcolare 'area della superficie generata dalla rotazione attorno all’asse x della
curva y =sinz, 0 <z <7

SVOLGIMENTO. L’area é data da:

T w/2 1
A:27T/ Sinl'\/1+COSQCBd$:47[‘/ sina:\/1+cos2xdx:4ﬂ'/ V1+t2dt
0 0 0

= 27(V/2 4 arcsinh(1)) = 27(v/2 + log(1 + v/2)).
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EsgErcizio 14.14. Calcolare 'area della porzione S di superficie:

y = ; . ($3/2 + y3/2)

che si proietta nel triangolo D determinato dalle rette x =0, y=0e z +y = 3.
SVOLGIMENTO. Si ha 0,2(z,y) = /& e Oyz(x,y) = \/y, da cui
2

3 4 3
A:// \/1+x+ydxdy:/ \/idtdx:?)/ (8 — (14 )%?) da
D 0 0

14+

2 [ 262 116
=16— = 3205 =16 — = 22 =
3/18 5 35 15



CAPITOLO 15

Lezione del giorno mercoledi 22 novembre 2017
Preparazione alla prima prova in itinere I (2 h)

ESERcCIZIO 15.1. Si consideri I'insieme
[i={(z,y) eR*: (2> + ") (y° + x(x + 1)) = 4ay’}

(1) Si provi che cos(30) = cos#(1 — 4sin? §).

(2) Si esprima I' in coordinate polari piane e, utilizzando il precedente, si dimostri che I' ¢
27

invariante per rotazioni di <.
(3) Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nei punti P = (—1,0), P, = (1/2,4/3/2) e
P3 = (1/2,—+/3/2). Si provi che tali tangenti delimitano un triangolo equilatero.
(4) Si dica:
(a) se I' definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = ¢1(z) con p1(—1) =0
e in caso affermativo, si calcoli ¢} (0).
(b) se I' definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = w2(z) con ¢2(1/2) =
V/3/2 e in caso affermativo, si calcoli ©)(1/2).
(c) se I' definisce implicitamente in un intorno di P, una funzione y = p3(x) con ¢3(1/2) =
—/3/2 e in caso affermativo, si calcoli ¢4(1/2).
(5) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = 2% + y? vincolati a I'. Si dica se I’
& compatto.

(6) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T

SVOLGIMENTO. Puo essere utile osservare che l'insieme presenta una simmetria rispetto all’asse
delle x: infatti la sostituzione y — —y lascia invariato I'insieme. Poniamo

fla,y) = (@ +y))(y° +a(e +1)) - day”.
(1) Si ha:
cos 30 = cos(f + 260) = cos 0 cos 20 — 2sin? § cos 0
= cosf(1 — 2sin? §) — 2sin® f cos § = cos H(1 — 4sin? §)
(2) Esprimiamo I' in coordinate polari z = pcosf, y = psin6: si ha
f(pcos@, psinf) = p*(p* + pcosh) — 4p> cos fsin® § = p>(p + cos O(1 — 4sin” h))

da cui si ottiene che p = 0 oppure p + cos#(1 — 4sin? ) = 0. La seconda condizione implica
la prima per 6 = 7/2, pertanto sfruttando il punto precedente si ha:

I'={(pcos,psinf): p=—cos3b, p>0,0 € [0,2n]}.

Poiché cos 30 = cos(3(0 + 27/3)) si ottiene 'invarianza richiesta.
(3) Differenziando la funzione f, si ottiene:

df (z,y) = (2ac(y2 +z(x+1))+ (562 + y2)(2:v +1)— 4y2) dx+
+ 2y + z(z + 1) + 22 + y?) — 8zy) dy
= (423 + 322 + dzy® — 3y?) dx + 2y(2y° + 22 — 3z) dy

97
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Calcolando in Py, P, Ps si ottiene:

df(—1,0) = — dx, df (;,i?) = %dw + \égdy.

Questo implica che:
(a) la retta tangente in P; & 1 : x = ¢1, dove ¢; va determinata imponendo il passaggio per

Py, ovvero x = —1,

(b) laretta tangente in P, sia % T+ @ Yy = qo, dove ¢o va determinata imponendo il passaggio
per P5, ovvero ry : %a: + @y =1,

(c) laretta tangente in Pj sia % x— @ Yy = g3, dove g3 va determinata imponendo il passaggio

per Py, ovvero r3 : 4 x — @y =1.

Si ha roNry = {(2,0)}, r1 Nre = {(—1,V3)}, 11 N2 = {(—1,—/3)}, e si verifica che la
distanza tra questi tre punti ¢ la stessa e vale v/12 = 24/3, pertanto il triangolo formato da
queste rette é equilatero.

Dal punto precedente si ricava come d, f(P;) = 0, quindi il Teorema di Dini non & applicabile
in questo punto (la tangente a I' & verticale) Invece 9, f(P2) = —V3/2 # 0 e 9,f(P3) =
V/3/2 # 0, pertanto il Teorema di Dini ¢ applicabile in questi punti e restituisce due funzioni
y = pa(x) e y = p3(x) definite in un intorno di z = 1/2, di classe O, con 5(1/2) = /3/2 e
©3(1/2) = —/3/2. La derivata di 3 e o3 in 1/2 & il coefficiente angolare della tangente in
tali punti, ovvero ¢4(1/2) = —v/3/3 e ©4(1/2) = v/3/3.

Si tratta di studiare la funzione p? sotto il vincolo p = — cos 36, ovvero di studiare la funzione
w(f) = cos?(30). Calcoliamo le derivate di w:

w'(0) = —6 cos(30) sin(36) = —3 sin(66)
w”(0) = 18 cos(66)

La derivata prima ¢ nulla se § = kn/6, k = 0,1,...,5. In tali punti, la derivata seconda &
negativa se k = 2,3,4, quindi questi sono punti di massimo, e positiva se £k = 0,1, 5, quindi
questi sono punti di minimo. Se k = 0, 1, 5 si ottiene dall’equazione di I" che p = 0, pertanto il
punto (0,0) & di minimo assoluto vincolato e in tale punto p? = 0. Se k = 2, 3,4 si ottengono
i punti (—1,0), (1/2,v/3/2) e (1/2,—+/3/2), che sono quindi di massimo vincolato. Poiché
p? assume in tutti questi punti il medesimo valore 1, tali massimi sono massimi assoluti
vincolati. L’insieme & chiuso perché f & continua e limitato perché p < 1 sui punti di T,
quindi é compatto.

Questo punto é facoltativo, illustriamo un procedimento possibile per disegnare l'insieme I'.
Dal punto precedente, si & visto come I' sia contenuto nella palla centrata nell’origine di raggio
1. I punti di contatto con la circonferenza di raggio 1 sono proprio P;, P, Ps.

Cerchiamo i punti di T"\ {(0,0)} dove la tangente & verticale. Questo implica porre a
sistema 9y f(z,y) = 0 e f(z,y) = 0. Dalla prima equazione si ha y = 0 oppure y* =
(3z — 22?) /2, sostituendo nella seconda (essendo x # 0) si ha z = —1 oppure x?(16x —9)/4 =
0, quindi z = 9/16 cui corrisponde y = £34/15/16. I punti a tangente verticale (diversi
dall’origine) sono:

con @3 simmetrico rispetto all’asse x di (2. L’insieme I' & compatto, quindi la funzione
q(x,y) = r ammette massimo e minimo assoluto vincolati a I'. Tali massimi e minimi assoluti
sono raggiunti nei punti dove Vf e Vq sono paralleli, quindi nei punti dove la normale a I’
¢ orizzontale, quindi la tangente verticale, oppure nei punti dove Vf = (0,0). Quest’ultimo
caso avviene solo nell’origine e ¢(Q1) < ¢(0,0) =0 < ¢(Q2) = ¢(Q3). Ma allora @1 ¢ il punto
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dove la x vincolata a I' ha il suo minimo assoluto, e ()2, ()3 sono massimi assoluti vincolati
per la x.

Cerchiamo i punti di I \ {(0,0)} dove la tangente & orizzontale. Questo implica porre a
sistema O, f(x,y) = 0 e f(z,y) = 0. Dalla prima equazione si ha y? = (—4x3 — 322)(4x — 3),
sostituendo nella seconda si ha

273 (32x2 + 62 — 9)
(3 —4x)?

:07

da cui, essendo z # 0, 3222 + 62 —9 = 0 cui corrispondono x = 3(—1+1/33)/32. Sostituendo
nell’espressione di y si ha che i punti a tangente orizzontale (diversi dall’origine) sono allora:

Sy = (3(_1—\/@) L \/;’ (69+11J§)>

32 " 16
Sy = (332(—1 ~V/33), 116\/2 (69— 11@))

Sy = (332(—1 +V/33), —116\/;’ (69+ 11@))

Sy = (332(—1 +/33), 116\/; (69+ 11@)) :

con Sy e Sy simmetrici rispettivamente di S1 ed S3 rispetto all’asse x. Per un ragionamento
assolutamente analogo al precedente, utilizzando la funzione s(z,y) = y vincolata a T, si
ottiene che S3 ¢ di minimo assoluto per la y vincolata a I', e S3 di massimo assoluto vincolato
aT. Infatti s(S3) = —s(S4) # 5(0,0), s(S1) = —5(52) e |s(53)|? > [s(S1)|%. Se ci restringiamo
all'insieme (compatto) I'" := I'\ {(x,y) : = < 0}, otteniamo che S; & minimo assoluto
di s(z,y) vincolato a I'" e Sy ¢ massimo assoluto di s(x,y) vincolato a I'". Infatti si ha

s(S1) = —s(52) # s(0,0).
Altro modo: poniamo y = ma nell’equazione, ottenendo
0= f(z,mz) = 22(1 + m?)(m*z? + z(x + 1)) — 4o3m?
=231+ m?)(m?x +x + 1) — 42°m?,

da cui per x # 0 si ottiene

3m? -1

z(m) = (14+m?2)?
~ m(3m* —1)
y(m) - (1+m2)2

Poiché per = 0 si ha che se f(0,y) = 0 allora necessariamente y = 0 (infatti f(0,y) = y*),
si ottiene che per ogni m € R la retta di coefficiente angolare m interseca I' nei punti (0,0)
e (x(m),y(m)). Osserviamo che per m — oo si ottiene il punto (0,0) Osserviamo che
(z(m),y(m)) = (0,0) per m = +1/+/3. Cio implica che si ha un cappio definito da m > 1//3,
un altro dato da —1/\/§ < m < 13 e un terzo definito da m < —1/\/3. Il cappio dato da
—1/V3 < m < 1/3 si trova nel semipiano delle < 0, gli altri due nel primo e nel quarto
quadrante. Dall’equazione in coordinate polari, si vede come I' sia invariante per rotazioni
di 27/3, inoltre I' & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse pertanto ¢ sufficiente studiare
'n{-1<z <0,y >0}, ruotare il risultato di +27/3 e poi rifletterlo rispetto all’asse delle
ascisse.



100

15. Preparazione alla prima prova in itinere

Dato che f € C™, le funzioni implicitamente definite sono C'! laddove sono definite. Sia
—1 < k < 0 e consideriamo l'intersezione di I' con la retta = = k, si ottiene (k? + y?)(y? +
k(k+ 1)) = 4ky? da cui y* + (2k? — 3k)y? + k* + k* = 0. Poniamo quindi ¢ = y? ottenendo
I’equazione

pr(t) = t2 4+ (2% = 3k)t + (K* + k%) =0
Per avere soluzioni accettabili di y, é necessario che le corrispondenti soluzioni di ¢ siano
positive. Osserviamo che limy 1o pp(t) = +00, e che p(0) = k* + k% < 0. Per il teorema di
esistenza degli zeri, si ha che esiste una radice t~ < 0 e una radice t* > 0. Cio implica che
t_ & da scartarsi perché negativa, e si ha yy = ++/t*, dove si ha che
—(2k? — 3k) + \/k2(9 — 16k)

t .
* 2

Com’era lecito attendersi vista la simmetria di I' le due radici sono simmetriche rispetto
all’asse delle ascisse. Restano quindi definite due funzioni implicite y = ¢t (z) e y = ¢~ ()
corrispondenti alla radice positiva e alla radice negativa. Tali funzioni, se derivabili, sono di
classe C.

Calcoliamoci massimi e minimi di y = y(m), si tratta di avere y'(m) = 0 da cui:
0= (9m? — 1)(1 +m?)? — 4m?(3m? — 1)(1 +m?)
= (1 +m*)((9m? — 1)(1 +m?) — 4m?(3m? — 1))
= (1 +m?)(—1 + 12m? — 3m*),

da cui si ottengono per m i quattro valori m = £+4/(6 £ v/33)/3.

Pertanto i massimi e minimi di y(m) si hanno per m = +4/(6 £ 1/33)/3. Sostituendo, si
ottengono i punti S;, ¢ = 1,...,4 come sopra. Si noti che per —1 < < 0 vi & un solo punto
critico per la funzione y2. Esso deve essere un massimo perché per x = —1 e 2 = 0 si ha che
y = 0. Tale massimo vale (3%(1 ++/33)2. Quindi per —1 < z < 0, I'insieme ¢ costituito da due
rami simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Il ramo y = ¢ (x) nel secondo quadrante parte
dal punto (—1,0), raggiunge il massimo valore della y nel punto P e poi termina nell’origine.
Il ramo y = ¢*(—) nel terzo quadrante ¢ simmetrico. Ruotando il tutto di +27/3, si ottiene
che l'insieme & formato da tre petali.

Calcoliamo ora i massimi e i minimi di = x(m), si deve avere 2'(m) = 0 da cui
= 6m(1 +m?)? —4m(3m? — 1)(1 + m?)
=2m(1+m?)(3(1 +m?) —2(3m? — 1)) = 2m(1 + m?)(5 — 3m?),
da cui si ottengono i valori m = 0, m = £,/5/3. Sostituendo, si ottengono i punti Q;,
t =1,2,3 come sopra. In Figura 15.1.1 vengono riportate le rette parallele agli assi e passanti
per i punti S;, Q;, 4 =1,...,4, j = 1,2,3, la circonferenza circoscritta a I' e tangente ad esso

nei punti Pj, Py, P3 (punti di distanza massima dall’origine), nonché le rette tangenti a I' in
tali punti.

EsErci1zio 15.2. Si consideri 'insieme

= {(z,y) € R?: 4(2? +¢* — )3 = 27(2® + y*)?}.

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane.
(2) Si provi che la curva interseca gli assi in cinque punti, di cui uno é lorigine. Si determinino gli

altri quattro punti P; = (z;,v;), i = 1,2,3,4. Detto P, 'intersezione con ascissa strettamente
negativa, si scrivano le equazioni delle tangenti a I in P,, Ps3, Py.

(3) Per ogni i = 1,2,3,4, si dica se I" definisce implicitamente una funzione y = ¢;(z) di classe

C' in un intorno di z; con ;(x;) = ;.
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x4+ /3y =2 ’ €=ml-1- Vi)
-(—17 V3) ¢ =£4/3 (69 —11/33)

| n=(-1+/33)
r= dy/E G+ 11V

rrrrrrrrrr o~ P (1/2,1/3)2)
: Q2(9/16,31/15/16)

P (-1,0)=Q1 | S=—T 20
,,,,,,,,,,,,,,,,, 7 Q3(9/16,—3v/15/16)
rrrrrrrrrrr e n S
IS
S3(n, =) P3(1/2,—v/3/2)
® (_17 _\/g)
T — 3y =2

FIGURA 15.1.1. La curva (22 + 4?)(y? + x(z + 1)) = 4xy?, la circonferenza ad essa
circoscritta e alcune rette significative.

(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = y/22 + y? vincolati a T'. Si dica se
I'" é compatto.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T

SVOLGIMENTO.
(1) Poniamo f(x,y) = 4(2? + y? — x)3 — 27(2® + y?)2. Poiché f(x,—y) = f(x,y), si ha che I" &
simmetrico rispetto all’asse delle ascisse. In coordinate polari si ha:

f(pcos®, psinf) = 4p>(p — cos0)> — 27p* = p3(4(p — cos 0)3 — 27p).
pertanto si ottiene che se p > 0 si deve avere 4(p — cos )3 = 27p, da cui
T = {(pcosh, psinf) : Vip—3yp= V4cosh, p>0,0¢c[0,2r[} U{(0,0)}.

(2) Studiamo le intersezioni con gli assi. Poiché f(0,0) = 0, origine appartiene a I'. Vediamo le
intersezioni con 1’asse delle ordinate:

F(0,y) = 4y° —27y" = ' (4y” — 27),
che si annulla solo per y = 0, y = £3v/3/2, quindi P3 = (0,3v/3/2) e P, = (0, —3/3/3).
Cerchiamo intersezioni con ’asse delle ascisse diverse dall’origine:
f(z,0) = 423(x — 1)® = 272",

che si annulla solo per x = 0, e 4(x —1)3 — 272 = 0, ovvero 42> — 1222 — 152 — 4 = 0. Risolvere
questa equazione pud non essere immediato: é buona norma vedere se essa ammette soluzioni
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pit facili da determinare, in tal caso, infatti, tramite divisione & possibile ricondursi ad un
polinomio di secondo grado.

Cerchiamo soluzioni intere di questa equazione: esse vanno cercate tra i divisori di 4,
ovvero +1,+2,+4. Si vede come +£1,+2 non siano soluzioni, invece 4 € soluzione. Quindi
dividendo il polinomio dato per x — 4 si ottiene:

423 —1222 —15x —4|xz—4
—423 +1622 A +4x + 1
422 —15z
—422 +16x
x —4
—x 4
0

Quindi:
4o® — 1222 — 150 — 4 = (x —4)(42? + 4o + 1) = (z — 4) (22 + 1)?,

che si annulla per z =4 e x = —1/2. Pertanto P, = (—1/2,0), P, = (4,0).

Calcoliamo le derivate parziali di f:

Ouf(x,y) = 12(2? + y? — 2)2(2x — 1) — 108z(x? + %)
=12((z® 4+ 9% — 2)2(2z — 1) + 9z(2? + y?))
Oy f(a,y) = 12y(2(a? + y* — 2)* = 9(2” + ).

e scriviamo il differenziale nei punti P», P53, Py per determinare ’equazione della tangente:

(a) df(4,0) = 12(144 -7 — 36 - 4) dx = 144 - 72 dz, pertanto in (4,0) la tangente & parallela
alla retta x = 0, e quindi ¢ la retta z = 4.

(b) df(0,3v3/2) = 2(—dx + /3dy), pertanto in (0,3v/3/2) la tangente ¢ della forma
—2 + /3y = ¢, sostituendo si ottiene ¢ = 9/2 e I'equazione della tangente risulta —a +
V3y =9/2.

(c) per simmetria, la tangente nel punto (0, —3v/3/2) & z + /3y = —9/2.

(d) nei punti Ps, Py, si ha 0y f(P3) # 0 e 0y f(Py) # 0, quindi per il teorema di Dini vengono
definite le funzioni implicite richieste. Si ha pero 0, f(P1) = 0y f(P») = 0, quindi in questi
punti il teorema non é applicabile.

Dall’equazione in coordinate polari, si ha p > 0, e 4 < \3/41,0 —3Yp < V4. Studiamo la
funzione z(p) = V/4p — 3¢/p. Siha 2(0) =0e
ip)=Va—p >0

Pertanto la funzione z(p) ammette un unico punto critico per p = 1/2 e, poiché Z(p) > 0, tale
punto ¢ di minimo. Si ha z(1/2) = —v/4. Se p > 1/2 la funzione & strettamente crescente,
dovendo essere limitata da /4 l’estremo superiore dei p ammissibili sara dato da pmayx tale
che 2(pmax) = V4, per 6 = 0, quindi esso & raggiunto nel punto corrispondente a (4, 0). Tale
punto in coordinate polari ha un p superiore ad 1/2 quindi ¢ il punto di massimo assoluto.

Pertanto il massimo assoluto di p ¢ 4, allora il massimo di p? & 16. Essendo f continua, I' ¢
chiuso. Poiché p & limitato, I' & compatto.

Altro modo: l'equazione H(p,0) := z(p) — ¥/4cosf = 0 definisce implicitamente p in
funzione di # in un intorno di tutti i punti dove Z(p) # 0, ovvero in un intorno di tutti i punti
con p # 1/2. La funzione implicitamente definita p = p(#) & di classe C! e la sua derivata &

Ao gy D000 _ oy sind

46" = T o,H(p(0),0) ~ " Zp(0)
quindi la derivata si annulla per § = 0,7, cui corrispondono le intersezioni di I' con ’asse
delle ascisse (gia determinati in precedenza). A tali punti vanno aggiunti quelli con p = 1/2.
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Confrontando i punti (4,0), (0,0), (—1/2,0), si ha che (0,0) & di minimo assoluto per p e
(4,0) & di massimo assoluto per p, confermando il calcolo precedente.
Studiamo le intersezioni con rette = k. Abbiamo gia visto come se |k| > 4 non ci siano
intersezioni, e che 'unica intersezione con x = 4 sia il punto (4,0).

Le intersezioni sono due a due simmetriche rispetto all’asse delle ascisse. Cerchiamo
di operare delle sostituzioni opportune nell’espressione di f in modo da abbassare il grado
dell’equazione f = 0.

Poniamo v = p? = 22 + y2, 0 < v < 16. L’equazione ridotta &

pz(v) = 4(v — x)3 — 27 = 0,

polinomio di terzo grado in v, sotto la condizione v > x2.

Esplicitando la variabile x, otteniamo x = v — 31}2/3/\3/11, sotto la condizione v > 2.
Poniamo h(v) = v — 3v%/3//4 e studiamo la funzione z = h(v), nel dominio 0 < v < 16 con
la condizione v > h%(v).

(a) Si ha h'(v) = 1 — 2'/3 /03 che si annulla solo in v = 2 (punto di minimo assoluto, lo
si vede osservando che la derivata seconda & positiva). La funzione h & strettamente
decrescente per 0 < v < 2 e strettamente crescente per 2 < v < 16.

(b) Un valore z = h(v), 0 < v < 16 & accettabile solo se v > 22, ossia se —/v < 2 < \/v.

(c) Si ha h(v) = 0 per v = 0, v = 27/4. Osserviamo che 0 < 2 < 27/4 < 16, quindi h ¢é
negativa in ]0,27/4[ e positiva in ]27/4, 16].

(d) Tl massimo valore di v & 16, quindi il massimo valore di h(v) & h(16) = 4 e tale valore é
accettabile perché —/16 < 4 < 1/16. Pertanto ritroviamo che il massimo valore delle z
in modo che f(x,y) = 0 abbia soluzione ¢ 4. Come gia visto, si ha che f(4,y) =0 se e
solo se y = v — h%(v) con v = 16, da cui y = 0.

(e) Determiniamo il minimo valore delle = h(v) in modo che f(z,y) abbia soluzione. Il

minimo di h ¢ raggiunto in v = 2. Osserviamo che h(2) = —1 e —/2 < —1. La funzione
—+y/v ¢é strettamente decrescente, mentre per v > 2 la funzione h(v) & strettamente
crescente. Quindi per 2 < v < 16 si avra sempre —/v < h(v) = x. In particolare
si ottiene che (z,y) € I' implica necessariamente > —1 e quindi che —1 @ il minimo
assoluto della funzione x vincolata a I'.
Risolvendo f(—1,y) = 0 si ottiene 5 — 6y — 3y* + 4y% = 0. Posto t = y* si ha 5 — 6t —
3t2 + 43 = 0. Cerchiamo radici tra i divisori interi di 5, ossia 41, 45. Si ottiene che 1 ¢
radice accettabile. Dividiamo allora 5 — 6t — 3t? 4 4¢3 per o — 1, si ottiene 4% + ¢ — 5.
Tale polinomio ammette radici 1 e —5/4. Le radici negative non sono accettabili. Si ha
f(=1,y) = 0seesoloset=y?=1, quindi y = £1. Poiché d,f(1,41) # 0, possiamo
esplicitare la z in funzione della y in questi due punti.

(f) Studiamo il segno dell’espressione h(v) — /v per 2 < v < 16. La derivata di tale
espressione & strettamente negativa, essa € positiva in 2, quindi si annulla in un unico
punto. Come visto sopra, tale punto ¢ 4. Quindi per 2 < v < 16 tutti i valori di h(v)
sono accettabili.

Se 0 < x < 4 allora esiste un unico v tale per cui h(v) = z, quindi per xg > 0 fissato
Pequazione f(zg,y) = 0 ammette due soluzioni y simmetriche rispetto all’asse delle
ascisse y = £4/1 — h2(v).

In generale, poiché h possiede un unico minimo assoluto in 2 ed ¢ strettamente monotona
in [0,2] e [2,16], per ogni —1 < = < 0 esistono al piu due valori di v accettabili, quindi
esistono al pitu quattro valori di y tali che f(z,y) = 0.

(g) Cerchiamo i massimi di y? vincolati a I'. Si ha y?> = v — h%(v). La derivata é¢ 1 —
2h(v)H (v) = 5v/20%/3 —20—3-22/3 v +1. Sappiamo che un estremale per y? ¢ raggiunto
in x = —1/2 e vale 0, quindi deve essere raggiunto per v = 1/4. Pertanto 1 — 2h(v)h'(v)
¢ divisibile per vy = 1/4.

Poniamo p(v) = 53/2v%/3 — 20— 3-22/33/v + 1. Sappiamo che p(1/4) = 0. Posto v = 23,
si ottiene p(t) = —4t3 4+ 10t?> — 6t + 1 e sappiamo che 1/4 = 2t% & soluzione da cui
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t = 1/2. Quindi il polinomio p(t) ¢ divisibile per ¢ — 1/2. Eseguendo la divisione, si
ottiene —2 + 8t — 4¢2, che ammette come soluzioni t = 1/2(2 4 +/2), da cui si ricava
vy = 1/4(2 — V2)3, va = 1/4(2 + v/2)3.

Si ha zg = h(vg) = —1/2, 21 = h(v1) = 1/2 — 1/V/2, 22 = h(vy) = 1/2 + 1/+/2. Poiché
x9 > 0, esiste solo un y > 0 tale che f(x2,+y) =0. Si ha

Yy = /v — h2(v2) = \/17/4+3¢§: \/17/4+3\/§+2—2: \V9/4+3vV2+2
= (3/2+\f2)2:g+\/§,

ey, = —y; , ed essi sono massimi assoluti per y? vincolata a I
. . . 3
Per quanto riguarda vy, si ottiene yfr = v —h2(v) = \/17/4—-3V2 = 5~ V2 e
- _ .+
Y =Y -

Questo termina lo studio qualitativo:
(a) I ¢ inscritto nel rettangolo

3 3
Q :=[-1,4] x —2+f2,2+f2].

(b) Se 0 < x < 4, abbiamo due rami simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Il ramo nel
primo quadrante passa per (0,3+v/3/2), raggiunge il suo massimo nel punto 1/2+1//2 =

3
(1++/2)/2 e tale massimo vale 3 +1+/2, poi decresce fino al punto (4,0) dove si ricongiunge

con il ramo simmetrico. Nel punto (4,0) la tangente ¢ verticale.

(c) Se —1/2 < x < 0 abbiamo quattro rami, due a due simmetrici rispetto all’asse delle
ascisse. | due rami a distanza maggiore dall’asse delle ascisse si ricongiungono ai rami
del primo e quarto quadrante. I due rami piu vicini all’asse delle ascisse passano per
(—=1/2,0) e (0,0) e raggiungono il massimo della loro distanza dall’asse x nel punto

1/2 —1/3v/2 = (1 —/2)/2 e tale massimo vale g — V2.
(d) Se —1 < = < —1/2 abbiamo quattro rami, due a due simmetrici rispetto all’asse delle
ascisse. I due rami del secondo quadrante passano entrambi per il punto (—1,1), uno di
essi si congiunge al suo simmetrico nel punto (—1/2,0), mentre l’altro si congiunge al ramo
a distanza maggiore dall’asse delle ascisse definito per —1/2 < z < 0. Il comportamento
dei rami del terzo quadrante ¢ simmetrico.
Utilizzando questi dati, si ottiene la rappresentazione in Figura 15.2.2.

Altro modo: utilizziamo la formula risolutiva per le equazioni di terzo grado. Poniamo p = v? in
3
V4p — 3Yp = V4 cosf, ottenendo v3 — ———v = cosf. Posto v = w + f/w, w # 0, sostituendo e

22/3
moltiplicando 1’equazione data per w? si ha

3 3
B3+ (352—22%)102—1— <3ﬁ—22/3) w* —wdcosf +uwb =0

Posto 8 = 272/3 si ha quindi 'equazione
6 3 1
w’ — w cosG+Z:O,

da cui w3 = 56*’9, e quindi le sei radici

wli — 9 1/3E/3 wét _ 9~ 1/3%i0/3+27/3 w;ﬁ _ o—1/3,+i0/3+4r/3
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Ma allora si hanno le sei soluzioni
vF () = 2713 (/3 1 e F0/3) — 92/3 cos(+0/3),
v (0) = 2273 cos(+0/3 + 21/3),
vE(0) = 22/3 cos(40/3 + 4m/3) = 2%/ cos(£0/3 — 27/3).

Elevando al cubo ciascuna di queste espressioni si ottiene un valore accettabile di p solo se I’argomento
¢ positivo (ricordiamo che 6 € [0,27]). Per parita del coseno, v (+) generano lo stesso ramo py () =
4 cos3(0/3), che & accettabile per § € [0,37/2], v5 (6) non é mai positivo per 6 € [0, 27], v (-) genera il
ramo p(6) = 4 cos? (222 9 che & accettabile per 0 € [r/2,27]. v5 (f) non & mai positivo per 0 € [0, 27],
vy (-) genera il ramo p3 = 4cos?(L=2" 32”) che ¢ accettabile per 6 € [n/2,27] e coincide con pa(6).
Osserviamo che po si ottiene da p; mandando 6 in 27 — @, ovvero con una simmetria rispetto all’asse

x. Pertanto possiamo dare le equazioni parametriche v4(0) = (x(0), £y(0)) dell'insieme ponendo
0
z(6) = 4 cos® 3 o8 0,
. 0
y(0) = +4 cos® 3 sin @,

con 0 € [0,37/2]. Si ha quindi
o0 . 40

0 0 0
#(0) = —4cos? 3 <cos 0 sin 3 + cos 3 sin 9) = —4 cos? 3 sin 3

4
y(0) = +4cos? g cos ?0

Pertanto x(6) ¢ decrescente in [0,37/4] e crescente in [3/4m, 37 /2], mentre il ramo y(6) per v () &
crescente per 6 € [0,37/8], decrescente per 0 € [37/8,97/8], crescente per 0 € [97/8,37/2], per y_(-)
¢ il simmetrico del precedente. Ricordando che

Q = cos (E) = 2cos? (E) -1,
2 4 8

s 1 / . ™ 1
COS (g) —5 2+\/§, Sin (g) = 5 2_\/5,

si ottengono i seguenti punti significativi (ordinati in base ai valori di 6):
Punto Descrizione
~v+(0) = (4,0) max ass. per la z(-), intersez. asse x,

o (37T) (2, ( +\f>> max ass. per la y() in 74

da cui

intersez. con 'asse y

) B 2
< ) = (—1,%1) min ass. per la x(-)
1
v ( = (_2,0 intersez. con l'asse ©
1—+2
o (9) = ( \[71 (\f — 3>> min ass. per la y(-) in 4
8 2 2
3T .
Yot <2> = (0,0) max rel. per la z(-) ela y(-) in 4+

EsERrcIZIO 15.3. Studiare al variare di a € R il sottoinsieme di R? definito da:

(22 + 42)? = 4a2zy2.
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(4,0)

FIGURA 15.2.2. La curva 4(z% 4+ 3% — )3 = 27(2? + y?)2.

SVOLGIMENTO. Se a = 0 I'insieme si riduce all’origine. Sia a # 0. Poniamo f(x,y) = (2% +4?) —
4a®x%y?. Si hanno simmetrie rispetto agli assi cartesiani, all’origine e alle bisettrici. Calcoliamo

f(pcos®, psinf) = p® — 4a?p* cos Osin = p*(p? — a®sin” 26).

L’insieme (al pitt con la possibile esclusione di (0,0)) & rappresentato da p? = a?sin? 26. La condizione

p > 0 & sempre vera. Per 6 = 7 si ottiene anche p = 0. Quindi p(#) = |a| sin 20| rappresenta l'insieme.
Si ha che p ¢ limitato, e il suo valore massimo accettabile viene assunto per § = w/4+kn/2, k = 1,2, 3,4
e vale |a|. Quindi I'insieme & compatto e contenuto nella palla centrata nell’origine di raggio |a|. Tale
palla & tangente all’insieme nei punti (|a|v/2/2, |a]v/2/2) e nei i suoi simmetrici rispetto agli assi. Si
ha inoltre che |sin(2(0 4+ 7/2))| = |sin(20 + 7)| = | sin(26)|, quindi I'insieme ¢ invariante per rotazioni
di /2. E quindi sufficiente studiare l'insieme per 0 < < /4, e poi ricostruire tutto sfruttando le
simmetrie rispetto agli assi. Calcoliamo massimi e minimi di x(6) = p(f)cos@ per 0 < 6 < 7/4. Si
ottiene x() = |a|sin 20 cos § = 2|a|sin § cos? @ = 2|a|(sin @ — sin® ). La derivata di questa espressione
¢
#(0) = 2|al cos (1 — 3sin? §).

Tale derivata ¢ nulla in 0 < § < 7/4 se e solo se sinf = 1/v/3 e cosf = /2/3. Quindi il valore
massimo relativo e assoluto di = vincolato a @ & assunto in z* = p* cos 0* = p(0*) cos 0* = |a|4/(3+/3).
Calcoliamo p*sin0* = |a|(2/3)%/2. Consideriamo quindi il punto P = (|a|4/(3V/3), |a|(2/3)%/?) e
tutti i suoi simmetrici ripetto agli assi e alle bisettrici. Tali punti si dividono in due categorie: i
punti (£|al4/(3v/3), £|a|(2/3)%/?) con tutte le combinazioni possibili di segno sono punti a tangente
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verticale, i punti (4|a|(2/3)%/2, 4|al4/(3v/3)) sono punti a tangente orizzontale. Per 0 < 6 < 6* si
ha che y(6) e x(0) sono entrambe strettamente crescenti, e non vi sono punti a tangente orizzontale o
verticale, quindi il ramo di I' dato dai punti (z(0),y(6)) , 0 < 8 < 8* & grafico di una funzione y = ¢p(z)
strettamente monotona, questa Per 0* < 6 < 7/4, vi & un’unico punto a tangente orizzontale e non
vi sono punti a tangente verticale. In questo intervallo z(0) ¢ decrescente e y(6) & crescente. Le parti
rimanenti del grafico si costruiscono per simmetria. L’insieme ¢ costituito da quattro petali passanti
per lorigine. In Figura 15.3.3 il caso a = 1.

Yy

C(— (%>3/27\/%) A((%)S/Q,\/%)

| |
// \\\

D (v (") B (5 ()
X
B'=-B D'=-D

-

| |

Al=-A C'=-C

FIGURA 15.3.3. La curva (22 + y?)? = 42%y?.

ESERCIZIO 15.4. Si consideri il sottoinsieme I' di R? definito da:
.= {(x,y) e R?: <em2+3”2 — a2 - y2> (:L‘2 + y2)2 — 127 (:1:2 — y2) = 0} .
Si richiede di:
(1) esprimere I' in coordinate polari piane.

(2) dire se I" é chiuso, e se I' & compatto.
(3) provare che I interseca la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 1/2 in 8 punti distinti

P, i=1,...,8. Siscrivano poi le rette tangenti r;, i =1,...,8, a ' nei punti P;, i =1,...,8
e si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un intorno di ciascuno di tali
punti.

(4) Si studino massimi e minimi assoluti della funzione h(x,y) = x? + y? vincolata a I
(5) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di I', motivandolo accuratemente.
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SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = (ex2+y2 — yz) (x2 + y2)2 — 1292 (x2 — y2). Osserviamo
che f(—z,y) = f(x,—y) = f(x,y), pertanto 'insieme é simmetrico rispetto agli assi. In coordinate
polari si ha

0= f(pcosh, psinf) (ep ) —12p*sin% 0 (COS2 0 — sin29)

ot e’ — p? — 12sin? H(COS 0 — 81n20)>

4

p e’ — p? — 125sin? 0 (1 QSin29)>

(
(

p (ep — p? — 125sin? 0cos(26))
(

S

P e’ — p? —12(1 — cos? 0)(2 cos? 9—1))

Per dividere per p* & necessario porre p # 0, cido potrebbe portare ad escludere I'origine (che perd

appartiene a I'), a meno che non si provi che esiste 6y € [0, 27| tale per cui e — p?—12sin? 0y cos(26p) =
0 sia soddisfatta prendendo p = 0. In questo caso infatti possiamo dividere per p* e Iespressione
rimanente continua a comprendere 1'origine. Si deve quindi avere 12sin? gy cos(26p) = 1. La funzione
p(0) = 12(1 — cos? §)(2cos?  — 1) & continua e quindi la sua immagine p([0, 27]) é un intervallo. Si ha
p(0) = p(27) = 0, studiamo p(-) ponendo v = cos? 6.

dp d
dﬂ(e) dv
=12(3 — 4v)jy—cos2 9(—2 cos O sinf) = 12(4 cos® ) — 3) sin 20.

d
—(12(1 = v)(20 = 1)) jp=cos? 6 * 29 8 20

3
Si ha quindi che p(f) = 0 in [0, 27 per sin 20 = 0 oppure cosf = :l:\g, quindi per

QEOW 3 w11 5 7
— T, =T, — —y — T, =T, =T
277727747676 6 6

11 5 7
. Il massimo di p(-) & quindi raggiunto per 6 € {g 5Tg™ 67?} e vale 3/2, mentre il minimo di p(-)
¢ raggiunto per 0 € {n/2,37/2} e vale —12. Cid implica che p([0,27]) = [-12,3/2] e pertanto esiste

sicuramente 6y tale che p(fy) = 1, e pertanto 'insieme ¢ rappresentato da:
r:.= {(pcos@,psin@) e — PP =p6),p>0,0¢ [O,Zw]} .

La funzione f & continua e I' = f~1(0), pertanto I' & controimmagine di un chiuso mediante una
funzione continua, quindi & chiuso. Inoltre si ha e — p? = p(0) < 3/2, pertanto p deve essere limitato

infatti e”” — p? — 400 se p — +oo. Quindi I'insieme & compatto. Studiamo le intersezioni con la
circonferenza centrata nell’origine e di raggio p = 1/2. Cio implica

p(0) = eY* —1/4.

Posto v = cos? 6, dalla precedente si ottiene 1’equazione

(=)o -1)= 35 (V- 7).

con la condizione 0 < v <1, da cui
1 1
v = 24<18— 6(7—4(75)), vy = 24<18+ 6(7— 4[))

Proviamo che le radici sono reali ed entrambe accettabili (ovvero 0 < v; < wvy < 1). Siha 7—4{e >0
se e solo se 74 > 256¢, ovvero se e solo se 492 = (50 — 1)? = 2500 — 100 + 1 = 2401 > 256¢, e cid
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& senz’altro vero perché e < 3, quindi 256e < 3 - 256 < 2401, quindi le radici sono entrambe reali.
Essendo poi e > 1,si ha7—4ye <7—4=3,dacui /6 (7—4ye) <18, pertanto

6—+v2 18 — 1 1 vl 2
< \f< 8<v1 < 8+ 8:6+\f<1,
8 24 24 8

0 < V9

in quanto V2 < 2.
Dovendo essere 0 < v < 1, entrambe le radici sono accettabili, e quindi ricordando la definizione
di v si ottiene per ¢ = 1,2

cost = \/v; cost = —\/v;
sinf =+v1—cos20 =+/1—; sinf =1 —cos?2 =+/1—v;

cost = —\/v; cost = —\/v;

sinf = —v1 —cos20 =+/1—v; sinf =1 —cos?2 = +/1—v;.
Ricordando che p = 1/2, moltiplicando per p le relazioni precedenti si ottengono le coordinate delle
otto intersezioni richieste:

P ;\/3—,/2(7—46/6)7;¢1+\/é(7—4\4/&) ,
Py ;\/3+\/ (7—4%),;%—
Ps —;\/3—\/ (7—4%/6),;\/1+\/é(7—4€/6)
Py —;\/3+\/é(7—4%/6),;\/1—\/61;(7—4%)

e i simmetrici Ps = —P, Ps = —P,, P, =—P;, Py = —P,.

Osserviamo che, indicate con (z;,;) le coordinate di P;, i = 1,...,8, si ha 2? + y? = 1/4 (per

'appartenenza alla circonferenza di raggio 1/2), e inoltre x? — y? = % per i = 1,3,5,7, mentre

x? —y? = 221 per i = 2,4,6,8.

Il gradiente di f é dato da

(1-449) |

[N
[N

=

Vf(a:,y) = (8a:f(xay>7ayf($ay)) )

dove
O f(z,y) = (29:6952“/2 - Qx) (:172 + y2)2 + 4x (ex2+y2 — 2 - y2) (x2 + y2) — 24292,
Oyf(z,y) = —24y (.232 — %) +4y (69”24'7’2 — - y2> (z® + y2) + (2ye$2+y2 — 2y> (z® + y2)2 + 2493
Sostituendo la relazione x? 4 y? = 1/4 valida in ogni P;, i = 1,...,8, si ha

VP = (:x (—64y* +3v/e —1), gy (—64x% + 128y + 3/e — 1)) :

A questo punto distinguiamo due casi: per i = 1,3,5,7 si ha 22 = v1/4 e y? = (1 — v1)/4, invece per
i=2,4,6,8si ha 2? = va/4 e y? = (1 — v2)/4, da cui

(2 (16v; + 3v/e — 17) :cg (—48v1 + 3+v/e + 31) y) ,i=1,3,5,7,

Vi(P) =
(2 (16v2 + 3v/e — 17) @, g (—48uvy + 3V/e + 31) y> ,1=2,4,6,8,
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31+ 3v/e
Posto € = 48\[
dispari o vo = £ per ¢ pari. Si ha che y; # 0 per ogni ¢ = 1,...,8, e inoltre sia vy, ve # £ in quanto £
non soddisfa I'equazione

, la derivata rispetto a y si annulla in P; solo se y; = 0 oppure se v; = £ per ¢

u_m@v_nzféoﬁ_i>

che definisce vy e v9. Si ha infatti

12(1— &) (26 —1) — (f— 4> gi (143 — 66/e — 9v/e) > — (143 663 — 9\/)

1 /143 1
- - - 2_7_
T 96-75 <75 3) 96.75< 75 \/§>

e tale numero é strettamente positivo perché

7\? 28 49
SRR DR B R
( 75> st

Quindi 0, f(P;) # 0 per ogni ¢ = 1,...,8, quindi per il teorema di Dini per ogni ¢ =1,...,8 & sempre
possibile esplicitare y = y(x) da f (m,y) = 0 in un intorno di P;. Inoltre 'equazione della tangente a
Pi(z;,y;) ¢ data da

0.1(P)

0,0

(16v) + 3v/e — 17) x; .
—Yi = — — 4i), :17375777
YU T T s s avet ol i)
(16vg + 3/e — 17) x;
(—48’!)2 + 3\4/E + 31) Yi
In coordinate polari si ha h(pcos@, psinf) = p?. Dobbiamo quindi studiare i massimi di p? vincolati
a el — p? = p(). Osserviamo che tale espressione definisce implicitamente p in funzione di 6, infatti

(x —x;),i=1,...,8,

ovvero

Yy—=Yi=— ($*$i),i:2,4,6787

posto q(p,0) = e — p? — p(0) si ha 0,q(p,0) = 2p(e”2 — 1), che per p > 0 & sempre positiva. Poiché
I'insieme contiene 'origine, l'origine & il punto di minimo assoluto vincolato di h(-) a I" e h(0,0) = 0.
Per quanto riguarda i punti critici, poiché

do 0,q(p(0),0) 2p(er” — 1)’
si ha che p(f) = 0 se e solo se p(#) = 0, inoltre poiché il denominatore ¢ positivo, si ha che il segno
di p(-) & lo stesso di p(-), pertanto i punti di massimo di p(-) sono gli stessi di quelli di p(6). Essi

. C o 31 . . . . . e
corrispondono quindi ai punti +p 5 e ai loro simmetrici rispetto agli assi, dove p é 1'unico

punto tale che e”” — p% = 3/2.

In prima approssimazione si ha 1/2 < p < 1. Per trovare un’approssimazione migliore, poniamo
t = p?> > 0 e utilizziamo lo sviluppo di e’ fino al terzo ordine, ottenendo con resto nella forma di
Lagrange per ¢t € [1/2,1]
1+t2+t3< L3 1+t2+t3+1
—_ — e p— _ —_ J—
2 2 6 2 2 2 6 24
Il membro di sinistra ¢ positivo per ¢t = 8/9, pertanto lo ¢ anche quello centrale, e pertanto p < /8/9 =
2v/2/3. D’altra parte il membro di destra & negativo per t = 7/9, pertanto lo & anche quello centrale,
e pertanto p > +/7/3. Si conclude che v/7/3 < p < 2v/2/3.

. . . . . . 2
Per tracciare un grafico qualitativo di I si procede nel modo seguente. Osserviamo che p + e?” — p?
é strettamente crescente per p > 0, quindi la sua inversa ¢ ancora strettamente crescente. Inoltre si ha
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p > 0seesolose e’ —p2> e’ —0=1. Pertanto il dominio di p = p(6) ¢ dato da D := {# € [0, 2] :
1 1
p(6) > 1}. Posto v = cos? 6, la disequazione p(f) > 1 porge 5(9 —/3) < cos?h < E(Q +/3).

Restringiamo lo studio al primo quadrante, l'insieme puo essere ricostruito negli altri quadranti per
simmetria. Pertanto nel primo quadrante l'insieme & presente solo nel cono delimitato da

(] 1= arccos (; ;(9—\/§)> <0< amy —arccos( (9+\f)>

e p(a1) = p(ag) = 0. Osserviamo che a1 < /6 < ag e non vi sono altri massimi di p(-) nel primo
quadrante compresi tra a; e ag. Pertanto p(f) é strettamente crescente in [a1,7/6] e strettamente
decrescente in [7/6, ag]. L’insieme ha ’aspetto di un quadrifoglio con un petalo in ogni quadrante
contenuto nel cono delimitato dagli angoli a1 e o e dai coni simmetrici rispetto agli assi. Il massimo
della distanza dall’origine é raggiunto in corrispondenza dell’angolo 7/6 e nei punti ad esso simmetrici
rispetto agli assi.

EsERrcIz1o 15.5. Siano r, R > 0, R > r. Posto
D ={(z,y) eER*: 2 >0,y >0,r* <a” +y* < R*},

:U2+y
lim // =55 dxdy.
r—0+ DE T+ y

SVOLGIMENTO. Indichiamo con f, la funzione integranda. In coordinate polari, si ha
DF ={(p,0): r<p<R,0€(0,7/2]}.

si calcoli

La funzione integranda é
f(pcos@, psin) = sinfe’ /p,
per cui, essendo il determinante Jacobiano della trasformazione pari a p, si ha:

yeVo+v m/2 R /2 R R
// mdxdy:/ / SineepddeZ/ sin@d&-/ 6pdp:e — e,
Dﬁ € Yy 0 r 0 r

Per cui il limite richiesto vale e — 1.

ESERCIZIO 15.6. Trovare (se esistono) il massimo e il minimo assoluti nel piano della funzione

92— $2y2
Jley) = —2 L
64\/x +y
SVOLGIMENTO. La funzione assegnata ¢ definita su R?. Pur essendo continua su R?, I'esistenza di
massimi e minimi assoluti non ¢ garantita, poiché R? non ¢ compatto. Utilizziamo coordinate polari,
ottenendo . ) ‘o
, 2 —p-cos®fsin“f 8 — p*sin”(20)
g(p,0) := f(pcosb,psinf) = i = 1ot
Per 6 € [0,2n], il minimo di sin?(26) ¢ raggiunto in § € ©; = {0,7/2,m,37/2} e vale 0, mentre il
massimo ¢ raggiunto per 0 = O9 = {r/4,3n/4,57/4,7r/4} e vale 1. Pertanto
8 — pt 2

p
91(p) = — 5, = 9(p.0) < ga2(p) = —.

La prima disuguaglianza & soddisfatta come uguaglianza preso § € O e la seconda disuguaglianza é
soddisfatta come uguaglianza preso 6 € ;.

La funzione g1(p) tende a 0 per p — 400 e g1(0) = 2. La sua derivata & ¢'(p) = e #(p* — p> — 8)
e si annulla se e solo se p* — p> — 8 = 0. Cercando soluzioni tra i divisori interi di 8, si ottiene che
¢ (2) = 0. Studiamo 'andamento di p + p* — p? — 8. Tale funzione ammette limite +o0 per p — o0
e la sua derivata si annulla in un unico punto p = 3/4, che & di minimo. In particolare, ¢ decrescente in
[0,3/4] e strettamente crescente in [3/4, +oo[. Poiché vale —8 per p = 0 ed ¢ decrescente in [0, 3/4], non
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puo annullarsi in [0,3/4]. D’altra parte, essendo strettamente crescente in [3/4, +o0o[ puo annullarsi in
un unico punto e si annulla in 2, come gia visto. In definitiva, ¢} (p) = 0 per p > 0 se e solo se p = 2.
La derivata seconda in p = 2 vale 20/e® > 0, quindi tale punto & di minimo. Pertanto g(p) > g1(2)
per ogni p > 0. Ma allora g(p,0) > ¢1(2) = g(2,0%) per ogni p > 0, 6 € [0,2x], 0* € O2. Quindi i
minimi assoluti di ¢ sono assunti nei punti (pcosé, psin@) con p =2 e 0 € O, ovvero in (+v/2, £1/2)
con tutte le combinazioni possibili di segno. Il valore del minimo & e V2,

La funzione gs(p) tende a 0 per p — 400 e g2(0) = 2. Tale funzione & strettamente decrescente,
quindi il suo massimo in [0, +o00[ & raggiunto per p = 0. Ma allora g(p, 8) < g2(0) = 2, quindi 'unico
punto di massimo assoluto & ’origine, il valore del massimo ¢ 0.



CAPITOLO 16

Lezione del giorno giovedi 23 novembre 2017
Preparazione alla prima prova in itinere II (2 h)

ESERCIZIO 16.1.

(1)

(2)

(3)
(4)

Si mostri che la seguente funzione:

f(z,y) = log ((arctan (el ") 1)
ha un minimo relativo in (0,0).

Mostrare che la funzione f(x,y) = — + — ammette estremi assoluti sull’insieme
r oy

1
= 2,m7é0y7é0} a > 0.

J2) =a2 + 2+ 22 sottolacond1z1onex—|—y+z+1—0

Si determinino gli estremi di f (ac )
,2) = (x +y + 2)? sotto la condizione 22 + 2y + 322 = 1.

Si determinino gli estremi di f(z,

SVOLGIMENTO.

(1)

(2)

Posto v = 22 + y?, osserviamo che la funzione v — log (arctan (e“3> + 1) é composizione di

funzioni strettamente crescenti. Pertanto se v > 0, il minimo & assunto per v = 0, ovvero se
22 +y* =0 quindi z =y = 0.

1 1
Osserviamo che per ogni a > 0 se (z,y) € R? soddisfa — + —5 = —5 allora necessariamente
x Y a
1 1
si ha — < —, quindi 2| > a e analogamente |y| > a. Poniamo quindi u = 1/z e v =1/y.
T
Posto allora

11
si ha che (u,v) € F, se e solo se (,) € FE,. Pertanto dobbiamo studiare g(u,v) =

u' v
11

f (, > = u + v vincolata a F,. Tale funzione & una funzione continua di (u,v) e F, &
u' v

compatto, per cui ammette massimo e minimo assoluto, pertanto lo stesso vale per f su E,.

F, pud essere parametrizzato ponendo u = —cosf, v = —sin 6, da cui
a a

1 1 1 2
h(f):=g < cos ¥, 81n9> —(cos @ + sinf) = £cos (9—E> .
a a a 4

Quindi il massimo assoluto ¢ raggiunto per 6 = 7/4, ovvero u = v > 0, e il minimo assoluto ¢
raggiunto per 6 = 57/4, ovvero u = v < 0. Si ha allora il massimo per x = y > 0 e il minimo
per z =y < 0, da cui, sostituendo nell’equazione del vincolo, z = y = v/2a per il massimo, e
& =y = —/2a per il minimo. Il valore del massimo & 2v/2q, il valore del minimo ¢ —2v/2a.
Posto g(z,y, z) = x+y+2z+1 e osservato che Vg # 0, applichiamo il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange, quindi si ha Vf(z,y,z) = AVg(z,y,2) da cui 2(z,y,z) = A(1,1,1). Pertanto
I'unico estremale & il punto P = 5(1, 1,1), dove X va determinato in modo che tale punto
soddisfi g(P) = 0. Percid A = —2/3. Geometricamente, si ottiene che —(3, %, %) ¢ il punto

113
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del piano di equazione z + y + z + 1 = 0 di distanza minima dall’origine: per provarlo,
¢ sufficiente osservare che il vincolo pud essere esplicitato come z = —(1 + = + y), da cui
h(z,y) = f(z,y,—(1+ 2 +9)) = 22 + > + (1 + = + y)?, da studiare per (z,y) € R?. Si
ha Vh(z,y) = 2(1 + 22 + y,1 + x + 2y), che si annulla solo se x = y = —1/3. La matrice
Hessiana di h in (—1/3,—1/3) & pari a Hess(—1/3,—1/3) = ;L i
per il criterio dei minori principali. Pertanto (—1/3,—1/3) & minimo relativo per h e quindi
—(1/3,1/2,1/3) & minimo relativo per f. Proviamo che ¢ di minimo assoluto utilizzando
coordinate polari centrate in (—1/3,—1/3), quindi

, che é definita positiva

1
h(—1/3 + pcosf, —1/3 + psinf) = p*sin 20 + 2p? + 3

= (2—sin20)p* +1/3 > 1/3 = h(-1/3,-1/3)

con uguaglianza se e solo se p = 0. Pertanto (—1/3,—1/3) & minimo assoluto per h e quindi
—(%, %, %) ¢ minimo assoluto per f vincolato a x +y+ z+1 = 0. La funzione f non ammette
punti di massimo vincolati, infatti il punto (x, —z, 1) soddisfa g(x, —z,1) = 0 per ogni x € R,

e si ha f(z,—z,1) = 202 + 1. Percio mandando z + +oo si ha f(z, —z,1) — 400
(4) La funzione é continua e il vincolo compatto, quindi massimo e minimo assoluti vincolati
esistono. Posto g(x,y, z) = 22 +2y? +32% — 1 si ha che Vg(z,y,2) seesolose z =y = z = 0,
ma g(0,0,0) # 0, quindi possiamo applicare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange ottenendo
Vf(x,y,z) = AVg(z,y,z) da cui 2(x + y+ 2)(1,1,1) = \(2z,4y, 6z). Distinguiamo due casi:
(a) Se A = 0 si ottiene z + y + 2z = 0 da intersecare con z2 + 2y? + 322 = 1, pertanto si ha

422 + 62y + 5y = 1, da cui tutti i punti dell’ellisse

3\ 1
2z + = —y*=1
< T+ 2y> + 1 Y )
r+y+2z=0.
Su tali punti f si annulla e poiché f > 0, tali punti sono di minimo assoluto.

(b) Se A # 0, dividendo per A si ottiene 2x = 4y = 6z, da cui x = 2y e x = 3z. Sostituendo
nell’equazione del vincolo si ha g(z,z/2,2/3) — 1 = 0 solo se x = +/6/11, da cui gli

estremali j:\/% (1,1/2,1/3). Tali punti sono di massimo assoluto e il valore di f su tali
punti & 11/6.

EseErcC1z10 16.2. Calcolare I'integrale doppio

I://D fi(wy) d dy

esteso al dominio D; nei casi seguenti:

(1) D; é la semicorona circolare di ordinate non negative che ha centro nell’origine e raggi 2 e 3,
e filz,y) = Vo +y?
(2) D9 ¢il triangolo che ha per lati le rette di equazioniy =z, y = —z, x = 1, e fa(z,y) =

(3) D3:{(x,y)6R2:nggl,ogygl}efs(x’y):1fxy;

(4) Dy = B((l,O), 1) \B((070)> 1) N {Z/ > 0} e f4(x,y) =a? +y2-

$2

21 y?

SVOLGIMENTO.
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(1) Utilizziamo coordinate polari, si ha
Dy = {(pcost, psind) : 2 < p < 3,6 € [0,7]},

fi(pcost, psinf) = p,
dxdy = pdp, db,

T 3 19
11:/ / pdpdh = —.
0o J2 3

(2) Si ha che Dy & il triangolo i cui vertici sono dati dalle intersezioni due a due delle rette
assegnate. Pertanto ¢ il triangolo di vertici (0,0) (intersezione diy =z ey = —x) edi (1,£1)
(intersezione di y = +x con x = 1. Pertanto siha 0 <z <1le —x <y <z, da cui

1 T2 o 1 . I ] -
2 /0 </_I = —|—y2> ydz /0 [z arctan(y/z)]) 2", do = 5 /0 vdr =4

(3) Siha

I // dzd // alttayl, —/110 1+ ay|e=ld
3= 1+l‘y Yy = 1+l’ Yy = 0 g Ylz=0aY

2
—/ log(1+y)dy—/ logtdt = [tlogt — t]i=3 = 21log 2 — 1.
0 1

(4) Si ha

{(z,y): (@—=1)°+y* <1, 2°+¢y*>1,y >0}
{(z,y) : 0<a?+y? <2z, y >0}
= {(
2

pcos,psind): 1< p<2cosh, 6§ €0,7]}
fa(pcosb, psinf) =
dxdy = pdp, de,
La limitazione 1 < p < 2cosf impone 0 < 0 < 7/3. Si ha

/3 2cosf n/3 1,47 p=2cos0 /3 s if —if\ 4
14:/ (/ psdp)dezél/ [p} d0:4/ (e e > do— =
0 1 0 4], 0 2 12

/31 inf ,~i(4-n)0 9 ™ 1 [/ Le—210 | 4020 —4i6 4i6 do
_/0 24Z<> —12_4/0 (4e720 4+ 4e*0 4 &0 4 %0 1+ 6) _E

1 /3 T 7\/§ 5%
= _ 4 cos(26) + cos(46) + — =t
2/0 ( COS( 9) COS( (9) 3) de 12 16 12

EsERrRcCiIZ10O 16.3. Dopo averne stabilito I’esistenza, calcolare eventuali massimi e minimi assoluti
della funzione f : R? — R definita da f(z,y) = 3y — 42 sull’insieme
D= {(:L’,y) eR?: y>cosz, x2 +1y? < 3n?, — 5 <z< 2}

SVOLGIMENTO. L’insieme D ¢ chiuso e limitato, quindi compatto. Poiché f & continua, ammette

su di esso massimo e minimo assoluto. D é& costituito dalla regione di piano compresa tra i grafici di

y=+V3r?—a?ey=coszperx € [—7m/2,7/2]. Le curve di livello della funzione f sono date dalle rette

di equazione 3y —4x = ¢, ¢ € R. Consideriamo Vintersezione P; tra y = 372 — 22 e x = —7/2. Si ha
V11

P = (—;T, 277> La curva di livello di f passante per P; ha equazione 3y — 4z = 2(3\/11 +4).

Proviamo che D é contenuto nel semispazio 3y — 4z < 3(3\/11 +4). A tal proposito ¢ sufficiente

provare che per |x| < 7/2 si ha

hi(z) == ; [430 + = (3\ﬁ+4 } — 22 =
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Poiché hy(—m/2) = ho(—m/2), & sufficiente mostrare che hf(xz) > hi(z) per |z| < w/2. Si ha b} (z) =
4/3 e hly(z) = B Osservato che hj(z) < 0, si ha che h(z) < hh(—7/2) = 1/v/11 < 4/3 per
ogni |z| < 7/2. Quindi effettivamente hy(x) > ho(x) per ogni x € [—7/2,7/2|, e 'uguaglianza vale solo

in x = —m/2. Consideriamo l'intersezione tra y = cosx e x = 7/2. Si ottiene il punto P, = (7/2,0).
La curva di livello di f passante per P» ha equazione 3y — 4x = —27w. Proviamo che D é contenuto nel
semispazio 3y — 4z > —27. A tal proposito ¢ sufficiente provare che per |z| < 7/2 si ha

hs(z) := cosx > §(2$ —m) =: hy(z).

Poiché h3(m/2) = ha(n/2), ¢ sufficiente mostrare che h5(x) < hj(z) per |z| < 7/2. Si ha hi(z) =
—sinz < 4/3 = hfj(x) per ogni |z| < w/2. Quindi effettivamente hg(z) > hy(z) per ogni z €
[—7/2,7/2], e 'uguaglianza vale solo in = 7/2. Pertanto

D C {(m,y) €ER?: —27 < f(z,y) < g(S\/ﬁ—l—él)}.

L’intersezione di D con f(z,y) = —2m ¢ data dal solo punto P», che quindi ¢ di minimo assoluto
T
vincolato, e U'intersezione con f(z,y) = 5(3\/ 11+4) & data dal solo punto P, che quindi ¢ di massimo

assoluto vincolato.

EsERCIZIO 16.4. Posto A = {(m,y) ER?: —— <z <0, jz+y| < g}, si calcoli

T
2

I:= // zsin®(x + y) dr dy,
A

SVOLGIMENTO. Poniamo (u,v) = ¢(x,y) = (xz,x + y).

A={p  (u,v): we [-n/2,0], v € [-7/2,7/2]} = o~ ([-7/2,0] x [-7/2,7/2]).

Si ha Jacp(z,y) = <1 ?), |det Jac p(z,y)| = 1. Posto ¢ = ¢!, dal Teorema della Funzione Inversa
si ha
1
|det Jac ¢ (u,v)| = ‘det [Jacy(z,y)] 7t ’ = =1.
(wv)=p(z,y) |det Jac ¢(z,y)| (u,v)=p(z,y)
Allora,
0 w/2 3
I:/ / usin2vdvdu:—ﬁ—.
—7/2J—7/2 16
EsERc1z10 16.5. Calcolare
2 2
(1) il volume sotteso dalla superficie di equazione z = f(z,y) con f(z,y) = 4/1+ :;—2 + 2 P
22 2
ptpst
1l baricentro della catenaria y = acosh(z/a), x € |— a,b > 0.
(2) il baricentro dell ta y = acosh(z/a), z € [~b,b, a,b > 0
SVOLGIMENTO. ) )
(1) Posto D = {(:L’,y) € R?: 5;—2 + Z—Q < 1}, e osservato che f > 0 su D, si ha

V= //V Fo,y) dz dy.

Parametrizziamo D in coordinate polari x = 3pcosf, y = 4psinf, con p € [0,1], 6 € [0, 27].
L’elemento d’area ¢ 12pdp df, e quindi

1 2m 1
V:/ \/1+p224pdpd9:127r/ \/1+tdt:8(2\/§—1>7r.
0 0 0
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(2) Le coordinate del baricentro sono date da

b
/ (z,acosh(z/a)) - |(1,sinh(z/a))| dx
G = (G%Gy) ===t )

b
/_b|(1,sinh(:v/a))|d:c

in che implica. G, = 0, ricordando che sinh ¢ una funzione dispari e cosh ¢ una funzione pari.

Si ha poi
b b
/ acosh(x/a)\/1 4+ sinh?(z/a) dz / cosh?(z/a) dz
b _J
- b

Gy = 7
/ \/1 4+ sinh?(2/a) dz 2 / cosh(z/a) dx
—b b
b b

1
/ cosh?(z/a) dx 2/ 1+ cosh(2z/a) dx
_J-b _ 2

- b/a - b/a
/ cosh(t) dt / cosh(t) dt

—b/a —b/a

r=b

b+ E sinh(2x/a)} v=—b _ 2b+asinh(2b/a)
2sinh(b/a) dt ~ 4sinh(b/a)







CAPITOLO 17
Lezione del giorno lunedi 4 dicembre 2017
Correzione prima prova in itinere. Integrali curvilinei e formula di

Gauss-Green (2 h)

EsERcIZIO 17.1. Sia a > 0. Calcolare ’area del cappio della curva di equazioni parametriche:

at
t = T a>
z(t) 1+
t# —1.
at?
t) = ——~
y(t) et

SVOLGIMENTO. Consideriamo la funzione F : R\ {1} — R?:

1+ 1413

PO = 0,00 = (1o 105 )

Eseguiamo un rapido studio delle funzioni z(-) e y(-):
- Si ha x(0) = 0, tlirin xz(t) = 0, z(t) > 0set ¢ [-1,0], lim xz(t) = Foo. Derivando,
— o0

(1) — a(l —2t%) o
= ey

x(t*) = V4a/3.

> 0seesoloset < 271/3 = t* et # —1. In t* si ha un massimo e

- Si ha y(0) = 0, tlim y(t) =0, y(t) > 0set > —1, lim y(t) = £oo. Derivando, y(t) =
t——1

—Fo0
at(2 — t3)
(1413)2
massimo y(t') = v/4a/3.

>0seesolose0<t<+/2=:t. InO0sihaun minimo y(0) = 0 e in ¢ si ha un

11 cappio si ha se esistono t1,t2 € RU{+00}, t1 < ¢ tali per cui F'(t;) = F(t2) =: (Z,y). Osserviamo
che fissato § < 0 esiste un unico # tale per cui y(f) = §. Pertanto non si pud avere un cappio in cui
la coordinata y sia strettamente negativa. Cio implica ¢ > —1. D’altra parte, fissato £ < 0, esiste
un unico ¢ tale per cui x(f) = Z. Pertanto non si pud avere un cappio in cui la coordinata z sia
strettamente negativa. Cio implica ¢t > 0.

D’altra parte, fissato 0 < & < v/4a/3 esistono due valori {; < t* < £, tali per cui z(t1) = z(f2) = 7.
Fissato 0 < § < V/4a/3 esistono due valori t; < t' < f5 tali per cui y(f;) = y(f2) = §. Pertanto si
dovra avere t; < t* <t < ty per poter avere il cappio, in quanto ciascuna delle due variabili deve poter
essere generata da almeno due valori di ¢. Tuttavia per 0 < ¢ < t* < 1 si ha x(t1) > y(t1) = t12(t1)
e per to > t' > 1 si ha invece y(t3) = x(t2)ta > x(t2). Quindi 'unica possibilita per avere un cappio,
ovvero x(t1) = z(t2) e y(t1) = y(t2), & che x(t1) = y(t1) = x(t2) = y(t2). Si ha che x(t1) = y(t1) per
0 <t; < t*soloset; =0. Nesegue (z,y) = (0,0). Risostituendo nelle uguaglianze e osservando che
ta # 0 si ha che il punto (0,0) viene raggiunto asintoticamente per ¢ — 400, quindi t2 = +oo e il
cappio ¢ descritto dalla curva v = {F'(t) : t > 0}.

119
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a/3¢ -
a/3¢ /- 777777 3

L
L
\

Sia C la regione di piano circoscritta da tale curva. L’area del cappio ¢ data da:

A:// dzx dy.
C

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

j{(P(:r,y) dz + Q(z,y) dy) = //C <g§2 - %5) dxdy,

dove P : R? - R, Q : R? = R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del
piano contenente C.

Nel nostro caso, determiniamo P, () in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta
possibile & porre Q(x y) =z, P(x, y) = 0. Si ha allora:

+oo at  at(2—t3) oo 12(2 — 13)
dy = Fy(t)Fy(t) dt = : dt = a? = dt
féw y= / 1(B) Pt /0 1+ (1+65)2 “ /0 (1+3)3

“+o00 9 _ “+o00 92— 2 “+o00 o 2
—/ S3t2dt = / 5 s—a/ S—Udu:a—.
3 Jo (1+t3) (1+4s)3 3 N u? 6

Pertanto I’area richiesta vale A = a?/6.

EsERC1Z10 17.2. Sia a > 0. Calcolare 'area del dominio racchiuso dalla curva di equazione polare:
p?(0) = 2a® cos 26.

SVOLGIMENTO. Scegliamo come dominio per I’angolo 0 l'intervallo [—m/2,3/27] (di lunghezza 27) .
Osserviamo innanzitutto che dovendosi avere cos 26 > 0, si dovra avere 6 € [—m /4, 7/4|U[3/4m,5/4n] =:
D. Inoltre p(—7/4) = p(n/4) = p(3/4m) = p(5/47) = 0 , quindi 'equazione data definisce nel piano
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cartesiano una curva chiusa ~ passante per l'origine. Sia C' la regione di piano circoscritta da tale
curva. L’area di tale regione é data da:
A= / / dx dy.
C

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

ﬁ (Plo.y)do + Qo) dn) = [ (i;jf - ?;) dudy,

dove P:R? 5 R, Q : R? = R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del
piano contenente C.

Nel nostro caso, determiniamo P, ) in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta
possibile ¢ porre Q(z,y) = z, P(z,y) = 0. Ricordando che in coordinate polari si ha z(0) = p(#) cos 6,
y(0) = p(0) sin 0, si ha allora:

A= /D p(0) cos(8) - (p’(&) sin@ + p(0) cos 9) do
= / p(0) cos(h) - (p’(@) sin@ + p(8) cos 9) do
D
p(6) - p'() sin 260 df + 24> / cos 20 cos® 0 df

D

—[p%(6)] sin 20 df + a? /D cos 26 - (cos20 + 1) df

= —a2/ sin® 260 d6 + a2/ cos® 260 dO + a2/ cos 260 df
D D D

w/4 w/4 /4
= —qg? / sin” 260 df + a? / cos? 20 d + a® / cos 20 d0+
—m/4 —7/4

5/4m 5/4m 5/4x
+ [ —a? / sin® 260 df + a® / cos® 20 df + a® / cos20dl | .
3/4m 3/4m 3/4m

Le funzioni integrande sono tutte periodiche di periodo 7, pertanto i loro integrali sull’intervallo
[3/4m,5/4x] coincidono con i corrispondenti sull’'intervallo [—m/4, 7/4]. si ha allora:

/4 /4 /4
A=2 (—a2 / sin® 20 df + a® / cos?20df + a® / cos 260 d9>
_7-(-/4 —7(‘/4 —71'/4

/4
= 2a2/ cos 20 df = 242,

—7/4
dove si ¢ sfruttato il seguente fatto (si ricordi che cos(m — a) = — cos(«)):
/4 w/4 /4
/ sin? 20 df) = 2 / sin? 20 df) = 2 / cos?(m — 26) df
—/4 0 0

/4 /4 /4
= 2/ cos?(m — 20) df = 2/ cos?(26) df = / cos? 26 df.
0 0 —r/4

Pertanto ’area richiesta vale 2a?.
EsERCIZIO 17.3. Sia a > 0. Calcolare ’area del dominio racchiuso dalla curva di equazione polare:

p(0) = a(1l + cosB).



122 17. Integrali curvilinei e formula di Gauss-Green

SVOLGIMENTO. Si ha p(0) = p(27), quindi ’equazione data definisce una curva chiusa 7 nel piano
cartesiano. Sia C' la regione di piano circoscritta da tale curva. L’area di tale regione ¢ data da:

A:// dx dy.
C

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

j{(P(w,y) dz + Q(z,y) dy) = //C <g§ - g];) dzdy,

dove P:R? - R, @ : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del
piano contenente C'.

Nel nostro caso, determiniamo P, ) in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta
possibile & porre Q(z,y) = z, P(x,y) = 0 Ricordando che in coordinate polari si ha z(0) = p(6) cos 6,
y(0) = p(f) sin 6, si ha allora:

2
A %xdy = / p(0) cos @ - (p’(@) sin @ + p(0) cos 0) de
¥ 0

2
:a2/ (1—1—0059)0089-(—sinze—i—(l—i—cosﬁ)cos@)cw

0

2 2

= aQ/ (1 + cos 0)? cos® 0 df — aQ/ sin? A(1 + cos 6) cos 6 df

0 0

2
:ag/ cos® 0 + cos? 0 + 2 cos® @ — (cos B — cos® @ — cos® 6 + cos ) db

2 2 /b 4 o—if 4
= / 2cos* 0 + 3 cos® 0 — cos 6 do = 24> / cos49d9:2a2/ <2> do
0 0

CL2 27r ) a2 2w ) ) ) )
-3 / e e 4+ 2)%dh = — / (e + e 4 4424 4¢¥ 4 4e72%) dp
0
2 27
3
:a/ (cos46 + 4 cos20 + 3) df = ma” ,
4 J 2

ricordando che (a + b+ ¢)? = a® + b% + % + 2ab + 2ac + 2be. Pertanto I'area richiesta vale 3mwa? /2.

EsERC1Z10 17.4. Si calcoli utilizzando le formule di Gauss-Green nel piano:

I := // x2 dxdy.
D

dove D = {(z,y) e R? : 1 < 2% +¢% < 2}.

SVOLGIMENTO. La regione di piano D ¢ delimitata dalle due circonferenze 1 e 72 centrate nell’o-
rigine e di raggio rispettivamente 1 e v/2. Posto B, := {(z,y) € R? : 22432 <r},si ha D = By \ By,

da cui:
// 22 dedy = // 22 dedy — // z? dzdy.
D Bs B

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

75} (2. y) de + Q(z,y) dy) = // (aQ—a]D ddy,

dove P: R? - R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del
piano contenente B;.
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Nel nostro caso, determiniamo P, @) in modo tale che l'integranda del membro di destra sia pari
ad x2. Una scelta possibile & porre Q(z,y) = 23/3, P(x,y) = 0. Si ha quindi:

1 1
I::%m?’dy—y{m?’dy.
3 Jy 3w

Parametrizziamo ~; per mezzo di coordinate polari. Si ha allora

2m 1 2m 2
I:= 3/ (V2cos0)3 - (V2 cos0) df — 3/ cos® 6 - (cosf) df = / cos* 0 db
0 0 0

2 /il | o—if\ 4 1 2 4
— do = — 2360 —2i60 2 2 do
/0 ( 5 ) G /0 (e 4+ e 7" 4+ 2)

1 2

= — (€40 1 =410 | 4 1 2 4 420 4 4¢=%0) g
0

1 2T
:/ (00549+4COS29+3)d9:§ﬂ'.
8 Jo 4

Pertanto Iintegrale richiesto vale 37 /4.






CAPITOLO 18

Lezione del giorno martedi 5 dicembre 2017
Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes I (2 h)

ESERCIZIO 18.1. Siano dati i seguenti sottinsiemi di R3:
S={*+y*+:2=1,2>0}
D={z?+4*<1,2=0}
y={a+y* =1,2=0}

e sia

1+ 2%
(1) si usi il teorema della divergenza per calcolare:

I::/F~ﬁda
s

dove 7 & la normale esterna alla superfice chiusa ¥ = S U D;
(2) Detta wi. la 1-forma differenziale canonicamente associata a F, si calcoli

y+

dove 4T & la curva 7 orientata in senso antiorario nel piano z = 0;
(3) si verifichi il teorema di Stokes per il campo F' sulla superficie S.

F(l‘,y,:f:)=< Y w5zw°—y,z+x2>

SVOLGIMENTO. Indichiamo con
C={(z,y,2) eER?: 2* +¢y* + 22 <1, 2 >0}
il volume delimitato da X, denoteremo poi F' = (F}, Fy, F3).
(1) Per il teorema della divergenza si ha:

/F-ﬁdo':/F-ﬁda—k/F-ﬁdaz/didemdydz
P S D C

divF(z,y,z) = 0.

/F-ﬁda:—/F-ﬁda
S D

Sulla superficie D si ha che la normale uscente da C' & 7 = (0,0, —1) e F = (y, —y, ?), quindi:

/F-ﬁdaz—/F-ﬁdJ:/xzdxdy
S D D

Per calcolare 'ultimo integrale, utilizziamo la formula di Green:

]i(P(w,y) dr + Q(z,y) dy) = //D @g - ?95) drdy,

dove P : R? = R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un
aperto del piano contenente D.

Si ha poi

Pertanto:

125
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Nel nostro caso, determiniamo P, () in modo tale che I'integranda del membro di destra
sia pari ad 2. Una scelta possibile ¢ porre Q(x,y) = 23/3, P(z,y) = 0. Si ha quindi:

1
I::fx?’dy.
3Jy

Parametrizziamo ~ per mezzo di coordinate polari. Si ha allora

1 2 1 27
I::/ cos30~0089d9:/ cos* 6 do
3 Jo 3 Jo

1 [27 [¢if 4 o—ifN\* 1 CL ,
_ 3/0 (e 26 ) 40 — 16 /. (€20 4 =210 4 9)2 gy
1 2w

T 3.16 J,
1 27

38

(e4i9 + e—4i9 + 4 + 2 + 462’i9 + 46—2’i9) d@

(cos46 + 4 cos20 + 3) df = Z

Pertanto I'integrale richiesto vale I = 7.

(2) wk ¢ la 1-forma differenziale associata al campo vettoriale F,
w}?(‘r) = Fl(xvy’ Z) dr + FQ(CL',y, Z) dz + F3(x7y7 Z) dz.
Si ha:

/ w%(fﬁ): Fl(ZL‘,y,Z)dZ'+F2($,y,2)dZ+F3(ZE,y,Z)dZ
+ +

=/ ydr —ydy
+v

Passando alla rappresentazione di v in coordinate polari, si ha x = cos 8, y = sin 6, quindi:

2m
/ w};(az):/ y(dz:—dy):/ sinf - (—siné + cos #) df
+v + 0

2m 271'1_
:_/ sin20:—/ cos20d0:_7r'
0 0 2

(3) Per verificare il teorema di Stokes & necessario calcolare:

<8F3 0F» oF, OF; oF, 8F1)
rot F':= — ,

oy 0z Oz or’ dx Oy

—2yz 1
— 5,99 4_100
= (100:6 z ’7(14—,22)2 — 2z, bx 2" — 1+22>

In generale la divergenza di un rotore ¢ nulla, pertanto, per il teorema della divergenza:

0—/div(rotF)dwdydz—/rotha—/rotF-ﬁda+/rotF-ﬁda,
C 2 S D

da cui si deduce:

/rotF-ﬁdU:—/ rot I’ - ndo,
S D

Sulla superficie D si ha che la normale uscente da C' ¢ n = (0,0, —1) e rotF' = (0, —2x, —1),

quindi:
/rotF-ﬁdU:—/ rotF~ﬁdJ:/(—1)dxdy
S D D
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L’ultimo integrale & 'opposto dell’area di D, pertanto vale —m. Ricordando il risultato del

punto precedente, si ha:
/ wh(z) = —1 = / rot F' - ndo,
+v S

e questo porge la verifica richiesta.

ESERCIZIO 18.2. Sia S la superficie data dal grafico della funzione z = xy/2 tale che 22 +y? < 12.

Si calcoli ’area di S e il flusso del campo F= (x,y,1) attraverso S orientata in modo che la normale
sia rivolta verso I’alto.

SVOLGIMENTO. La superficie S ¢ un grafico z = f(x,y) dove f : D — R, f(z,y) = zy/2 e
D :={(z,y) € R?: 22 +y? < 12}. D ¢ il cerchio centrato nell’origine di raggio v/12 = 21/3.

Calcoliamo ora l'elemento d’area do di S, abbiamo a disposizione vare possibilita:

(1) Essendo un grafico, sappiamo gia che I'elemento di superficie é:

2 2 1
do=+/1+4+|Vf]?= l—i—yz—i-%dxdy: 5\/4+y2+x2dxdy.

(2) S e parametrizzata da ¥(x,y) = (Y1,v2,v¥3) = (x,y, f(z,y)) = (z,y,2y/2). La matrice
Jacobiana della parametrizzazione é:

1 0
Jacy(z,y) = 0 1
y/2 x/2

Per la regola di Binet, per trovare ’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare
tutti i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

. 2 1 0 2 1 0 2 0 1 — ﬁ ny
da—\/det <0 1 + det /2 w)2 + det /2 /2 dacdy—\/1—|-4+4d:vdy.

(3) Possiamo anche calcolare I'elemento d’area calcolando la norma del prodotto esterno delle
colonne di Jac:

_ (v _ i ey
da_uaxwawn_u( :, 2,1)” dvdy = \[1+ - + - dady.

Tutti i differenti procedimenti portano naturalmente alla medesima conclusione.

L’area & data dall’integrale dell’elemento d’area sullo spazio dei parametri:

2 2 1
Area(S)—/dU—/ \/1+x+ydxdy—/ V4 +y? + 22 dady.
I D 4 4 2 J/p

Per calcolare questo integrale passiamo in coordinate polari piane z = pcosf, y = psinf, ricordando
che il determinante Jacobiano di questa trasformazione é p:

27 2\/51 2V3 T (12
Area(S):/ 5\/4+p2pdp o =mn \/4—1—,02,0dp:§ Va4 wdw
0 0 0 0

) t=16
x (16 7 | t3/2 T 567
=_ tdt = — | — =—(64—8)= —.
2 J, Vidi= 32, 5 )

Calcoliamo la normale a S. Posto G(z,y, z) = z— f(x,y) = z—xy/2, la superficie risulta rappresentata
dall’equazione G(z,y,z) = 0, quindi la sua normale unitaria sara data da

4 VG - (_y/Qv_x/Qvl) S (_y7 _x72>

‘VG‘ ‘(_y/Qv_x/Qvl)’ \ x2+y2+4’
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e poiché 'esercizio richiede che la normale punti verso ’alto, sceglieremo

(_y7 -7, 2)

n(z,y,z) = (n1,n2,N3) = ————=—=,
( ) ) RN

che ha la terza componente positiva. E necessario verificare se questa normale & concorde con l'orien-
tamento indotto dalla parametrizzazione:

Yy 1 0

Va4
ni ax¢1 8ywl — 0 1

det | no Opthy Oytpo | =det | 757 52

L Te+y“+4

n3  OpY3 ay@DE
2

Ve W2 e

—y 1 0
1 Yy 24+ 9y2/2 4 22/2
=——=———det| —z 0 1 = +ty/2+ 2

V2 +y?+4 2 y/2 x/2 VrZ+y2+4
1
= Va2 +y?+4>0.

2

Quindi effettivamente la normale richiesta é concorde con l'orientamento della parametrizzazione. A
questo punto, posto F' = (F, Fy, F3), si ha:

o Fyo 77[) azwl ay¢1 x 1 0
O(S, F) = / det | Footp 0pha Oytpe | daxdy = / det| vy O 1 dxdy
D 309 8x¢3 az,ﬂbi‘) D 1 y/2 l'/2

27 2v/3
= / (1 — 2y) dedy = Area(D) — / xydrdy = 127 — / (/ r? cos@sin@pdp) de
D 0 0

D
23 2

:1277—/ r3dr-/ cosfsinf = 12m.
0 0

Il flusso richiesto & quindi 127.
Verifichiamo il risultato ottenuto. Sia A € R, A < min{f(z,y) : =,y € D}. Tale X esiste finito
perché f & continua sul compatto D, quindi ammette minimo. Inoltre A < 0. Si ha poi:

oF; 0F, O0OF3

divﬁ(x,y,z): 5 + oy + P =2.

Consideriamo il solido C' delimitato da S e dalla superficie ausiliaria S~ := D x {A}, la cui normale
uscente da C' ¢ (0,0, —1). C é un cilindroide la cui base inferiore & il cerchio {(z,y,\) : z,y,€ D} e la
base superiore & S.

La superficie laterale é:

L:{(.’E,y,Z) : x2+y2:12,)\§z§f(x,y)}-

e la normale unitaria uscente ¢ data da (z,y,0)// 22 + y? (ovvero, a meno del segno e della normaliz-
zazione, & proprio il gradiente dell’equazione che definisce la superficie). Per il teorema della divergenza
si ha:

/ div Fdzdydz = | F-ddo.
C oC
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FiGura 18.2.1. Il solido C = {(z,y,2) : (z,y) € D, A< z < f(z,y)}.

ovvero:

2Volume(0):<1>(5,ﬁ)+/ ﬁ-ﬁda+/ﬁ-ﬁda
L

2/ /f(x’y)d dady = &(S, F) /d Ty
¥4 Tay = ) — o+ [ —/———ao
D \JA D L \/x? +y?
2Volume(C) = &(S, F) — Area(D) + v/12 Area(L)
si ha quindi, ricordando che Area(D) = 127
®(S, F) = 121 — V12 Area(L) + 2Volume(C).

Calcoliamo in coordinate cilindriche:

2r /12 pf(rcosf,rsinf)
2Volume(C) := / / r dfdr
0 0 0

21 /12 pf(rcos@,rsinf)
=2 / / / rdzdfdr
0 0 A

27 \/ﬁ
:2/ / r(f(rcos@,rsinf) — \)df dr
o Jo

(13 cos fsin O — 7)) df dr

V12 rom V12
/ 3 cos 0sin 0 df dr — 2w / rdr = —24\r,
0 0

Il
Sy
3
S~

=2
0

che ¢ positivo perché A < 0. L ¢ parametrizzata da ¢1(0, z) = (V12 cos6,/12sin#, z):

—v/12sin 0 0
Jac1(0,z) = 0 V12cosf | .
0 1
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Dalla regola di Binet si ha che ’elemento di area ¢ quindi:

wy — \/det2( —V12sin6 0 ) +det2< V12cosf 0 > +det2< —/12sin6 0 >

0 1 0 1 v12cosf O

= /12sin20 + 12cos2 0 = V12.

Pertanto:

2 f(\/ﬁcos 0,/12sin 0)
V12 Area(L) := \/ﬁ/ / V12dz df
0 A
2w r6cosfsinf
=12 / / dz df
0 A

2
= \/ﬁ/ 6cosfsinf — \df = 247 .
0

Quindi i contributi di volume e superficie laterale si elidono e il flusso ¢ 127, che verifica il calcolo
precedente.



CAPITOLO 19

Lezione del giorno mercoledi 13 dicembre 2017
Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes II (2 h)

EsERcIzIO 19.1. Calcolare il seguente integrale:

I :—/ F - ndo,
S1

dove F := (zz,zy,yz) e S = OC con C = {(x,y,2) € R3: 2 > 0,y > 0,2 > 0,z +y + 2z < 1},
orientata con normale uscente da C.

SVOLGIMENTO. Applichiamo il teorema della divergenza:
F-ndo= / divF dzxdydz = / (x +y + 2) dedydz.
S1 C C

11 calcolo dell’integrale triplo non presenta particolari difficolta:

1 1—z 1—z2—y
/(5F+y+2)d$dyd2‘=/ / / (x +y+ z)drdydz
C 0 JO 0

1 1—z l—z—y ZL‘2 r=1—2z—y
:/ / / [+yx+za:] dydz
=0

:/ /l Tlzzoy )2+(y+z)(1—z—y)dydz

1-
=3 / lI-z-—y)(1+y+2)dydz

1—=z
= // (1—(z+y)?) dy L L // (1 —w?) dwdz
w3U)1 1 /2
o o5 z/o(s )
9 _

I 5 1 3 1 1
== dz=>(2-+>)==:.
6/0( 3z +2°)dz 6( 2+4> g

ESERCIZIO 19.2. Sia dato il campo vettoriale F : R? — R3 F(z,y,2) = (y%,0,z —y). Calcolare
il flusso del rotore di F attraverso la porzione di superficie cartesiana S di equazione z = 1 — 22 — 32,
con (z,y) € D := {(x,y) € R? : 2 > 0,y < 0,2% + y? < 1} (il versore normale alla superficie ¢ quello
indotto dalla parametrizzazione cartesiana standard).

Quindi I; = 1/8.

Si calcoli il precedente flusso usando il teorema di Stokes.
SVOLGIMENTO. La parametrizzazione cartesiana di S é
$(x,y) = (¢1(z,y), $2(,y), 3(2,9)) = (2,9, 1 — 2% — 3.
S ha equazione G(x,y) = 2 +y?> + 2 — 1 = 0. La direzione della normale ¢ data da:
VG(z,y) = (2z,2y,1).
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Per stabilire se n = VG = ((VG)1, (VG)2, (VG)3) o i = —VG, & necessario verificare 'orientamento
della superficie calcolando

ox ox ox

1 0 —2z
det | 9¢1  9¢2  9¢3 | =det| 0 1 -2y |=4>+42%>0
Oy dy dy 2 2y 1

(VG)1 (VG)2 (VG)s

Poiché il determinante ¢ positivo, si ha n = VG(x,y) = (2, 2y, 1). Calcoliamo ora il rotore di F'.

e1n 0, Iy er O y2
rot F=det| ea 0y Fo | =det| ex 0y 0 =(-1,-1,—-2y)
e3 0, F3 e3 0. x—y

Pertanto per quanto riguarda il flusso richiesto si ha:

/rotF-ﬁda:/(—1,—1,—2y)~(2x,2y, 1)d:vdy:—/ 2z + 4y dxdy
S D D

Passando in coordinate polari, x = rcosf, y = rsin6, si ottiene:

1 pm/2 1 w/2 9
/rotF-ﬁdU——/ / 2r(cos€+281n0)rd6dr——/ 27"2d7"-/ (cosf —2sinf) df = —.
S 0o Jo 0 0 3

Calcoliamo ora il flusso utilizzando il teorema di Stokes:

/rotF~ﬁda:}{ Fd~.
S +08

Parametrizziamo il bordo di D in senso antiorario: esso & dato da «;(f) = (cosf,sinf) per —7w/2 <
0 <0,v(t)=(1—-t0)per0<t<1en~s(s)=(0,—s)per0<s<1. Ilbordodi S orientato in senso
positivo sara allora I'immagine delle tre curve 71, o, v3 mediante la parametrizzazione ¢ di S:

$ov1(0) = (cosh,sinf, 1 — cos® f — sin® §) = (cos ,sin 6, 0);
$poya(t) = (1—,0,1—(1-)*) = (1 —1¢,0,2t — t*);
$oy3(s) = (0,—s,1 — 5?).

Pertanto si avra:

Fd’y:/ Fd'y+/ Fd’y—i—/ Fd~
+0S ¢pom poy2 $o3

dove:

0 0
/ Fdy= / (sin® 0,0, cos  — sinf) - (—sin 6, cos 0, 0) df = —/ sin® 0 df
$oy1 —7/2 —7/2

/2 /2 /2
= / sin® 0 df = / sin@(1 — cos®6)df =1 — / cos? @sin 0 df
0 0 0
0
w=cos 0 2 2
= — — d — —
/1 w'dw = 3

1 1
2
/ Fd'y:/(0,0,I—t)~(—1,0,2—2t)dt:/ 201 —t)2dt = =.
¢O’yQ 0 0 3

1 1

2
[ par= [0 0mea= [ ala= -2
o3 0 0 s
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Sommando i tre contributi si ottiene:
2 2 2

/rotF~ﬁda: Fdy=-+---=2,

S +88 3 3 3 3

che verifica cosiil calcolo diretto svolto in precedenza.

EsERcCIZIO 19.3. Si disegni la superficie S di equazioni parametriche

©(0,y) = (Vy?+ 1cosb,y, /y? + 1sinb), 0 € [0;27], Jy| < 1

e si calcoli il flusso del campo vettoriale F(z,y, z) = (22,y/2, ) uscente da S, orientata in modo che
nel punto (1,0,0) il versore normale coincida con € = (1,0,0).

SVOLGIMENTO. Posto ¢(8,1) = (@1, pa, p3) e F = (F|, Fy, F3), si ha:

. 0
—v/y? + 1sinf \y/%
Jacp(8,y) = 0 1

/9 y sin @
Yy —|—1COS€ \/ﬁ

Verifichiamo se la normale indotta dalla parametrizzazione ¢ la stessa di quella richiesta . = (nq1, ng, n3),
lo verifichiamo nel punto (1,0,0):

- 2 . y cos 0
ny \Vy?+1sinf Vi
det | no 0 1 = det

ny \/y%+ lcosf \3’}%

=-1<0.

S O =
= o O
O = O

(0,y)=(0,0)

Pertanto sara necessario invertire il segno, si ha allora che il flusso richiesto vale:
Fiop —y/y?>+ 1sinf \y/%
y

2 1
——/ / det | Frop 0 1 dy do
0 -1 2 ysin 6
F3090 +/y?+ 1coséh VA

2 2 - 9 . y cos 6
. (y*+1)cos*0 —+/y?+ 1sinb o
—/ / det y/2 0 1 dy df
0 /=1 Vy2+1cos® /y2 + 1cosh 71/%1
or 1 —+v/y? + 1sin@ yczse
_ / / (—y/2)det ; . Vi | dydo+
0 1 v/ y* + 1cos Vi

/2”/ (y +1)cos29 —/y?+ 1sinf du do
Vy2+1cos® /y2+1cosb Y

2 2
_/ / yZ/Qdyd9+/ / ((y2_|_1)3/2Cos30-|-(y2+1)sin90089> o dy
0 -1 -1J0
2

= —-.

3
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Nell'ultimo passaggio € sfruttato il fatto che:

27 1 27 1 4m
/ cosfsinf df = = / sin(20) df = / sinw dw = 0.
0 2.Jo 4 Jo

27 3r/2 3w/2
/ cos® 0 dh = / cos® 0 df = / (1 —sin?#) cos 6 df
0 —7/2 —7/2

/2 3/2m
= / (1 —sin®#) cosfdf +/ (1 —sin?#6) cos 6 db
—7/2 w/2

:/1(1_w2)dw+/1_1(1—w2)dw:0.

-1
EsErcizio 19.4. Data la superficie ¥ C R3 parametrizzata da

0(0,2) = (V14 222cos0,\/1+22%sin0, 2), 0] < 7/4,|z] <1,

si calcoli il flusso del campo vettoriale

—

F(z,y,2) = (1/V1+222,1/V/1 + 222,27 + )

attraverso X, orientata in modo che nel punto (1,0,0) il versore normale coincida con (—1,0,0).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo la divergenza di F = (Fy, Fy, F3):

. o= oFy O0F, OF;
div F(z,y, z) = o + 3y + P =0.

Il campo Fe quindi solenoidale: per il teorema della divergenza, il flusso attraverso una qualunque

superficie chiusa & nullo. Vogliamo determinare una superficie ausiliaria S tale che S U X sia una

superficie chiusa delimitante il volume C. Osserviamo che la superficie data ¢ la superficie di rotazione

ottenuta ruotando per 6 € [—m/4,7m/4] attorno all’asse z la curva v di equazione x = 1+ 222

contenuta nel piano y = 0.

La superficie parametrica X : p(0,2) = (V1 + 222 cosf,v1 + 222sin 6, z) e la curva v di eq.
z=V1+222

Definiamo quindi le superfici ausiliarie nel modo seguente:

a) ST sia la superficie di rotazione ottenuta ruotando per 6 € [—m /4, w/4] il segmento di estremi
(0,0,1) e (v/2,0,1) giacente nel piano y = 0 attorno all’asse z,

ST ={(rcos,rsinf,1) e R3: 0 <r <V2,|0] < w/4}

la sua normale esterna rispetto a C' sara (0,0,1);
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b) S~ sia la superficie di rotazione ottenuta ruotando per 6 € [—m /4, 7/4] il segmento di estremi
(0,0,—1) e (v/2,0,—1) giacente nel piano y = 0 attorno all’asse z, la sua normale esterna
rispetto a C sara (0,0, 1);

S~ ={(rcosf,rsinf 1) cR3: 0<r < \/§,|0| < 7/4}

¢) LT e L~ saranno le superfici “laterali” date da
LT ={(rcosf,rsinf,z): 0 =n/4,0 <r < 1+222 |z| <1},

L™ ={(rcosf,rsinf,z): 0 =7/4,0 <r <+1+222 |2| <1}.
con normali rispettivamente (—v/2/2,v/2/2,0) e (—v/2/2,—v/2/2,0).
Se orientiamo ¥ con la normale uscente a C, notiamo come essa nel punto (1,0,0) valga (1,0,0),

quindi "orientamento richiesto ¢ quello opposto a quello della normale uscente. Per il teorema della
divergenza, si ha che se X & orientata con la normale uscente

—/ﬁ~ﬁda:/ F - ado,
b STUS—ULtTUL~

quindi il flusso richiesto dall’esericizio & proprio

/ F-ndo,
StUuS—UL+tUL—

dove la normale ¢ uscente da C. Calcoliamo questi integrali. Se (z,y,2) € L" si ha F-a=0 pertanto
il flusso attraverso L™+ ¢ nullo. Osserviamo che si ha ﬁ(w, y,1) = ﬁ(:r, y,—1), inoltre se (z,y,1) € ST si
ha che (z,y, —1) € S~ e viceversa. Ma allora se 7 & normale uscente a C, F-f(z,y,1) = —F-a(z,y, —1)
per ogni (z,y,1) € ST e (x,y,—1) € S™, quindi:

/ ﬁ.ﬁda+/ F-fdo =0.
S+ -

Per esercizio calcoliamo comunque:

. V2 /2 T
/ F-'fzdaz/ F3(3:,y,z)da:/ (x2—|—y2)da:/ / r2rdrdf = —.
S+ S+ S+ 0o Joxs2 2

Pertanto il flusso richiesto dall’esercizio si riduce al calcolo di:

/ F.ddo.

Se (x,y,z) € L™ si ha

Inoltre L~ & parametrizzata da

W(r,z) = <\§'r, \fr, z) ,z€[-1,1], r€[0,V1+222].

La matrice Jacobiana della parametrizzazione é:

V2/2 0
Jac(r,z) = V2/2 0
0 1

Per la regola di Binet, per trovare I’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti
i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

i) = oot (V20 Y o (V220 ) e (VB2 9 ) <
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Si ha quindi

. V14222
/F-ﬁda:—/ // drdz_ f/ dz = —2V/2.
- 1+22 1+2z

Pertanto il flusso richiesto dall’esercizio & —2+v/2.

Verifichiamo il risultato ottenuto. Posto ¢ = (¢1, 2, ¢3), calcoliamo

2 0
—V1+222sin6 _SEC08T

V14222
Ogp1 0.1 ;
Jacp(0,z) = | Opp2 Ozp2 | = Jir22 2z sin
’ 1+222¢c080 @ ——x
Ogpz 0.3 V14 222
0 1

Si ha che il flusso attraverso X orientata con la normale indotta dalla parametrizzazione (Q =] —
/4, w/4[x] — 1, 1[) risulta quindi:

(%, F) ::/ﬁ-ﬁdaz/wg(ﬁogp,algo,agap,agcp)(x)dx
% Q

2 0
Fiop —v1+2z2%2sin6 SECRT

V14222
— / det 2zsin 0 (x) dx
Fo V1+222cos ———
e 299 VI+ 222
F30¢ 0 1

= / Fy00(0,2) (—2zsin?0 — 2z cos? 0) dfdz+
Q
+ / <F1 op(f,2) V14 222cos6 + Frop(0,2)\/1+ 222sin 9) dfdz
Q
— -2 [ (£6.2) + 6306, )2 dbdz+
Q
1 1
+ ————V1+222c080 + ——= 1+ 222sin0 ) dfdz
/Q< 1+ 222 V14222 )

= —2/(1+222)zd9dz+/(cosﬁ+sin9) dodz
) Q

1 w/4 1 m/4
= —2/ / (1+22%)2d0 dz—i—/ / (cos® +sin ) do | dz
-1 —r/4 -1 —7/4

1 w/4
:—W/ (1—|—2z2)zdz+2/ (cos§ + sin 0) df
-1 —7/4

w/4
:2/ cosfdf = 2V2.

—7/4
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Verifichiamo se la normale indotta dalla parametrizzazione € quella richiesta. Lo facciamo nel punto
(1,0,0) che, nella parametrizzazione, corrisponde a ¢(0,0). Si ha allora:

2 s 0
-1 —v/1+222sin6 =0

V14222
n1 Opp1 0.1 '
det na 89802 (:)ZQDQ = det 0 \/1_'_7222(3059 2z sin @
ns 89803 62@3 (0,2)=(0,0) \/m
0 0 1 (0,2)=(0.0)
-1 0 O
= det 0 1 0 =-1<0,
0 0 1

quindi la normale indotta dalla parametrizzazione ¢ opposta a quella richiesta, pertanto il flusso
richiesto vale —2v/2 che conferma il risultato precedente.






CAPITOLO 20

Lezione del giorno giovedi 14 dicembre 2017
Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes III (2 h)

EsErcizio 20.1. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) = (u +4v, 0% —u?u? — 112) , uwe[-1,1],v e [-1,1],

e il campo vettoriale F :R3 - R3 definito da:

—

F(z,y,2) = (2> + z,y + 2%, 2% —y)..

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F'. Si dica se il campo F ¢ conservativo.
(2) Si calcoli 'integrale di linea di F lungo la curva

~(t) := (3 cos(t), 3sin(t),0), t €[0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (5,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso & con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

SVOLGIMENTO. Poniamo

—

F(SC, Y, Z) = (Fl(xa Y, Z)’ FQ(:’C’ Y, Z)a FS('Ia Y, Z)) )
cp(u, v) = (@1 (uv v), @2(“7 U)’ 903(u’ U)) :
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divF(z,y,2) =0, Fi(2,y, 2) + 0y Fa(z,y, 2) + 9. F3(z,y, 2) = 22 + 1,

. €1 0 Fi(z,y,2) e 0p 22+2
rot F(z,y,2) =det | & 8, Fy(z,y,2) | =det| & 9, y+2°
53 az F3(w7y7 Z) 53 az 12 )

=(—2z-1,1-2z,0).

Poiché rot F # 0, il campo non & conservativo. Si ha +/(t) = (—3sin(t), 3cos(t),0), da cui l'integrale
di linea:

—

2T
/ﬁ- di:/o Fo () +(t) dt
= /27r (9 cos?(t), 3sin(t), 9 cos?(t) — 3sin(t)) - (—3sin(t), 3cos(t),0) dt
0

= /27r (9sin(t) cos(t) — 27 sin(t) cos®(t)) dt = 0.
0

Lo Jacobiano della parametrizzazione &

augpl(uv ’U) a’ugpl(u7 U) 1 4
Jacp(u,v) = | Oup2(u,v) Oypa(u,v) | = [ —2u  2v
8u903(u7 ’U) 61)903(2'67 U) 2u —2v

139
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Indicate con 9, (u,v) e Oyp(u,v) le colonne di Jac p(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito
alla parametrizzazione ¢ & dato da:

€1 au@l(uav) avcpl(uav)
do =|0up(u, v) A Oyp(u,v)|| dudv = |det | € Oupa(u,v) Oyp2(u,v) du dv

€3 au@ii(uv U) 8v903(u7’u)
=Vv/2+/(8u + 2v)2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, Bs le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det? By + det? By + det® Bs.

Si ha che P = (5,0,0) = ¢(u,v) con u € [-1,1] e v € [-1,1] solo se (u,v) = (1,1). La matrice
Jacobiana di ¢ in P é:

1 4
Jacp(P)=| -2 2
2 -2

La normale unitaria in P é data da:
) Dup(P) N Opp(P) (
n(P) = =10,
[0up(P) A Oyp(P)]|

Il flusso di F attraverso la superficie 3 ¢ dato da:

11
O(F,x%) = /ﬁ A do

Lo B
:/ / det( u+u+4v) e )dvdu

u2702)2—u2+v —2u  2v
:/ / Su + 2utv — 166302 + 8u® — 4u?v® + 66u2v + Suv? + 144uv? + 20° + 321}3) dv du

Jaco(u,v) ) dv dv

—~

u? + (u+4v)? =02 2u -2

=0.

11 flusso di G = rot F' attraverso la superficie ¥ é dato da

-1J-1 Gis v
1,1 —2 (u? — ) -1 1 4
:/ / det 1-2u+4v) —2u 2w dv du
1J=1 0 2u —2v

Lot ) 9 128
= (—16u — 68uv + 8u — 16w —|—21}) dvdu = — 3

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso Y tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

Porientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ-ﬁda:/ F.dr
) %
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Il bordo 0% della superficie ¥ & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1,1] x [—1,1]. Affinché il bordo risulti
orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento &

data dall’unione delle quattro curve:

() = plu,—1) = (u— 4,1 — w20 — 1), u € [-1,1]
Y2 (v) = ¢(1,v) = (dv+ 1,02 — 1 1—v) €[-1,1]
3(u) = p(—u,1) = (4 —u, 1 —u?,u? — 1), u e [-1,1]
a(v) = o(—1,—u) = (—du—1L,u® — 1,1 —u?) , v € [-1,1],

le cui derivate sono:

A1 (u) = (1, —2u, Qu) € [-1,1]
’3’2(”) (47 2v, — ) [_17 1]
Y3(u) = (=1, —2u,2u), u € [—1,1]
Ja(v) = (—4,2v,—-2v), v € [-1,1],

Si ha quindi:

11:/F ar
¥

(u2 +(u—4>%-1,-u*+ (u® - 1)2 +1,u? + (u—4)? - 1) (1, —2u, 2u) du

(u2+2u(u2+(u—4)2—1)—2u(—u2+(u2—1)2+1)+(u—4)2—1> du

(—v2 +@o+1)2+1,0°+ (1 - 1)2)2 —1,—0* + (4o + 1) + 1) - (4,20, —2v) dv

_/1 (—21} (—1}2+(4v+1)2+1)+4(—1}2+(4v+1)2+1)+20 (1}2—1—(1—02)2—1)) dv

W (4—u)?®—1,-u+ (v — 1)2 +1u? + (4 —u)? — 1) (=1, —2u,2u) du

—u2+2u(u2+(4—u)2—1)—2u(—u2+(u2—1)2+1>—(4—u)2—|—1) du
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I4Z ﬁd[

[N

/
/ 0?4 (Ao =12+ L2+ (1—=0?) =1, =% + (v — 1) + 1) (=4, 20, —20) dv
-1

(
/_11 (—2’(} (—0? 4 (—dv— 124 1) — 4 (—0? + (—dv— 12+ 1) + 20 <v2 +(1-0?)° = 1)) dv = —?,

Sommando i quattro contributi si ottiene:

128
L+L+ I3+ 1= 3

che conferma il risultato precedente.

EsErcizio 20.2. In R? sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
o(u,v) == (v,6v2 — u2,u2) , ue(0,2],ve[-1,1],
e il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da:
ﬁ(m,y,z) = (2:E2 +uy, 22 +3, 2%+ 42 —l—z2) .

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F ¢ conservativo.
(2) Si calcoli lintegrale di linea di F' lungo la curva

v(t) := (3 cos(t), 3sin(t),0), t €1[0,2n].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,5,1).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso ¥ con Porientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

SVOLGIMENTO. Poniamo

—

F(x,y,z) = (Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) ,
QD(’U,, U) = (901 (u7 U)? P2 (u7 U)? 903(u7 U)) .

La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

diVﬁ('Tv Y, Z) :61F1($7y7 Z) + 8yF2($7 Y, Z) + 82F3(x1 Y, Z) = 4dx + 22,
. é‘1 aa: Fl(fl?,y,Z)
rot F(xz,y,2z) =det | € 0y Fa(z,y,2)
53 az Fg(a:,y,z)
€1 O 222 +y
=det | € 0y 2243
& 0. x?+y’+7?

=2y — 2z, —2x,-1).
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Poiché rot F' # 0, il campo non ¢ conservativo. Si ha +/(t) = (—3sin(t), 3 cos(t),0), da cui Vintegrale
di linea:

/ﬁ- dl = QWF‘O (v(#)) - ~'(¢) dt
o 0
= /27r (3sin(t) + 18 cos?(t), 3, 9sin®(t) + 9 cos?(t)) - (—3sin(t), 3cos(t),0) dt
0

= /27r (9cos(t) — 3sin(t) (3sin(t) + 18 cos®(t))) dt
0

= —9r.

Lo Jacobiano della parametrizzazione &

Gugol(u, ’U) v(,Ol (u,v) 0 1
Jacp(u,v) = [ Qupa(u,v) Opp2(u,v) | = | —2u 12v
Oups(u,v) Opps(u,v) 2u 0
Indicate con 9, (u,v) e dyp(u,v) le colonne di Jac p(u, v), 'elemento d’area 2-dimensionale do riferito

alla parametrizzazione ¢ & dato da:

do =||0up(u,v) A Oyp(u,v)|| dudv

é»]. u@l( u,v
(u

) Ovpr(u,v)
=|det | € Oypa(u,v) 0Oypa(u,v) dudv
€3 uSOS(u 7)) av@?)(uﬂ))

=4/576u?v2 4 8u? du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac p(u,v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo essere
ottenuto anche come:

do = \/ det® By + det® By + det” Bs.
Si ha che P = (1,5,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (—1,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P é:

0 1
Jacp(P) = 2 12
-2 0

La normale unitaria in P & data da:
1
| Ousp(P ) A 8v<p V 73’ \/14 /146

Il flusso di F attraverso la superficie X & dato da:

@(ﬁ,z):/ﬁ-ﬁda
P

2 rl F (@(uvv))
—/ / det | Fa(o(u,v)) | Jacp(u,v) | dvdv

0 F3(p(u,v))
8v? — u? 0 1

2 1
:/ / dot ut + 3 —ou 120 | dvdu
0 J-1 ut + (67)2 — u2)2 +0v2 2 0
2 1
= / / (6u° — 24u*v? + 24uPv + T2uv® — 192uv® + 2uv? + 6u) dv du

2224
15
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1 flusso di G = rot F attraverso la superficie ¥ ¢ dato da

(G,%) /G’ ndo

[ Z;Eﬁg:%
2

GB(‘P( , U
2 1 2 (602 —u?) —2u* 0 1
:/ / det —2v —2u  12v dv du
0 J-1 -1 2u 0
2 rl
:/ / (96u3v — 288uv® — 4uv — 2u) dv du

-8

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso Y tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

Porientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ-ﬁda_/ F.dr
) %

Il bordo 0% della superficie 3 & contenuto nell’immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontiera
dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [0,2] x [0,2]. Affinché il bordo risulti
orientato con I'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello spazio dei
parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L’immagine della frontiera con tale orientamento &

data dall’unione delle quattro curve:

1 (u) (u,—1) = (- 1 6 —u? u?), uel0,2]

12(v) = (2,0) = (v,60% —4,4) , v € [-1,1]

v3(u) = o(2 —u,1) = (16—(2—u),(2—u)2),u€[0,2]
v4(v) = (0,2 —u) = ( —u,6(2—u)2,0), vel[-1,1],

le cui derivate sono:

A1 (u) = (0, —2u,2u), u € [0, 2]
F2(v) = (1,120,0), v € [—1,1]
F3(u) = (0,2(2 —u),—2(2 —u)), u € [0, 2]
Y4(v) = (=1,120,0), v € [-1,1],
Si ha quindi:
Il = F di

2

I
c\c\q\

(8—u ut 4 3,ut + (6 - 2)2+1>-(0,—2u,2u) du
(

2u( u2)2+1> —2u (u4+3)) du

Il
—_
oo
o~

|
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1
:/ (&;2 —4,19,0% + (602 —4)° + 16) - (1,120,0) dv

1
= / (8v* +228v — 4) dv

Ig::/ F.dl
3

(8 —@2—w 2wt 43,2t (6 (2—w?)’ + 1) - (0,2(2 — u), —2(2 — ) du

(2((2—u)4+3)(2—u)—2((2—u)4+(6—(2—u)2)2—|—1> (2—u)) du

I4::/ﬁ-dl7
Y4

1
_/ (8v%, 3,360 +v?) - (—1,12v,0) dv
—1

1
= / (36v — 8v*) dv

-1
16
-3
Sommando i quattro contributi si ottiene:

Il+12+13+f4:—8,

che conferma il risultato precedente.






CAPITOLO 21

Lezione del giorno mercoledi 20 dicembre 2017
Successioni e serie di funzioni. Convergenza uniforme (2 h)

DEFINIZIONE 21.1. Sia D C RY. Data una successione {f, }nen di funzioni f, : D — RM e una
funzione f : D — RM. Diremo che:

(1) la successione { fy, }nen converge puntualmente a f o che f & limite puntuale di { [y, }nen se per
ogni z € D si ha lim f,(x) = f(x), o equivalentemente lim | f,(z) — f(z)|| = 0.
n—oo n—oo
(2) la successione {fy,}nen converge uniformemente a f o che f & il limite uniforme di {f,}nen
se si ha lim ||f, — fllco = 0 0 equivalentemente lim sup || f,(x) — f(x)] = 0.

OSSERVAZIONE 21.2. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza uniforme implica la convergenza puntuale, il viceversa non é vero.
(2) 11 limite uniforme di funzioni continue definite su un intervallo chiuso e limitato di R a valori
in R & una funzione continua, mentre se il limite & solo puntuale questo in generale non é vero.
(3) La definizione di convergenza uniforme pud essere scritta anche in questo modo: esiste una
successione {ay tnen di numeri reali tale che a, — 0 e |fn(x) — f(x)| < ay, per ogni z € D.
(4) L’insieme D gioca un ruolo fondamentale nella definizione di convergenza uniforme, nel senso
che possono esistere successioni di funzioni convergenti puntualmente ma non uniformemente
in D e convergenti puntualmente e uniformemente in un insieme D’ C D.
(5) Se le funzioni f,, f sono sufficientemente regolari (almeno C1), si puo cercare di determinare
il sup che compare nella definizione di convergenza uniforme mediante lo studio delle derivate
della funzione |f, — f| (se essa & regolare).
EsERcIZ1O 21.3. Si consideri la successione di funzioni {f,}nen con f, : R — R definita da
n ,—xt
fulz) = / h dt. Si provi che le f,, sono tutte continue e si studi la convergenza puntuale ed
uniforme dlella successione.

SVOLGIMENTO. Proviamo che le funzioni f,, sono continue. A tal proposito dobbiamo verificare
che per z,n fissati si ha lim |f,(y) — fu(z)| = 0. Scriviamo y = « + h. Si ha allora:
Yy—x

n ,—(x+h)t n xt
)~ )| = fale+ 1)~ ) = | [ = [

n ,—xt(,—ht n|,—xt(,—ht _
/ e (e 1) dt| < / e (e 1)
1 1+ ¢2 1

1+¢t2
n —uxt|,—ht n —xt —ht
_ / e e | gt — / e” |1 — e dt.
1 142 1 1+ ¢2
Distinguiamo due casi:

(1) supponiamo h > 0. Si ha che |1 —e™™| =1 — e " perché t >0 e h > 0 quindi e < 1. Si
ha allora:

a

—mt(l _ e—ht)

ful) = fulo) < [

147
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Consideriamo a questo punto la funzione s — 1 —e™® per s > 0. Si ha che 1 —e™® < s per
s > 0. Infatti consideriamo w(s) = (1 —e™®) —s. Si ha w(0) =0 e w'(s) =e* —1 <0 se
s > 0, quindi la funzione w & strettamente decrescente e pertanto w(s) < w(0) se s > 0. Ciod
vuol dire 1 —e™® < s per s > 0. A questo punto, poniamo s = ht e utilizziamo questo fatto
per ottenere

n eizt(l o efht) n efxtht n efactt
- — £, < — 2 dt< ——dt=h —dt

Dato che x,n sono fissati, la funzione integranda é una funzione continua come funzione di ¢
nell’intervallo limitato [1,n], pertanto assume il suo massimo M = M (x) nell'intervallo [1, n],
quindi

—xt

ful) = @l < b [ 1

dtgh/ Mdt = hM(n—1)
1

Il termine di destra tende a zero per h — 0%.
(2) Supponiamo ora che h < 0. Si ha che e — 1| =e " —1 =¢l"l* — 1 perché h<0et >0
quindi e~ > 1 Si ha che

|Rlt _q
e
lim ——— =1<2,
Ihjt—0  |h|t
e quindi per |h|t sufficientemente piccolo si ha el’lt — 1 < 2|h|t, utilizziamo questo fatto per

ottenere
n efmt‘efht _ 1’ n 7xt2‘h|t fmtt
— < ——dt < dt = 2|h
) - fulo) < [ s [ 2l [ e

ed esattamente come prima si ottiene che il termine di destra tende a zero per h — 0.

Quindi si ha in entrambi i casi %ir% | fn(x+h)— fu(x)] =0, e quindi le funzioni f,, sono tutte continue.
—

Studiamo ora la convergenza puntuale. Fissiamo x € R. La funzione integranda che compare nella
definizione delle f,, & positiva, pertanto il suo integrale su [1,n| & minore del suo integrale su [1,n + 1],
quindi la successione { f,,(x)}nen € monotona crescente per ogni z fissato. Andiamo a distinguere due
casi:

6—xt
1+12
> 1. Ma allora si ha per n >

n o—at t -t n —at
W) = fule) = | Tmdt= | dt+ | st
(@) = fnl@) /1 1+ 2 /1 1+ 12 +/t 1+ 12

t_ef:vt n t_efxt
> dt ldt= | S— dt+(n—-1.
_/11+t2 +/; /11—|—t2 =1

L’ultimo termine diverge a +oo per n — 400, quindi f,(z) non converge puntualmente se
x < 0.
(2) Se x > 0, osserviamo che e~** < 1, pertanto

(1) Se z < 0 la funzione ¢t — tende a +oo se t — oo, in particolare esiste ¢ > 1 tale che

—xt

1+t

"ol T .ow wm
fn(x)S/l 1_’_th—arctann—z_E—Z:17

quindi la successione f,(z) & monotona crescente e superiormente limitata, pertanto essa
ammette limite.
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Si ha dunque convergenza puntuale solo per x € [0, +00|. Indichiamo con
o] e—a:t
= —dt
/(@) /1 1+ t2
¢ il limite puntuale delle funzioni f,.

E ovvio che in nessun sottoinsieme di R che non sia contenuto in [0, 400 puo esservi convergenza
uniforme: infatti nei sottoinsiemi dove vi fosse convergenza uniforme necessariamente deve esserci
convergenza puntuale. Studiamo la convergenza uniforme in tutto [0, +oo[:

o) e—xt n e—xt o0 e—xt T
— = dt — dt| = —dt < — — t
|f(z,y) — falz,y) '/1 112 /1 112 ‘ /n 2% =3 arctann,

dove si ¢ levato il modulo perché f,(x) < f(x) per ogni z, in quanto la successione ¢ monotona e si ¢
sfruttato il fatto che e* < 1 se « < 0. Si ha allora:

sup  [f(z) — fulz)| <

z€[0,400[

— arctann,

b 3

il termine di destra tende a zero, quindi la convergenza & uniforme su tutto [0, +oo].

ESERCIZIO 21.4. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni f, :

_ 2"(x +y)
9 _
R?* — R definita da f,(z,y) = 1+ n2n(22 +42)

SVOLGIMENTO. Si ha convergenza puntuale di f,, alla funzione f(z,y) = 0 identicamente nulla su
tutto R?, infatti f,,(0,0) = 0, quindi lim,, s £(0,0) =0 e se (z,y) # (0,0) si ha:

[l = o)l = o) < 1 50
e il termine di destra tende a zero se n — oo. Nella maggiorazione si é sfruttato il fatto che 1 +
n2™(x? + y?) > n2"(x? + y?), pertanto
1 1
1+ n27 (22 + y2) < n2(x2 + y2)

Se la successione f, convergesse uniformemente, il suo limite uniforme dovrebbe coincidere con il limite
puntuale, e quindi essere la funzione f identicamente nulla. La forma delle funzioni f, ci suggerisce
un passaggio in coordinate polari. Calcoliamo pertanto:

sup |[fu(x,y) — f(z,y)| = sup |fulz,y)| = sup | fu(pcos, psin )|

(z,y)ER? (z,y)€R? >
0€(0,27]
n
= sgg T n2i | cos @ + sin 6|
06[)[6,271']

D’altra parte & noto o dovrebbe esserlo! che |cos@ + sinf| < v/2 ei § € [0,27] che realizzano
I'uguaglianza sono 6; = w/4 e 6 = 5w /4. Percio
2"\/2p G 2"p

su cosf, psinf)| = su = sup ———
up | fulp psin )| S Gy D 2

p>
0€[0,27]

1per provarlo, consideriamo la funzione g() := cos 6 +sin 6 su [0, 27|, deriviamo e annulliamo la derivata, si ottiene
0 = —sinf + cos @ da cui, posto 6 # 7/2,3/2m, si ottiene tanf = 1, le cui soluzioni sono 6, = /4 e 2 = 57/4; si ha

19(61)] = 19(62)] = V2 > 1 = |g(n/2)| = |g(37/2)| = |g(0)| = |g(2)|.
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Studiamo ora la funzione F, : [0, +oo[— R, F,,(p) = 145;7261;;2‘ Si ha F,(0) =0, Ein F,(p)=0¢e
p 0o

2" — 4" p?

/ —
Fn(p) - (2"7102 + 1)25

che si annulla in un unico punto p, = 1/v/n2". Tale punto & un punto di massimo assoluto per la
funzione F),, quindi:

2TL

sup | fa(pcost, psin )] = V2F, (pn) = \@W

0€[0,2n]
L’ultimo termine tende a 400 per n — +00, quindi non si ha convergenza uniforme su tutto R2.

Per determinare gli insiemi dove si ha convergenza uniforme, osserviamo che l'insieme dei punti di
massimo:
{(pn cos b1, pnpsinby), (p, cosba, p, sinby)}
ammette (0,0) come unico punto di accumulazione.
Cerchiamo quindi di provare che vi é convergenza uniforme nei complementari degli intorni di (0, 0).

Possiamo limitarci ai complementari delle palle centrate in (0,0) di raggio p > 0. Con calcoli analoghi
ai precedenti, si ha

sup |fula,y) = f(z,y)] = sup [fn(z,y)l = sup [fn(pcost, psind)
(z,y)€R\B((0,0),p) (z,9)€R\B((0,0),p) p=p
0€l0,27]
= 2supL2p2:\/§supF(p)
p>p L +n2"p p>p

La funzione F,, é decrescente su [py, +0o[ perché p,, & il suo unico punto di massimo assoluto e relativo.
Per n sufficientemente grande, si ha p, < p, quindi la funzione F,, & decrescente in particolare su
[p, +00], e quindi F,,(p) > F,(p) per p > p. Ma allora:

sSup |fn(x,y)—f(937y)| :\/§Sup

(z,y)€R\B((0,0).5) p>p L+ n2p

e il termine di destra tende a zero (si vede direttamente oppure ricordando che esso &

| fn(pcosBy, psinby)l,

e tende a zero per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza uniforme su ogni chiuso di R
non contenente l'origine.
EsERcCIZIO 21.5. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme delle seguenti successioni di fun-
zioni:
2.2
(1) folz) =nze ™™™, fn:R—=>R.

nx

(2) fn(m) = m, fn:R—=R,
(3) falx) = %, fn:]0,1] = R.

4) fo(z) = (2® —2)", f: [0,1] = R.

SVOLGIMENTO.
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fissato « € R, si ha che |f,(z)| tende a zero per n — oo, quindi si ha convergenza puntuale
alla funzione nulla f(z) = 0 su tutto R. Se f, convergesse uniformemente, il suo limite
uniforme dovrebbe coincidere con il limite puntuale e pertanto essere la funzione identicamente

nulla. Calcoliamo f/(z) = ne™™*" (1 — 2n%z?), tale derivata si annulla per = 1/nV/2 e

;= —1/nv2.
L o

— — Ty = o
j;gg’fn(x) f(@)] igg!fn(x)lzv(fvn)l 75

Il membro di destra non tende a zero per n — +00, quindi non c’é¢ convergenza uniforme su
tutto R2. L’insieme dei punti stazionari di f,(x) ammette 0 come punto di accumulazione.
Cerchiamo di vedere se si ha convergenza uniforme nel complementare di una palla centrata

in 0, ovvero su un insieme {z : || > €} per € > 0. Osservando che |f(x)| = |fn(—x)], si ha:
sup |fn(z) = f(2)| = sup |fu(2)].
|z|>e |x|>e

Per n sufficientemente grande, si ha z;}, 2, €] —¢,¢[, e quindi | f(e)| > |f(z)| per ogni |z| > ¢
(il lettore & caldamente invitato a fare un disegno per chiarirsi le idee: la funzione |F'| assume
i suoi massimi in z;7, z,, quindi ¢ crescente in | — oo, z,, [ e decrescente in |z}, +oo[. Si ha
allora:

sup | fn(z) — f(2)] = [fu(e)],

|z[>e
e l'ultimo termine tende a 0 per convergenza puntuale, quindi si ha convergenza uniforme in
ogni chiuso di R non contenente ’origine.
Si ha che f,(0) = 0 e che se x # 0 allora |f,(z)| tende a zero per n — oo, quindi si ha
convergenza puntuale alla funzione nulla f(z) = 0 su tutto R2. Derivando le f,, e ponendo
tali derivate uguali a zero si ottengono due punti stazionari z;} = 1/n e z;, = —1/n. Si ha
che |fn(zF) — f(z)] = 1/2, in particolare ¢ non nullo, quindi non ¢’¢ convergenza uniforme.
Le successioni di punti stazionari hanno 0 come punto di accumulazione. Si ha con i mede-
simi ragionamenti dell’esercizio precedente che vi & convergenza puntuale in ogni chiuso non
contenente 0.
Si ha f,(0) = 0 e per x # 0, fp(z) tende a 1 per n — +oo. Quindi le funzioni continue f,
sul compatto [0, 1] convergono puntualmente alla funzione discontinua f definita da f(0) =0
e f(z) = 1se x €]0,1]. Cio esclude che vi possa essere convergenza uniforme su [0, 1]: in tal
caso f dovrebbe essere continua. Proviamo che si ha convergenza uniforme in ogni insieme
del tipo [g,1] con € > 0. Infatti si ha:

1
1+ nx

1

sup | fn(x) — f(z)| = sup|fn(x) — 1] = sup =T

[571] [571] [571}

che tende a 0 per n — 4o0.
Si ha 22 — 2 < 1/2 per ogni x € [0,1], quindi | f,(z)] < 1/2" — 0 per ogni = € [0, 1] e quindi
si ha convergenza puntuale ed uniforme alla funzione nulla.






CAPITOLO 22

Lezione del giorno giovedi 21 dicembre 2017
Successioni e serie di funzioni. Convergenza totale (2 h)

DEFINIZIONE 22.1. Sia I =la,b] intervallo di R. Data una successione {fy}nen di funzioni f, :
I — R, consideriamo la nuova successione di funzioni {s;, },en definita da

sn(2) = 3 ().
j=0

o
Le funzioni {s,}nen sono dette somme parziali della serie di funzioni ij(a:). Sia s : I — R una
J=0
[e.e]
funzione, diremo che la serie Z fi(x):
j=0

(1) converge puntualmente a s o che s & limite puntuale della serie se per ogni x € I si ha
lim sp(z) = s(z), o equivalentemente lim ||s,(x) — s(x)|| = 0. In altre parole, se per ogni
n—oo n—oo

n
x € I fissato si ha 7113{.1020 fi(z) = s(x)
J:
(2) converge uniformemente a s o che s & limite uniforme della serie se li_)rn Isn — s|loo = 0.
n—oo

(3) converge totalmente a s se vi converge puntualmente ed esiste una successione di numeri reali
oo

{an}nen tale che |fr(2)] < ap, perognine N,z €l e Zan < +00.
n=0

LEMMA 22.2 (Convergenza assoluta). Sia X uno spazio normato completo, {f;}jen € X. Suppo-
o

niamo che Z | fillx < 4oo. Allora esiste un elemento f € X tale che
j=1

lim |[f =Y _f| =0

Jj=1 X

oo
Tale elemento f ¢ unico e sara indicato con E fj- Diremo in questo caso che Z‘;’;l fj converge
j=1
assolutamente a f.
N
DIMOSTRAZIONE. Proviamo che la successione E fi & una successione di Cauchy nello
j=1 NEN

spazio completo X, allora si avra convergenza in X ad un elemento f € X. Poiché per ipotesi la
N

o0

serie Z | fillx converge in R, la successione delle sue somme parziali {sy = Z | fillx} deve essere
j=1 7j=1

di Cauchy, pertanto per ogni € > 0 esiste N € N tale che se N,M > N si ha |sy — spy| < g, ovvero
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N,M
ET;‘I’;EH{N,L} 1f5ll x <e. Ma allora
N M max{N,M} max{N,M}
SNoH-Y 8| = oooh < D Millk<s
j=1 =1 x j=min{N,M} |y j=min{N,M}
N
e quindi effettivamente Z fi é successione di Cauchy. O
j=1

NeN

N
COROLLARIO 22.3. Se f; é una successione di funzioni integrabili su D e tali che Z/ |fi(z)]dx <
i=1 7P

+00, allora la funzione f(x) =2, fi(x) & integrabile su D, e si ha

/Dgfi(x)M:g/Dfi(x)dﬂ?

OSSERVAZIONE 22.4. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza totale implica quella uniforme, la convergenza uniforme implica quella pun-
tuale. Nessuna delle due implicazioni opposte & vera.

(2) Data una serie di funzioni {f,}nen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di
R a valori in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora la funzione s é
continua in I.

(3) Data una serie di funzioni {f, }nen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di R
a valori in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora

/Is(m) dx = i/lfn(x) dx,

ovvero la serie si dice integrabile termine a termine.

e*TLSL‘

o

ESERCIZIO 22.5. Si consideri la serie Z

n=0

e che la convergenza ¢ totale in |c¢, +00] per ogni ¢ > 0. Si provi che la convergenza non ¢ uniforme in
10, +o0l.

n e si provi che converge puntualmente in |0, +00]
n+x

SVOLGIMENTO. Per x < 0 fissato si ha che il termine generale diverge, infatti se n > |z|

Se z =0, il termine generale diviene 1/n, quindi la serie diverge.

Sia « > 0, applicando il criterio del rapporto si ottiene:

e—(n+1)x

7n+_1+$:e_”” nte =e " — <1,
e ¥ n+x+1 1-|—”+m
n—+x

pertanto la serie converge puntualmente per ogni x > 0. Possiamo quindi definire il limite puntuale
s(+) della successione delle somme parziali {sy}nyen.

Sia ora ¢ > 0 fissato e calcoliamo il sup del termine generale

e " y B B R L

fula) = fala) =~

n+az’
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Quindi f!(z) = 0 per z = —(1 +n?)/n < 0, e la funzione f,(x) ¢ decrescente su [c, +oco[. Si ha allora
che

sup |fn(2)] = fulc),

Z€]e, oo

e quindi
[e.@]

> s @) =3 fa(),
n=0

n—0 T€Je, oo
e I'ultimo termine converge per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza totale su e, +00].

Verifichiamo che la convergenza non ¢ uniforme su ]0, +oo[. Per ogni M > N + 1 si ha:

e e T N e NT o e nT M e T
sup |s(z) — sy (z)| = sup E T E | TSP E n > sup E n
n+x n+x n+x n+x
>0 >0 n—0 n—=0 >0 ne=N4+1 >0 n=N-+1
Valutiamo 'espressione lungo una successione {z;},en con z; — 0:
M e~ T ) M e~ NE; M 1
sup| > o= lm Y =) > o).
n+x — n+x; n
z>0 n=N-+1 Jmree n=N+1 J n=N+1
00 1 M 1
Poiché la serie E — diverge a +00, esiste M > 0 tale per cui E — > N, da cui
n n
n=N+1 n=N+1
e e~ T N P
sup Z v Z n >N
n+x n+x
z>0 n=0 n=0

Pertanto al limite per N — oo si ha +00, che prova come non vi sia convergenza uniforme in |0, +oo|.

o0
n
ESERCIZIO 22.6. Data la serie Z R dimostrare che converge puntualmente e totalmente in
nd+x
n=1
[0, 400l
SVOLGIMENTO. Il termine generale & maggiorato dalla funzione 1/n? su [0, +-oc[, pertanto

(o]
Z sup

n=1 x>0

“+o00

SZ%<+OO,

n=1

n
nd+z

da cui la convergenza totale.

o
. n+x . .
EsERrRcCIZIO 22.7. Data la serie E ———, dimostrare che converge puntualmente in [0, 4+00] e
n+x
n=1

totalmente sui compatti di [0, +o00[. Provare che la convergenza non ¢ uniforme su [0, +oo[.

SVOLGIMENTO. Sia K compatto di [0, +o0], esiste R > 0 tale che B(0, R) 2 K. Si ha allora:

oo +oo +oo o]

n+x n+ R 1 1
g su < E = g — Rg — < 400,
n=1 xGlIz TL3 T n=1 7’L3 n=1 7’L2 i n=1 713 i

cio prova la convergenza totale sui compatti di [0, +oo] e quindi la convergenza puntuale su [0, +ool.
Proviamo che la convergenza non & uniforme su [0, +o0[:

i n—+x _i n—+x
1n3+w n:1n3+x

n—

2N
> A
3
n x
n=N+1 -

sup
>0

Valutando il sup su una successione x; che tenda allinfinito, si ha:

2N n+ 2N
su —_ > 1=N-1,
| 3 2tols 5
=" In=N+1 n=N+1
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e 'ultimo termine diverge per N — 400.

X —nvT
e
EsERrciIz1o 22.8. Data la serie g FUBEE dimostrare che converge totalmente in [0, +00].
n

SVOLGIMENTO. Si ha:

Z sup

1220 TL2 +1

o
da cul la tesi.

o0
EsERrciIz1O 22.9. Data la serie Z log (1 + %) dimostrare che converge puntualmente in [0, +00|
n
n=1
e totalmente sui compatti di [0,4o00]. Si provi che

/1 00 " 00 1
Zlog (1+ —2) = Z [(1 +n?)log <1+ 2) - 1] .
0 n=1 n n=1 n
SVOLGIMENTO. Osserviamo che per ogni s > 0 si ha log(1 + s) < s, infatti considerata g(s) =
log(1+s) —ssihag(0)=0eg(s)= 1—+S —1<0ses>0. quindi g(s) < g(0) <0 per ogni s > 0. Si
ha quindi se K & compatto:
+o00o

o0
1
Zbup log(1+ >‘§Sup|x|2—2<+oo,
ne zeK n—1 n

meK

perché K e limitato. Cid porge la convergenza totale sui compatti. Pertanto la serie risulta integrabile
termine a termine sul compatto [0, 1] e si ha:

1 1+1/n?
/ log (1—}—%) dx:n2/ logy dy = n’[ylogy — y]y L+1/n?
0 n 1
1 1 1
2

EsERcCIZIO 22.10. Sia a € N, a > 2. Determinare la somma e il raggio di convergenza delle serie
di potenze:

che prova 'uguaglianza richiesta.

n=0
SVOLGIMENTO. Consideriamo:

S

n=0 n:

e il suo raggio di convergenza & r = co.

00 00
§ :anzan a_ g § :n(za)nfl
n=0 n=0

Posto w = 2%, si ha:

i anz® % =a i nw" ! = ai %w" = a% (i w")

n=0

- % (1—1w> = —wP = (=7

e il suo raggio di convergenza ¢ quello della serie geometrica Y o> ((2%)", quindi si deve avere [2%| < 1
e quindi r = 1.
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ESERCIZIO 22.11. Si consideri la funzione:
t
Si(x) ::/ Ealt
0

Si scriva il suo sviluppo in serie di potenze e si calcoli Si(1) con un errore minore di 1073.

SVOLGIMENTO. Si counsideri il noto sviluppo in serie della funzione seno:
oo t2n+1

sint = Z(—l)”m.

n=0
Sappiamo che il raggio di convergenza di questa serie & 400. Pertanto possiamo dividere per ¢ e
integrare termine a termine:

o= [ /w@(_l) B )dt Z/( )

n=0
l,?n-i—l

- ;(—1)" 2n+D)I(2n+ 1)

Tale sviluppo ha raggio di convergenza +oo (per confronto). Valutiamo la serie per = 1. Si ha:

1 1
(1) =1— — 4 —— — .
Si(1) 3.3 5.5 )

dove il primo termine trascurato € <1073

7-7
EsSERCIZ10 22.12. Si consideri la serie di funzioni continue nell’intervallo [0, 1]:

Z nze " — (n+1)xe™ (nt+1)z?
(1) Siprovi che la serie converge puntualmente in [0, 1] e si scriva la funzione f somma della serie.

(2) Si studi la convergenza uniforme e totale in [0, 1].

SVOLGIMENTO. Posto f, = nxe*"xz si ha che la somma parziale N-esima della serie
N N
SN= Y fol@) = fari(z Z Ful@) =" far1(z) = fi(z) = fnia(2),
n=1 n=1

perché i termini intermedi si cancellano. Quindi sy (z) = ze™*" — (N 4 1)ze~N+D7* Per ogni a € [0, 1]
fissato, si ha limy, oo (n + 1)xe*(”+1)“2 = 0, quindi la serie converge puntualmente a f(z) = ze

Studiamo la convergenza uniforme:

— 2 _ 2
sup o™ — sal = sup (N + Dze™ V| = sup [y ()
z€[0,1] z€[0,1] z€]0,1]

siha fy11(0) =0e foy1(1) = (N +1)e- N+,
P () = (N 4+ 1)em G0 (N 4 1202 (VHD2 = (N 4 1)e-VHD2 (1 9(N 4 1)a2),

che si annulla in [0, 1] per x = 1/4/2(N + 1).

Con questa scelta, si ottiene: fyi1 <

1 N+1
) = N+ 1) e V2 +o00 che non tende a zero

2(N +1) 2(N +1)

per N — 400, pertanto la serie non converge uniformemente, quindi nemmeno totalmente.

EsERCIZIO 22.13. Al variare di a € R studiare la convergenza della serie

gl (Vn+2—+/n) <arctan (i) —log (1 + ;))a
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ESERCIZIO 22.14. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme delle serie
i vn —sinz\? f: v cosz — ™\ 2
n2gn ’ 1+n2 :
n=1 n=1
EsERCIZIO 22.15. Data la funzione
o0 xn
= 1— il
f(z) ;( cos<n>>,

si provi che f ¢ continua in [—1,1], di classe C2? in ] — 1, 1], e che ha un minimo assoluto per x = 0.
ESERCIZIO 22.16. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della serie

o0 n
S(x) = Zn (sinz +arctan% - g) .

n=1

Si dica se esiste lim S(z), e in caso affermativo lo si calcoli.
z—0



CAPITOLO 23

Lezione del giorno mercoledi 10 gennaio 2018
Passaggio al limite sotto il segno di integrale (2 h)

Los Alamos non era ancora pronto. Bob Wilson wvolle sfruttare il tempo rimasto per mandarmi
a Chicago, a scoprire tutto il possibile sulla bomba e i problemi connessi. Pot avremmo cominciato
a costruire nei nostri laboratori la strumentazione che sarebbe servita a Los Alamos. Non avremmo
perso tempo. Fui mandato a Chicago con il compito di contattare un primo gruppo, spiegare ai membri
che avrei lavorato con loro e che percio dovevano espormi i problemi in modo abbastanza dettagliato
da permettermi di occuparmene subito. Poi dovevo contattare un altro gruppo, farmi indicare un altro
problema. Cosisarei stato al corrente di tutto.

Era un’ottima idea, anche se la mia coscienza protestava perché tutti si davano un gran da fare
a spiegarmi le cose e poi 1o me ne andavo senza aiutarli. Ma fui molto fortunato: quando qualcuno
mi spiego uno det primi problemi matematici, chiesi: - Perché non prova o differenziare sotto il segno
integrale? - Ci provo, e lo risolse in mezz’ora dopo averci lavorato per tre mesi. Qualcosa combinai
dunque, usando la mia “cassetta degli attrezzi” personale.

Feynman R., “Sta scherzando Mr. Feynman!”, Zanichelli, pag. 105.

DEFINIZIONE 23.1. Sia K C R". La funzione caratteristica xr : R™ — {0,1} di K & definita da
xk(z)=0sex ¢ K, xg(r)=1sexz € K.

TEOREMA 23.2 (della convergenza monotona di Beppo Levi). Siano D C R? un insieme misu-
rabile, {fn : D — [0, +00[}nen una successione di funzioni misurabili non negative, f : D — R una
funzione tali che:

(1) la successione é crescente: fi(x) > fj(x) sei > j per ogni x € D, i,j € N;
(2) la successione converge puntualmente q.o. a f: per q.o. x € D wvale nhﬁ\rgo fu(z) = f(2).

Allora f ¢ misurabile e vale:

/f(x) dr = lim [ fu(z)dz.
D D

n—o0

LEMMA 23.3 (di Fatou). Siano D C RY un insieme misurabile, {f, : D — [0, +00[}nen una
successione di funzioni misurabili non negative. Posto per ogni x € D

f(z) = liminf ,(2),

Allora f ¢ misurabile e vale:

n—oo

/D f(z) dz < liminf /D f() da.

TEOREMA 23.4 (della convergenza dominata di Lebesgue). Siano D C RY un insieme misurabile,
{fn: D — R},en una successione di funzioni misurabili, f : D — R una funzione tale che per g.o.
x€eD

f(x) = lim fo(z).

Supponiamo che esista g € L'(D) tale per cui per ogni n € N wvalga |fn(x)
(ovvero f, é dominata da g). Allora

/ f(x)dr = lim [ f,(v)dx.
D

n—o0 D

< g(x) per go. © € D

159
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23. Passaggio al limite sotto il segno di integrale

EsErcCIZIO 23.5. Si dica:

(1) per quali valori del parametro a € R la funzione f(x) = e */x ¢ integrabile su [a, +00[.
e
(2) se la funzione f(z) = ¢ é integrabile su [0,1] e su [0, +o0].
x

SVOLGIMENTO.
(1) La funzione integranda ¢ singolare in 0 e I'intervallo di integrazione ¢ illimitato superiormente.
Distinguiamo pertanto vari sottocasi.

(a) Sia 0 < a < 1. La funzione f & positiva e continua sul compatto [a,1], pertanto
integrabile.

(b) Sia ora M € N, M > 1. Poiché per ogni x € [1,+00] vale f(z) < e™?, studiamo
preliminarmente l'integrabilita su [1, +-0o[ di e™*. La successione {x[1 a(z)e™" } prem {0}
¢ una successione crescente di funzioni positive e converge a x|y, +oo[(x)e*x puntualmente,
pertanto per il Teorema della Convergenza Monotona:

+oo
/ e Pdr = / X[1,400[(z)e”* dz = lim Xp,(x)e " dx
1 R R

M—o0

1
= lim - —e™M="2,
M—o € e
Quindi X[1 4oo[(®)e”™ & integrabile. Tnoltre x(i a7 (@) f(z) (che & positiva) ¢ in modulo
dominata dalla funzione integrabile X[ yo[(z)e™" e converge puntualmente alla funzione
X[1,400[(Z)f(x). Pertanto per il Teorema della convergenza Dominata X yoo[(%)f(7)
risulta essere integrabile.
(c) Dai punti precedenti, la funzione f ¢ integrabile su [a, +oo[ per ogni a > 0.

(d) Studiamo ora la convergenza in [0,7] con r > 0. Poiché lim+ e”* =1, si ha che esiste
z—0

1
0 < e < 1 tale per cui f(z) > 2, 5€ 0 < z < g, in particolare per ogni n € N tale che
x
0 < 1/n < e si ha che f ¢ continua sul compatto [1/n,e] e
¢ 1 1 1
f@)do 2 5 [ xme(e); de = 5 loge ~ log(1/n),
1/n 2 R xr 2
La successione x| /n ] (x)% & una successione crescente di funzioni positive e per n — 400
CONVErge a Xjo ] (x)% Per il Teorema della Convergenza Monotona si ha

1 . 1 1 . loge —log(1/n
/X]o,s](w)% dr = lim 2/X]1/n,e](l’)x dr = lim (1/n) = 400
R R

n—-+o00 n—-+00 2

1
Poiché f(x) > — in |0, ¢], si ha che

2x
/Orf(x)dxz/Oaf(:p)d;vz/og;:ndx:+oo.

In definitiva, f & integrabile in [a, +00[ se e solo se a > 0.
(2) Posto f(0) = —1, si ha che f & continua sul compatto [0, 1], quindi integrabile. Tuttavia essa
non @ integrabile su [1, +o00[, infatti se lo fosse si avrebbe che

1 etT—-1 e*

x x x
si scriverebbe come differenza di funzioni integrabili su [1, +00[, in quanto e™* /z ¢ integrabile
su [1, +oo[ per il punto precedente. Quindi x — 1/z sarebbe integrabile su [1, 4+o00], tuttavia
si ha che 1/x ¢ limite puntuale per M — oo della successione crescente di funzioni positive
X[1,m)(%)1/x, pertanto per il Teorema della Convergenza Monotona

© q x M d
/ @ _ / lim M dr = lim % _ lim log M = +o0.
1 T R M—+oco T M—+oco Jq T M—+o00
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Pertanto f non é integrabile su [1, +oo[. Essendo integrabile su [0, 1], si conclude che non é
integrabile su [0, 4o00[ perché altrimenti si avrebbe che l'integrale su [1,+o00] si scriverebbe
come differenza delle funzioni integrabili X[o 1oo[/ € X[o,1]f € quindi si avrebbe integrabilita
anche su [1, 00|, assurdo.

—x +oo

EsERCIZIO 23.6. Sia fi(z) = 1(:_7]%, calcolare il klim Jr(x) dx
—00 J

SVOLGIMENTO. La successione X[o yoo[fk € una successione di funzioni positive puntualmente
convergente alla funzione identicamente nulla, inoltre si ha

6—$

IX{0,+00 () I1 ()] = X0, 400l () () < Xjo, ool (#) T

La funzione X[07+oo[($)% é continua sul compatto [0, 1], quindi integrabile in [0, 1], ed ¢ maggiorata
dalla funzione e™*/x per z > 1, essendo e~ /z integrabile su [1, 400, come visto nell’esercizio prece-
dente si conclude che xo oc((Z )1 — ¢ integrabile anche su [1, +oo[ e quindi su R (infatti ¢ identicamente
nulla per z < 0). Essendo quindi |xg 4o0[(%) fr()| maggiorato da una funzione integrabile, ¢ possibile

applicare il Teorema della Convergenza Dominata ottenendo

+oo
lim fr(x)dx = 0.
k—o0 0
+oo
ESERCIZIO 23.7. Sia fi(z) = vze ™ calcolare il khm Jr(x) dz.
—00 Jo

SVOLGIMENTO. La successione X[o oo /% ¢ una successione decrescente di funzioni positive pun-
tualmente convergente alla funzione identicamente nulla. Per applicare il Teorema della Convergenza
Dominata ¢ sufficiente mostrare che x[o 1 oo[f1 ¢ integrabile, a questo punto si avra

+oo
lim fr(x)dx = 0.
k—o0 0
Fissiamo M > 0 e osserviamo che la funzione x[g 4oo[f1 € continua quindi senz’altro integrabile su

[0, M]. Osserviamo che si ha
. filz) a2
lim lim

=0

T—>+00 1/:E2 r—+oo v
(si applichi la regola di de I'Hopital per convincersi di questo fatto). In particolare, si ottiene che
esiste M > 0 tale per cui fi(z) < 1/2% per ogni > M. Proviamo quindi che la funzione 1/x?
¢ integrabile su [M, +oo[, in tal modo si otterra che anche f; ¢ integrabile su [M,+oo[ e quindi su
[0, +00] essendo integrabile anche su [0, M]. La funzione x[a/ 4oo[(x)/2* & limite puntuale per N — 400
della successione crescente di funzioni positive x (a7, n((x)/2? Tali funzioni hanno integrale 1/M —1/N,
quindi X[M7+m[(x)/x2 ¢ integrabile e il suo integrale vale 1/M. Pertanto fi ¢ integrabile su [0, +o00].

EsErcizio 23.8. Sia fi(z) = Vk + ze % Si dica se vale il passaggio al limite sotto il segno di
integrale:

+o0 +o0
lim fk;(x)dx:/ lim fi(x)dx.
0

k—+oo Jg k—4o00

SVOLGIMENTO. Le funzioni f; sono positive e convergono puntualmente in ]0, +o0[ alla funzione
nulla, pertanto il membro di destra & 0. Si ha poi:

/O+Oofk(f€)Z/kfk(w)dx+/+oofk(x)dm§/k\/me—kxdx+/]€+”m€_kxdx
= VaE +\f/ Ve e dx
< VB Jr\[/ Ve ™ dz.
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Il primo addendo ¢ infinitesimo per £ — +00, il secondo anche per I'esercizio precedente, pertanto il
passaggio al limite richiesto € verificato.

EsERcIz10 23.9. Calcolare il seguente limite:
lim +Oo(_1)L$J M dr
k—0t J1 x2 ’
dove |z | indica la parte intera di z.

SVOLGIMENTO. L’integranda ¢ maggiorata in modulo dalla funzione integrabile 1/22, e per z #
1/2 4+ k, k € N converge puntualmente alla funzione nulla. Detto N := {z # 1/2 + k : k € N}, questo
insieme ha misura nulla, pertanto si ha, passando al limite:

+oo : 1/k
lim <_1)LxJM dz.= 0.
k—0t J1 x? ’
EsErciz1o 23.10. Sia gi(z) = R/ k € N\ {0}. Si verifichi che:
0. Sia gk Bk . o1 verifichi :

(1) gk>0e/gk<x>dx:1;

R
(2) per ogni € > 0 si ha che g converge uniformemente a zero su {x : || > €};
(3) per ogni funzione continua e limitata f vale

kEToo ng(x)f(x) dzx = f(0).

SVOLGIMENTO. E ovvio che g; > 0 per ogni 2 € R, k > 1. Calcoliamo

/ (m)dw—l/kdx —1/ dy =1
e I ComJpl4a2kr T ow g1y

Fissato € > 0, si ha 0 < gi(x) = gp(—2) < gr(e) per ogni z > ¢, e gr(e) — 0T se k — +o0, pertanto si
ha convergenza uniforme a zero su {x : |z| > e}. Si ha:

L[ dy
[ a@rstards =~ [ 2 pt/m) dy

Per ogni k, la funzione f(y/k)/(1+y?) & maggiorata in modulo dalla funzione integrabile || f||oo/(1+3?),
pertanto per il Teorema della Convergenza Dominata si ha:

. 1 . dy f(0) / dy
tim [ g@)s@)de = < [ im0 ay = L2 [ 0 o)
EsERrci1zio 23.11. Calcolare:
.1 [T®sing
lim — —dx.
k—oo k 1/k x2

SVOLGIMENTO. Posto y = kz, si ha:

1/+°° Sinxd B 1/+°° sin(y/k:)dy_/Jroo sin(y/k) dy
1 1 1

k Y2 /K2 k y>

k

/k $2 ]C

L’integranda ¢ in modulo maggiorata dalla funzione integrabile 1/y?. Applicando il Teorema della
Convergenza Dominata si ha che il limite & nullo.

EsERcCI1Z10 23.12. Si dica per quali valori a > 0 ¢ integrabile su [0, +o00[ la funzione

1
Fy(z) = Z T
k=1
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SVOLGIMENTO. Poniamo:

3

= o= g
k=1

Siha che fi¥ > 0, pertanto sj; ¢ una successione crescente di funzioni positive puntualmente convergente
a F,, quindi:

400 +oo oo
/ Fy(xz)dx = lim Sp(x)dr = lim Z/ i (x
0

n—oo 0 n—oo

Ricordando che

+00 N 1 +00 dx 1 +00 kdy 1 +00 dy
0 k* Jo (x/k)*+1 k> Jy y*+1 ko o y*—+1
Per confronto asintotico, I'ultimo integrale converge per « > 1, in tal caso si ha:
n
] 1 +oo dy +oo
nh~>nolo Z/ fk d.%’ a JLH;O Z:I kol /O y* 41 N /O n%oo ka

e l'ultima serie converge se e solo se & — 1 > 1 ovvero a > 2. Quindi F,, ¢ integrabile su [0, 4o00[ se e
solo se o > 2.

ESERCIZIO 23.13. Per ogni k € N\ {0} sia f(z) = k*(x — k)?X[5—1/kk+1/5 (x). Verificare che f;

converge uniformemente a zero sui compatti di R, tuttavia

k—o0

/ lim fy(z)de # lim | fi(z)de
R k—oo JRp

SVOLGIMENTO. Sia K un compatto di R, in particolare esso é limitato ed esiste R > 0 tale per cui
|z] < Rse x € K. Ma allora: se k > R+ 1siha KN[k—1/k,k+1/k] =0, e quindi fi(xz) = 0 per
ogni z € K da cui la convergenza uniforme su K alla funzione nulla. Si ha quindi che integrale del
limite delle f € nullo.

k+1/k 1/k 1/k 9
/fk(x)dx:/ k3(x—k)2dx:/ k3y2dy:2/ By dy = =,
R k—1/k “1/k 0 3

e quindi il limite degli integrali delle f; vale 2/3.

ESERCIZIO 23.14. Data una funzione ¢ € C*°(R) tale che I'insieme S = {x € R: p(x) # 0} sia
limitato si provi che:

—/log]xcp/(a:)dm— lim @daﬁ
R

e—0t R\[-e,e] <L

SVOLGIMENTO. Si ha che |log|z|¢'(x)] < [|¢'|lso| log |7||xs(2). Proviamo che log|z|xs(z) ¢ in L.
Supponiamo che 0 ¢ S. |log|z|| ¢ continua sul compatto S quindi limitata e dunque in L. D’altra
parte si puo calcolare facilmente che si ha:

1
[ g alldo = 1.
0
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e analogamente in [—1,0]. Quindi log |z|xs(z) & integrabile in [-1,1]U S e quindi in S. Si ha allora:

~ [1ogely! ) d = ~ [ tog al¢'(2) ( lim XR\[_a,m) de
R R e—0t+

= — lim / log |]¢' (2) Xr\[—ec ¢ (#) dz = — lim log |z|¢' (7) dz
e—=0t Jr ’

e—0t |z|>e

- 1 (“loglelotol %o+ [ E o poglafpto+ [ 2 ar)

e—0t o T j .
+oo N .
= lim log(e)(p(e) — ¢(—¢)) +/ elz) — p(-2) da
e—0t - T
+o00 o .
~ lim pla) —p(=2)
e—=0t Jg €T

0t JR\[-e] T

e l'ultimo termine ammette limite finito se ¢ — 0F.
Per provare che

lim log(e)(p(e) — (—¢)) =0

e—0t
si & usato che:

|log(e)((e) — ¢(—e))| < 2||¢/[|ce|loge| — 0F
in quanto ¢ & regolare, quindi
€
0(e) — p(-2) = [ &(s)ds < 2l
—&
EsERCIZIO 23.15. Studiare la convergenza puntuale della successione di funzioni definita da

) n?sin(nt) sete ]-z,z7,
U =
" 0 altrimenti.

Data una funzione ¢ € C*°(R) tale che l'insieme {t € R : ¢(t) # 0} sia limitato, si calcoli

lm | up,(t)p(t)dt.

n—o0 R

SVOLGIMENTO. Si ha u,(0) = 0 per ogni n € N, pertanto lim, oo u,(0) = 0. Sia ¢ # 0. Se
n > w/|t| si ha che [t| > 7/n e pertanto per n > w/|t| si ha u,(f) = 0. Quindi h_)m up(t) = 0. Si
n oo

conclude che u,, converge puntualmente a 0. Calcoliamo:

/R i (D) p(t) it = /_ T;/ZnZSin(nt)@(t) dt = /_ Znsinsgo(s/n) ds = /_ :ssms“’f/n ") g,
:/:rssinsw(s/z)/; #(0) d8+/_7;88m8i5(7)1) ds
_/_zssins('wds—i—mp(O)/:;sinsds—/:rssinswds

Passando al limite e utilizzando il Teorema della Convergenza Dominata, si ottiene:
™

lim [ u,(t)e(t)dt = ©'(0) / ssinsds

n—oo Jp s

= 2<p'(0)/ ssinsds = 2¢'(0) ([—3 cos s|§ +/ cossds)
0 0
= 2m¢'(0).



CAPITOLO 24

Lezione del giorno giovedi 11 gennaio 2018
Forme differenziali (2 h)

Cominciamo con alcuni richiami di teoria.

DEFINIZIONE 24.1. Sia D aperto nell’ R-spazio X di dimensione finita n. Una forma differenziale
reale di grado 1 (o 1-forma) su X (di classe C*) ¢ una funzione (di classe C%) w: D — X* da D nel
duale X* di X. Se su X @& stata scelta una base, indicata con {dz; : i = 1...n} la base duale, ogni
1-forma si scrive in modo unico:

w(x) =wi(z)dry + ... + wp(x)da,
dove i coefficienti w;(x) € C*(D,R) esprimono w nella base data.

DEFINIZIONE 24.2. Una 1-forma w su D si dice esatta su D se esiste f : D — R tale che per ogni
x € D si abbia df (x) = w(z). Ogni tale f si dice primitiva di w.

PROPOSIZIONE 24.3. Se w ¢é esatta e D é aperto connesso, allora due primitive di w differiscono
per una costante.

DEFINIZIONE 24.4. Una 1-forma differenziale con coefficienti differenziabili si dice chiusa se vale:
Ohwj(x) = Ojwi(x)
perogniz e D, 1,5 =1...n

TEOREMA 24.5. Condizione necessaria affinché una 1-forma differenziale con coefficienti diffe-
renziabili sia esalla é che sia chiusa.

DEFINIZIONE 24.6. Una 1l-forma w su D si dice localmente esatta su D se per ogni z € D esiste
un intorno aperto U di z in D tale che wy sia esatta.

TEOREMA 24.7. Sia D aperto di R", sia w € C1(D, (R™)*) forma di classa C'. Essa ¢ chiusa se
e solo se ¢ localmente esatta.

DEFINIZIONE 24.8. Sia X spazio di dimensione finita su R, D aperto di X. Siano a,b € R. Un
cammino in D & una funzione « : [a,b] — D continua e C! a tratti. Un cammino si dice circuito se gli
estremi a(a) e a(b) coincidono.

DEFINIZIONE 24.9. Sia w : D — X* una 1-forma di classe C° e sia a : [a,b] — D un cammino.

L’integrale di w su « é:
/w - / wla(t)a(t) dt
o [a,b]

Jo= Z:j /M wi(a(t))al (1) dt

TEOREMA 24.10. Sia w: D — X* una 1-forma di classe C°. Sono equivalenti:

(1) w ¢ esatta in D
(2) se a,  sono cammini in D con la stessa origine e lo stesso estremo, allora faw = fﬁw

in coordinate:

(3) per ogni circuito v di D si ha fvw =0

165
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DEFINIZIONE 24.11. Siano «, § : [a,b] — D due circuiti. Un’omotopia da « a §in D & una mappa
continua h : [a,b] x [0,1] — D tale che
(1) h(t,0) = a(t), h(t,1) = B(t) per ogni t € [a,b];
(2) h(a,\) = h(b,\) per ogni A € [0, 1]

TEOREMA 24.12. Se w ¢ una 1-forma continua e localmente esatta in D, a, 8 sono circuiti omotopi

/ /
6 B

DEFINIZIONE 24.13. Uno spazio topologico si dice connesso per archi se ogni coppia di punti puo
essere congiunta da una curva continua. Si dice semplicemente connesso se & connesso per archi e ogni
circuito & nullomotopo (cioé omotopo ad un circuito costante).

PROPOSIZIONE 24.14. Se D ¢ aperto semplicemente connesso di X e w € CO(D, X*) ¢ localmente
esatta, allora ¢ esatta. In particolare sugli aperti semplicemente connessi, le forme chiuse di classe C!
sono esatte.

DEFINIZIONE 24.15. Un sottinsieme D di X si dice stellato rispetto ad un punto xg se per ogni
x € D, il segmento {Azp + (1 — Nz : A € [0,1]} & tutto contenuto in D.

LEMMA 24.16 (Poincaré). Una 1-forma chiusa di classe C' su un aperto stellato D ¢ esatta su D.

PROPOSIZIONE 24.17. Sia D aperto semplicemente connesso di R?, siano ai,...,am € D, sia w
1-forma localmente esatta in D\ {a1,...,an}. w & esatta in D\ {ai,...,an} se e solo se detti 1, ..., m
circoli positivamente orientati centrati in a; e non contenents altri ay al loro interno, si ha fv' w=0

J

per ogni j = 1,...,m.
DEFINIZIONE 24.18. Sia S C R™. Diremo che S & un cono se per ogni A >0, x € S vale Az € S.

DEFINIZIONE 24.19. Sia o € R. Una funzione f = f(x1,...,2,) definita su un cono S di R" si dice
funzione (positivamente) omogenea di grado « se per ogni (21, ...,x,) € S, A > 0siha f(Az1, ..., \x,) =

)\af(.%'l, ,xn)

PROPOSIZIONE 24.20 (Eulero). Sia data in D la forma w = M(z,y)dx+ N(x,y)dy. Supponiamo
w chiusa e M, N funzioni omogenee di un comune grado di omogeneitd o #= —1. Allora qualunque sia
il dominio D, w & integrabile in D e il suo integrale indefinito ¢ dato da:

flay) =~ 1 [xM(z,y) + yN(z,y)]

EsERCI1Z10 24.21. Si consideri la curva parametrizzata da

[ @3,32) per t € [0,1/2]
) = {((1 —2)/6,(1—%)) perte[1/2,1].

(a) Si abbozzi un disegno di 7 e se ne calcoli la lunghezza;
(b) date le forme differenziali

w1 = ydx + ydy, wo = ydx + xdy,

/wl, /w2
vy v

SVOLGIMENTO. La curva 7(t) ¢ costituita dalla giustapposizione di v : [0,1/2] — R?, definita da
1 (t) = (t3,3t%) e v2 : [1/2,1] — R? definita da yo(t) = ((1 — t2)/6, (1 — t2)).
(1) Rappresentiamo ~1. Dalla parametrizzazione v1(t) = (z(t),y(t)) si ricava che t = Jz, da
culi y = 322/3 per 0 < x < 1/8. Tale funzione ¢ concava e strettamente crescente; si ha
1(0) = (0,0) e 12(1/2) = (1/8,3/4).
Per quanto riguarda vo(t), dalla parametrizzazione si ricava che 1 — t? = 6z, da cui y = 6x e

si calcolino
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si ha y2(1/2) = (1/8,3/4), v2(1) = (0,0). La curva « € un circuito percorso in senso orario.
Calcoliamone la lunghezza. Le matrici Jacobiane della parametrizzazione sono:

Jac(y1) = < ?g; > Jac(v2) = ( __t2/t3 >

per la regola di Binet, per calcolare I’elemento di misura 1-dimensionale (ovvero di lunghezza),
é necessario sommare i quadrati dei determinanti dei minori di ordine 1 (ovvero i singoli
elemeni) ed estrarre la radice. Si ottiene:

() = VIt + 3682 = 3tVit? + per 0 <t <1/2,
\/t2/9+4t2*\ﬁt/3 per1/2 <t <1,
Quindi:

1 1/2
lunghezza(vy) = / 1(t)dt = / 3tV 2 +4dt + / — tdt
0 0

1/4 7/4
:3/ \/w+4dw+\/§:2/ zl/de—l—\/f
0 4

[23/2]2 5/4 + V 37 17\/ 8 \/

2z=17/4 8 8 8
Verifichiamo il risultato ottenuto: dal teorema di Pitagora, essendo 2 un segmento di retta,
si ha che la lunghezza di 72 ¢ pari a /(3/4)% + (1/8)2 = /37/8. Per quanto riguarda la

2/3, 0 <z < 1/8, pertanto la lunghezza ¢&

lunghezza di 71, essa é 'arco di equazione y = 3z
data da:
1/8 1/8

1/2
V1+92de = V144223 de = V14 4t—23¢% dt
1/2 1
= / 3tV12 4+ 4dt = 7\ﬁ - 8.
0

che conferma il calcolo precedente.
(2) Poniamo w; = wfdx + w!dy per i = 1,2. La condizione di chiusura porge: dywi = 1,
dyw! = 0, quindi wy non & chiusa. Si avra:

1/2 1/2
fydx+ydy:/ 3t2-3t2dt+/ 3t2-6tdt+/ w
v 0 0 Y2

9 9 0 0
:—I-—I-/ 6xdx+/ 6x - 6 dx
1/8

9 9 3 9 3

Per quanto riguarda wo si ha che wy = df(z,y) con f(x,y) = zy, pertanto essa & esatta.
Essendo ~ un circuito, 'integrale di wo su di esso ¢ nullo.

ESERCIZIO 24.22. Si consideri la forma
r + By Cx+y
con B,C numeri reali, definita su R?\ {(0,0)}.

a) Determinare tutti i valori B, C' tali che w sia chiusa;

b) per tali valori provare che w @& esatta in Q = {(z,y) : © > 0,y > 0} e calcolarne un potenziale;

¢) perivaloridi B, C di cui al punto a) determinare 'integrale curvilineo di w sulla circonferenza
unitaria, percorsa in senso antiorario;

d) dedurre da c) i valori di B, C per cui w ¢ esatta in R?\ {(0,0)}.
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SVOLGIMENTO. Poniamo w = w, dx + wy dy.

a) La condizione di chiusura ¢ dyw, = ,w,, da cui si ricava (22 + y? # 0):

0 (x+ By 0 (Cx+y
Ay <w2+y2) R <x2 +y2>
B(a?+y?) — (x4 By)2y  C(a* +y*) — (Cx +y)2x
(22 +y°)? (22 +y?)?
Bx? 4+ By? — 2zy — 2By? = Cx? + Cy? — 2Cx? — 2xy
(B — O)(2* +y*) = 2By — 202

e tale identita deve valere per ogni (z,y) € R?\ {0,0}. Scegliendo ad esempio x =0ey = 1 si
ottiene: B—C = 2B da cui C = —B, quindi sostituendo di nuovo 2B(z2 +y?) = 2By*+2Bx?
che é verificata sempre per ogni B € R. Pertanto w é chiusa se e solo se C' = —B.

b) Per C = —B si ha che w ¢ chiusa, quindi ¢ esatta sul semplicemente connesso ). Scegliamo
un punto di 2, ad esempio (1,1). Un potenziale ¢ dato da:

u(z,y) = L w,

(z,y)

dove v(;,) € un qualunque cammino in  congiungente (z,y) €  al punto (1,1) € Q (¢ il
potenziale tale per cui u(1,1) = 0). Scelto per 7, ,y il cammino formato da segmenti paralleli
agli assi, si ha per C = —B:

& y
U(f’fvy):/ Wx(t,l)dt-F/ wy(x,s)ds
1 1
/xt+B+/yC£+Sd
= o ———ds
1 t2+1 1 12+ 82
1/$2t+23+/y0$+8d
i — J— S
2 1 t2+1 1 £U2+82

1 -
= 5[log(t2 + 1) + 2B arctan t]i=7 +

YCx+s
x? + 52
1 B vC

:2log(w2+1)+Barctanx—log\[—4774—/1 :(:2367—1::;

1 2 Cm v _Ca ! i
zilog(l' +1)—Carctanx—log\/§+4+/1 Mds+/1 mds

1 o
210g33 +1 Carctanx—logf_}_T_F

H\%

) —

1 ds 1 s=y
+ C/ - ( §[log(x2 + 82)]8:1

) —

C arctan z — log V2 + C——F

l 1
og(az + 1

1 1
5 dz + 5 log(2? + 9%) — 5 log(z? + 1)

y/x
+0/

C 1
= —Carctanz — log V2 + Tﬂ + Carctan(y/z) — C arctan 1/x + 5 log(z% + 4?).
Osserviamo che effettivamente si ha:

C 1
u(1,1) = —C arctan 1 — log v/2 + Tﬂ + Carctan(1l) — C'arctan(1) + 5 log(2) = 0.
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Verifichiamo il risultato ottenuto, ricordando che C = —B:
Clx Y Cx+y
0 =
yu(z,y) = 1+y2/x2+x2+y2 22 1 2
2
y/x C 1 T x + By
8 = — — e =
2z, ) 1122 " 1+y2/22  1+1/a22 < x2>+x2+y2 x2 + 2

c¢) Parametrizziamo la circonferenza con v(t) = (cos@,sinf), 6 € [0, 27]. Si ha:

2m 27
/w:/ (cosH+Bsin0)(—sin9)d0+/ (=B cosf +sinf) cos 6 df
0

27
:/ (—sin@cos@ — Bsin?6 — BC0520+sin0c050> df = —27B
0

d) Tn R?\ {(0,0)} ogni circuito semplice ¢ omotopo o ad una costante o ad una circonferenza
centrata nell’origine di raggio 1. Affinché I'integrale di w su tutti i circuiti sia nullo, occorre e
basta che sia B = C = 0. In tal caso, si ha il potenziale @(z,y) = 1 log(22+y?) su R?\{(0,0)}.

ESERCIZIO 24.23. Si determini il numero reale « in modo che la forma differenziale

= <2+\/§> dx + <1+,/0z$) dy
T Yy
sia esatta nel quadrante > 0, y > 0. Si trovi il potenziale U(x,y) tale che U(1,1) = 2.

SVOLGIMENTO. Scriviamo:

w= \/gdx—i— A /afdy—k 2dx + dy =: w1 + dfa(z,y)
x Y
con fo(z,y) = 2x 4+ y. Pertanto w & chiusa se e solo se w; @ chiusa. La condizione di chiusura per w
porge:
Ay ax \/
1 /
2,/Ty f@x ai

1 1
2./Ty a2, /xy’

quindi o = 1. Poiché il primo quadrante aperto ¢ semplicemente connesso, si ha che con questa scelta

di o la forma & esatta su di esso.
T
w = \/de—k \/7dy+df2(x,y)
€ )

Un potenziale sara dato da u(z,y) = fi(z,y)+ fo(x,y)+c, con f; potenziale di wy e ¢ € R. 1l potenziale
di wy nullo in (1,1) ¢ dato da:
filay) = [
¥

(=)
dove 7(,) ¢ un qualunque cammino nel primo quadrante congiungente (1,1) a (z,y). Detto w; =
w{ dx + w! dy, scelto un cammino composto da segmenti paralleli agli assi,

x y
fiz,y) = / wi (s, 1) ds +/ wi(z,t) dt = 2(vVr — 1) + (2v2)(Vy — 1) = 2(/zy — 1).
1 1
Si ha fo(1,1) = 3, per cui se fi1(1,1) = 0 si dovra prendere ¢ = —1. Il potenziale desiderato é:
U(z,y) =2xy +2x+y — 3.
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Verifichiamo il risultato ottenuto: banalmente U(1,1) = 2, inoltre 0,U(z,y) = Vy/x+2e 0,U(z,y) =
Vva/y+ 1.

EsERrcCIZIO 24.24. Si consideri la forma differenziale:

o= (Gmymr) oty o (emmt) e meT

nell’aperto Q = {(z,y) : (z — 1)y < 1}.
a) Si disegni 2 e si dica se ¢ semplicemente connesso;
b) si determini a € R tale che w sia esatta in
c¢) per tale a si calcoli il potenziale che in (0,0) vale sin 1.

SVOLGIMENTO. Poniamo w = w, dx + wy dy.

1

a) Q ¢ la regione di piano delimitata dal grafico dell'iperbole y = —5 e contenente il punto

(1,0). Tale regione & semplicemente connessa (esiste un’omotopia in €2 che porta un qualunque
circuito in  in un circuito appartenente ad un intorno stellato dell’asse y contenuto in ).

b) Affinché w sia esatta in 2 occorre e basta che sia chiusa, ovvero dyw, = Oyw,. Posto v =
(x —1)y — 1, si ha

o = ( <<w e 1) CEE 1>2>
() B s 0) 2
= ay(z — 1)8% (COS (i) ;) + acos (i
Oatey = aax <COS = ll)y - 1) (= _11;;_ 1)2>
“5 () F) e (=) =)
o (o (1) 2) e (2) 2

Non ¢é necessario procedere oltre con i calcoli: si ha immediatamente infatti a = —1.
¢) Si ha, posto v(z,y) = (z — 1)y — 1L

o= (Gmymr) ooyt o (emmt) o

1 1
R CEE <(x_1)y_1> (ydz + (z — 1)dy)

= a% sin(1/v) - dv(z,y)

da cui w = df (z,y) con f(x,y) = sin <’U(x,y)> = sin <(:B—11)y—1> Cerchiamo U(z,y) =

f(z,y) + K tale che U(0,0) = f(0,0) + K =sin1, quindi K = 2sin1.



CAPITOLO 25

Lezione del giorno lunedi 15 gennaio 2018
Equazioni totali (3 h)

OSSERVAZIONE 25.1. Comnsideriamo 'equazione differenziale:
dy  N(z,y)

de — M(z,y)

dove N e M sono funzioni definite in un aperto D di R? a valori in R. La soluzione di quest’equazione
¢ una funzione regolare y = y(x) definita su un intervallo I di R e a valori in un intervallo J di R.

Una formula esplicita della soluzione puo spesso essere difficile da determinare. Cerchiamo quindi
soluzioni in senso geometrico nel modo seguente: cerchiamo F': D — R tale che posto

I.:={(x,y) € D: F(z,y) = c}, ceR,
si abbia che tutte le funzioni y = y(z) implicitamente definite da I'. risolvano ’equazione differenziale
di partenza.
Per il teorema di Dini, se ¢ possibile esplicitare localmente y = y(z) si ha che

@ _ _8xF(:E, y)

dz OyF(x,y)
e, d’altra parte, per I’equazione differenziale si deve avere:

dy _ N(z,y)

doe — M(z,y)

DEFINIZIONE 25.2. Siano N, M : D — R funzioni continue su un aperto D C R?, F : D — R
di classe C' e A : D — R\ {0} di classe C° Diremo che F risolve l’equazione totale w = 0 con
w(z,y) = N(z,y) dr + M(z,y) dy tramite il fattore integrante \(x,y) se il campo

—

G(z,y) == (M@, y)N(z,y), Az, y) M (z,y))
é conservativo e F' ¢ il suo potenziale, ovvero VF(z,y) = G.
Diremo anche che F(x,y) = c & integrale generale di w = 0.

OSSERVAZIONE 25.3. Se F risolve I'equazione totale con il fattore integrante A(z,y) allora
VE(z,y) = (0. F(z,y),0,F(z,y)) = (Az,y)N(z,y), ANz, y)M(x,y)) .
Per il Teorema di Dini, posto
Ie:={(z,y) € D: F(z,y) = c}, ceR,
se attorno ad un punto di I'; & possibile esplicitare y = y(z) si ottiene
dy  0.F(z,y) N(z,y)

dr — 9yF(v,y)  M(z,y)’

ovvero I'; é la soluzione geometrica richiesta.

OSSERVAZIONE 25.4. Una soluzione classica g(x) & sempre una soluzione geometrica, basta prendere
F(z,y) =y—y(z) e AN(z,y) = M(x,y). Tuttavia la soluzione geometrica puo avere senso anche quando
non ¢ possibile definire una soluzione classica, ad esempio nei punti dove M (xz,y) =0 e N(x,y) # 0.
In tali punti, infatti, il Teorema di Dini non puo essere applicato per esplicitare y = y(z), perdo pud
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essere usato per esplicitare x = z(y) ottenendo in un intorno per la funzione implicitamente definita

da I'.
de _ M(z,y)

dy  N(z,y)’
Nel linguaggio delle forme:

DEFINIZIONE 25.5. Sia data una 1-forma differenziale w(x,y) = N(z,y)dzx + M(x,y)dy dove
le funzioni M, N sono definite in un dominio semplicemente connesso D del piano R? e ivi continue.
Chiameremo equazione differenziale totale ogni espressione del tipo w(z,y) = 0. Risolvere un’equazione
differenziale totale significa determinare una funzione F'(z,y) e una funzione A(z,y), detta fattore
integrante, tale per cui dF (x,y) = Az, y)w(x,y) € A(z,y) # 0in D. Una soluzione o integrale generale
dell’equazione totale sard F'(x,y) = ¢, con ¢ € R costante arbitraria.

DEFINIZIONE 25.6. L’equazione w = 0 con w(z,y) = N(z,y)dx + M(x,y)dy si dice esatta se
esiste una F(x,y) funzione continua C* tale che

oF oF

%(x,y):M(m,y), Fy(m,y):N(l‘,y),

equivalentemente, l'equazione ¢ esatta se w ¢ una l-forma esatta, ovvero se il campo G(z,y) =
(M (z,y), N(x,y)) & conservativo.
Se il dominio D é semplicemente connesso, ’equazione é esatta se

ay -CU’ y T '1‘7 y :

DEFINIZIONE 25.7. Se w = 0 & esatta, sia v una qualunque curva C! a tratti congiungente
P(xg,y0) ad un generico punto (x,y) € D:

F(x,y):/vw

In particolare, se D é un rettangolo, puo essere scelta la spezzata costituita dai segmenti congiungenti
P a (xg,y) e poi a (z,y) oppure congiungente P a (z,yo) e poi a (z,y). Nel primo caso si avra:

x y
F(z,y) = / M(t,y)dt+ [ N(wo,s)ds.
o Yo
Nel secondo caso si avra: . y
F(z,y) = / M(t,yo)dt + | N(z,s)ds
o Yo
Ricordiamo che se le funzioni M e N sono omogenee in D di un comune grado di omogenerita o # —1,

allora qualunque sia il dominio D si ha
1

Diamo la definizione di fattore integrante nel linguaggio delle forme:

[z M(z,y) +y- N(z,y)

DEFINIZIONE 25.8. In generale, se D ¢ un aperto di R”, w una 1-forma di classe C! su A, un
fattore integrante per w & ogni A € C!'(A,R) mai nulla tale che la forma A\w sia chiusa in D.

DEFINIZIONE 25.9. Una formula per trovare un fattore integrante & data dal seguente fatto: sia
data ’equazione differenziale totale w(x,y) = p(x,y)dx + q(z,y)dy = 0. Supponiamo

Oyp — Ozq = f(2)q(z,y) — 9(y)p(2,y)
con f,q,p di classe C'. Allora:

h(z,y) = exp </zj f&)dt + /y: g(t)dt>

é fattore integrante per w. Particolarmente significativi sono i casi in cui f = 0 oppure g = 0.
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EsERcCIZIO 25.10. Risolvere le seguenti equazioni totali:

(1)
(2)
(3)

2zy dx + (22 + 1) dy = 0;
(22 4+ % — 22) dx + 22y dy = 0;
y*dx + (zy — 1) dy = 0.

SVOLGIMENTO.

(1)

la forma ¢ evidentemente chiusa su R2. Determiniamo un potenziale integrando tale forma su
una spezzata -y che congiunga (0,0) ad un generico punto (xg,yo) con segmenti paralleli agli
assi, v = v1 U7z dove yi(x) = (2,0) per 0 < x < gy (oppure 29 < z < 0) e 2(y) = (x0,y)
per 0 <y < yo (oppure yo <y < 0). Si ha j1(z) = (1,0) e 42(x) = (0, 1):

V(xo,y0) = /w = / (2zy dx + (932 +1)dy) —|—/ (2zy dx + (:E2 +1)dy)
v 7 Y2

Yo
= / (2zy dx + (2% 4+ 1) dy) = / (2 4+ 1) dy = (z2 + 1)yo.
Y2 0

Quindi V(x,y) = (2% + 1)y e la soluzione & data da (z? + 1)y = ¢, c € R,
Osserviamo che 1 + 22 # 0, per cui si puo scrivere:

dy 2xy
dx 441
L’equazione puo essere scritta nella forma:

y'(z)

/
Y 2z d 9
y__ 2 9 1
y 2+ 1 dx og(z”+1)
si ha quindi, integrando,
dy d 2
W__ |2 1
y / o og(z®+1)
e quindi log |y| = —log(z? + 1) 4 d, al variare di d € R da cui |y| = mf—j_l, quindi y = %5 al

variare di ¢ € R (si ponga ¢ = +e?), che conferma il risultato precedente.

la forma ¢ evidentemente chiusa su R?. Determiniamo un potenziale integrando tale forma su
una spezzata v che congiunga (0,0) ad un generico punto (xg,yp) con segmenti paralleli agli
assi, ¥ = y1 U~ dove y1(z) = (2,0) per 0 < x < xg (oppure 29 < x < 0) e y2(y) = (xo,y)
per 0 <y < yo (oppure yo <y < 0).

V(zo,y0) = /w = / ((z® 4 y? — 2x) dzx + 2zy dy) +/ ((z® + y? — 2z) dz + 2zy dy)
gl 7 72
o v i 2 2
= /0 (x° — Qm)da:—i—/o 2xoy dy = 3 Zy + ZoYp-
Quindi V(z,y) = %3 — 2% + 232 e la soluzione ¢ data da x(2?/3 —x +y?) =c, c € R.
In R?\ {xy = 0} possiamo dividere per 2zy ottenendo
dy 22 +y? -2z
V()= =——F——

dx 2xy
ma la risoluzione di tale equazione non appare immediata.
posto p(z,y) = y? e q(x,y) = zy — 1, si ha Oyp — 0, = 2y — y = y # 0, quindi la forma w
non & chiusa. Tuttavia si puo scrivere
Oyp — 0zq =y = f(z)q(x,y) — 9(y)p(z,y)
infatti il membro di sinistra ¢ y, e a destra si puo scegliere f = 0 e g(y) = —1/y. Allora,
scelto ad esempio (z9,y0) = (0,1) si ha che

h(z,y) = exp </f'3 f(t)dt + /y g(t)dt> = exp </1y 1dt) = elosl/y) = 1/y
o Yo

I
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¢ fattore integrante, definito su Ht = {(z,y) : v > 0}. In modo del tutto analogo, scelto ad
esempio (zo,yo) = (0, —1) si ha che

h(z,y) = exp (/JC f(t)dt + /yg(t)dt> = exp (/yl —1dt> = elosl/=v) = _1/y.
) Yo _

¢ fattore integrante, definito su H~ = {(z,y) : y < 0}. Rimane quindi definito il fattore
integrante h(z,y) = 1/|y| su R?\ {y = 0}.

bz, y)o(z,y) = [y da + (zsign@n - @) dy.
Tale forma ¢ chiusa su ciascuno dei due semipiani H* = {(z,y): y >0} e H- = {(z,y) : y <
0}. Tali semipiani sono semplicemente connessi e quindi la forma ¢ ivi esatta. Determiniamo
quindi i potenziali V™ e V'~ definiti su H™ e H ™ rispettivamente. A tal proposito, consideria-
mo un punto di H*, ad esempio (0,1) e congiungiamolo al generico punto (xq,yo) di HT con
una spezzata costituita da due segmenti paralleli agli assi v = 3 U2 dove v (z) = (z,0) per
0 <z < zp (oppure g <z < 0) e y2(y) = (zo,y) per 1 <y < yo (oppure 0 < yp <y <1).

V* (20, 0) = / o )eay) + / eyt = [ e [0 (960 - ;) dy

=z + [zoy — log [y[];=1° = z0 + oyo — logyo — o = Toyo — logyo
Pertanto V1 (z,y) = zy — logy, definito per y > 0, e le soluzioni in H™ sono date da
V*t(z,y) =c,ceR.

Determiniamo ora V~. Consideriamo un punto di H~, ad esempio (0, —1) e congiungia-
molo al generico punto (xg,yo) di HT con una spezzata costituita da due segmenti paralleli
agli assi v = 1 Uy dove v (z) = (z,0) per 0 < x < xg (oppure o < x < 0) e y2(y) = (z0,y)
per —1 <y <yo <0 (oppure yo <y < —1).

V=eom) = [ Aty + / bzt
—/Oxol—lldx—l—/_y: (xo—i—;) dy

=z + [zoy + log [y[[; =% = zo + woyo + log [yo| — o

= zoyo + log |yo| = zoyo + log(—wo),

ricordando che yg < 0. Pertanto V'~ (z,y) = zy + log(—y), definito per y < 0 e le soluzioni in
H~ sono date da V~(z,y) =¢, c € R.

Possiamo raggruppare le due espressioni definendo V (z,y) = zy — sign(y) log |y| in R? \
{y = 0} e le soluzioni in R? \ {y = 0} saranno date da zy — sign(y)logly| =c, c € R

EsERcCIZIO 25.11. Trovare 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

(1) ¥ =yl —y).
2) y=@+y?—(x+y) -1
(3) v —y=e"\/u.

SVOLGIMENTO.
(1) Pequazione ammette le soluzioni costanti y(x) = 0 e y(x) = 1. Per y # 0, 1, 'equazione totale
ad essa associata é:

! dy — dz =0
_ — dx = 0.
Vy(l—y) y

Tale equazione, definita per 0 < y < 1, & a variabili separate, pertanto ammette soluzione
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Calcoliamo
1 1 1 dy
= [ dy= [ ———dy =
/\/y(ly) / /\/y(ly) / /\/y—zﬂ / /\/1/4—(y—1/2)2
:/ 2dy :/dt = arcsin(t) = arcsin(2y — 1)
V1= (2y—1)2 V1—1¢2 vy

Quindi la soluzione in forma implicita & x — ¢ = arcsin(2y — 1) con il vincolo 0 < y < 1, e cio
implica —7/2 < z — ¢ < 7/2 quindi y = (sin(z — ¢) + 1)/2 con il vincolo cos(z — ¢) > 0.
Riscrivendo 'equazione differenziale, si ha:

Y=t y) = ()~ ),

Posto v = y + x, si ottiene allora v' = v
v=0ewv=1. Perv#0,1siha

2 _v. Questa equazione ammette le soluzioni costanti

dv

% 4
v(v—1) v
da cui, essendo
1 —é—l- B Av— A+ Bv
vv—1) v wv—1  wlw-1)

per A = —B = —1, si ottiene integrando
—log|v| +loglv —1|=z+c¢

per cui la soluzione in forma implicita ¢ datadav=0,v=1¢

v—1
log|——| =z + ¢,
.1 Tde e s
dacui —— = —1 4", quindi
v
B 1
YT Trente
cui corrispondono le soluzioniv=—z,v=1—=x ¢
1
V) = T

Il problema ¢ posto in Q := {(z,y) : y > 0}. L’equazione totale associata é:

O(x,y) == p(z,y)dx + §(z,y)dy = (y +e*\/y)dx — dy = 0.

Tale forma non ¢ esatta e la ricerca del fatttore integrante non appare immediata. Osserviamo
che I'equazione ammette la soluzione costante y = 0. Moltiplicando I’equazione per ,/y, si ha:

w(z,y) = p(z,y) de + q(z,y) dy = (y*/* + ey) do — /y dy = 0.

Nemmeno questa forma é esatta, tuttavia si ha:

1 1
Ayp(,y) — Bpq(z,y) = 3/2y"? + e* = ;p(x,y) — 54(.9),

quindi la forma ammette il fattore integrante

h(z,y) = exp (/—C;y +/—1/2d:c) — exp(—z/2 — logy) =

Cerchiamo un potenziale della forma esatta

671/2 —x/2

efm/2

c Vudy = e ?(e® + \fy) dx — e
Y VY

(3/3/2 + e"y) dr —

h(:v,y)w(:zj,y) = dy
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A tal proposito, congiungiamo il punto (0,1) € € con il generico punto (zg, y9) € 2 mediante
una spezzata v con segmenti paralleli agli assi.

xo Yo o—0/2

vwwmz/mmew=A e ey [U -

zo
= /(; (81/2 + 67$/2) dx + 2(1 _ \/yo)efxo/Q — 2(610/2 . \/@Ue,xom)

dy

Si ha quindi che le soluzioni sono espresse in forma implicita da
272" — \fy) =d, d € R,
da cul si ricava
y=(e"+ ce”"/2)2, c R,

con la condizione e® + ce®/2 > 0, ossia ¢ > —e/2,

ESERCIZIO 25.12. Trovare 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali

Yy Yy
1)y =2+4/1-%
22 —1
2) v =22%/22 — 1
(2) y e L
SVOLGIMENTO.

(1) Tl problema & posto per |y/xz| < 1. L’equazione totale associata all’equazione assegnata &

/ 2
<y+ 1—y2>dx—dy20
x x

Osserviamo che tale equazione totale & omogenea di grado 0. Poniamo quindi x =&, y = &n

ottenendo
(77+\/1—n2> d§ — (§dn —nd€) =0,

1 1
SdE— =
£ ¢ V1—n?

Tale forma € esatta e l'integrazione é immediata. Sostituendo, si ha:

da cui

dn = 0.

V(z,y) = log |x| — arcsin(y/z)

e le soluzioni sono espresse da log |x| — arcsin(y/z) = ¢, c € R.
(2) Il problema ¢ posto per |z| > 1. L’equazione totale associata all’equazione assegnata ¢é

222 — 1
w(z,y) = p(z,y)dz + q(z,y) dy = <x($2_1)y + 227/ a2 — 1) dz — dy = 0.

La forma é palesemente non esatta. Tuttavia si ha:

207 — 1
yp(z,y) — Opq(z,y) = 2@ —1) f(@)a(z,y),
2221 A B C \  A@*-1)+4Bx(z+1)+ Ca(z —1)
ﬂ@—‘ﬂﬂ_n—‘(x+$_yﬂﬁ4)—‘ (@2~ 1)

(A+B+C)x?+(B-C)z— A
x(z?2 —1)
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da cui A=1, B=C =1/2, pertanto ricordando che |z| > 1

1 1 1 1 1 1 1
dxr = — -+ = - dr = —1 —1 — 1|+ =1 1
i@ as=— [ (34525455 ) do=—toglel + logle — 1]+  loglo + 1

= —log <\x]\/x2 - 1) .

Pertanto il fattore integrante ¢ dato da h(z,y) = 1/(Jz|v2? —1). Cerchiamo una primitiva
della forma esatta

et =

200 -1y \) d L
S S SR S
22|z — 1327 Nz

N O
_d< mm—i—a:m)

Nei vari passaggi si ¢ usato il fatto che per x # 0 si ha xsgnz = |z|, sgn®z = 1 e che sgn(z) &
costante su R\ {0}. La soluzione dell’equazione risulta pertanto

—Hy21+$|$|:C,CER,
r\vIre —

che si puo scrivere come

y(z) = (&% = clz|)Va? — 1, c € R.
EsERCIZIO 25.13. Sistudi & = /"% /x, z(a) = 1 al variare di o € R.

SVOLGIMENTO. Scriviamo ’equazione data come equazione totale:
w(t,r) = ze” dr — ' dt = 0.

La forma w ¢ esatta in R?. Una sua primitiva ¢ data da:

x0 to xo
F(to,x0) = / xe’ dx + / —e' dt = [xe™]5" — / e dx — [0 = (wg — 1)e™ — el + 2.
0 0 0

Tutte le soluzioni dell’equazione totale sono quindi espresse da F'(t,z) = ¢, ¢ € R (possiamo inglobare
in ¢ la costante 2) ossia

(x— 1) —el =¢
(03

Dovendosi avere z(«) = 1, si ha che il punto (a,1) deve soddisfare 1’equazione, quindi ¢ = —e®.
Pertanto le soluzioni sono descritte in forma implicita dall’equazione:

el = (x —1)e” + e

Si ha che 9, F(t,z) = 0 se e solo se x = 0 e 9 F(t,0) = —1 # 0, quindi la tangente a F'(t,z) = ¢ nei
punti (¢,0) é verticale. Cio implica che la retta = 0 & una retta di punti di non differenziabilita per le
soluzioni = xz(t) per il Teorema di Dini. Una soluzione con condizione iniziale x(a)) = 1 rimarra quindi
confinata nel semipiano > 0 Possiamo esplicitare ¢ in funzione di x ottenendo ¢t(x) = log((z—1)e*+e®)
con le condizioni (z — 1)e” +€“ > 0 e x > 0. Poniamo g(z) = (z — 1)e” + €%, si ha ¢'(z) = ze” e

lim g(z) = +00. Per x > 0 quindi g ¢ strettamente monotona crescente e il suo minimo & assunto in
T—+00

0 e vale e® — 1. Per la stretta monotonia, se ¢ & un punto dove & definita la soluzione x = z(t), allora
la soluzione ¢ definita per ogni t > ¢. Inoltre si ha

Igl}rloot(l’) — (log(z — 1) +z) =0,

indipendentemente da «, pertanto tutte le soluzioni z = z(t) sono asintotiche per t — +oo alla curva
t x
e =(x—1)e".
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i. Se a > 0 si ha che il minimo di g & e* —1 > 0, quindi g(x) > 0 per ogni > 0. In particolare
si ha t = log g(x) per ogni z > 0 e posto

to = lim logg(x) = log(e® —1)
z—0t

si ha che t, ¢ finito e rappresenta il tempo in cui la soluzione che parte da x(a) = 1 impiega
per raggiungere 'asse x = 0. Si osservi che t, < a (per t < t, la soluzione non ¢ definita).
Per la stretta monotonia di g e del logaritmo, anche ¢t = log g(z) & strettamente monotona,
pertanto la soluzione x(t), inversa di tale funzione, & strettamente monotona.

ii. Se a =0 si ha che g(z) > 0 per ogni z > 0 e g(0) = 0 e posto

to = lim logg(z) = —0
o = lim logg(z)

e quindi la soluzione z(t) raggiunge I'asse x = 0 asintoticamente per ¢ — —oo. Per la stretta
monotonia di g e del logaritmo, anche ¢t = log g(x) & strettamente monotona, pertanto la
soluzione x(t), inversa di tale funzione, é strettamente monotona.

iii. Se a < 0 allora il minimo di g & negativo, pertanto dal momento che g ¢ monotona crescente e
non limitata esiste un’unico valore z,, tale per cui g(z,) = 0, tale valore soddisfa (z,—1)e> =
—e® e necessariamente si ha 0 < z, < 1 perché e® > 0. Si ha che g(z) > 0 per x > za e

to = lim logg(x) = —oc0

z—(za)
pertanto la soluzione tende asintoticamente per ¢ — —oo al valore x,,.

Riassumendo: la soluzione é sempre strettamente monotona crescente nel suo intervallo di definizione.
Essa & definita per ogni ¢ > « e il suo limite per ¢ — +o00 & +00. Tutte le soluzioni z = x(¢) sono
asintotiche per ¢ — +o00 alla curva €' = (z — 1)e”. Se a > 0, essa ¢ definita in ] log(e® — 1), 4+o0] e il
suo limite per ¢ — tf = log(e® — 1) vale 0 (si noti che t, < a). Se @ = 0, essa ¢ definita in tutto
R e il suo limite per t - —oo & 0. Se o < 0, essa & definita in tutto R e il suo limite per ¢t - —oo &
0 < zq <1, dove x4 ¢ 'unico punto che soddisfi (z, — 1)e = —e®.

ESERCIZIO 25.14. Si studi & = 22/(1 — tx), 2(0) = « al variare di a € R.

SVOLGIMENTO. Scriviamo I'equazione assegnata come equazione totale:
w(t,z) = p(t,x) dr + q(t, ) dt = (1 — tx)de — 2* dt = 0.
Si ha Op(t,x) — Opq(t,x) = —x 4+ 22 = x # 0, quindi w non @& esatta, tuttavia si ha

atp(ta l’) - ax‘](th) =T = f(x>Q(t7y) - g(t)p(t>y)
con g(t) =0 e f(xr) = —1/z. Pertanto per x # 0, 'equazione ammette il fattore integrante h(t,z) =
e/ I@)dr — 1/|2|. Si ha per z > 0:

h(t, x)w(z,t) = <; - t> de —xdt = %dl‘ — (tdz + x dt) = d(log(x) — tx)

Pertanto per x > 0 le soluzioni sono date in forma implicita da log(x) — tz = ¢1, ¢; € R. Per z < 0 si
ha
1

— dr + (tdx + xzdt) = d(—log(—z) + tx)

1
h(t,z)w(x,t) = <—a; + t) de +xdt =

Pertanto per z < 0 le soluzioni sono date in forma implicita da — log(—z) + tz = c2, co € R. Possiamo
inglobare il tutto nell’unica scrittura F'(¢,z) := log(|z|) —tz =¢, c€ R,  # 0.

Dovendo essere x(0) = a, & necessario che F'(0, ) = ¢, quindi ¢ = log |a].

Osserviamo che tale insieme € simmetrico rispetto all’origine perché é lasciato invariato dalla sosti-
tuzione (t,x) — (—t, —x). Potevamo rendercene conto osservando che he posto s = —t e y(s) = —xz(s)

si ha:
dy( ) dx( f dt (1) 22(—t) P 6) y2(s)
—SsS) = ——|— — =T\ — = = = N
ds dt ds 1—tz(=t) 1+sz(s) 1—sy(s)
che é la stessa equazione di partenza e pertanto le soluzioni sono simmetriche rispetto all’origine.




25. Equazioni totali 179

asintoticoa 0 < x4 < 1

asintotico a 0

I
I
I
I I
I I
: :

T T ‘ * T T
a<0 a0 a>

FIGURA 25.13.1. Lo studio di & = e/, z(a) =1, « € R

I sufficiente quindi limitarsi al caso a > 0: il grafico della soluzione con condizione iniziale o < 0
si ottiene prendendo il simmetrico rispetto all’origine di quello della soluzione con condizione iniziale
—a > 0.

Osserviamo che 0, F(t,x) = 1/x —t, quindi la curva tx = 1 & una curva di nondifferenziabilita,
pertanto una soluzione con condizioni iniziali (0) = a deve rimanere contenuta nella regione tz < 1.
Inoltre nella regione tx < 1 vale il teorema di esistenza e unicita locale, quindi l'unica soluzione
corrispondente ad o = 0 ¢ la soluzione identicamente nulla, potevamo ricavare tale condizione passando
al limite per a — 0 in F(¢,x) = log |a: si ottiene F(t,z) = —oo da cui ¢ = 0.

Nella regione di definizione, la soluzione é strettamente monotona crescente, cio si deduce diretta-
mente osservando che ' > 0 se xy < 1. In particolare, esiste un tempo 0 < t, < +oo finito in cui
incontra il ramo di iperbole tx = 1 nel primo quadrante e quindi risulta definita per —oco < t < ¢,
perché limitata dal basso dalla funzione identicamente nulla che non pud incontrare per il teorema di
esistenza e unicita.

Se esplicitiamo F'(t,z) = log|a/| rispetto alla variabile ¢ otteniamo t(x) = log(|x/al)/x definita per
x # 0. Si ha
i ) = 7o
indipendentemente da «. Questo implica che x = 0 & asintoto orizzontale per le soluzioni. Consideriamo
il caso z > 0. Studiamo la derivata: essa & t'(z) = [1 —log(|z/a|)]/x?, essa si annulla in un unico punto
x = we. cui corrisponde t = 1/(ae). Tale punto ¢ un punto di massimo infatti si ha ¢’(x) = %
quindi t"(ae) < 0. Pertanto la funzione t :]0, ave[—] — 00, 1/(e)| & strettamente crescente, quindi
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FIGURA 25.14.2. Lo studio di # = 2?/(1 — tz), 2(0) = a, « € R

ritroviamo che la sua inversa, ovvero la soluzione x = x(t) sara anch’essa strettamente crescente e, per
quanto visto in precedenza, ammette asintoto orizzontale x = 0 per t — —oo.
Si poteva ritrovare lo stesso risultato osservando che per 0 < z < 1, ¢t < 0 si ha

1E2 1E2 CL'Q fL'Q
g(t,z) =

> = = f(t
i parrh wrar il par ARG
er ogni £ > 0 la soluzione del problema y = f(¢,y), y(0) = a + € & maggiore o uguale alla soluzione
del problema & = g(t,z) in | — i ri

00, 0] (si ricordi che si sta studiando il problema all’ indietro, quindi
per t < 0, & per questo che vale la stima). Si ha:

v dy > dt
/ / 1—¢ +00
da cui necessariamente y = 0, pertanto per t — —oo si ha 0 < z(t) < y(¢) — 0 e quindi la soluzione x(t)
tende asintoticamente a 0 per t — —oo. In figura presentiamo due soluzioni simmetriche corrispondenti
ai dati iniziali +« e la curva di non differenziabilitd xzt = 1. Le soluzioni cessano di esistere nei punti
(£, 2%) = (1/(ea), ae) e (¢,

z¥) = —(1/(ce), ae).




CAPITOLO 26

Lezione del giorno martedi 16 gennaio 2018

Equazioni lineari a coefficienti costanti, riconducibili a lineari, sistemi

lineari a coefficienti costanti. (2 h)

EsSERCIZIO 26.1. Risolvere le seguenti equazioni lineari a coeflicienti costanti:

(1) ¢ +y =sinzx.

(2)
(3)
(4)

y'V — 16y = 1 + cos 2z.
y/// _ 6y// + 11y/ _ 6y — ]IQ;

yIV—y”:ac—l.

SVOLGIMENTO.

(1)

7 (x
y'(x

y"(x) = 8(—Acos(2z) — Bsin(2z

7V (z) = 24(Asin(2z) — B cos(2z)

L’equazione omogenea & y' +y = 0, la cui soluzione generale & yg(z) = ce™?, ¢ € R. Il termine
noto & della forma sin z, pertanto per trovare una soluzione possiamo applicare il metodo dei
coefficienti indeterminati. Cerchiamo una soluzione particolare del tipo Asinx + Bcosx. Si
ha dall’equazione Acosz — Bsinz + Asinx + Becosz =sinzdacui A+ B=0e A— B =1,
quindi A = —B = 1/2. Pertanto la soluzione & y(z) = ce™* + (sinx — cosz)/2, c € R.
L’equazione omogenea ¢ y'V —16y = 0, il polinomio caratteristico \*—16 = 0 ammette le radici
semplici {2, £2i}, pertanto la soluzione dell’omogenea & yo(z) = c1e** +coe 2 4¢3 cos(2x) +
cqsin(2x) con ¢; € R, ¢ = 1,2,3,4. 1l termine noto é della forma 1 4 cos2x, cerchiamo
quindi una soluzione particolare g;(x) di 4’V — 16y = 1 e una soluzione particolare g (z) di
y'V — 16y = cos2z. Per quanto riguarda y!¥ — 16y = 1, possiamo applicare il metodo dei
coeflicienti indeterminati. Osservato che 0 non & radice del polinomio caratteristico, cerchiamo
una soluzione che sia un polinomio di grado 0 ovvero una costante, si ottiene cosig;(x) =
—1/16.

Per trovare una soluzione a y!V —16y = cos 2z possiamo applicare il metodo dei coefficienti
indeterminati. Osserviamo che 2 & radice del polinomio caratteristico di molteplicita 1, quindi
cerchiamo una soluzione particolare nella forma y(x) = x(A cos(2x) + Bsin(2z)). Derivando
si ha:

) = Acos(2x) + Bsin(2x) + 2z(—Asin(2x) + B cos(2x))
) = 2(—Asin(2z) + B cos(2x)) + 2(—Asin(2z) + B cos(2x)) + 4z(—A cos(2x) — Bsin(2z))
= 4(—Asin(2x) + Bcos(2x)) + 4x(—Acos(2z) — Bsin(2x))
)) +4(—Acos(2z) — Bsin(2z)) + 4z(Asin(2x) — B cos(2z))
) + 8z(Asin(2z) — B cos(2x))
+ 8(Asin(2z) — Bcos(2x)) + 162 (A cos(2z) + Bsin(2x))
+ 162(A cos(2x) + Bsin(2z))

~— ~— ~—

= 12(—Acos(2x) — Bsin(2z

~— ~—
~—

= 32(Asin(2z) — B cos(2z)

Sostituendo si ottiene:

32(Asin(2z) — Bcos(2z)) + 16x(A cos(2x) + Bsin(2z)) — 16z(A cos(2x) + Bsin(2z)) = cos 2z

da cui A =0, e quindi —32B cos(2x) = cos2z e quindi B = —1/32. La soluzione dell’equa-
zione risulta quindi:
1
y(z) = c16*® + cae ™2 4¢3 cos(2x) + ¢4 sin(2x) — 6~ % sin(2z),

181



182 26. Equazioni lineari a coefficienti costanti

al variare di ¢; € R, i =1,2,3,4.

(3) L’equazione omogenea & y"” — 6y” + 11y’ — 6y = 0 di polinomio caratteristico A> — 6A2 +
11X — 6 = 0. Cerchiamo soluzioni intere di questa equazione tra i divisori interi di —6, ovvero
+1,+£2, 43, +6. Siha che le radici sono A\; = 1, Ay = 2, A3 = 3, radici semplici. Il termine noto
¢ della forma 2, applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati. Dopo aver osservato
che 0 non ¢ soluzione del polinomio caratteristico, cerchiamo una soluzione particolare y(x)
che sia un polinomio di grado 2, quindi 7(x) = az? + bz + c. Sostituendo, si ottiene:

—12a + 11(2az + b) — 6(az® + bx + ¢) = 2>
da cui a = —1/6, pertanto 2 — 11x/3 + 11b — 6bx — 6¢ = 0, quindi 6b = —11/3, b = —11/18.

Rimane 6¢ = —85/18 da cui ¢ = —85/108. Pertanto la soluzione generale &
2
11 85
y(x) = c1e” 4 coe® + 33" — % ~13% " 108’

al variare di ¢1,co,c3 € R.

(4) L’equazione omogenea & y!V — 3" = 0, il polinomio caratteristico & A* — A2 = 0 che ha
come radici 0 di molteplicitd 2 e le radici semplici £1 Il termine noto & della forma z — 1.
Osserviamo che 0 é soluzione del polinomio caratteristico di molteplicita 2, quindi cerchiamo
una soluzione particolare della forma g(z) = 2?(ax + b) = az® + bz?. Sostituendo, si ottiene
—(6azx +2b) =z —1dacui a =—1/6, b=1/2. Quindi la soluzione dell’equazione é:

1
y(z) = c1 + cox + c3e” + cpe”F + 2 ( _ I) _

2 6
EseErciz10 26.2. Considerare per k € N il problema differenziale:
1
—p (@) (@) = 1, z € (0,1),
u(0) =0, u(l) = 2.

(1) Calcolare esplicitamente una soluzione wuy,.
(2) Dimostrare che tale soluzione ¢ unica.
(3) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme di {uy} sull’intervallo [0, 1].

SVOLGIMENTO. Posto v(z) = u/(z), Pequazione diviene v'(z) = k(Jv(z)] — 1). Tale equazione
soddisfa le ipotesi del Teorema di Esistenza e Unicitd di Cauchy, pertanto, fissata una condizione
iniziale, la soluzione & unica. I’equazione ammette le soluzioni costanti v(x) = 1 e v(z) = —1. Per
Punicita, pertanto, si pud verificare solo uno dei seguenti casi: v(z) < —1, v(z) =1, =1 < v(z) < 1,
v(z) =1, v(z) > 1 per ogni x € (0,1). a seconda della condizione iniziale. Poiché:

u(r) = u(0) + /Oxv(t) dt,

per soddisfare le condizioni iniziali u(0) = 0 e finale u(1) = 2 ovvero

2:/01v(t)dt,

I'unica possibilita compatibile ¢ che v(x) = u/(z) > 1. Si & visto che , inoltre, tale soluzione ¢ unica
per il Teorema di Cauchy-Lipschitz. Pertanto ’equazione si riduce a:

v'(x) = kv(z) — k
Tale equazione ¢ lineare del primo ordine a coefficienti costanti, il suo integrale generale é:
v(t) = ceM +1.

Si ricava quindi u(x) integrando:

u(z) = u(0) + /Ox(cekt +1)dz = u(0) +
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Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha u(0) =0e 2= £(eF — 1) + 1, da cui ¢ = k/(eF — 1). Al

variare di k € N le soluzioni cercate sono ug(z) = % + . Le funzioni convergono puntualmente

per k — 00, 0 <z < 1 a ux(z) = z, che & soluzione del problema limite |u'(x)| = 1, verificante solo
la condizione iniziale u(0) = 0. Si ha inoltre ug(1) = 2 per ogni k, da cui us (1) = 2 per cui non c’é
convergenza né puntuale, né uniforme su tutto [0, 1].

ESERCIZIO 26.3. Risolvere le seguenti equazioni lineari a coefficienti costanti:
(1) ¥y +y = tanz.
(2) y” + Y= sirllm'
(3) ¥y +3y +2y=v1+e"
4) y" =3y " +3y —y =5
SVOLGIMENTO.

(1) L’omogenea associata ha soluzione ¢(z,c1,c2) = ¢jcosx + casinz. Applichiamo il metodo
della variazione delle costanti, cercando quindi soluzioni particolare del tipo

y(z) = c1(x) cosx + co(x) sin z.
Deriviamo ottenendo
Y (x) = ¢ (x) cosx + cy(x) sinz — c1(z) sinx + ca(x) cos x.
Imponiamo quindi ¢ (z) cosx + ¢4(x) sinx = 0. Si ha allora
y'(z) = —c1(z) sinx + co(x) cos z,
e derivando ulteriormente
y'(z) = —c|(z)sinz + ch(x) cosz — ¢1(z) cosz — co(x) sinz.
Sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene:
—cy(z)sinx + cy(z) cosz — c1(x) cosw — co(x) sinx + ¢1(x) cosz + co(x) sinz = tan .

da cui —dj(z)sinz + ch(x) cosx = tanx. Si ottiene quindi il seguente sistema nelle incognite

e dy:

/ / ; — : /

ci(x)cosz + cy(z)sinx =0, ( cosx sinx ) ( ci(x) ) _ ( 0 >
—c(z)sinz + y(x) cosx = tanx, —sinz  cosz Ch () tan(z)

La soluzione del sistema porge ¢} (z) = —sinztanx e cy(z) = sinz, da cui c2(z) = — cosz.

Calcoliamo ¢ () utilizzando le formule! che esprimono cosz in funzione di ¢ = tan(z/2):

sin? 1—cos’z . 1
c1(z) =— dr = — | ———dx =sinx —
cos cos cos

: 2dt , 1
=sinz — :smx—i— 74-7 dt = sinz + log

1+t

1-1¢

1—t2 1—-¢ 14¢
cos(z/2) + sin(x/Q)

cos(z/2) — sin(z/2) ‘

Quindi una soluzione particolare é:

cos(x/2) + sin(z/2)

cos(x/2) — sin(z/2)

Si ottiene allora la soluzione generale

= sinz — log

y(x) = coszsinx — log cos T — cos z sin .

cos(z/2) + sin(x/2)

cos(z/2) —sm(z/2) | @)

y(x) = c1cosz + casinz — log

ITali formule porgono t = tan(z/2), cosz = 1= dx = 12:':2

1+t2, sinz =

2t
1+¢20
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(2) in modo perfettamente analogo al punto precedente, si ottiene il sistema

{c’l(x)coerCé(x)Sinx:O’ — < cosz sz ) < . (i; > B < 1/52115" >

/
1
—cy(z)sinz + cy(z) cosx = 1/sinx, —sinz cosx ch(

La soluzione del sistema porge ¢j(xz) = —1, da cui ¢ = —z e dy(x) = cosz/sinz, da cui
co(z) = log|sinz|. Quindi una soluzione particolare ¢ g(x) = log|sinz|sinx — xzcosz Si
ottiene allora la soluzione generale

y(x) = cycosx + casinz — zcosz + log | sin x| sin x.

(3) 'omogenea associata & y” +3y’ +2y = 0, il suo polinomio caratteristico & A24+3X+2 = 0, le cui
radici sono A = —1 e A = —2. L’omogenea quindi ha soluzione ®(z,c1,c3) = c1e™® + coe” 2%,
Cerchiamo una soluzione particolare con il metodo della variazione delle costanti nella forma
7(z) = c1(x)e™® + ca(x)e~2*. Derivando si ottiene

7 (z) = d(z)e ™ 4+ dy(x)e > — ¢y (x)e™ — 2co(z)e 2.
Imponiamo ¢ (z)e % + cy(x)e ?* =0 e i/ (x) = —c1(x)e™™ — 2ca(x)e~3*. Derivando ulterior-
mente si ha:
7' (x) = —cj(x)e™" — 2dy(x)e > + c1(x)e ™ 4 deg(x)e .

Sostituendo nell’equazione:
—ch(x)e " —2cy(x)e H dc (z)e " +dea(x)e 2 —3ci (z)e P —6ca(x)e 2 ¢y (z)e " Hea(2)e ™ = /1 + e
il che implica —c}(x)e™® — 2ch(x)e 2% = /1 + e®. Si ottiene il sistema
e (z)e™ + ch(z)e 2% = 0,
—cj(x)e™® — 2cy(x)e ™2 = /1 + €7,
La soluzione del sistema porge c;(z) = e®/1+ e e ch(z) = —e**/1 + €%, da cui:
2 2 2
ci(x) = /ex\/l +etdx = /\/1 +tdt = /zl/de = gz?’/Q = g(l —I—t)3/2 = 5(1 +em)3/2
2 2
co(r) = — [ V1 +erdr = — /t\/l +tdt = —2t(1+ )32 + 3 /(1 + )32 dt

2 4 2 4
= 241+t 3/2 (14t 5/2 _ _“Z 1 z\3/2 1 x\5/2
3(+) +15(+) 36(+e) +715( +ée")

Pertanto una soluzione particolare é della forma:
4
@) = —(1+ ") e,
15
e quindi ’equazione ammette la soluzione generale

4
y(:v) = cre —1—026_295 + B(l + em)5/26—2a:'
(4) L’equazione omogenea & y" — 3y” + 3y’ — y = 0, la sua equazione caratteristica & A3 — 3\? +
3\ —1 =0, ovvero (A — 1)3 = 0, pertanto la soluzione generale dell’omogenea associata &
®(x,c1,c2,c3) = c1e® + coxe® + c3x?e®. Si ha quindi il sistema:

er xe® r2e” i (x) 0
e’ e*(x+1) ze® (2 + ) Ax) | = 0
e’ e*(2+x) (24 4z + 2?) cs(x) e’ [z

Il determinante della matrice A dei coeflicienti é:

det(A) = % ((x+1)(2?+ 42 +2)+2%(x+2) + 2% (x+2) — 2% (z+1) —z(z+2)? —z(2? + 42+ 2)) = 2637,
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Per costruire l'inversa di A é necessario costruire la matrice dei complementi algebrici, calcolarne la
trasposta e dividere per il determinante. 1l calcolo lungo ma non difficile, porge:

e (2?2 +204+2) —eTx(z+1) e vz’

A7l = —e ¥z +1) et2x+1) —e 'z
e " —e~ % e ”®
2 2
1
Risulta quindi d|(z) = z/2, dy(z) = —1, dy(z) = o pertanto ci(z) = 22/4, ca(z) = —x, c3(x) =
x

log |z|/2. La soluzione particolare e quella generale risultano quindi:
y(t) = 2%e® /4 — x2e” + 2%e” log |z| /2
y(t) = c1e” + coxe® + czz’e® + x%e” /2(log |z| — 3/2)
EseErcIzio 26.4. Risolvere le seguenti equazioni:

1 x
1) ¢ = .
1)y +ytanx sin x

T _
(2) y - my =€ xyg-

(3) ¥ +y =2y

SVOLGIMENTO.
(1) Scriviamo 'equazione come equazione totale. Posto sinx # 0, si ha:

w(z,y) = (r —ycosx)dr —sinz dy

Tale forma é esatta, una primitiva ¢ data da

1
V(z,y) = 5362 — ysinz.
L’equazione totale ha quindi soluzione V(z,y) = c.
2
x“ —2c
y(x) = 2sinx

(2) L’equazione data ¢ di Bernoulli, ed ammette la soluzione identicamente nulla. Per determinare
le altre soluzioni, poniamo z = y' 2 =y 2 da cui y = 1//2.

;o 3 3 _2 3 T _ _ 2x
2= 2y"7y = -2y <e Ty +1+x2y>——2ez—z1+x2.

Siamo quindi ricondotti all’equazione lineare a coefficienti variabili
2z

1422

Scriviamo tale equazione come equazione totale:

2+ 2 = —2e ",

2
w(z,z) =p(z,z)de + q(z, 2) dz = <2€x +z _:62> dx 4+ dz = 0.

14+
Moltiplicando per 1 + 22 si ottiene? la forma esatta:

(2¢7%(1 + 22) + 2x2) dz + (1 + 2?) dz = 0.

2si poteva arrivare a trovare questo fattore integrante anche osservando che
2z 2z
62 ) - 81 ) =1 2= 7 2 )
P.2) = 0:4(w.2) = 1y = 1z al(@2)
Pertanto la forma ammette fattore integrante (ricordiamo che 14 z? > 0)

2z dx

h(z,z) =€ 142 = (1 +2°).
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Cerchiamo una primitiva di tale forma, a tal fine calcoliamo 'integrale di 2 su una spezzata
con lati paralleli agli assi congiungente (0,0) al generico punto (zg, 20):
o 2€$ 20
V (0, 20) = / oy dr + / (14 25) dz = 2(3 — e (3 + z0(2 + 0))) + 20(1 + 7).
o (I+2?) 0

Pertanto le soluzioni dell’equazione in z sono della forma
—2e7*(3+z(24+2)) +2(1+2*) =c,c€R
OVVero
c+e 23+ 224 x))
1+ 22
cui corrispondono le soluzioni in y della forma

z =

1 2 1 2
y(z) = = T ::te‘”/2\/ e .
c+e 23+ x(2+ 7)) ce® + 222 + 4x + 6

dove ¢ € R.
(3) l'equazione data ¢ di Bernoulli ed ammette la soluzione identicamente nulla. Per determinare
le altre soluzioni, poniamo z = y'=2 = 1/y da cui y = 1/2. Derivando, si ottiene:
/
= —y—Q =z —2?
Yy
Siamo ricondotti allo studio di 2’ — z = —x?, tale equazione ¢ lineare del primo ordine,
la soluzione generale dell’omogenea €& ke®, k € R, determiniamo una soluzione particolare
con il metodo dei coefficienti indeterminati: cerchiamo soluzione nella forma ax? + bx + c.
Sostituendo, si ottiene 2ax+b—ax?—br—c = —z? dacuisiricavaa =1, b—c=0e2a—b =0,
quindi b = ¢ = 2. Pertanto la soluzione dell’equazione in z & z(z) = ke® + 22 + 2z + 2. La
soluzione dell’equazione in y & quindi:

y(x) !

:ke$+$2+2$+2’

al variare di k € R.

EsSERCIZIO 26.5. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie lineari del primo
ordine e si discuta la stabilita delle soluzioni del sistema omogeneo associato.

& — 3x — 2y = cos(2t)
y—4dzrx—y=0

A:(i ?> B(t):<cos(52t)>.

Derivando la prima equazione, si ottiene 2y = & — 3% + 2sin(2t).
Sostituiamo 'espressione di ¢ ottenuta dalla seconda equazione:

2(4x +y) = & — 32 + 2sin(2t).

SVOLGIMENTO. Si ha

Riscrivendo tale espressione si ha & — 3¢ — 8z — 2y + 2sin(2¢) = 0.
Sostituiamo 'espressione di 2y ottenuta dalla prima equazione:

& — 3% — 8x — (& — 3z — cos(2t)) + 2sin(2t) = 0.
Otteniamo quindi l'equazione nella sola variabile x:
& — 3% — 8x — & + 3x + cos(2t) + 2sin(2t) = 0.
Tale equazione si riscrive come:

& — 4% — br = —2sin(2t) — cos(2t).
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L’equazione caratteristica dell’omogenea associata ¢ quindi:
N 4N —5=0,

e le sue soluzioni sono gli autovalori della matrice A, ovvero le soluzioni di det(A — AId) = 0. Nel
nostro caso si ha che gli autovalori sono A\; = 5, Ao = —1. Essi sono reali, distinti e di segno discorde.
L’omogenea associata ha quindi soluzione ®(t,cq,c2) = c1€® + c9e”t. Determiniamo una soluzione
particolare del sistema mediante il metodo dei coefficienti indeterminati, studiamo ciascun addendo
del termine noto separatamente.

Poiché £2¢ non é soluzione dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione di & —4x —
S5z = —2sin(2t) della forma @1 (t) = Acos(2t) + Bsin(2t). Derivando si ottiene @} (t) = —2Asin(2t) +
2B cos(2t) e @} (t) = —4Acos(2t) — 4B sin(2t). Sostituendo nell’equazione data:

—4Acos(2t) — 4B sin(2t) — 4(—2Asin(2t) + 2B cos(2t)) — 5(A cos(2t) + Bsin(2t)) = —2sin(2¢)

da cui —9A -8B =0e 84 — 9B = —2 quindi A = —16/145 e B = 18/145, quindi la prima soluzione
particolare é:

1 1
u(t) = _16 cos(2t) + 18 sin(2t).

145 145
Poiché +2¢ non é soluzione dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione di & —4x—5x =
—cos(2t) della forma ua(t) = Acos(2t) + Bsin(2t). Derivando si ottiene uh(t) = —2Asin(2t) +

2B cos(2t) e a4 (t) = —4Acos(2t) — 4B sin(2t). Sostituendo nell’equazione data:
—4Acos(2t) — 4B sin(2t) — 4(—2Asin(2t) + 2B cos(2t)) — 5(A cos(2t) + Bsin(2t)) = — cos(2t)

da cui —9A4 — 8B = —1 ¢ 84 — 9B = 0 quindi B = 8/145 ¢ A = 9/145, quindi la seconda soluzione
particolare é:

(1) = — cos(2t) + - sin(2¢)

us(t) = TiE cos(2t) Tap Sin(2t)-
Quindi la soluzione generale dell’equazione in x é:

x(t) = O(t,c1,c2) + ur(t) + ua(t)

16 18 9 8
= c1” 4 et — —— cos(2t) + —— sin(2t) + —— cos(2t) + —— sin(2t)

145 145 145 145
= c1e% + cpet — - cos(2t) + 26 sin(2t)
145 145 .

I’equazione in y ha soluzione

1
y(t) = i(iﬂ(t) — 3x(t) — cos 2t),
dove y -
. 5t —t .
= - — 22 cos(2
z(t) = bere coe” " + TAE sin(2t) + 5 cos(2t),
ovVVero

32 36
y(t) = c1e® — 2coe™! — 145 sin(2t) — VT3 cos(2t).

Poiché det(A) # 0, I'unica soluzione stazionaria del sistema omogeneo é 'origine. Essendo gli autovalori
reali di segni discordi, ’origine & un punto di sella.

ESERCIZIO 26.6. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie lineari del primo
ordine e si discuta la stabilita delle soluzioni del sistema omogeneo associato.

{a’t+2x—y:4t2

y—3xr—2y=20
SVOLGIMENTO. Si ha:

(3 ()
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y =&+ 2z — 4t?

Y =3z + 2y

Derivando la prima equazione, si ottiene y = & + 22 — 8t.
Sostituiamo ’espressione di g ottenuta dalla seconda equazione:

Riscrivendo il sistema dato, si ha:

3z + 2y = 2 + 22 — 8t.

Riscrivendo tale espressione si ha & + 22 — 3x — 2y — 8t = 0.
Sostituiamo 'espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

i+ 2% — 3z — 2(d + 22 — 4t?) — 8t = 0.
Otteniamo quindi I'equazione nella sola variabile x:
i+ 24— 3z — 2% — 4z + 82 — 8t = 0.
Tale equazione si riscrive come:
i —Tr = —8t* + 8t.

[’equazione caratteristica dell’omogenea associata ¢ quindi A> — 7 = 0 e le sue soluzioni \; = /7,
Ay = —/7 sono gli autovalori della matrice A. Essi sono reali distinti di segno discorde. L’omogenea

ha soluzione ®(t,c1,c2) = cleﬁt + CQe“ﬁt. Il termine noto € un polinomio, per trovare una soluzione
particolare utilizziamo il metodo dei coefficienti indeterminati osservando che 0 non é soluzione dell’e-
quazione caratteristica. Cerchiamo quindi una soluzione del tipo @(t) = at? + bt + c. Sostituendo, si
ottiene:

2a — Tat® — bt — Tc = —8t* + 8t
da cui a =8/7, b= —8/7, c = 16/49, quindi una soluzione particolare ¢ data da:
8., 8. 16
t) = 2 — “t 4 —.
=77t g
La soluzione per ’equazione in x & allora:

1
w(t) = ®(t,cr,c2) +alt) = creV™ + coe VT + %tQ - % + £

Si ha quindi

y(t) = & + 22 — 4% = 2+ VT)ereV™ + (2 = VT)ee VT - - - T

Poiché det(A) # 0, 'unica soluzione stazionaria dell’omogeneo associato & 'origine. Gli autovalori di
A sono reali distinti di segno discorde, quindi essa é una sella.

ESERCIZIO 26.7. Si risolva il sistema:
{m(t) = (1) + 5,
xa(t) =6— (),
con le condizioni (z(0),y(0)) = (1,2).

SVOLGIMENTO. In forma matriciale si ha @(t) = Axz(t) + b(t), dove:

(o) ()

L’omogenea associata ha soluzione x(t) = edtc, ¢ € R%. Calcoliamo quindi e??. Tl teorema di Hamilton-
Cayley afferma che se p(+) ¢ il polinomio caratteristico di At € Matay2(R), allora p(At) = 0. Pertanto
et si scrive come un polinomio r(-) in At di grado strettamente minore del grado di p()\). Si ha quindi
et = r(At) dove

~1
r(x)=ap+ a1z +---+ adegp_lxdegp .
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Per calcolare i coefficienti «; si procede nel modo seguente: per ogni autovalore \j, di At (ovvero radice
del polinomio caratteristico) di molteplicita up si ha

r(A\p) = e,
d#hﬂ.
e r(A\p) = et

Ripetendo per tutti gli autovalori di At si ottiene un sistema lineare determinato nei coefficienti «; di
n equazioni in n incognite, da cui i coefficienti di 7(-) e pertanto e, Nel nostro caso, data la matrice

0 t
a=(50)
il suo polinomio caratteristico & dato da p(\) = det (At — Ald2) = 0, ovvero
p(\) = N2 + 12

Si ha allora A\ = —it di molteplicitd pu; = 1, Ao = it di molteplicita puo = 1. Il sistema che ne risulta é

: _ it
{ao —1aqt = e ",

. _ it
ag + o0t = e*,

la cui soluzione &

oy = %e_it (1 + €2it) ,

je it (—1 + €2it)

“ = 2

Si ottiene quindi usando le formule di Eulero:

QAL _ < cos(t) sin(t) )

—sin(t) cos(t)

Applichiamo ora il metodo della variazione delle costanti cercando soluzioni particolari nella forma

z(t) = eAe(t). Sostituendo nell’equazione si ottiene eAt¢(t) = b(t), da cui

ct) = / e~ Ab(t) dt.
Quindi la soluzione generale ¢ data da
x(t) = etle + /eA(t_S)b(s) ds, ceR?
Calcoliamo
At=9p(s) = cos(s —t) —sin(s —t) 5\ [ Hcos(s—t)—6sin(s —1t)
€ 8= sin(s —t)  cos(s —t) 6 ) \ 6cos(s—t)+5sin(s—t) °
Si ha allora

z1(t) = cgsin(t) + ¢1 cos(t) + 5sin(t) — 6 cos(t) + 6,

xo(t) = —c1sin(t) + cacos(t) + 6sin(t) + 5 cos(t) — 5.

dove ¢; € R, i = 1,2. Sostituendo le condizioni iniziali, si ottiene:

x1(t) = Tsin(t) — 5cos(t) + 6,

x2(t) = bsin(t) 4 7cos(t) — 5.
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Osserviamo che la soluzione puod essere anche riscritta in questo modo:

7 5
z1(t) =+v250+49 | ——sin(t) — ————==cos(t) | + 6,
1(t) (\/25+49 - T U)
zo(t) =+/25+49 (5 sin(t) + T cos(t)) — 5.
V25 +49 V25449
7 5
Definito 6y € [0, 27| 'angolo soddisfacente a sin ) = —— e cos g = ——, si ottiene
0 € [0,27] I'ang 0= 0= "7

r1(t) = /T4 (sinfgsint — cosfycost) + 6 = 6 — /T4 cos(t + 6p),

w2(t) = /T4 (cosysint +sinfgcost) — 5= —5 4 /T4dsin(t + 6p),

da cui (z1(t) —6)? + (x2(t) +5)% = 74, ovvero la traiettoria nel piano x1x5 ¢ la circonferenza C centrata
in (6, —5) e di raggio v/ 74 (ovvero passante per (1,2)). Alla stessa conclusione si poteva arrivare anche
riscrivendo il sistema in forma di sistema di equazioni totali:

dry = (w2 +5)dt,
dl‘Q = (6 — .7}1) dt,

1
da cui (6 — x1)dz1 = (w2 + 5) dza. Tale equazione totale & esatta, e il suo integrale generale & ix% +

1
5:0% — 621 + 519 = ¢, ¢ € R. Riscrivendo, si ha (v1 — 6)2 + (2 + 5)2 = d, d € R e imponendo il

passaggio per (1,2) si ottiene di nuovo C.



CAPITOLO 27

Equazioni differenziali in forma non normale (facoltativo)

Un’equazione differenziale del primo ordine in forma non normale & un’equazione della forma:

F(x7yay) = 07

con F: A — R, A aperto di R3. Assumeremo F € C?(A) e continua in A. Tale equazione si dir
autonoma se 0, F = 0.

Se 0,F (z,y,p) # 0, allora localmente dal Teorema della Funzione Implicita, si ha che la variabile
p = p(x,y) ¢ esplicitabile rispetto alle altre due, quindi F(z,y,y") = 0 definisce un’equazione in forma
normale ' = p(z, ).

Il caso 0, F(x,y,p) = 0 va studiato a parte. Supponiamo che dalle relazioni

F(z,y,p) =0,
aPF(x7y7p) = 07

sia possibile ottenere un’equazione in forma implicita 1 (z,y) = 0 dove non compare la variabile p e da
cui si possa esplicitare y = y(x). Se tale funzione soddisfa il sistema precedente allora si dira che ¢ un
integrale singolare di seconda specie. Piu precisamente, data una curva y = y(x), essa ¢ un’integrale
singolare di seconda specie se F(z,y(z),y'(z)) =0 e 8,F (z,y,y' (z)) = 0 (dove ,F & la derivata di F
rispetto al suo terzo argomento).

Data una curva y = y(x), essa ¢ un integrale singolare di prima specie se F(x,y(z),y(z)) =0 e
(z,y(x),y (x)) € OA per ogni z.

Supponiamo d’ora in poi che 9,F(x,y,p) # 0. Poniamo y = p da cui pdx — dy = 0 e andiamo a
considerare il sistema lineare nelle incognite (dzx, dy, dp).

0y F(z,y,p)dz + 0y F (z,y,p) dy + OpF (z,y,p) dp = 0,
pdxr — dy = 0.

d
(1) Se in VF non compare la variabile x, sostituiamo nella prima equazione dx = —y, p#0. 11
p

caso p = 0 va studiato a parte. Si ha allora

(@F(x,ym)
p
Ricordando che le derivate parziali di F' non dipendono da x, questa diventa un’equazione

totale nelle variabili y,p. Supponiamo essa abbia soluzione V(y,p) = C con C € R. Si
perviene quindi alla soluzione in forma implicita:

F(x,y,p) =0,
V(y,p) =C.

Se da questo sistema é possibile ottenere un’equazione dove non compare la variabile p, tale
equazione rappresenta la soluzione in forma implicita.

Se cio non ¢ possibile, ma dalla seconda equazione ¢ possibile esplicitare y = f(p,C),
allora da pdx — dy = 0 ricordando che dy = 0, f(p,C)dp si ricava la soluzione in forma

+ayF(xay7p)> dy+apF(x7y7p) dp: Oa

191
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parametrica:
y=fp,C),

T :/apf(;)’@dp =: h(p,C),

F(h(pv C)v f(p7 0)7]7) =0.

Il caso p = 0 corrisponde a soluzioni costanti. Pertanto se esiste C' € R tale che F(z,C,0) = 0,
allora l’equazione ammette la soluzione costante y = C' (integrale singolare).

(2) Se in VF non compare la variabile y, sostituiamo nella prima equazione dy = pdz. Si ha
allora

(0:F(x,y,p) + poy,F(x,y,p)) dx + 0pF(x,y,p)dp =0,

Ricordando che le derivate parziali di F' non dipendono da y, questa diventa un’equazione
totale nelle variabili z,p. Supponiamo essa abbia soluzione V(z,p) = C con C € R. Si
perviene quindi alla soluzione in forma implicita:

F(z,y,p) =0,
V(x,p) =C.

Se da questo sistema é possibile ottenere un’equazione dove non compare la variabile p, tale
equazione rappresenta la soluzione in forma implicita.

Se ¢id non ¢ possibile, ma dalla seconda equazione ¢ possibile esplicitare z = f(p,C),
allora da pdx — dy = 0 ricordando che dz = 0,f(p,C)dp si ricava la soluzione in forma
parametrica:

z = f(p,C),
y= /papf(p, C)dp =: h(p,C),
F(f(p,C),h(p,C),p) = 0.

OSSERVAZIONE 27.1. Un caso particolare & dato da equazioni della forma:
9" (%) + Poo1(2, )" (@) + - + Pu(a,y)y(x) + Po(z, y)y(z) = 0.
In questi casi si considera il polinomio nella variabile A
Q) := X"+ Py (2, y)N" 1 4 Po(a, y),
e lo si fattorizza ottenendo un prodotto di n fattori lineari:

n—1

QW) = [T\ - Fiu(a,9)).

k=0

Detta fi(x,y,Ck) = 0 la soluzione in forma implicita di y(x) = Fi(z,y) al variare di k =0,...,n — 1
e (' € R, la soluzione finale in forma implicita é:

n—1
k=0

ESERCIZIO 27.2. Risolvere I'equazione z = 3/ + ¢V'.

SVOLGIMENTO. Poniamo 3 = p, da cui dy = pdx. L’equazione diventa F(z,y,p) := x—p—eP = 0.
Il dominio di F ¢ tutto R3, quindi non vi sono integrali singolari di prima specie. Inoltre OpF # 0,
quindi non vi sono integrali singolari di seconda specie. Si ha VF(z,y,p) = (1,0,—1 — €P), da cui
Pequazione totale dz + (—1 — eP)dp = 0. Tale equazione ¢ a variabili separate, quindi si ottiene
immediatamente

w(p)z/(1+ep)dp:p+ep+c,ceR.
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Dovendo poi essere F(z,y,p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx = p(1 + €P) dp, si ha

2 2
y(p)z/p(1+e”)dp=p2+/pep=1;+(p—1)ep+d,deR.

La soluzione in forma parametrica é quindi:

£(p) =/u+émm:p+&

y(p) /(1+ep 172/ :% p—1)eP +d, d € R.

ESERCIZIO 27.3. Risolvere l'equazione x =y’ + log |/|.

SVOLGIMENTO. Il problema & posto in R3\ {p = 0}. Poniamo 3’ = p, da cui dy = pdz. L’equazione
diventa F'(z,y,p) := x — p — log |p| = 0. F non & continua su p = 0, quindi escludiamo la presenza di
integrali singolari di prima specie. Da 9,F(z,y,y’) = 0 otteniamo ¢’ = —1, quindi y(z) = —z + ¢, ma
questa curva non soddisfa F(z,y(x),y' (x)) = 0, quindi escludiamo la presenza di integrali singolari di
seconda specie.

Si ha VF(z,y,p) = (1,0,—1 — 1/p), da cui 'equazione totale dx + (=1 — 1/p)dp = 0. Tale

equazione € a variabili separate, quindi si ottiene immediatamente

x@w:/u+¢mwm=p+mmm+aceﬁ.

Dovendo poi essere F(x,y,p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx = p(—1 — 1/p) dp, si ha

2
y(p)z/p(1+1/p)dp=p2+p+d,deR.

La soluzione in forma parametrica & quindi:
z(p) = p+loglpl,

p2
y(p) :?+p+d,deR.

Dalla seconda equazione ¢ possibile esplicitare p, ottenendo p = —1 £+ /1 — 2(d — y), quindi si ha la
soluzione in forma implicita:

x:—lim—i—log‘— 1-2d—y)|, deR.
Definendo la costante C = 1 — 2d € R, otteniamo
x:-liMHeg‘—u Crl.cer
ESERCIZIO 27.4. Risolvere I'equazione y = e¥ (/' — 1).
SVOLGIMENTO. Poniamo F(x,y,p) = —y + €P(p — 1). Il dominio di F & tutto R3, quindi non vi

sono integrali singolari di prima specie. Si ha 0,F(z,y,p) = eP(p — 1) + €? = peP nullo solo se p = 0,
quindi O, F(z,y,y") = 0 se y' = 0, ovvero y = ¢, ¢ € R. Sostituendo, si ha F(z,¢,0) = —¢ — 1, nullo
per ¢ = —1. Quindi y(z) = —1 & integrale singolare di seconda specie.

Si ha VF(z,y,p) = (0,—1,peP), da cui 'equazione totale —dy + (peP) dp = 0. Tale equazione ¢ a
variabili separate, quindi si ottiene immediatamente

y(P):/(pep)dpzep(p—l)—i—c,CGR.
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Dovendo poi essere F'(z,y,p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx, e —dy + (peP) dp = 0, dividendo
per p # 0 (il caso p = 0 & gia stato trattato) si ha ovvero dz = eP dp, quindi z(p) = e? +d, d € R. La
soluzione in forma parametrica & quindi:

z(p) =el+d,deR.

Dalla seconda, si ha p = log(z — d), quindi sostituendo nella prima si ricava la soluzione in forma
esplicita:

y(x) = (z — d)(log(z — d) — 1),
cui va aggiunta la soluzione singolare y(x) = —1.

ESERCI1Z10 27.5. Risolvere I'equazione y = [¢']* + /1 + [¢/]2.

SVOLGIMENTO. Poniamo F(z,y,p) = —y + p? + /1 + p2. 1l dominio di F ¢ tutto R3, quindi non
vi sono integrali singolari di prima specie. Si ha

p p
OpF(z,y,p) =20+ ———==p | 2+ —=
W F( ) T T2

nullo solo se p = 0, quindi 9,F(z,y,y’) = 0se y = 0, ovvero y = ¢, ¢ € R. Sostituendo, si ha
F(z,¢,0) = —c+ 1, nullo per ¢ = 1. Quindi y(z) = 1 ¢ integrale singolare di seconda specie.
Si ha

VF(xvyup) = (07 _152p+ p) )

V14 p?

da cui ’equazione totale

—dy + <2p+p> dp = 0.

1+ p?

Tale equazione é a variabili separate, quindi si ottiene immediatamente

y(p) =/ <2p+\/1]172> dp=p*++/1+p>+c, ceR.
p
Dovendo poi essere F(z,y,p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdzx, e —dy + (peP) dp = 0, dividendo

1
per p # 0 (il caso p = 0 & gia stato trattato) si ha ovvero do = | 2+ ——— | dp, quindi

V1+p?
z(p) =2 +/1 d
p p Tt 2 p

Posto v/1+ p? = p+ v, si ha 1+ p? = p? + 2pv + v2, quindi
11— —40? — 24202 241

20 P 492 202 WY

p:

Pertanto

[

La soluzione in forma parametrlca é quindi:

y(p) =p*++/1+p%

z(p) =2p+loglp—/1+p?|+d, deR,

cui va aggiunta la soluzione singolare y(x) = 1.

2+1 1
/1 U2 vt dv:/dvzlog]v log |p — V14 p?| +d, dR.
v

+uv 202
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ESERCIZIO 27.6. Risolvere I'equazione di Clairaut y = xy’ + f(y/).

SVOLGIMENTO. Poniamo F(z,y,p) = zp—y+ f(p). Poniamo 3’ = p da cui dy = pdz. Cerchiamo
integrali singolari: 0,F (z,y,p) = = + f'(p), che si annulla per = — f/(p), da cui l'integrale singolare
in forma parametrica

y(p) =—f'(p)p+ fp),

z(p) =—f"(p),
Supponiamo ora x + f'(p) # 0. Si ha VF(x,y,p) = (p, =1,z + f'(p)), da cui I'equazione totale

pdx — dy+ (z + f'(p))dp = 0.

Poiché VF non dipende da y, sostituiamo dy = pdx ottenendo (z + f'(p))dp = 0 da cui dp = 0,
quindi p = ¢, ¢ € R. Si ha allora y = cx + f(c), ¢ € R, cui va aggiunto l'integrale singolare in forma
parametrica trovato.

EsERcIzZ10 27.7. Risolvere 'equazione di d’Alembert y = zf(y') — g(y') con f(p) # p.

SVOLGIMENTO. Osserviamo preliminarmente che se f(p) = p, 'equazione diventa un’equazione di
Clairaut. Supponiamo f(p) # p. Poniamo F(z,y,p) = xf(p) — g(p) — y. Poniamo y = p da cui
dy = pdz. Cerchiamo integrali singolari: 0,F (z,y,p) = xf'(p) — ¢’'(p). Studiamo i valori per cui
quest’espressione si annulla: se f'(p) = 0 allora necessariamente ¢’(p) = 0 e si ha f(p) = c1, g(p) = ca,
¢ € R quindi lintegrale singolare ¢ y = c1x — ¢, ¢1,¢2 € R. Se invece f'(p) # 0, si ha lintegrale
singolare in forma parametrica:

_d(p) B
V=0 f(p) —g(p).

Supponiamo ora x f'(p)—¢'(p) # 0. Siha VF(z,y,p) = (f(p),—1,zf' (p)—¢'(p)), da cui 'equazione
totale

f(p)dz — dy + (zf'(p) — ¢'(p)) dp = 0.
Poiché VF non dipende da y, sostituiamo dy = p dx ottenendo
(f(p) = p)dz + (zf'(p) — ¢'(p)) dp = 0.
da cui, essendo f(p) # p,
d !/ /
de  f'0) 90 ’
dp  flp)—p  flp)—»p
che ¢ un’equazione lineare in x = z(p). Sia z(p,c) la soluzione generale di tale equazione con ¢ € R.
Si ottiene la soluzione dell’equazione di partenza in forma parametrica al variare di ¢ € R:

{w = x(p, ¢),

y =xz(p,c) f(p) —9(p)-
EsERCIZIO 27.8. Si trovi la soluzione generale dell’equazione differenziale:
(@) = 23/ (2))% — ¥ (y/(2))°.
Si determini poi in forma esplicita la soluzione relativa alle condizioni y(1) =0, y'(1) =3

SVOLGIMENTO. Osserviamo che il problema ammette le soluzioni y/'(z) = 0, ovvero y = cost. Se
y'(z) # 0, dividendo per (y'(z))? si ottiene

I
9]
=
&
@\
—
8
~—
|
»

che si riscrive come



196 27. EQUAZIONI DIFFERENZIALI IN FORMA NON NORMALE (FACOLTATIVO)

Tali funzioni quindi debbono differire per una costante:
1

y'(z)
Se scriviamo tale equazione come equazione totale si ha:
w(@,y) = p(z,y)dz + q(z,y) dy = dz + (—€? + 2z — c1) dy = 0.
Tale equazione non €& esatta, tuttavia si ha:
3yp(x, y) B aq(:E? y)
—p(z,y)

che puo essere vista come funzione della sola y. Quindi si ottiene il fattore integrante \(z,y) = el2dy —
e?Y e I'equazione \w = 0 ¢ esatta:

= V@) _op 4 c1, c1 €R.

=2,

3y
\w = eXdx + (—639 + 2ze?Y — cler) dy = d |ze?¥ — € _ Ay

3 2
Si ottengono allora le soluzioni in forma implicita:
3y
e Cl ) 2y
—— r——) e =co, c1,c0 € R.
3 " ( 2 2 b

Sostituendo le condizioni date in quest’espressione, si ha co = 2/3—¢1/2. Se sostituiamo tali condizioni
nell’espressione 1/y' = e¥ — 2x + ¢; si ottiene 1/3 =1 —2+ ¢1 da cui ¢; =4/3 e ¢o = 0, pertanto

3y 2
_eg‘i_(m'_zg)ezy:

Dividendo per €?¥ e passando al logaritmo si ha:
y(x) =log (3x — 2).

d
Altro modo: poniamo y' = p da cui ¢y’ = d—p e dy = pdz. Sostituendo nell’equazione data si ha:
x

d
L= — e,
dx

v dp

dx’
In forma di sistema di equazioni totali si ottiene allora:

dp = (2p* — e¥p?) d,
dy = pdzx,

e quindi:

dp + (eYp* — 2p) dy = 0.
Scriviamo tale equazione nella forma w(y, p) = ¢, (y,p) dy + ((y, p) dp = 0, dove (,(p,y) = e¥p* — 2p
e (p(y,p) = 1. Cerchiamo un fattore integrante per questa equazione. Si ha:

Sy (Y, p) — 0yGp(y,p) = f(0)&y(y, ) + 9(¥) (Y, p),

ovvero 2¢¥p — 2 = f(p)(e¥p® — 2p) + g(y).

Derivando in y questa espressione si ha 2e¥p = f(p)e¥p? + ¢'(y). Scegliamo pertanto f e g in modo
che 2p = f(p)p? e ¢ = 0 ovvero f(p) = 2/p e g = cost. Si ha quindi 2e¥p — 2 = 2e¥p — 4 + g(y). e
pertanto g(y) = 2.

La forma w(y,p) ammette quindi il fattore integrante

2y
My, p) = eJ —f@) dp+[g(y)dy _ ~2logp+2y _ %,

p
e si ha:

ey ( 2¢2Y e3y e2y
My, p)w(y,p) = — dp + e3y—>d :d[—}
(¥, p)w(y,p) oy " y 3"
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Si ottiene cosi:

che puo essere scritta anche come:

Poiché % dy = dx si ottiene:

Y _ —2y
dx:%dy,cel&

e integrando:

1 1
T = gey + ice*Qy +d, ¢,d € R.
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Sostituendo le condizioni p(1) =4'(1) =3 ey(1) =0sihac=0ed =2/3, dacuiz =¢¥/3+2/3 ¢

quindi y(x) = log(3z — 2), che conferma il risultato precedente.






CAPITOLO 28

Studi qualitativi (facoltativo)

EsSERCIZIO 28.1. Si consideri, per ogni « € R, il seguente problema di Cauchy per x > 0:

y(x) =1-2y*(a),
y(0) =a.

Si chiede di effettuare uno studio qualitativo delle soluzioni del problema dato al variare del parametro
reale «, con particolare riguardo al limite per x — 400, qualora si possa considerare, o all’eventuale
presenza di un asintoto verticale. Discutere I’esistenza e I'unicita di un valore o* tale che la corrispon-
dente soluzione y* risulti monotona su [0, +00). Si estenda infine lo studio precedente alla semiretta

(—00,0].

Si dica se esistono soluzioni definite su tutto R.

SVOLGIMENTO. Vale il teorema di esistenza e unicita locale.

(1)

(2)

Punti a tangente orizzontale e regioni di monotonia: si ha v = (1 — zy)(1 + zy) pertanto ¢’
si annulla sui quattro rami delle due iperboli equilatere di equazioni xy = +1. Per continuita
si ha che ¥’ > 0 nella regione connessa da essi delimitata contenente gli assi.

Simmetrie: posto z(x) = —y(—=z), si ha che z soddisfa la stessa equazione soddisfatta da
y, pertanto se y(x) ¢ soluzione per x > 0, anche la funzione di grafico simmetrico rispetto
all’origine é soluzione per x < 0. Limitiamo quindi lo studio al caso > 0.

Regioni invarianti: consideriamo il sistema @ = 1, § = 1 — 2%y?. Per questo sistema si ha che
le due regioni connesse di piano definite da {|xy| > 1, z > 0} sono invarianti, pertanto tali
regioni sono invarianti in avanti per ’equazione di partenza e i punti della loro frontiera sono
punti di massimo relativo per la soluzione. In modo analogo si ottiene che {|zy| > 1, z < 0}
sono invarianti all’indietro e i punti della loro frontiera sono punti di minimo per la soluzione.
Studio del caso o > 0, x > 0: Sia « > 0, la soluzione per x > 0 & crescente e quindi incontra
il ramo di iperbole nel primo quadrante nel punto di massimo (zq,%q) con 1/zq = yo > a, €
poi € decrescente: quindi per x > x, essa é limitata dall’alto da y, e dal basso dal ramo di
iperbole contenuto nel primo quadrante. Pertanto se o > 0 la soluzione & definita per ogni
x > 0. Per x > z, essa é strettamente decrescente e limitata dal basso e quindi ammette
limite finito, pertanto deve avere un asintoto orizzontale. Poiché ¢/(z) = 1 — 2%y(z)? e il
limite per x — 400 di questa espressione deve essere nullo, 'unica possibilita & che si abbia
y(x) — 0T per z — +o0.

Studio del caso >0, > 0: Se a = 0, si ha 3(0) = 1 quindi esiste un intorno di 0 dove la
soluzione ¢ strettamente crescente, in particolare esiste € > 0 tale che y(¢) > 0ey/(¢) > 0. A
questo punto I’andamento ¢ il medesimo del caso per o > 0.

Studio del caso o < 0, x > 0: osserviamo che il primo quadrante & una regione invariante
in avanti, pertanto tutte le soluzioni che vi entrano ad un certo istante x¢p > 0 vi rimangono
per tutti gli istanti successivi, crescono a partire da xg fino all’intersezione con il ramo di
iperbole nel primo quadrante (che avviene nel punto (x4, ¥ya) cOn T4 > xg € yo > 0 e poi
decrescono asintoticamente verso 0. Poiché v/ < 1, per & > 0 la soluzione & sempre sotto alla
retta y = x 4 «, e in particolare per a < —1 tale retta interseca il ramo di iperbole nel IV
quadrante. Pertanto una soluzione con a < —1 cresce fino a toccare un punto di tale ramo
di iperbole (dove ha il massimo) e poi entra in una regione invariante di decrescenza. Se
avesse limite finito, esso dovrebbe essere nullo perché la soluzione dovrebbe avere un asintoto
orizzontale e quindi passando al limite nell’equazione, si dovrebbe avere y — 0, tuttavia cid
non & consentito per I'invarianza della regione di decrescenza, dunque il suo limite ¢ —co. E
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necessario stabilire se raggiunge —oo in tempo finito oppure no. A tal proposito, notiamo che
per il teorema di esistenza e unicita, esiste € = () > 0 tale che la soluzione sia senz’altro
definita per |z| < € e per > ¢ nell’intervallo massimale di definizione vale 3 < 1 — g2y
Consideriamo quindi la soluzione di 2 = 1 — €222 e procediamo con il confronto. Si ha:

dz
/(1—52)(1+52) —t+c

da cui
1 1+ez
—1 =t+C
2 % < 1—ez ) *
e quindi, per K € R costante opportuna
1+ez Rt
1—ez
da cui:
1 Ke* —1
2(t) = ——7—
e Ke2t +1

Se K < 0 si ha che z(t) — —oo per t — t;. := log(|1/K]|)/(2¢), tale valore & positivo se
K < —1, e poiché y(z) < z(x), si ha che y(z) ha un asintoto verticale per ¢t — ¢, _. In
particolare cio accade se z(e) < —1/¢, pertanto tutte le soluzioni che entrano nella regione
invariante di decrescenza del IV quadrante hanno un asintoto verticale.

Soluzioni monotone su [0, +oo[: Affinché una soluzione sia monotona per x > 0 deve essere
monotona crescente e quindi non deve mai entrare nelle regioni invarianti di decrescenza. Per
Iinvarianza del I quadrante si ha che essa deve essere compresa nella regione di piano del IV
quadrante al di sopra del ramo di iperbole zy = —1. Sia y(«, z) la soluzione dell’equazione
valutata al tempo x soddisfacente y(a,0) = o Osserviamo che se ay < a9 si ha y(ai,z) <
y(ag, x) per ogni x dove le due soluzioni sono definite. Poniamo:

A={aeR: esiste 2o >0: y(a,zq) = 1/z4},

esso € l'insieme delle condizioni iniziali corrispondenti a traiettorie che entrano nella regione

invariante del primo quadrante. Poiché [0, +00[C A e a ¢ A per ogni o < —1, si ha che tale

insieme ¢ non vuoto ed inferiormente limitato, pertanto esiste o™ € R, o™ = inf A.
Analogamente si ponga:

B={a€eR: esiste xq >0: ylo,zq) = —1/z4},

esso € l'insieme delle condizioni iniziali corrispondenti a traiettorie che entrano nella regione
invariante del quarto quadrante. Poiché | — 0o, —1] C A e a ¢ A per ogni a > 0, si ha che
tale insieme & non vuoto e superiormente limitato, pertanto esiste a= € R, o~ = sup B.

Proviamo che a™ ¢ A: se per assurdo o™ € A si ha che la traiettoria y(a™, x) interseca il
ramo di iperbole del primo quadrante in un punto (x,+,1/x,+). Sia T > z,+ e consideriamo
la soluzione y che all’istante Z valga 1/Z. Tale traiettoria (poiché y' < 1) ¢ definita in tutto
I'intervallo [0, Z] (in cui & maggiore o uguale della retta di coefficiente angolare 1 passante per
(z,1/z). Inoltre si ha y(a™,z) all’interno della regione invariante, quindi y(at,z) > 3(z), e
percid 7(0) = @ < y(a™,0) = a™, quindi @ € A contro la definizione di a™. In modo del
tutto analogo si prova che a~ ¢ B.

Quindi se « € [a~,a™] la traiettoria per # > 0 non entra in nessuna delle due regioni
invarianti di decrescenza, pertanto essa é strettamente monotona crescente, contenuta nel
quarto quadrante e il suo limite é nullo. Discutiamo 'unicita: siano ap < ag con aq,as €
[, a™] e siano y;1 (), y2(x) le corrispondenti traiettorie: si ha allora yi(x) < yo(z) < 0 per
ogni x

L) — (@) = () ~ 13() > 0
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FIGURA 28.1.1. Lo studio di y = 1 — 2%y?, y(0) = a, a € R

quindi la differenza y2(x) —y1 (z) € una funzione strettamente crescente che vale ap —ap > 0in
0. Tuttavia entrambe le traiettorie convergono allo stesso limite per x — 4-o00. Cio & assurdo,
quindi ot = a~ = o*.

(8) Conclusione: Lo studio della semiretta < 0 ¢ riconducibile per simmetria a quello per > 0.
Le soluzioni definite su tutto R sono quelle corrispondenti alle condizioni iniziali |o| < —a*
(che sono prolungabili su tutto R da ambo le parti).

EseERrcCIz1O 28.2. Dato il problema di Cauchy

2
/ 4 L

YV T Uy

y(1) =0,

si chiede di studiare esistenza ed unicita, locale e globale, della soluzione e tracciarne un grafico
qualitativo.

SVOLGIMENTO. Poniamo )

f(z,y) 23/4*@-

Si ha che le ipotesi del Teorema di Cauchy sono soddisfatte, ma non & detto che le soluzioni massimali
possano essere prolungate a tutto 1’asse reale. Andiamo a studiare le curve di punti stazionari ¢ = 0.
FEsse sono date da:
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quindi se > 0 le curve sono

x
=+
Y 1+
mentre se x < 0 allora le curve dei punti stazionari sono
—x
=+ .
Y 11—z
D’altra parte, posto z(z) = —y(—z), si ha
z? 4 z?

! ! 4
pertanto 'insieme delle soluzioni & simmetrico rispetto all’origine.

Si ha che R? \ {(x,y) : f(z,y) = 0} ¢ diviso in quattro regioni connesse, due a due simmetriche
rispetto all’origine. Chiameremo R~, RT, Q" e Q~ le regioni connesse di R?\ {(z,y) : F(z,y) = 0}
contenenti rispettivamente (—1,0), (1,0), (0,1), (0,—1). Osserviamo che R* sono regioni di decre-
scenza e che BT & una regione invariante, pertanto I'intervallo massimale di definizione della soluzione
contiene [1, +00].

Per t > 1, la soluzione & strettamente monotona, e contenuta nella regione R a sua volta contenuta
nella regione {(x,y) : y > —1}, pertanto ammette limite finito £ a +o00. Per il teorema dell’asintoto,
passando al limite nell’equazione si ottiene che per ¢ — +oo la soluzione & asintotica a —1. Questo
conclude lo studio per £ > 1. Studiamo il caso t < 1. Procedendo a ritroso da t = 1, la soluzione cresce
fino ad incontrare la curva dei punti stazionari in un punto 0 < ¢ < 1, ivi ha un massimo 0 < M < 1 e
poi decresce fino ad entrare nella regione R~ dove ha un punto di minimo. La regione R~ é invariante
all’indietro, pertanto la soluzione é definita su tutto R. Procedendo verso —oo, si ha che la soluzione é
crescente e limitata da 1 perché contenuta in R™, quindi ammette limite e ammette asintoto orizzontale
a —oo. Passando al limite nell’equazione si ottiene che essa € asintotica a 1.

Curiosita: In figura i punti di massimo e di minimo appaiono estremamente vicini e pressocché
indistinguibili. In effetti, una loro approssimazione numerica porge (0,01303,0,113630) per quanto
riguarda il massimo e (—0,01303,0,113627) per quanto riguarda il minimo, il rapporto dy/dz ¢ di
circa 1,1 - 107, molto piccolo per essere nitidamente osservato in questa scala.
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CAPITOLO 29

Lezione del giorno mercoledi 17 gennaio 2018
Serie di Fourier (2 h)

ESERCIZIO 29.1. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica e pari definita da f(t) = g —t
per t € [0, 7).
(1) Scrivere lo sviluppo in serie di Fourier di f;

(2) Studiarne la convergenza;
(3) Valutare la somma della serie in t = 0.

SVOLGIMENTO.

oo
@+Zancosnt. Si ha per n € N, n # 0:

(1) La funzione ¢ pari, quindi f(t) = 5

1
a0 =+ =2 [ ra
T
1 2 T 2 sinnt]” T sinnt
n =— tdt = ——1 tdt = — ——1 — — dt
“ m f()cosn 71'/0 (2 )Cosn 71'([(2 ) n ]0 /0 n )

_2 [_cosntr 20— (1))
P

n=1

nmw n n2

Pertanto:

f= ii (1—?(151)") cos nt.
n=1

Osservando che a, = 0 se n = 2k ¢ pari e a, = 4/(7mn?) se n = 2k + 1 ¢ dispari, si ha:

o 2. cos ((2k + 1)t)
N Z (2k+1)2

(2) Si ha che la serie converge alla funzione in L?, perché la funzione ¢ periodica e limitata. Per
quanto riguarda la convergenza puntuale, posto:

2 —-1)™)
— Z cosnt,
ﬂ- :

si ha che:

(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f & continua e derivabile, quindi vi & convergenza
puntuale S(t) = f(t).

(b) perognit = kn, k € Z, si ha che f & continua e presenta un punto angoloso, quindi anche
in questo caso S(t) = f(t).

I 1
(3) In particolare, S(0) = f(0) = 7/2, concludiamo percio che g - kz_o hr 1 da cui si

> 1 2
puO dedurre che kz_o m = §
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ESERCIZIO 29.2. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, pari, definita da f(t) = 3(w+1)
per t € [—m,0]. Dopo aver verificato che la f ¢ sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo.
1

o0
Utilizzando poi 'uguaglianza di Parseval, determinare la somma della serie numerica Z m.
n

n=0

SVOLGIMENTO. La funzione ¢ periodica e limitata, pertanto in L?(0,27) e dunque sviluppabile in

serie di Fourier. Si ha:
" 0 (m+1)*]°
/ yf(m?dt:z/ 9(7r+t)2:18[ ' ] — 6.

—T —T

Essendo f pari si avra

S(t) = % + 3 ag cos(kt),

k=1
con

1 /7 9 [0 9 [0 6 270

ag = W/_ﬂf(t)dt: =] styd= W/_ﬂ3(7r+t)dt: ; [(”;t) ersw

i 0 0

ay = 71T/—7r f(t) cos(kt) dt :% - f(t) cos(kt) dt = i/_w 3(m 4 t) cos(kt) dt
6
T

[(Ht)sm(kt)]:_6/0 sin(kt) 6 [_cos(k:t)]o =5 0y

k k km k| mk?

T J—m

Quindi per k > 1 si ha che a;, = 0 se k = 2n & pari e a; = 12/(nk?) se k = 2n + 1 & dispari. Si ha
quindi:

312 Scos((2n+ 1)1)
S(t) =g+ w; (2n + 1)

Per 'uguaglianza di Parseval si ha:

o |f(0)] dt—T+§Zak,
& k=1
OVVETro.
9 72 & 1
3t =nt4 =

La somma richiesta vale pertanto 74/96.

ESERCIZIO 29.3. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica, definita da
2 set e |—m0
o= { i

-1 setel0,n]
Dopo aver verificato che la funzione é sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utilizzare
quindi 'uguaglianza di Parseval per determinare la somma della serie numerica

> 1
7;) (2n+1)2

(Nota: i coefficienti di indice pari dello sviluppo sono nulli.)

SVOLGIMENTO. Proviamo che f € L?(—n, 7).

T 0 s
113 = [ 1rPae= [ iR [C15OF @ = ans = 5w <o

—Tr
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Poiché f € L?(—n,7), essa & sviluppabile in serie di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo in
serie di Fourier:

1 1 ["
CLo:/ f(t)dt == f(t)dt+/ fydt=2-1=1
T —r T 0
1 10 1 [
ar = — f cos kt dt = f(t) cos ktdt + — f(t) cos kt dt
T ) T
0 T o t=m
= 2/ cos kt dt — / cos ktdt = [sm kt} 1 [51n kt] =0
m 0 m t=— T ko liso
1 10
b, = — f sin kt dt = f( ) sin kt dt + f sin kt dt
™ —Tr
0 o8 cos k15T
:2/ sin kt dt — 1/ sin kt dt = [ CObkt} —1{ CObkt]
T T k T k =0

310

(cos(km)/k — 1/k)

>u~

(1/k — cos(—km)) +

1
= 71_k( 2 4 2 cos(km) + cos

Cio implica che by, = 0 se k & pari e by, = —6/(7k) se k ¢ dispari.

km) — 1):%(0081'{?7?—1).

—~

Osservando che g(t) = f(t) — 1/2 ¢ una funzione dispari (infatti vale 3/2 per t € [—m,0[ e —3/2
per t € [0, 7[) si poteva dedurre immediatamente che a; = 0 per ogni k > 0, infatti si ha:

/7T g(t)cosk:talt:/7r (f(t)—;) cos kt dt = ! f(t) cos kt dt,

dove il primo termine é nullo per disparita. Pertanto si ha

o0
f(t> = %"’ZakCOSk‘t—Fkaink‘t: R
k=0 k=0

Per la formula di Parseval, si ha:

L (" ropra a3+1z 2 4 p2
1 _a 1y,
o | . 4 2 kTR

ovvero nel nostro caso:

1 18 <& 1

172 (2n + 1)
n=0

da cui si ottiene:
S e
= —.
vt (2n+1) 8
ESERCIZIO 29.4. Si consideri la funzione v : R — R, 27-periodica definita da:

u(t) = —t se —w<t<0,
Tl 7 se0<t<m.

(1) Verificare che u ¢ sviluppabile in serie di Fourier e calcolarne i coefficienti.
(2) Studiare la convergenza puntuale della serie.
(3) Utilizzando i risultati dei punti precedenti, calcolare la somma della serie numerica:

1

.
Za(2h+ 1)

o0

SVOLGIMENTO.
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(1)

(2)

29. Serie di Fourier

Si ha che la funzione w & periodica e |u(t)| & limitata su [—m, 7], pertanto la funzione &
sviluppabile in serie di Fourier. Calcoliamo i coeflicienti dello sviluppo in serie di Fourier:

1 s 1 0 1 s
ap =~ f(t)dt:/ —tdt+/ wdt=" 4 x=""
- 0

m ) s 2 2
17 I L[
ap = — f(t) cos(nt) dt = — —tcos(nt)dt + — mcos(nt) dt
T J)_n ) T Jo
== [sm(n)] + — sin(nt) dt + —[sin nt]i=¢
™ n t=—m nmw ) _n n
1 _ 1—(=1)"
= —ﬁ[cos o — R —
1 (7 I e
b, = — f(t)sin(nt) dt = / —tsin(nt) dt + / msin(nt) dt
T J_x L p—— ™ Jo
1 [teos(nt)]=" 1 [0 1 -
== [cos(n)} - cos(nt) dt — —[cos nt]i=F
T n P (Y iy n
=D =pr-1 1
n n T n

La serie di Fourier risulta quindi:

a > 31 = (=) =1 sin nx
0 . -1)" —

u(z) = 5 + Z an cos(nx) + by, sin(nx) = i + Z:l o cos(nx) + :
n=

n
n=1

La funzione w é di classe C* a tratti, per cui la sua serie di Fourier converge a u nei punti
di continuita e alla media dei valori destro e sinistro di u nei punti di salto. Nel nostro caso,
la funzione & continua in ogni punto ad eccezione dei punti xp = 2kw, k € Z, dove il limite
destro vale 7 e il limite sinistro vale 0 (si osservi che nei punti (2k+1)7 con k € Z la funzione
é continua). Pertanto in 0 la serie di Fourier di u converge a /2, cioé si ha:

T 37 1—(=1)"
7_7_2444L

- ™2

2 4

n=1

Notiamo che i termini di indice pari della sommatoria sono tutti nulli, per cui si ha:
T 2 i 1
4 74~ (2n+1)?’
n=0

pertanto la somma richiesta vale 72 /8.

OSSERVAZIONE 29.5. Riepiloghiamo i criteri di convergenza per la somma parziale N-esima S){,
della serie di Fourier di una funzione f:

(1)
(2)

Convergenza in L% S]{, converge a f in L%(0,27) se f & 2m-periodica e f € L?(0,27).

Convergenza puntuale: Supponiamo che f sia 2w-periodica, continua e derivabile ovunque
eccetto al piu un insieme finito di punti. Inoltre, supponiamo che i punti di discontinuita di
f e f’ siano di tipo salto, ovvero esistano finiti i limiti destro f(z™) e sinistro f(z7) della

funzione e f'(z7) e f/(z7) della sua derivata. Allora SJ{,(:/U) converge a f(z) se f & continua

f@t) = f(=7)
2

f in x. In particolare, se se f & 2m-periodica, continua, derivabile ovunque eccetto al pitt un
insieme finito di punti e nei punti di non derivabilita si abbia che esistano finiti i limiti destro
e sinistro della derivata, allora S}; converge puntualmente a f(x).

Convergenza totale e uniforme: Supponiamo che f sia 27-periodica, di classe C' nel
complementare di un insieme finito di punti. Inoltre, i punti di discontinuita della funzione f
e della sua derivata f’ siano di tipo salto, ovvero esistano finiti i limiti destro f(z™) e sinistro

in z, altrimenti converge alla media tra il limite destro e il limite sinistro di
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f(x7) della funzione e f'(z) e f'(z7) della sua derivata. Allora S]{, converge totalmente e
quindi uniformemente a f in ogni intervallo compatto non contenente punti di discontinuita di
f. In particolare, se f 27-periodica, continua e di classe C! nel complementare di un insieme
finito di punti dove esistono finiti il limite destro e sinistro della derivata, allora la convergenza
¢ totale e uniforme su tutto R.

ESERcCIZ10 29.6. Sia g(z) := (7 — ) con = € [0,7]. Si consideri la funzione u ottenuta prolun-
gando g a tutto [—m, ] per disparita, e poi a tutto R per 2m-periodicita. Si scriva lo sviluppo in serie
di Fourier di u e se ne studi la convergenza.

SVOLGIMENTO. Si ha che i coefficienti a,, sono tutti nulli, perché u & dispari.

1 [" 2 [" 2 ["
b, = / w(z) sinnz dr = / w(z) sinnz dr = / g(x) sinnz dz
0 0

L - T us

2 (7 2 (7
=— / x(m —x)sinnx dr = — / (—2? + 7z) sinne dz
™ Jo ™ Jo
2 2 g 2 g
== [— cos nw(—mQ + wa:)} + — | cosnx(—2z+7m)der=— [ cosnz(—2x+ m)dx
™ n ™ Jo ™ Jo
2 [sinnzx T T 4 L
= — (—2x+m)| + — 2 sinnrdr = — [ sinnzdx
™ ™ 0 ™ 0

_ 4 [*COSMUK: 4( (=1

n? n n3
Quindi bo, = 0 € bo+1 = 8/(m(2k + 1)) per k € N. Si ha allora:

u(z) = % Z (21<:—1F1) sin ((2k + 1)z).

k=0
Studiamo la convergenza della serie cosiottenuta. Per ogni z € R:
1 1
———sin ((2k + 1 < —
2k + 13" ((2k+1)2)) < 2k +1)%
quindi
- 1 - 1
sup |———=sin ((2k + 1)z)| < — < +o00,
2 sup | oy o 2k D2)| < 0 (s

infatti il termine generale della serie di sinistra (2k + 1)72 < 273k=3 < 1/(8k?), termine generale di
una serie convergente. Pertanto la serie che definisce u(z) converge totalmente, quindi uniformemente.

ESERCIZIO 29.7. Si consideri la funzione u ottenuta dalla g(z) = 5 — |z — 5| definita su [0,7] e
prolungata per disparitd a [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si scriva lo sviluppo in serie di
Fourier di u e se ne studi la convergenza.

SVOLGIMENTO. La funzione € dispari quindi i coefficienti a,, sono nulli. I coefficienti b,, sono dati
da:

1 [" 2 [T 2 [T
b, = / u(z) sinnx dr = / u(z) sinnx dr = / g(x)sinnz dx
0 0

i — us T

2/7r T T )
= — (——‘x——Dsmnwdaz
T 0 2 2

2 [m/2 2 (" 4 ™
:/ xsinnwda@+/ (W—x)sinnxdx:ﬁsin(n—).
™ Jo /2 N 2

Quindi la soluzione risulta essere:

_ A
- E sm (nx).
T

n=1
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Essa converge uniformemente, infatti si ha:

sin (n%)

5~ sin(nr)

=1
sup < Z — < 00,
n—1 z€R n

n
n=1

che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie.

ESERCIZI10 29.8. Si consideri la funzione u ottenuta dalla g(z) = x definita su [0, 7] e prolungata
per parita a [—m, 7| e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si scriva lo sviluppo in serie di Fourier di u e
se ne studi la convergenza. Si determinino le somme delle serie numeriche:

— 1 — 1
P N S o3 L
— (2k+1) —in
SVOLGIMENTO.
2 K
ag = / Xr =T
T Jo
2 [T 2 i e 2 [T 2
an = / z cos(nx)dr = — [wsm(nm)] —— | sin(nz)dr = ———(1—-(=1)"),
m™Jo ™ n 2=0 nm Jo nem
da cui - -
T2 1—(=1)" T 4 cos(2k + 1)x
TTeT ; n? cos(nz) = 2 7 kz:o (2k+1)2

Il termine generale della serie & maggiorato da 1/n?, termine generale di una serie convergente. Pertanto
la serie converge totalmente, quindi uniformemente e puntualmente. In particolare in z = 0 vale:

0= T 4 1
9 2
2w (2k+1)
Quindi la somma
i 1 _ 2
5 =—
— (2k+1) 8
Si ha
S I 1 =1 Iox1 S
2= m =l mrE Ty s i m =St
n=1 k=1 k=1 k=1
ma allora



CAPITOLO 30

Lezione del giorno giovedi 18 gennaio 2018
Metodo di separazione delle variabili (2 h)

EsERcCIZ10 30.1. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma
di serie) dell’equazione del telegrafo sul segmento [0, 7], con ambedue le estremita libere:

Ut + 2up — Uz = 0, uz(0,t) = ug(m,t) =0,

assumendo come dati iniziali u(x,0) = 0 e w(x,0) = . Si discuta la convergenza uniforme della serie
ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(z,t) = T(¢t)X(x). Sostituendo
nell’equazione si ha:

TH)X(z) +2T(H) X (z) — T() X (z) = 0
e dividendo per T'(t) X (z) si ottiene:

Tt)+27(1t) X(z) 0
T(t) X(z) 7

pertanto si ha:

T(t) +2T(t) — AT(t) = 0,
Dai dati iniziali si ricava u,(0,t) = T()X(0) = 0 e ug(m,t) = T(t)X () = 0 da cui X(0) = X(x) = 0.

Cerchiamo quindi soluzioni non nulle di:

X(z) = A\X(z) =0
X(0) = X(m) =0,

{X(a;) —AX(z)=0

al variare di A € R. L’equazione caratteristica ¢ u? = \.
Se A > 0 la soluzione é:

X(z) = cleﬁx + CQB_ﬁI, c1,c2 €R

X(:c) = clﬁeﬁm — czﬁe_ﬁm, c1,c0 € R
Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha 0 = X(0) = (¢; — c2)VA da cui ¢ = ¢9, ¢ 0 = X(n) =
c1 \f)\(eﬁ” — e_ﬁ”) il che implica ¢; = 0, quindi 'unica soluzione é quella identicamente nulla, non
accettabile.
Se A = 0 la soluzione ¢ X (x) = ¢1 + cox al variare di ¢1,co € R. Poiché X(ac) = (9, sl ottiene co = 0
e si ha la soluzione accettabile X (z) = ¢; € R\ {0}.
Se A < 0, posto w = +/[A[, la soluzione & X (x) = ¢; cos(wx) + casin(wz) al variare di ¢, c2 € R.

Si ottiene X (z) = —cjwsin(we) 4 cow cos(wz), e sostituendo si ha 0 = X(0) = cow da cui ¢; = 0 e
0= X(7) = —ciwsin(wz) da cui w € Z, pertanto A = —n?, n € N, n # 0.
Quindi I'equazione per X (z) ammette soluzioni accettabili per A = —n? n € N e si ha X, (z) =

¢ cos(nz), il che comprende anche il caso A = n = 0. L’equazione per T'(t) risulta:

T(t) + 2T°(t) + n®T(t) = 0,
T(0) = 0.

211



212 30. Metodo di separazione delle variabili

L’equazione caratteristica & u? + 2u + n? = 0, il cui discriminante ¢ A = 4(1 — n?). Studiamo i vari
casi in base al segno del discriminante, tenendo presente che n € N.
Sen = 0siha A > 0eleradici sono u1 = 0 e s = —2, pertanto le soluzioni sono T'(t) = dy +dae™%

al variare di dj,dy € R. Sostituendo la condizione iniziale T'(0) = 0 si ottiene d; = —ds e quindi
To(t) = d1(1 — E_Qt).
Sen = 1si ha A = 0 e 'unica radice doppia ¢ u = —1, pertanto le soluzioni sono T'(t) =

die~t + date™t al variare di dy,ds € R. Sostituendo la condizione iniziale T'(0) = 0 si ottiene d; = 0 e
quindi 71 (t) = dotel.

Sen > 1si ha A <0 e si hanno le due radici complesse coniugate pu; = —1+ivn2 — 1, uo = —1—
ivn? — 1, pertanto le soluzioni sono T'(t) = dye~"cos(vn2 — 1t) + doe 'sin(v/n2 — 1t). Sostltuendo
la condizione iniziale T'(0) = 0 si ottiene dy = 0 e quindi T, (¢) = dpe tsin(v/n2 — 1t).

Definiamo uy,(z,t) = T,,(t) Xy, (), si ha:

uo(z,t) = do(1 — e ey = ap(1 — e %)

ui(z,t) = dite ¢y cosx = ajte ' cosx
Un(2,t) = dpe ' sin(v/n2 — 1t) ¢, cos(nz) = ape 'sin(v/n2 — 1t) cos(nz).

Derivando in ¢ e valutando in O:

Cerchiamo soluzioni del tipo u(z,t) = Z un(x,t), derivando in ¢ e valutando per ¢ = 0 si deve avere:
n=0

o0 [e.9]
x = Owu(z,0) = Z Opun(x,0) = 2ag + a1 cosx + Z an\/n? —1cos(nx)

n=0 n=2

Pertanto & necessario calcolare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f(x) = z definita in [0, 7]
estesa per parita in [—m, ] e per 2m-periodicita a tutto R. Se n > 1 si ha:

1 (" T
2 [T 2 i T 2 [T 2(1—(—1)"
/ xcos(nx)de = — [xsm(mc)] — — [ sin(nz)dzr = —#
0 s n |, nr)y ™m
Pertanto si ha per |z| <7
2 o= (1—(—1)" 4 2 e~ 1— (=)
x—;r—ﬂz( 722 ))cos(nx)—g—ﬁcosx—ﬂz 722 ) cos(nzx)
n=1 n=1
da confrontare con
o
x = 2ag + a1 cosx + Zan\/ n? — 1 cos(nx).
n=2
s 4 4 1
Ne segue che ag = —, a1 = ——, e a9, =0 e a = —— er ke N, k<1
& 0T p T T vk 2kt LR (2k+1)2 "

Pertanto si ottiene:
kE(1+k)t)

sin(
Z\/Zlk 1+ k)(2k +1)2

4
u(z,t) = Z (1—e2) - ;t Pcosa — cos((2k + 1)x).
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Studiamo ora la convergenza della serie ottenuta. Maggioriamo il termine generale della serie:
e tsin(y/4k(1 + k) t) c C
4k(1 + k)(2k + 1)2

= 2k -4k k3
il termine di destra é termine generale di una serie convergente, quindi la serie che definisce v converge
totalmente, quindi uniformemente.

ug (2, )| = os((2k + 1)z)| <

Se consideriamo la serie delle derivate prime rispetto a x, ottieniamo
e tsin(\/4k(1 + k) t)
4k(1+k)(2k + 1)

il termine di destra & termine generale di una serie convergente, quindi la serie che definisce dyu
converge totalmente, quindi uniformemente.

1 Ch

= < —

< Cy

(—sin((2k + 1)x))

Se consideriamo la serie delle derivate seconde rispetto a x, ottieniamo

bsin((/4k(1 + k) t)
Z Lup(z,t) Z —cos((2k + 1)z).
P VAk(1 + k)

Il coefficiente del coseno ¢ in modulo maggiorato da 1/k. Pertanto tale serie converge in L?.

Se consideriamo la serie delle derivate prime rispetto a t, otteniamo

et cos( 4k(1+k)t)
(2k +1)2

1 1

k12 K2

|Orug (2, )] < |ug(t, 2)] + 0s((2k + 1)z)| <

il termine di destra é termine generale di una serie convergente, quindi la serie che definisce dyu converge
totalmente, quindi uniformemente.

Se consideriamo la serie delle derivate seconde rispetto a t, otteniamo
> 922 [etsin(\/4k(1 + k) t)
P ot 4k(1 4+ k)(2k + 1)?

cos((2k + 1)x).

Sia by(t) il coefficiente che compare parentesi quadre.
e tcos(y/4k(1+ k) t)
(2k +1)?

e tcos(y/4k(1+ k) t)
(2k 4 1)2

076k (£)] < [b(t)] + |0y os((2k + 1)z)

l

! ! cos((2k + 1))

S —+=
Sohrr et

+

e tcos(y/4k(1+ k) t)
(2k + 1)?
2 1 k(k+1) _ 2 1

<— 44X < 2——
_(2k+1)2+k2+ (2k +1)2 St k+1

4k(1 + k) cos((2k + 1)z)]

Pertanto la serie converge in L?.

In definitiva, la serie trovata risolve il problema nel senso di L?, ma non & una soluzione classica.

ESERCIZIO 30.2. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione di reazione-diffusione-trasporto sul segmento [0, 7]:

Up — Ugy — 2Uy — U = 0, xzel0,7], t>0

con dati al contorno di Dirichlet omogenei u(0,t) = u(w,t) = 0 V¢ > 0, assumendo come dato iniziale
u(z,0) = z(m —x)e”™ per 0 < z < 7. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.
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SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni u(t,x) = T'(t) X (x), sostituendo nell’equazione si ha:
THX(z) —TH)X(z) — 2T(t) X (z) — T(t) X (z) = 0,
e supponendo che u(t,z) = T(t) X (z) # 0 per ogni (¢, ) si ottiene dividendo per tale espressione:

() X)) X@)

ovvero: T(t)  X(z)+2X(x)
Tt —  X(z)

Consideriamo a questo punto le equazioni:

T(t) = AT(t)
X(z) +2X(2) + (1 = )X (z) = 0.

+1=XeR,

Dalle condizioni al contorno u(0,t) = u(mw,t) = 0 per ogni ¢t > 0, si ricava che X(0) = X(7) = 0,
pertanto cerchiamo i A € R tali per cui vi sia soluzione non identicamente nulla per:

X(z)+2X(z)+ (1 - NX(x) =0
X(0)=X(x)=0.

L’equazione caratteristica dell’equazione & u? + 2+ 1 — X = 0, da cui si ricavano
pr=—-1—1—(1-A)=-1-VA, pe = —1+ VA
Quindi per A > 0 si ottiene che ’equazione ammette al variare di ¢1, co € R le soluzioni
X (x) = creM! + coet2t,

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; + 2 =0, e da X(7) =0
si ha: 0 = c¢1(ef™ — eH2™). Poiché puy # ueo si ottiene che 'unica possibilita & avere ¢; = ¢o = 0, quindi
se A > 0 l'unica soluzione compatibile ¢ la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Se A =0, si ha 1 = pue = —1. L’equazione ammette al variare di ¢, co € R le soluzioni

X(z) =cre” " + cate™

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; = 0 e da X (7) = 0 si
ottiene come™" = 0, quindi ¢ = 0 e si ottiene solo la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Studiamo ora il caso A < 0 e poniamo w = \/W Per A < 0 si ottiene che le radici dell’equazione
caratteristica sono u; = —1 —iw e puo = —1 +iw, e quindi 'equazione ammette al variare di c1,co € C,
di,ds € R le soluzioni

X(x) = cre te T 4 coe T = 7% (cle_i““: + czeiwx) = e 7 (dy coswz + dy sinwr) .

Verifichiamo la compatibilitd con i dati iniziali: da X(0) = 0 si ottiene dj = 0 e da X(7w) = 0 si
ottiene dg sinmw = 0. Poiché si cercano soluzioni non identicamente nulle, si ottiene do # 0 e quindi

w=n¢cN\{0}.
In definitiva, si ottiene che A\ = —n? al variare di n € N'\ {0}, e le soluzioni di:
() + 250 () + (1= 0%) X (2) = 0
Xn(0) = X(m) = 0.
sono tutte della forma X, (z) = d,e *sinnz al variare di d, € R. L’equazione U,(t) = —n2T(t)
ammette come soluzione T,(t) = T,(0)e™""!. Poniamo un(t,z) = T,(t)X,(z). Per ogni n, essa
¢ una soluzione dell’equazione data soddisfacente u,(0,t) = wu,(m,t) = 0 per ogni ¢ > 0. Posto

by, = Tp(0)d,, € Rsi ottiene per ognin € N\{0} u(t, ) = bye ™' " sin na. Cerchiamo di soddisfare il

dato iniziale con una serie di tali funzioni. Cerchiamo i coefficienti b,, in modo che Z Un(x,0) = u(z,0)

n=1



30. Metodo di separazione delle variabili 215

o
ovVvero E bpe “sinnz = x(m—z)e”*, quindi z(r—z) = E by sinnz. Se ne deduce che i coefficienti by,
n=1 n=1

sono i coefficienti di Fourier della funzione ottenuta prolungando z(m —x) a tutto [—m, 7] per disparita,
e poi a tutto R per 27-periodicita.

2 [T 2 [T
b, = / x(m — x)sinnx dr = / (—2? 4 7x) sinnz dzx

™ Jo ™ Jo
2 2 [T 2 [T

_2 [_Cosnl’(_$2+ﬂx>} + = COS?%:E(—21‘+7T) dr = — Cosnaj(—Zx—l—ﬂ') dx
T n ™ Jo ™ Jo
9 . ™ s 4 T

_ 2 [smnac(_% n W)} +— [ sinnzdr=— [ sinnrdr
™ n o TN J ™= Jo

W:lﬂ [_cosnx}z 4 (1= (=1)")

Quindi bog, = 0 € bogr1 = 8/(m(2k + 1)) per k € N. Si ha allora:

n mns3

_8 S —(2k+1)2t—z
WkZ:O 2]<:+1 “Tsin ((2k + 1)z).

Studiamo la convergenza della serie cosiottenuta. Per ogni ¢t > 0 e z € [0, 7]

1 2 1
—(2k+1) t—x _: Qk 1 <
‘ 2k +1)3° sin (2% + 1)z)| < 2k + 1)
quindi
= —(2k+1)%t o e (kD)
—_— “Tsin ((2k + 1)z <
Z ?&210) ‘ GE 1) e sin ((2k + Z k11 +o00,
k=0 k=0
xz€[0,7]
perché e~ (Zh+1)%t 1 Quindi la serie converge totalmente, dunque uniformemente. Se t > 0, derivan-

do in z o in t, la serie delle derivate ha termine generale della forma p(k)e(k+1D*—= gip ((2k + 1))
dove p(k) ¢ una funzione razionale fratta di k. In modulo, per k sufficientemente grande si ha

_ 2, . . . ..
Ip(k)e~(Gk+D -z < — per confronto tra una funzione razionale e un’esponenziale. Quindi anche
le derivate prime e seconde convergono totalmente, quindi uniformemente. La serie trovata & una

soluzione classica.

EsERcCIZ10 30.3. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione del calore sul segmento [0, 7], con estremita termicamente isolate:

Up — DUy, = 0, 0<x<m,t>0,
uz(0,t) = ug(m,t) =0
assumendo come dato iniziale u(z,0) = 2z. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(t,z) = T(t)X(z). Sostituendo
nell’equazione si ottiene T'(t) X (z) — 57(t)X (x) = 0, da cui dividendo per 5T'(t)X () si ha

\_/

— = =XeR.

Si ottengono quindi le equazioni:
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da accoppiare con le condizioni iniziali u.(0,t) = T(t)X(0) = 0 e uy(m,t) = T(t) X (7) = 0 che porgono
X (0) = X(m) = 0. Studiamo quindi:

X(z) — AX(x) =0,
X0)=X(r)=0

L’equazione caratteristica & u?—\ = 0. Distinguiamo quindi i vari casi in base al segno del discriminante
dell’equazione. Se A > 0 abbiamo come radici = £v/X e le soluzioni dell’equazione data sono

X(x) = c1eV T 4 e VAT,
al variare di ¢1,co € R. Derivando si ottiene:
X(z) = VAV — ey e VAT,

Valutando la derivata in 0 e ponendola pari a zero si ottiene ¢; = ¢, sostituendo questo fatto e
valutando la derivata in 7 si ottiene che per soddisfare X (7) = 0 si deve avere ¢; = ¢o = 0, ma la
soluzione nulla non & accettabile.

Se A = 0 l'equazione ha per soluzioni X (z) = ¢; + coz al variare di ¢1,c2 € R, la cui derivata
X(x) = ¢1. Si deve avere quindi ¢ = 0 e la soluzione risulta essere X () = ¢;. Affinché tale soluzione
sia accettabile, & necessario richiedere ¢; # 0.

Se A < 0, posto w = +/|\| equazione ha per soluzioni X(z) = c1 cos(wz) + casin(wz), la cui
derivata & X () = —we; sin(wz) 4+ wey cos(wz). Valutando tale derivata in 0 e in 7 e ponendola pari a
zero si ricava ¢y = 0 e sin(wr) = 0 da cui w = /)| € Z.

Il sistema pertanto ammette soluzioni accettabili solo per A = —n?, con n € N e detta X, la
soluzione corrispondente a A = —n?, tali soluzioni sono date da X, (x) = c; cos (nx). Tale scrittura
comprende anche il caso n = 0.

L’equazione per T, ovvero Tp,(t) = —5n2T),(t) ha per soluzione T}, (t) = T,,(0)e 5", si ha quindi
al variare din € N:

Un(t,z) = Tp(t) Xp(x) = ane "t cos (nz),
dove si é posto a, = T(0)cy, quindi a, € R\ {0}. Cerchiamo di raggiungere il dato iniziale con una
serie di queste soluzioni:

u(0,x) =2z = Zun(o,x) = ap + ZCOS (nz),

7=0 n=1

quindi i coefficienti a,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli coseni della funzione
f(x) = 2z, mentre agp ¢ il doppio del coefliciente di ordine 0 dello sviluppo in serie di Fourier di f.
Prolunghiamo quindi f per parita a tutto [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si ha:

1 ™
aoz/ 20dr =7
™ Jo

2 [" 4 i T 4 [T
an = / 2z cosnrdr = — [xsm nx] — — [ sin(nx)dx
™ Jo s n 0 nm Jo
(-1 -1
= ﬂ[cos(m:)]g =4 o

Quindi ag = 7, agr, = 0 e agp_1 = —8/(7(2k — 1)?) per k € N, k > 1. La soluzione risulta quindi:

8 & e Pk 1) g ((2k — 1)z)
u(t,x) =7 — ;kﬂ —E .

La serie converge totalmente quindi uniformemente, infatti si ha:

—5(2k—1)%t ¢o5 (2% — 1 > 1
(( )x) < 3 < +OO7

e e
D> sup — <D GroTe
2 2k —1) 2 (2k - 1)
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(ad esempio per confronto con la serie di termine generale 1/k?). Le derivate di ogni ordine convergono
in modo analogo. La serie & una soluzione classica del problema.

ESERCIZIO 30.4. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma
di serie) dell’equazione alle derivate parziali:

—ug + 2Ugy + Uz +u =0, per t > 0, x €]0, 7|,

u(0,t) = u(m,t) =0,

0=t (3 e 7).

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(z,t) = T(t)X(x), sostituendo si
ottiene

~TH)X(z) + 2T ()X (z) + 3T(1) X (z) + T(t) X (x) = 0
e dividendo per T'(t) X (x) si ha:

—~T(t) +T(t) 2X () + 3X (z)

T(t) N X(x)

Si ottengono quindi le due equazioni (A € R):

—T(t)+ (1= NT(t) =0,
2X () +3X (z) + AX (z) = 0.

al variare di A € R. Studiamo 'equazione per X (z), la sua equazione caratteristica al variare di
A€ERe&2u%+3u+X\=0, il cui discriminante ¢ A = 9 — 8. Dalle condizioni al contorno, si ricava
u(0,t) = T'(t) X (0) = 0 per ogni t e u(m, t) = T(t) X (7) = 0 per ogni ¢, il che implica X (0) = X (7) = 0.

Se A > 0, 'equazione caratteristica ammette le radici reali distinte A; e A2, e ’equazione per X (z)
ammette come soluzione generale X (z) = c1eM® + cpe??®. Sostituendo, si ottiene 0 = ¢; + ¢z dalla
prima e quindi X (z) = ¢1(eM?® — e*27). Sostituendo X (7) = 0, si ha 0 = ¢1(e*™ — *27), ed essendo
A1 # Ao, si ottiene ¢; = ¢o = 0, soluzione non accettabile.

Se A = 0, l'equazione caratteristica ammette la radice reale doppia A1, e ’equazione per X (z)
ammette come soluzione generale X (x) = c1e*® + coze*®. Sostituendo le condizioni al contorno si
ha ¢; =0 e 0 = come™™, il che implica c3 = 0 e anche questa soluzione non ¢ accettabile. Supponiamo
A < 0, in tal caso I'equazione caratteristica ammette le radici complesse coniugate A\; = o + iw e
A= a—iwdove a = —3/4 ew = \/W/Zl # 0. La soluzione generale dell’equazione & X (x) =
e (¢q coswr + ¢ sinwe), sostituendo le condizioni al contorno si ha ¢ = 0 e 0 = c2e*” sinwm. Cid
implica w € Z\ {0}. In particolare, poiché 4w = +/]A[ si deve avere w = n € N\ {0} e quindi
16n2 = —A perché A < 0, pertanto si ha 16n? = —9 + 8\, e A, = (2n? + 9/8). Pertanto al variare di
n € N la soluzione relativa a \,, é

Xn(z) = cne 34 ginng.

Studiamo ora I'equazione per T'(t), essa ¢ —T'(t) = (A — 1)T(t), la cui soluzione generale & T(t) =
T(0)e~ =Dt Sostituendo i valori di A accettabili, ovvero i valori \, si ottengono soluzioni Ty, () =
T, (0)e~2*+1/8)t Poniamo b, = Ty, (0)c, e costruiamo le soluzioni elementari

—(2n2+1/8)t6—3/4z

Un(x,t) = bpe sin nz.

Per coprire il dato iniziale si deve avere

@) =3 un(a,0),
n=1
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da cul

definita su [0, 7] e prolungata per disparita a [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Pertanto i
coeflicienti b,, sono dati da:

2 iy
b, = W/o <g — ’x— gD sin nx dx

9 w/2 ™
:/ xsinnmdaz+/ (m — x) sinnx dx
T Jo /2

4 ( 7r)
= —=sin(n- ).
™2 2
Quindi la soluzione risulta essere:

o0 m

4 .
u(x,t) = = Z sm757212) e~ (2n?+1/8)t ,—3/4x sin(nx).
n=1

Essa converge uniformemente, infatti si ha:

o0 (e 9]

e~/ =3/42 G | < S % < o0,
n

n=1

; s
o [El3)

n—=1 (x,t)€[0,7]x[0,4-00[ n

che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie. In modo analogo si ha convergenza delle
derivate, quindi la serie definisce una soluzione classica.

EsERcI1Z10 30.5. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma
di serie) dell’equazione alle derivate parziali

— Ut + uge = 0 in ]0, 7[x]0, +00]
uz(0,t) = ug(m,t) =0
u(z,0) =0

ut(x,0) = x.
Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando soluzioni non nulle
nella forma u(z,t) = T'(¢t)X (z). Dalle condizioni iniziali si ricava X (0) = X(7) = 0 Sostituendo, si
ottiene al variare di A € R:

~T(t)X (z) + 3T ()X (x) = 0,
e dividendo per T'(¢) X (x) si ha:
=0 B —3X(2)

W) ~ X@)

Si ha dunque il seguente sistema:
—T(t) — AT(t) = 0,
{SX(x) +AX(z) =0.
Risolviamo 'equazione in X (z) accoppiata con i dati X(0) = X (w) = 0. L’equazione caratteristica é

3u2 + X = 0, il cui discriminante ¢ A = —12X. Se A > 0 allora necessariamente A < 0, 'equazione
caratteristica ammette due radici reali, distinte e non nulle. La soluzione generale & X (x) = ¢je”® +
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co€M2® 1a cui derivata ¢ X (z) = ¢ e 4 coppe?®. Sostituendo i dati X(0) = 0 e X(7) = 0 si
otterrebbe il sistema (nelle incognite ¢ e c2):

cip1 +copp =0
cip1eM™ + copget?™ =0

Il determinante di tale sistema & ppue(et2™ — e#17™) # 0, pertanto l'unica soluzione & ¢; = ¢ = 0 non
accettabile.

Se A = 0 allora necessariamente A = 0 ¢ u1 = 0 & 'unica radice dell’equazione caratteristica. Si ha
X (z) = ¢1 + cox come soluzione generale, derivando si ha X (x) = ¢ e sostituendo le condizioni date
si ottiene ¢y = 0, pertanto si ottiene la soluzione accettabile X (z) = ¢1, ¢; € R\ {0}.

Se A < 0 allora necessariamente A > 0 e si ottengono le radici complesse coniugate +iw dove w =
\/A/3. La soluzione generale & X () = ¢; cos(wz) + ¢z sin(wz), derivando si ha X (z) = —we; sin(wz) +
weg cos(wzx) e sostituendo X(O) = 0 si ha ¢y = 0, pertanto X (z) = ¢; cos(wx). Affinché sia X(T[') =0
si deve avere w € N e per avere A < 0 si deve avere w # 0, quindi A = 3n?, n # 0. Si ha dunque
Xn(z) = ¢y cos(nz), n € N che comprende le soluzioni accettabili per A < 0.

Risolviamo l'equazione per T corrispondente a A = 3n2, n € N, ovvero T'(t) + 3n2T(t) = 0 con la
condizione iniziale T(0) = 0. Se n = 0 si ha la soluzione U(t) = ¢1 + cot e sostituendo la condizione
iniziale, si ottiene U(t) = cot Se n # 0, si ha che 'equazione caratteristica & u? + 3n? = 0, le cui
soluzioni sono p; = inv/3 e la complessa coniugata pp = —iny/3, la soluzione generale pertanto ¢
T(t) = ¢1 cos(nv/3t) + ca sin(nv/3t) e poiché T(0) = 0 si ha ¢; = 0, quindi T}, (t) = d,, sin(nv/3t). Si ha
quindi, posto k, = c¢,d,,

uo(z,t) =U(t) X () = kot
Un(z,t) = U(t) X (z) = Ky sin(nv/3t) cos(nz)

da cui
Orup(x,0) = ko

dyn(x,0) = nv/3k, cos(nzx)

Sviluppiamo il dato iniziale in serie di coseni

1/7r 7
an = — xr = —
0 ™ Jo 2

2 [T 2
an = / xcos(nz)dr = — [
0 s

s

S sin(nz) der = ———(1 — (=1)"),

T sin(n:c)] A 2
2
2=0 nm Jo n-mw

n

da cui
2 = 1—(=1)"
xr = g - ;Z T(ﬂ) cos(nx).
n=1
Per confronto, si ha:

Opu(z,0) = ko + Z n/3k,, cos(na)

n=1
da cui si ottiene kg = 7/2 e n\/3k, = —%1_(71;21)”, quindi k,, = —%1_%;31)” La soluzione & quindi:
23 o= 1 — (=1)"
u(z,t) = gt - ?:7{; 7(13 ) sin(nv/3t) cos(nz)
T, 43 1
=—t— in((2 1 2 1)x).
2 i kzzo (2k +1)3 sin((2k + 1)v/3t) cos((2k + 1))

Il termine generale della serie & maggiorato da 1/n3, termine generale di una serie convergente. Pertanto
la serie converge totalmente, quindi uniformemente. Le derivate perd non convergono, quindi la serie
non €& soluzione classica del problema.
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EseErcizio 30.6. Si risolva con il metodo di separazione delle variabili la seguente equazione alle
derivate parziali:

—owu(t, z) + Opgu(t, x) + 20,u(t,x) — 3u =0, (t,z) €]0, +o0[x[0, 7],
u(t,0) = u(0,7) = 0,

u(0,z) = xe ",

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,x) = T(¢t)X(x). Sostituendo
nell’equazione di partenza si ottiene:

—T()X (x) + T(t)X (x) + 2T () X (z) — 3T(t) X (z) =0
e dividendo per T'(t) X (x) si ottiene che esiste A € R per cui:

() - 3T() _ X(2) +2X(z) _
T(t)  X(2) o

Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:

X(z) 42X (z) — AX(z) =0
—T() + (=3 +\)T(t) = 0.

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

Studiamo ’equazione per X, le condizioni al contorno sono X(0) = X(m) = 0. Il polinomio
caratteristico & p? 4 2 — A = 0, di discriminante A = 4(1 + \). Si verificano i seguenti casi al variare
di A e R:

(1) se A > 0, poniamo pu; = %, to = e la soluzione generale dell’equazione é
D(cq, co,x) = c1eMT4coet2®. Confrontiamo con i dati all contorno. Sideve avere ®(cq, co,0) =
X(0) = 0, da cui ¢; = —c9, sostituendo e considerando ®(cy, ¢, m) = X () = 0 si ottiene
c1(eM™ — et2™) = (0. Essendo A > 0, si ha puy # pe, quindi si ottiene solo la soluzione nulla
c1 = co = 0, non accettabile.

(2) se A =0, quindi A = —1, poniamo 3 = s = —1 e la soluzione generale dell’equazione ¢
D(c1,c9,2) = c1e”" + coze™ ™. Sostituendo i dati al contorno, si ottiene ancora la soluzione
non accettabile ¢; = ¢5 = 0.

VIA|

(3) se A <0, poniamo o = —1 e w = Y5— e la soluzione generale dell’equazione ¢ ®(c1, ¢, ) =
e "(c1 coswz + casinwx).
Affinché i dati al bordo siano rispettati, si deve avere ¢; = 0 per soddisfare ®(cy,c2,0) =
X (0) = 0 e per soddisfare ®(cy, o, m) = X (m) = 0 si deve avere w =n € Z.

—24VA
2

Sostituendo le definizioni di w e A, ricordando che per avere soluzioni accettabili deve essere A < 0,
si ottiene —4n? = 4(1 + \) da cui segue che i valori accettabili per A sono dati da A\, = —1 —n?. Si
ottengono le soluzioni:
Xn(z) = cpe” T sin(nx).
Studiamo ora ’equazione per U con i valori accettabili di A, ovvero
~T(t)+ (=3 —1-n?) T(t) = 0.

La soluzione ¢ T,(t) = u,(0)e~ 4+ Costuiamo le soluzioni elementari moltiplicando le soluzioni
accettabili per X e U corrispondenti allo stesso valore di A, e mettendo insieme le costanti moltiplicative
bn, = cpun(0).

up(t,z) = bpe 477Nt sin(nx).

Per coprire il dato iniziale, sovrapponiamo infinite soluzioni elementari. Si deve avere:

u(0,z) =xe ™ = Z bpe “sin(nx) = e * Z by, sin(nx),
n=1 n=1
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pertanto i coefficienti b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier delle funzione z, definita
per x € [0, 7], prolungata per disparita a [—7, 7] e poi estesa per 2m-periodicita a tutto R. Quindi si

ha:
2 T 2 =T 1 s
an/ xsinnxdm:([—:mos(nx)] +/ COSWEdﬂ?)

2 1 2(—1)"+t
_2 (_Wcosmr n sin(mr)) _ 2(-1)"

T n n? n
Quindi la soluzione & data da:
oo
_ 2(—1)" o
t _ (44n*)t o: .
u(t,z) =e ngl e sin(nx)

La serie e le sue derivate convergono, pertanto la serie definisce una soluzione classica.






CAPITOLO 31

Esercizi ricapitolativi

EsERrcizio 31.1. Si consideri I'insieme

D :={(z,y) e R?: yZ\/M}

e la funzione f : R? — R definita da:

2 4
==Y
T,Y) = ——"5.
f(z.) 22 +sin’z +y
Si dica se esistono i seguenti limiti e, in caso affermativo, li si calcoli:
lim T lim T
Easion ! OV eaaion! Y

(z,y)€D

SVOLGIMENTO. Testiamo il limite lungo le curve (t,0) per ¢ — 0F. Si ha:
2 1
lim f(¢,0) = lim ——— = —.
t—0% /(¢,0) t—0% t2 4+ sin?t 2
Draltra parte se testiamo il limite lungo le curve (0,t) per t — 0F si ha
4

lim £(0,t) = lim _T =0.

t—0* t—0T

I limiti sono diversi, quindi il primo limite non esiste. Per quanto riguarda il secondo, osserviamo che
se (x,y) € Dsiha f(z,y) <0e

4
-y 3
T > > —
f@y) 2 2 rsnloty — ©
quindi il secondo limite esiste e vale 0.

EsERCIZIO 31.2. Si studino i massimi e i minimi della funzione
F(z,y) = (@ +)* = (2° = ¢),
vincolati all’insieme B = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}.
SVOLGIMENTO. Calcoliamo prima gli estremali liberi:
{GQCF(ac, y) =4z (2* +y?) — 22
OyF(z,y) =4y (:L‘2 + y2) + 2y.
L’unico punto critico libero & 'origine. Calcoliamo le derivate seconde:
O F(2,y) = —2 + 1222 + 49/?
Oy F(x,y) = 2 + 422 + 129>
Opy F'(2,y) = 8y

La matrice hessiana ha quindi sulla diagonale principale i valori —2 e 2 e nelle altre entrate é nulla.
Quindi ha due autovalori di segno opposto, pertanto I'origine € una sella locale.

Eventuali estremali saranno quindi vincolati a B = {(z,y) : #2 + y? = 1}. Possiamo calcolarli in
vari modi:

223
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(1) primo metodo: passiamo in coordinate polari: la circonferenza unitaria ¢ parametrizzata da
x = cosf e y = sin 0, sostituendo nell’espressione di F' si ottiene

F(cos,sinf) =1 — (cos®# —sin?#) = 1 — cos 20 = 2sin? 6§

[ massimi sono quindi raggiunti per § = 7/2,37/2 e valgono 2. Tali punti corrispondono a
(0, £1).
[ minimi sono raggiunti per # = 0, e valgono 0. Tali punti corrispondono a (£1,0).
(2) secondo metodo: applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

0u(F(z,y) = Mz +y* = 1)) =da (22 +y?) -2z -2 z =0
Oy(F (z,y) —Mz?+y%2 1)) =4y (:U2+y2) +2y—2X\y=0
2+ =1.

Riscrivendo e utilizzando la terza equazione si ha:

0 =2(1- Mz
0 =23—-Ny
1 =22 492

Si ottiene z = 0 e quindi y = +1, oppure y = 0 e x = £1 oppure A = 1 il che implica y =0 e
x = +1 oppure A = 3 il che implica x = 0 e y = £1, e ritroviamo esattamente i punti (0, £1)
e (£1,0) visti in precedenza. Si ha F'(0,£1) = 2 massimo assoluto e F(£1,0) = 0 minimo
assoluto.

EsErcizio 31.3. Al variare di o > 0 studiare la convergenza della serie di funzioni
o0

> e

= n? + [ay|

SVOLGIMENTO. Il termine generale della serie é:

ry

T,Y,0) = —5———.

fal@,y,0) = — P

Sia K un compatto di R2. Vale la seguente maggiorazione:

1

< R
nla, )| < max o] o

x7y
e il massimo é finito perché |zy| & continua e K & compatto. Questa disuguaglianza porge la convergenza
totale sui compatti di R?, in particolare la convergenza puntuale e la convergenza uniforme sui compatti
di R2.
Poniamo s = |zy| e

s
9ol @) = oy
Si ha | fu(z,y, @) = gn(s, @) Calcoliamo
2 «
, _n 4 (1—-a)s
In(s,a) = W

per s > 0 tale funzione ammette massimo in 5, = n?/*/(a — 1)1/*. Quindi

n2/o
| ( )’ _ 7(0[71)1/(1 B (a . 1)171/01 nQ/a B (a . 1)171/04 1
gn\s, )| > n2+an7_21 = o n2 a n2—2/a

Per v > 2 il membro di destra ¢ termine generale di una serie convergente. Quindi si ha convergenza
totale e uniforme su R? per a > 2.
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Sia ora a < 2 e proviamo che la successione {25:1 fn(z,y, a)}N N non ¢ di Cauchy rispetto alla
€

convergenza uniforme di R?. Se lo fosse, per ogni € > 0 esisterebbe N = N, tale che se N', M’ > N si
dovrebbe avere

<e.

M’ N’
Z fn(xa Y, a) - Z fn(za y,a)
n=1 n=1

Per contraddire tale affermazione , scegliamo N > N., M = 2N, {(zn,yn)}nen tali che zx,yny >0 e
xyyn = N. Allora si ha:

o0

M N 2N N
S falwy,a) = falzmy,0)|| =D falzn,yn,a) = Y fal@n,yn, q)
n=1 n=1 00 n=1 n=1
2N 2N
> Y falzn,yn, ) =) 2 Ne
n=N+1 n=N

2N N N(N -1
S ( )

ANZf No ~ 4N? + Ne
n=N+1

>

L’ultimo termine tende a 1/4 per a < 2 e 1/5 per a = 2, in ambedue i casi ¢ non nullo e strettamente
maggiore di € = 1/6 > 0. Questo implica che la successione non ¢ uniformemente di Cauchy pertanto
la serie non converge uniformemente su R? se a < 2.

ESERCIZIO 31.4. Si consideri il seguente sistema in R*:

z* +5y? +tanz — 2z — 6sinwt =0
2?2 —2y* +cosz — z —arctant —t =1

0,0) definisce due

Si verifichi che esso ¢ risolto per x = y = z = ¢t = 0, e che in un intorno di (0,0,
0,0) = 0. Si calcolino

superfici in R? parametrizzate da z = z(z,y) e t = t(z,y) con 2(0,0) = 0 e ¢(0,
Vz(0,0) e Vt(0,0).

SVOLGIMENTO. Poniamo

I

Si ha F(0,0,0,0) = (0,0). Scriviamo la matrice Jacobiana di F' calcolata in (0,0,0,0).

(42 10y —1+1/cos?z  —6mcos(rt)
JaC(F)_(m —8y3  —1-sinz —1-1/(1+¢2) )

Valutando in (0,0,0,0) si ottiene:

zt + 5y? 4 tanz — z — 6sint
2 —2y* +cosz —z—arctant —t—1 /)~

Jac(F)(0,0,0,0) = ( 000 _Gﬂ),

00 -1 =2

11 differenziale parziale di F' relativo alle variabili (z,t) ¢ costituito dalle ultime due colonne di tale
matrice, mentre il differenziale parziale di F' relativo alle variabili (z,y) & costituito dalle prime due

colonne.
_ 0 —67 -1 1/(3r) -1
az,tF(OaO) - ( 0—1 -9 > ) [az,tF(OvO)] - ( —1/(67T) 0 .
Allora si ha:
Vz(0,0) \ _ B 1 (00
( Vt(O, 0) ) - [8z,tF(070)] 8:E7yF(070) - < 00 ) .
EsERCIZIO 31.5. Si calcoli il seguente integrale:

1= Y{arctanydx —zydy
gl
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dove v ¢ la frontiera del triangolo T" di vertici (1,0), (0,1), (0,—1) percorso in senso antiorario. Si
calcoli inoltre il momento di inerzia di T rispetto all’asse delle ordinate:

M = // x? dx dy.
T
SVOLGIMENTO. Osserviamo che

T={(z,y) €R*: ~1<y<1,0<z<1—|yl}

y=Att—-1):t€[0,1]}U{(1l—tt): t€]0,1]}U{(—t,0): t€[1,—-1]}
Si ha
P(z,y)dx + Q(x,y) dy = arctany de — zy dy,
osservando che la frontiera di 7' & percorsa in senso antiorario, applichiamo le formule di Gauss-Green

per avere:
//8@ Oy P) dxdy = — //< )d:cdy
1-]y] 1 i) 4

__/1/0 <y_1+y2> Y

! "1yl
= — 1— d d

/_ly( lyl) y+/_11+y2

14 _
:2/ -y

o 1492

= [2arctany — log(1 +y )]y 0= 5 —log 2.

Utilizzando ancora le formule di Gauss Green si ha:

M = // :L'Qda:dy:/ (0.Q — 0y P) dxdy,
T

si puo scegliere Q(z,y) = 23/3, P = 0 ottenendo

M = /Qxy /dy—/dt+/ 1gt)3dt—/110dt

"1 6’
Si poteva anche procedere direttamente:

M = //:c d:cdy—/ (/Ollylx2dx> dy
=5 [ a-wpra

2 1 1
3/0( y)” dy G

ESERCIZIO 31.6. Si consideri la curva v : [r/2,37/2] — R? di equazione v(t) = (cost,tsint).
Dopo aver tracciato un grafico qualitativo di 7y, detta D la regione di piano delimitata da v e dall’asse
y, se ne calcoli area [Sugg. usare le formule di Green/

SVOLGIMENTO. Tracciamo un grafico qualitativo di ~: la componente x di v vale 0 agli estremi
dell’intervallo [7/2,37/2], & strettamente decrescente in [7/2, 7|, strettamente crescente in [m, 37w /2] e
ha il suo unico minimo per ¢ = w. Per quanto riguarda la componente y, la sua derivata & sint + ¢ cost.
Per t = 7/2 tale funzione vale 1, per ¢t = 37 /2 essa vale —1 ed ¢ continua in [7/2, 37/2], pertanto esiste
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almeno un punto in |7/2,37/2[ dove essa si annulla. Dividendo per cost (il che é possibile perchée
nell’intervallo aperto considerato tale funzione non ¢ mai nulla), si deve risolvere tant +t¢ = 0. In
| —7/2,37/2[ la funzione tant + ¢ & strettamente monotona crescente, quindi si annulla in un unico
punto ¢*. Inoltre la componente y é crescente in [r/2,t*] e decrescente in [t*,37/2]. Inoltre si ha
m/2 < t* < m, perché sint +tcost < 0 in [7,3w/2]. Si ha y(7/2) = (0,7/2), la componente = decresce
e la componente y cresce fino a raggiungere y(t*) per un unico 7/2 < t* < 7, in seguito entrambe le
componenti decrescono fino a y(m) = (—1,0), e poi la componente x cresce e la componente y decresce
fino a raggiungere v(37/2) = (0, —37/2). Dalle formule di Green si ha

//D (0:Q(x,y) — OyP(x,y)) dedy = //81) P(x,y)dz + Q(z,y) dy,

dove il bordo 0D é parametrizzato da v e da o(t) = (0,t), t € [-37/2,7/2]. Scelto Q(z,y) = =,
P(z,y) =0, e osservato che su o si ha = 0, si ha quindi z = sint

3m/2
I:/xdy+/xdy:/ cost (sint +tcost) dt
5 o w/2

3m/2 3m/2
:/ sintcostdt+/ tcos? tdt
T

/2 w/2
1 [37/2 1 [37/2 cos2t +1 1
== in2tdt + = t—— 1 dt = — (4 + 572).
2/7r/2 St +2/7r/2 2 16 (4+57)

EsERCIZIO 31.7. Si consideri il sottoinsieme del piano
I'={(z,y) €R*: (2> +9*+ 1220 +9)* = 4(2z + 3)%},

chiamato deltoide di Eulero.

(1) Si provi che cos(36) = cos@(1 — 4sin? ) = cos f(cos? § — 3sin? f)
(2) Si esprima I' in coordinate polari piane e, utilizzando il precedente, si dimostri che T' &
invariante per rotazioni di %” attorno all’origine.
(3) Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nei punti P = (—1,0), P, = (1/2,1/3/2) e
P3 = (1/2,—+/3/2). Si provi che tali tangenti delimitano un triangolo equilatero. Si dica:
(a) se I' definisce implicitamente in un intorno di Pp, una funzione y = ¢1(z) con p1(—1) =0
e in caso affermativo, si calcoli ¢ (0).
(b) se I' definisce implicitamente in un intorno di P;, una funzione y = @a(x) con ¢o(1/2) =
V/3/2 e in caso affermativo, si calcoli ©)(1/2).
(c) se I' definisce implicitamente in un intorno di P, una funzione y = w3(x) con ¢3(1/2) =
—/3/2 e in caso affermativo, si calcoli ¢4(1/2).
(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = 2% + y? vincolati a I'. Si dica se I'
€ compatto.
(5) Si dica se in (3,0) il Teorema di Dini & applicabile. Si tracci un grafico qualitativo di I'.

SVOLGIMENTO. Poniamo
F(z,y) = (2% + 9> + 120+ 9)% — 4(2z + 3)°.

Osserviamo preliminarmente che 'insieme ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ascisse perché F(x,y) =
(1) la seconda uguaglianza ¢ ovvia perché cos? § + sin? @ = 1, per quanto riguarda la prima:
cos 30 = cos(# + 20) = cos A cos 20 — 2sin”  cos §
= cosA(1 — 2sin? f) — 2sin® f cos @ = cos (1 — 4sin’ h)
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(2) Siha
F(pcos, psin @) = p*(sin*(8) + cos(#) + 2sin?(#) cos?(8))+
+ p*(—=8cos3(8) + 24sin%(6) cos(h)) + 18p% — 27
= p*(sin(0) + cos?(0))? — 8p° cos B(cos?(0) — 3sin?(9)) + 18p% — 27
= p* — 8p3cos(36) + 18p% — 27

Come funzione di 0, si ha che questa espressione ¢ 27 /3 periodica, quindi 'insieme ¢ invariante
per rotazioni di 27 /3 attorno all’origine. Poiché (0,0) ¢ I', possiamo scrivere:

) = p* +18p% — 27
p) == 3

Questa scrittura implica gia che I' & compatto: se cosinon fosse, esisterebbe una sequenza di
punti di I" rappresentati in coordinate polari da (p,,0,) tale per cui p, — +o00. Sostituendo

nella relazione precedente e passando al limsup, si ottiene che il membro di destra vale +oo,
n—oo

= cos(36)

mentre il secondo rimane limitato.

(3) I punti considerati si ottengono uno dall’altro per rotazione di 27/3, questo gia porge il fatto
che le tangenti costituiranno un triangolo equilatero. Si ha 9,F(0,—1) =0e 0,F(0,—1) # 0,
quindi la tangente in (0,—1) ¢ verticale ed ¢ data da * = —1. In questo punto non si
puo applicare il Teorema di Dini. Ruotando l'equazione della tangente o = +27/3 attorno
all’origine, si ottengono le tangenti negli altri due punti ovvero

1 3
—fx:tiy: -1

2 2

I coefficienti angolari delle tangenti sono quindi v/3 per il punto P3 e —/3 per il punto P».
(4) Studiamo brevemente la funzione f(p). Si ha

498 +36p  3(pt 1897 —27) (=94 p?)?

/ — > O
e si annulla solo per p = 3, quindi f & monotona crescente. Ma allora i minimi di p sono
assunti per cos 30 = —1, ovvero 61 = 7/3, 0, = 57/3, 3 = 7 e i massimi per cos 30 = 1, ovvero
0=0,0=2/3m, 60 =4r/3. 1l valore minimo di p risolve f(p) = —1, e in particolare ¢ assunto

nel punto rappresentato dalle coordinate polari (ppin, 7). Analogamente, il valore massimo di
p risolve f(p) = 1, e in particolare ¢ assunto nel punto rappresentato dalle coordinate polari
(Pmax, 0). Studiamo f(p) = —1 ovvero

pt 4 8p3 +18p2 —27 =10

Cerchiamo soluzione intere di questa equazione tra i divisori di 27, ovvero £1,+3,49. Si ha
che 1 & soluzione, quindi:

pt+8p> +18p* =27 = (p—1)(p* + bp® + cp+d) = p* + (b—1)p* + (c — b)p* + (d — ¢)p — d)
da cui b=9, ¢ =27, d = 27, pertanto:
pt 803 41807 — 27 = (p— 1)(p® + 99> +27p +27) = (p — 1)(p + 3)®

Solo p = 1 ¢ soluzione positiva, quindi accettabile, ed é il valore minimo di p. Per quanto
riguarda il valore massimo, studiamo f(p) = 41 ovvero

pt—8p3 +18p* —27 =10

Cerchiamo soluzione intere di questa equazione tra i divisori di 27, ovvero £1,+3,49. Si ha
che —1 & soluzione, quindi:

pt =80 +18p2 =27 = (p+ 1)(p* + bp* + cp+d) = p* + (b+1)p* + (c+b)p* + (d + c)p + d)
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B
R Y/

Ficura 31.7.1. Il Deltoide di Eulero, le circonferenze inscritta e circoscritta e le
tangenti richieste.

da cui b= -9, ¢ = 27, d = —27, pertanto:

pt+8p> +18p" =27 = (p+ 1)(p* — 9p° +27p — 27) = (p— 1)(p — 3)°,
che ammette soluzione accettabile p = 3, che rappresenta il massimo di p. Quindi il massimo
di p? ¢ 9.

(5) Osserviamo che in (3,0) non é possibile applicare il teorema di Dini, infatti si ha 9, F(3,0) =
0yF(3,0) = 0 e quindi il punto (3,0) e i suoi ruotati di 27/3 sono punti di cuspide (non puod
esservi un cappio perché ¢ il massimo della distanza da 0). L’insieme quindi ha laspetto di
un triangolo equilatero con i lati leggermente incurvati verso 'interno.

EsErci1z10 31.8. Si consideri in R3 la superficie S di equazioni parametriche:

0(0,y) = (Vy* +1cost,y,Vy* + Lsinb), 0 € [0,27], [y[ <1,
e il campo vettoriale F : R3 — R? definito da F"(x, y,2) = (22, y/2, 7).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F ¢ conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la circonferenza di
raggio /2, centrata in (0, 1,0) e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

v(0) = (V2cos0,1,v/2sinh), 6 € [0, 27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione .
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(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0,0).
(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo l’orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

SVOLGIMENTO. Poniamo ¢(6,y) = (@1, 2, ¢3) € F = (Fy, Fy, F3).
(1) Si ha
divF(z,y,z) = 8, F1 + 0, Fy + 0. F3 = 22 + 1/2,
51 833 .’L‘2
rot F=det | & 8, y/2 | =(0,-1,0).
53 82 T
Poiché il rotore non é nullo, il campo non & conservativo.
(2) Dal teorema di Stokes, la circuitazione & il flusso del rotore attraverso la superficie D =
{(z,1,2) : 22+ 22 < 2} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0, —1,0) su D induce per
la regola della mano destra 'orientamento richiesto su ~. Il flusso é:

/rotﬁ-ﬁdaz/ do = Area(D) = 2.
D D

Verifichiamo il risultato:

2
/qu,:/ F(V2cos6,1,v/2sin6) - (—v2sin#,0,v2cos6) db
v

0

27
:/ (—23/2008298in6+2c0s29>d0:27r
0

Quindi la circuitazione non é nulla, il che conferma come F' non sia conservativo.
(3) La matrice Jacobiana &

- P} 1sin @ y cos 0
VY + 1sin N
Jacp(0,y) = 0 1
2 1 0 ysinf
\Vy“+ lcos 7\/921

Per la formula di Binet, I’elemento d’area é:

Wy = \/det231 + det?By + det?Bs

dove
P} . y cos 0
—+v/y? +1sinf ==
B = ( Y Vyr+l > , det?B; = (y* 4 1) sin? 4.
0 1
2 i y cos 0
—vy* +1sinf “L—=
By = / :Z ygfn—zl ) det?By = y27
Yy =+ 1 COSQ \/ﬁ

0 1
Bs = ( \/ﬁcose ysirznf1 > , det233 = (y2 +1) cos 6.
VY

da cui wy = 1/2y% + 1.

(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In partico-
lare, nel punto (1,0,0) = (0,0) si ha (0,1,0) e (0,0, 1). La normale deve essere ortogonale a
questi due vettori, e avere norma uno, per cui & della forma (£1,0,0). Verifichiamo quale di
questi due é la normale indotta dalla parametrizzazione:

+1 0 0
det 0 0 1 =] ==F1.
0 1 0
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I determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (1,0,0) ¢ (—1,0,0).
(5) 1l flusso richiesto vale:

Fiop —\/y?2+1sinf \y/%

21 1 Yy
:/ / det | Froop 0 1 dy df
0 —1 2 . ysin 0
F309p /y?+ 1cosf VA

2 2 - 2 . y cos 0

or 1 (y*+1)cos*0 —+/y?>+ 1sind Vo

:/ / det y/2 0 1 dy df
0 -1 2 1 0 2 1 0 ysin 6

Vy°+ lcos vV y“+ 1lcos 7\/212?

21 ol —/y? + 1sing 2=l
:/ / y/2)det VY

241
- dy df+
0
VP +1cosd UEL

2 _ 2 i
/ / 1)det (y? +1)cos 0 —+/y?+1siné dy df
V12 +1cosh /y2+ 1cosé

27 2
= / / y?/2dy d + / / ((y2 +1)%2cos® 0 + (y + 1) sin  cos 9) de dy
0o J-1 -1Jo

2
= —T.

3
Nell’ultimo passaggio ¢ sfruttato il fatto che:

2 1 27 1 4m
/ cosfsinfdf = - / sin(20) df = — / sinw dw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

2m 3m/2 3m/2
/ cos® 0 dh = / cos® 0 dh = / (1 —sin @) cos 6 df
0 —7/2 w/2

/2 3/2m
= / (1 —sin?#) cos 6 d + / (1 —sin?#) cosf df
—7/2 /2

:/11(1—w2)dw+/11(1—w2)dw:0.

1 1

: y=—.
sinx Y

EsERrci1z1o 31.9. Risolvere I’equazione differenziale 3’ +

SVOLGIMENTO. L’equazione data ¢ di Bernoulli e il problema & posto in R? \ {y = 0}. Poniamo
quindi z = y'~(-1) = 2. Derivando, si ottiene 2’ = 2y’ = 2 — 2z/sinz. Scriviamo l’equazione in
forma di equazione totale:

w(x,z) =p(x,z)de + q(x,z)dz = (2— - > dr —dz=0

sin
Si ha
Oup(2.2) — Duglw,2) = ——— = ——q(a)
T,z)— T,2) = —— = — T).
=P 24 sin smazq
Calcoliamo un primitiva di 2/sinz utilizzando le formule! che esprimono sinz in funzione di t =
tan(x/2):
dx 1+t 2dt
2 =2 | — —— =2log|t 2
/sinx / 2t 1+ t2 og |tan(z/2)]
ITali formule porgono ¢t = tan(x/2), cosz = 1+t2’ sinx = 142_22, der = 12;1':2
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Pertanto il fattore integrante & h(z, z) = tan?(z/2). Moltiplicando per tale fattore, I’equazione diviene:

9 _ ztan(z/2) o tan(x L
<2tan (x/2) cosz(x/2)> dx — tan*(x/2)dz = 0

Una primitiva & data da:
V(z,z) = 4tan(z/2) — 2z — ztan?(x/2),
e le soluzioni dell’equazione totale sono date da V' (z, z) = ¢, ¢ € R. Pertanto le soluzioni dell’equazione
in z sono (si moltiplichi per sgn(tan(x/2))):
o) = _ct 2:‘ —24 tan(x/2)
an?(z/2)

cui corrispondono le soluzioni in y:

) = Ve +2x — 4tan(z/2)
ule) = [tan(z/2)|

EsSERCIZIO 31.10. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:

42043y =3e 2,
y+dx+y =0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

SVOLGIMENTO. Posto z = (z,y), il sistema si riscrive nella forma z = Az + B(t) con

(G we(%)

Siha T = tr(A) = —3 e D = det(A4) = —13. L’equazione degli autovalori ¢ A2 — TA + D = 0 ovvero
A? 43X\ — 13 = 0, che ammette come soluzioni i due autovalori reali
1 1
M= (8- V), N =5 (~3+V61).

Poiché D # 0, 'unico punto di equilibrio per ’omogeneo associato ¢ (0,0), e poiché gli autovalori sono
di segno discorde tale punto € una sella.

—3y =i+ 2z — 3e %

Riscrivendo il sistema dato, si ha: { . y=rt2w €

y=—95r—y
Derivando la prima equazione, si ottiene —3¢y = & + 24 + 6e~ 2.
Sostituiamo ’espressione di g ottenuta dalla seconda equazione:

—3(=bx —y) = & + 20 + 6e 2L,

Riscrivendo tale espressione si ha & + 24 — 152 — 3y + 6e =2 = 0.
Sostituiamo l'espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

i+ 2% — 157 + (& + 22 — 3¢~ ) + 62 = 0.
Otteniamo quindi l'equazione nella sola variabile x:
i 424 — 15z 4+ @ + 27 — 3¢ 2 + 6% = 0.
Tale equazione si riscrive come:
i—(—2-1)i+(2—-15)r—3e 2 +6e2 =0

In notazione compatta, si ha & — Td@ + Da = —3e 2!, L’omogenea associata ha soluzione generale
c1eMt + oMt Cerchiamo una soluzione particolare di tale equazione con il metodo dei coefficienti
indeterminati. Poiché —2 non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione nella
forma ge=?! con ¢ € R. Sostituendo e semplificando e~2, si ottiene 4q — 6¢ — 13¢ = —3 da cui ¢ = 1/5,
quindi si ottiene

1
z(t) = cre™t 4 coe?t + 56_2t
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Derivando, si ha:
2
.T(t) = Cl)\leAlt + CQ)\QS)\Zt - 56_%.

Si ha percio:

1 2 1
y(t) = —3 (cl)\leht + 62)\26)‘2t — 567% + 2 (cle/\lt + 026)\2t + 5€2t) — 362t>

= %e_%(3+‘/ﬁ)t (— (1 + \/fﬁ) cle‘/at + (\/a — 1) co + Ge%(‘/ﬁ_l)t) .
La soluzione del sistema ¢ quindi:

z(t) = cre 2 (3VBI)E 4 e (34VEBT)E L;t

y(t) = b3V (— (14 VBT) e1e51 4 (VBT 1) e + G2 (VDY)
con ci,c3 € R.

EsERcIZIO 31.11. Al variare di a € R, studiare le soluzioni del problema di Cauchy

{x’(t) =t —22(t),
z(0) = a,

tracciandone un grafico approssimativo. In particolare: dire se esistono valori di a tali che la soluzione
sia definita su tutto l'intervallo (—oo, 0]; dire se esistono valori di a tali che la soluzione sia definita su
tutto l'intervallo [0, +00).

SVOLGIMENTO. Vale il teorema di esistenza e unicita. Studiamo i punti dove £ = 0. Poniamo:
R:={(t,z(t)): &(t) > 0} = {(t,x) : t < 2°},

tale regione ¢ la regione di crescenza delle soluzioni. Se consideriamo il sistema autonomo:

t=1
& =t—a>

si ha che la regione R & invariante in avanti. Infatti (f,)¢)er = (1,0) che punta all’interno di R.
Pertanto una soluzione che vi entri, ivi rimane intrappolata.

Passando al limite nell’espressione di &, si deduce che non possono esservi asintoti orizzontali per
T — +00.

Calcoliamo la derivata seconda: 2" =1 — 22z’ = 1 — 2x(t — 2?) e si ha

vyi={(tx): 2" =0} ={(t,x): 1 — 22t + 21:3} ={(t,x): t=1/(2x) +x2}.

La curva v, vista come ¢t = t(z) = 1/(2z) + 22, ¢ asintotica a t = 22 per & — 400, per  — 0T il
limite & £oo e inoltre il ramo di tale curva per « > 0 é contenuto in R. La curva interseca ’asse x in
—3/1/2 e come funzione di z essa ¢ strettamente decrescente per x < 0. Si ha che R? \ 7 ¢ costituito
da tre componenti connesse: di queste, quella contenente ’origine € una regione di convessita per le
soluzioni, le altre due di concavita.

Poniamo quindi:

Qo:={(t,x): 2" <0,2>0,t>0}={(t,x): 1 —2xt+22> <0x>0,t>0}
Q1 :={(t,x): 2" >0} ={(t,x): 1 — 2zt + 22> > 0}
Qo :={(t,x): 2" <0,z <0} ={(t,x): 1 -2t +22> <0,z <0}

E utile che a questo punto il lettore si faccia un disegno della situazione.

Cerchiamo di capire se qualcuna di queste regioni é invariante. A tal proposito abbiamo bisogno
delle normali interne. Poiché la frontiera di tali regioni ¢ v che é definita implicitamente da impli-
citamente da F(t,z) = 0 con F(t,z) = 1 — 2zt + 223, la normale in un punto (¢,z) € v & data da
n(t,z) = £VF(t,z) = F(2z,2t — 62%), dove il segno viene scelto in base al fatto che si desideri la
normale entrante o uscente da g, Q1, Q2.
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Consideriamo la regione Q)g. La normale entrante in ()9 deve avere prima componente positiva.
Nei punti di 9Qy, si ha x > 0, pertanto il segno corretto della normale entrante in Qg € ng(t,z) =
(22,2t — 622).

Consideriamo la regione Q2. La normale entrante in (2 deve avere prima componente negativa.
Nei punti di 9Q2, si ha x < 0, pertanto il segno corretto della normale entrante in Qo & na(t, x) =
(2z, 2t — 62%) = ng(t, x).

La regione ()1 avra normale entrante data da ny(t,2) = —ng(t, ) = — (2,2t — 622).

A questo punto eseguiamo il prodotto scalare n; - (1, %) nei punti di 0Q;:

. . 1 1
0 - (1, 8) =1 /(20) 102 = (20 + (£ — 2%) (2 — 62%)]1=1 ) (20) 402 = 27 + 2 <$ + 227 — 6172)
1 1 3 1

— 4 — -2 = 5.
x+2x2+az T 2:Jc2>0

. . . . 1

ng - (17x)t:1/(2x)+x2 =Tno- (17w)t:1/(2x)+x2 =92 > 0.

. . . . 1

ny - (17x>t:1/(2z)+12 = —Nno- (lux)tzl/(Zz)-l-zQ T T2 <0.

Quindi le regioni Qg e Q2 sono invarianti in avanti, mentre la regione )1 non lo é. Per vedere se la
regione (J1 € invariante all’indietro, dobbiamo eseguire il prodotto scalare tra la normale entrante a Q1
e il campo —(1,%):

f1 - (=1, —=%) =1/ (20) 1a2 = % >0,

quindi la regione 1 & invariante all’indietro. Studiamo la prolungabilita delle soluzioni per ¢t < 0. A
tal proposito, poniamo y(t) = x(—t). Studiare il comportamento all’indietro di x(¢) equivale a studiare
il comportamento in avanti di y(¢). Si ha § = —i(—t) = —(—t —y?(t)) = t +y*(t). Per ogni condizione
iniziale, esiste & = &(a) tale per cui dato 0 < & < &(a) la soluzione y(t) sia definita per [t| < €2, cio
& possibile grazie al Teorema di Esistenza e Unicita. Studiamo il comportamento per ¢ > €2: si ha
y > €2 + y? e quindi confrontiamo con Z = 22 + 2, 2(0) = a, la cui soluzione generale ¢

1 z 1 a a
—arctan— =t + C, C = —arctan —, z(t) = etan (et + arctan f) .
€ € € € €

Si nota che z(t) ammette asintoto verticale per

7/2 — arctan ¢

t* = >0, lim z(t) = 400,

€ t—t*—
e quindi anche y(t) ammette asintoto verticale per 0 < t; < t*, percio z(t) ha un asintoto verticale per
t=—t1 <O.
In definitiva, tutte le soluzioni z(¢) hanno un asintoto verticale nel semipiano {(¢,z) : ¢ < 0} con
limite da destra pari a +00, e quindi non sono prolungabili fino a —oo.
Studiamo ora il comportamento per ¢ > 0. Una soluzione che parta con condizione a > 0, per
t > 0 decresce fino ad avere il minimo sulla curva t = 22 dove entra nella regione invariante R, ha un
flesso quando incontra il ramo di v contenuto in R e poi cresce a 400 rimanendo entro (Jg e in generale
questo ¢ il comportamento di ogni soluzione che entri in R, in particolare tali soluzioni sono definite
per tutti i tempi ¢t > 0. Proviamo che tali traiettorie sono asintotiche a v/¢. Si ha:
- 2
i_ 2
t t
Per ¢ sufficientemente grande si ha che #(t) ¢ decrescente perché x(t) si trova nella regione di concavita
Qo, pertanto il membro di sinistra tende a zero, ma allora x2(t)/t deve tendere a 1 e percio x(t) &
asintotico a V/1.
Se una soluzione parte all’interno di Q2, ovvero con a < —<{/1/2 vi rimane per ogni ¢t > 0, in
particolare & sempre strettamente decrescente e per l'invarianza in avanti di tale regione non puod
entrare in R. Non potendovi essere asintoti orizzontali, essa decresce a —oo, cid accade anche se una
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soluzione decresce fino ad entrare in (J2: a quel punto decresce a —oo. Mostriamo che le soluzioni che
partono nella regione ()2 hanno un asintoto verticale per t > 0. Studiamo ora la soluzione nell’intervallo
0<t<1 Siha® < 1— 22 e procediamo per confronto con 2 = 1 — 22, 2(0) = a. Verifichiamo la
presenza di asintoti verticali per t = t* < 1 con condizioni iniziali opportune: Si ha:

/ 1 1 / 1 Ao + 1 1 d 1 | 1—-2
— = z+- | ——dz==lo
-2 2)1-2""2 )1+ 2% |1+
quindi in forma implicita:
1 1+2
=1 =t+C.
9 08 ’ -z '
Per z — +o00 si ottiene t + C — 0 e quindi t* = —C'. Sostituendo le condizioni iniziali, si ottiene:
14+a
C==1 .
2 %1-a
e quindi dobbiamo risolvere
1 1+4+a
0<—2-1 1
9 0% ‘ 1-a

ossia

<2

1—-a

0 < log ‘ T a

Poiché |1 —a| > |1 + a] se a < 0, si ha che la prima disuguaglianza & sempre soddisfatta. Per quanto

riguarda la seconda, ¢ sicuramente soddisfatta per |a| sufficientemente grande, a < 0, perché I’argo-

mento del logaritmo tende a 1 se a — —oo. Quindi esiste a* < 0 tale che se a < a* la disuguaglianza ¢

soddisfatta. Quindi per a < a* le soluzioni ammettono asintoto verticale a —oo per 0 < ¢} < 1. Se x(t)

& una soluzione massimale che entra all’istante ¢y > 0 nella regione ()9, il suo limite verso l’estremo

superiore dellintervallo di definizione I ¢ —oo, pertanto esiste t; > tg, t; € I tale che x(ty) = b < a*.

Poniamo v(t) = z(t — tp) e studiamo la soluzione x(t) per tg < t < ty + 1 esattamente come prima.
Otteniamo ancora un asintoto verticale.

Proviamo ora che esiste un’unica soluzione strettamente decrescente definita per ogni ¢ > 0 che
separa il comportamento tra le soluzioni definite per ogni ¢t > 0 e quelle che decrescono a —oo in tempo
finito. Tale soluzione risulterd anche convessa e strettamente decrescente in tutto il suo intervallo
di definizione. Osserviamo che per il teorema di esistenza e unicitd se a; < a2 < 0, e le soluzioni
corrispondenti sono x1(t) e x2(t), allora si deve avere x1(t) < x2(t) per ogni ¢t > 0 dove le due soluzioni
sono entrambe definite. Definiamo i seguenti insiemi:

A:={a€R: esiste t, >0 tale che t, = 2%(a,t,)}

B = {a € R: esiste t, > 0 tale che t, = + x2(a,ta), x(a,ty) < 0} ,

2z(a,ty)
ove x(a,t) ¢ la soluzione corrispondente alla condizione iniziale a valutata al tempo ¢. Poiché¢ A D
[0, 400 e B D] — 00, a*] tali insiemi sono non vuoti. Inoltre si ha AN B = quindi A ¢ inferiormente
limitato e B & superiormente limitato, pertanto esistono finiti a™ = inf A < 0ea” = sup B > —1.
Proviamo che a™ ¢ A. Supponiamo per assurdo che a* € A e sia Z(t) la soluzione corrispondente.
Allora esiste £ > 0 tale che £ = Z2(#), inoltre, poiché @ < 0 si ha in realta Z(f) = —v/f. Consideriamo
la soluzione del problema & =t — 22, z(tg) = —+/t. Per l'invarianza delle regioni R e @ tale soluzione
deve essere definita in [0,¢] e contenuta all’interno della regione dove & < 0, pertanto si deve avere
che tale soluzione in ¢ & minore di Z(t) = —/t, pertanto in 0 essa ¢ minore di a1, contrariamente alla
definizione di a™. In modo analogo si prova che a~ ¢ B. Le soluzioni corrispondenti a dati iniziali
[a™,a™] non entrano né in A, né in B quindi hanno le proprieta richieste.
Proviamo che a~ = a™. Supponiamo siano diversi e siano a~ < a1 < ag < a™*. Si ha allora

%(x(al,t) — x(ag,t)) = 2%(a1,t) — x*(ag,t) >0
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FIGURA 31.11.2. Lo studio di # =t — 22, #(0) = a, a € R

pertanto la distanza tra le soluzioni relative ai dati iniziali a1 e ay deve aumentare dal valore iniziale
a1 — ag > 0. Tuttavia esse sono comprese tra le curve di equazione t = 2% e t = 1/(22) + 22 che sono
tra loro asintotiche. Cio & assurdo e quindi a~ = a* = «a. Le proprieta di questa curva discendono dal
fatto che essa non entra mai nelle regioni R e ). In figura presentiamo I'andamento di alcune soluzioni
e le curve che delimitano le regioni invarianti. Curiositd: la condizione iniziale a corrispondente alla
soluzione asintotica a —+/t per t — 400, determinata in modo simbolico, corrisponde a

_ 3'8r(2/3)

~ —0,729011
[(1/3) ’ ’

+00
dove I'(z) = / t*~te~tdt ¢ la funzione Gamma di Eulero.
0

EsgErcizio 31.12. Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per risolvere la seguente
equazione alle derivate parziali:

—60pu(t, ) + 40z u(t, ) + 3u = 0, (t,z) €]0,4o00[x[0, 7],

Optig(t,0) = Opuy(t,m) =0

u(0,z) = z(m — x).

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni elementari non nulle nella forma u(t,z) = U(t) X (z). Sosti-
tuendo nell’equazione di partenza si ottiene:
—6U (t,z) +4U ()X (2) + 3U () X (z) =0
e dividendo per U(t)X (x) si ottiene che esiste A € R per cui:
_ —6U(t,2) +3U(t)  4X(z)
U(t) X ()
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Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:

4X (z) = AX(z) =0
—6U(t) + (3+ N U(t)=0.

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

Studiamo I’equazione per X, il cui polinomio caratteristico ¢ 4u?—\ = 0, di discriminante A = 16\.
Se A > 0, 'equazione caratteristica ammette soluzioni p; = ﬁ/Q, pe = —p1. La soluzione generale
dell’equazione ¢ ®(cy,co,x) = c1eM? + c9et2®. Derivando, si ottiene %@(cl, co,T) = cipup e +
copaeM2® . Sostituendo le condizioni al contorno X(O) = %@(cl, c2,0) = 0, si ottiene cypug + copg = 0,
sostituendo si ha %@(cl, c2,x) = cip1(ef® — et2%) e poiché py # pe, I'unica soluzione ¢ quella nulla
c1 = ¢9 = 0 non accettabile.

Se A = 0, 'equazione in X (z) ammette soluzione X (x) = ¢o + c12, sostituendo le condizioni iniziali
e finale si ottiene ¢; = 0, quindi si ha la soluzione accettabile Xo(z) = ¢o relativa a A = 0.

Se A < 0, 'equazione in X (z), posto w = \/WZ ammette soluzione X (x) = ¢; coswz + ¢g sinwz.
Derivando, si ha X(ac) = w(—cy sinwx + ¢ coswz). Valutando in 0 si ottiene co = 0, e valutando in 7
si ottiene w = n € Z. Sostituendo nella definizione di w e ricordando che A < 0, si ha che A deve essere
della forma —4n?.

Pertanto i valori accettabili di A sono A\g = 0 cui corrisponde la soluzione Xo(z) =cge A, = —4n?,
n € N\ {0} cui corrisponde la soluzione X,,(z) = ¢, cosnz.

L’equazione in U per tali valori di A,, ha soluzione
3—4n2 .

Un(t) =dpe s

Posto a,, = ¢pdy,, costruiamo una soluzione elementare moltiplicando Uy, (t) X, (z), si ha:

2
3—4n t

up(t,z) = ane 6 °cosnz.

Cerchiamo di coprire il dato iniziale sovrapponendo infinite soluzioni elementari:
oo
u(0,z) =z(m —z) =ag + Z ap, COSNT
n=1
Pertanto si ha che i coefficienti a;, j > 1 sono i coefficienti di Fourier della funzione x(m — ) definita
su [0, 7], prolungata per parita su [—m, 7 e per 2m-periodicita a tutto R. II coefficiente ag ¢ meta del

coefficiente di ordine 0.
12 2
ag = = / x(m—x)dr = T
071'

T on 6
2 [T 2(1 -1)"
an:/ W($—$2)C0Sn$dl‘:—L2)).
™ Jo n
Solo i coefficienti di ordine pari sono non nulli, e as, = —1/k%, k € N\ {0}. Si ottiene quindi la
soluzione
2 oo 3-16k% t 2 oo —8k? t
e 6 e 3
u(t,x) = %etﬂ - ; 7z cos(2kz) = e/? % - ; 7 cos(2kx)

Il termine generale della serie & in modulo maggiorato da 1/k%, questo porge la convergenza totale
della serie.

ESERCIZIO 31.13. Sia T > 0, e sia ¢ : R — R una funzione T—periodica di classe C? strettamente
positiva e tale che sia ¢’ che ¢” si annullano solo due volte (ciascuna) in [0,7). Si supponga per
semplicita che min ¢ = ¢(0) e che max ¢ = ¢(a) con 0 < a < T.

a) Si tracci un grafico approssimativo di ¢.
Si ponga
N ={(z.y) €R*: ¢(2) = 6(y)}, No=Nn[0,T)*
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b) Si provi che NV ¢ [0, T)%periodico in R2.
¢) Si provi che N é composto da due archi di classe C! che si intersecano ad angolo retto.

Si consideri il problema di Cauchy

O
75y
y(O) = Yo-

d) Si provi che per ogni yg esiste un’unica soluzione, e che questa ¢ definita su tutto R.

e) Si provi che ogni soluzione ¢ limitata su R.

f) Si provi che la soluzione con yg = 0 non & periodica, ma che esiste qualche valore di yg per il
quale la corrispondente soluzione é periodica.

SVOLGIMENTO. La funzione ¢o7) € strettamente positiva e minimo assoluto in 0 e in 7" con
#(0) = ¢(T). Essa ha un massimo assoluto in a e ¢(a) > 0. Osserviamo che A contiene la bisettrice
del primo e terzo quadrante ed & simmetrico rispetto ad essa. L’insieme é periodico perché si scrive
come luogo degli zeri della funzione periodica g(z,y) := ¢(x) — ¢(y). La funzione ¢y ) ha come
immagine [¢(0), ¢(a)], inoltre é strettamente monotona in [0,a] e in [a,T]. Denotiamo quindi con
1 ¢ [¢(0),¢(a)] — [0,a] e con s : [¢(0),d(a)] — [a,T] le due inverse locali di ¢, tali funzioni
sono C? nell’interno del loro dominio. La relazione ¢(y) = ¢(x) in [0, T[ ¢ soddisfatta quindi solo se
y € {Y1(o(x)),Y2(p(x))}. Poicheé tale relazione & sicuramente soddisfatta per y = z, si deve avere:

z € {Y1(d(x)), Ya(o(x))}-

Conseguenza immediata di questa inclusione é:

- per 0 <z < a, visto che ¥y(2) > a, si ha che = # a(o(x)), quindi 1 (¢(z)) = z;
- per = a si ha che ¥1(¢(a)) = ¥2(¢p(a)) = a perché a é I'unico massimo di ¢ in [0,T[;
- per a < x < T, visto che ¥1(z) < a, si ha che x # ¥1(¢(x)), quindi Y(p(x)) = .

Questo porta a definire i due archi:

yi(z) = Y1(p(x)), per0<z<a, ia(e) = Ua((x)), per0<z<a,
¢2(¢(‘T))7 pera <z <T, w1(¢(x))7 pera < <T.

Otteniamo quindi Ny = {y1(x) : « € [0, T[}U{y2(x) : = € [0, T}, inoltre y1 (z) = = per ogni z € [0, T[.
Inoltre i due archi si intersecano solo in = a e y1(a) = y2(a) = a. L'arco y;(+) ¢ ovviamente di classe
C*(]0,T]). Siha che y(-) & sicuramente di classe C1(]0, T[\{a}) per il Teorema della funzione implicita.
Infatti ponendo F(x,y) = f;E:U; — 1, in modo che N'= F~1(0), si ha che F € C'(R?) e 8,F(z,y) =0
Y
in 10, 7[x]0,T[ se e solo se ¢'(y) = 0 il che equivale a dire y = a e, d’altra parte, y2(x) = a se e solo se
x = a. Inoltre, tale arco & continuo in |0, T'[ per costruzione: lim y2(z) = a = y2(a).
Skskosk kst koK sk koK skosk skokoskoskok skokoskoskokoskoskoskoskokoskoskoskoskesk e
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A
O@y o Al
S Wre fz2) DLt N 0 9(22), 8(29))
0 Y10 a(lﬁ a I;Z el
x9 = 1Py 0 P(x2)

SKskskosk skokosk skosk skoskok skok sk skosk skosk skoskoskoskosk skoskosk sk skoskoskosk

Costruzione degli archi: dato z € [0, 7], laretta y = ¢(x) interseca il grafico di ¢ in
esattamente due punti. L’ascissa minore tra quella dei due punti di intersezione &
11 0 ¢(x), mentre Paltra ¢ 150 ¢(x). Si ha sempre 0 < Y1 (op(x)) < a < Po(p(x)) <
T. Poiché una delle due intersezioni deve essere (x, ¢(x)), a seconda dell’intervallo
in cui si trova x si avra ¥ (¢(x)) = = oppure ¥2(¢(x)) = z. Piu precisamente, se
0<z<asihai(o(z)) =z, esea<z<Tsiavra 2(p(x)) = x.
Poiché ¢(z) = ¢(y2(x)), derivando per = # a, si ha ¢'(z) = ¢'(ya(x)) - v4(z), da cui yh(z) =
¢'(z)
¢ (ya(x))
la, T, si ottiene yh(x) < 0 se x €]0,a[. In modo del tutto analogo, se x €la,T[ si ha ya2(x) €]0,al,
quindi ancora yh(z) < 0 se z €la,t[. In altre parole y4(z) < 0 per ogni x €]0,T[\{a}. Osserviamo
che, applicando la regola de I'Hopital e ricordando che yo € C1(]0, T[\{a}) e ¢ € C?, per a’ # a con
¢"(y2(a’)) # 0 si ottiene:

Ricordando che se x €]0,al si ha yo(z) €]a,T] e che ¢’ & positiva in ]0,a[ e negativa in

H(@) = lim = lim () =H 1im ¢"() = ¢"(d') . 1
vola) = fim @) = I Ze @ T A ) n@ - T @) B

) ) 9 qs//(a/)
Quindi (y4(a"))” = :
( ) ¢ (y2(a"))
/!
d)/f? (e @ ))) Si nota che & possibile passare al limite per a’ — a nell’espressione precedente, poiché
Yya2la
in un intorno di a si ha ¢”(ya(x)) # 0, e ottenere che yh(a) = —1 perché ¢ € C? e yo(-) & continua,

quindi anche 'arco ya(-) & Ct. Poiché yi(a) = 1 e yh(a) = —1, i due archi si intersecano ad angolo
retto.

Ricordando che yh(x) < 0, si ottiene per ogni @’ # a che y4(a') =

Per quanto riguarda 1’equazione 9(z) = F(x,y(x)), si ha che F' € C1(R?) e che |F(z,y)| < ola) <

¢(0)

400 per ogni (z,y) € R?, quindi per il teorema di esistenza e unicita globale, per ogni yo € R la
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soluzione del problema di Cauchy esiste, é unica e definita su tutto R.
L’insieme [0, 7] x [0, 7] \ Ny ¢ composto di quattro componenti connesse: una contenente il punto
(a,0), dove ¢y > 0, una contenente il punto (T, a) dove y’ < 0, una contenente (a,T’), dove y' > 0, e

infine una contenente (0,a) dove 3’ < 0. Inoltre tale situazione si ripete per periodicita.
>R 3kosk sk sk koK sk skoskoskok sk skok skok sk skosk ke skokoskokoR skokok kR skokok skokoskokok skokokokek
A :
071((1, a+ T)

- 1) Poo(a,a) Lo(a+ T, a)

Quo(T70

0,-1 (a,a - T)

skoskeosk sk skosk sk sk skeoskoskeoskoskoskoskoskosk sk skt skosk sk sk sk sk sk skoskoskosk sk skoskoskoskoskoskoskoskoskoskeosk sk skokoskosk skotkeokoskoskoskoskok koskok

In figura, il quadrato [0,7] x [0,7] ¢ ombreggiato. Si ha Qn.m = (nT,mT) per n,m € Z e
Ppm = (a,a)+ (nT,mT) per (n,m € Z). 1l quadrilatero curvilineo Qo 0P, —10Q1,0F0,0 contiene il punto
Ri(a,0), e poiché ¢(a) > ¢(0), su tale punto si ha F'(R;) > 0, quindi tale quadrilatero ¢ una regione
dove y' > 0. Per periodicita di F', anche il quadrilatero Qo 1P 00Q1,1Fo,1 ha lo stesso comportamento,
e in generale si ha che tutti i quadrilateri curvilinei Cy, , := QnmPnm—1@Qn+1,mPnm, n,m € Z sono
regioni dove 3/ > 0.

Il quadrilatero curvilineo Q,0Fo,0Q0,1P-1,0, simmetrico rispetto alla bisettrice del precedente, con-
tiene il punto R2(0,a) e quindi, per ragionamento analogo a prima, si ha che tale quadrilatero é una
regione dove ¢y < 0 e in generale, tutti i quadrilateri curvilinei Dy = QumPrnmQnm+1Pn—1,m,
n,m € 7Z sono regioni dove 3’ < 0.

La curva Qo ,0FPo,0Qo,1 ¢ una curva di minimi (ad eccezione dei tre punti che la definiscono), la curva
Q1,1P0,0Q1,0 ¢ una curva di massimi (ad eccezione dei tre punti che la definiscono) e, per periodicita, le
curve Qpn mPrm@n,m+1 sono minimi, le curve Qp41.m+1FPnm@n+1,m sono massimi per n, m € Z tutte
ad eccezione dei punti che le definiscono.

I punti P, m, n,m € Z sono tutti flessi a tangente orizzontale e le soluzioni che li attraversano sono
decrescenti in un intorno di essi. I punti Q, m, n,m € Z sono tutti flessi a tangente orizzontale e le
soluzioni che li attraversano sono crescenti in un intorno di essi.
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Se una soluzione ha condizione iniziale y(0) = yo € [0,a] allora decresce fino ad entrare in Cp .
Qui, non puo che crescere fino ad entrare in D1 g, infatti una soluzione crescente non puo andare da
Co,0 a Do, perché altrimenti dovrebbe attraversare una curva di minimi, contraddicendo il fatto di
essere crescente. Non puo nemmeno andare in Cp 1 perché dovrebbe attraversare il punto Py e avere
tangente verticale in esso. Pertanto entra in D in un punto di ordinata compresa tra 0 e a. Qui
decresce fino al tempo 1" dove vale y(7'). Si deve avere necessariamente y(7') < a perché la soluzione
decresce dal suo ingresso in Dj g e inoltre y(7") > 0, altrimenti dovrebbe attraversare (Qp 1 con tangente
verticale, assurdo. Pertanto se y(0) € [0,a] anche y(T) € [0, al.

Per periodicita, se y(0) € [nT,a + nT], anche y(T') € [nT,a + nT], pertanto si ottiene che se
y(0) € [nT,a + nT], allora y(t) € [nT,a + nT| per ogni t > 0. Dato yy € R, esiste sempre n € N tale
che yo €](n — 1)T, (n + 1)T[, pertanto la soluzione y(-) con condizione iniziale y(0) = yo domina la

soluzione y_(-) di condizione iniziale (n — 2)T" + 2 ed & dominata dalla soluzione y,(-) di condizione

iniziale (n + 1)T + %. Per quanto visto prima, y_(t) € [(n — 2)T,(n — 2)T + a] per ogni t > 0 e
y+(t) € [(n+1)T,(n+1)T + a] per ogni t > 0. Pertanto y(¢t) € [(n—2)T, (n+1)T + a] per ogni t > 0,
quindi é limitata.

La soluzione che parte dall’origine ha ¢/(0) = 0, quindi entra in una zona di crescenza. Se soddi-
sfacesse ¢/ (T') = 0, essa dovrebbe avere un minimo per x = T, ma allora sarebbe identicamente nulla,
ma, cid & impossibile perché la funzione identicamente nulla non & una soluzione. Quindi tale soluzione
non & T-periodica.

La mappa o : [0,a] — R definita da o(yo) = y(T') dove y(-) é soluzione di y(x) = F(x,y(t)),
y(0) = yo, € continua e mappa [0, a] in sé, pertanto ammette almeno un punto fisso. Ovvero esiste g
tale che 1'unica soluzione di y(t) = F(z,y(t)) soddisfacente y(0) = g soddisfa anche y(T') = go. Ma
allora questa soluzione & periodica.






CAPITOLO 32

Miscellanea di Esercizi supplementari

ESERCIZIO 32.1 (massimi e minimi liberi e vincolati).

(1) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(z,y,z) = 22 + cos(y),
sull’insieme C = {(z,y,2) € R3 : 22+ %+ ¢*° < 10}.

(2) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(x,y,2) = yv1+ 22
sull’insieme C' = {(x,y,2) € R®: 22 — 22 +¢% + 22 < 3}.

(3) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(z,y,z) = (1 + 22)e?
sull’insieme C' = {(x,y,2) € R?: 22 + y* — 2y? 4+ 22 < 0}.

(4) Quanti sono i punti di minimo relativo di f(x,%) = cos?(z)+y> — 3y? appartenenti all'insieme
Q={(z,y) €eR?: -7 <z <27, |y| < 3n}?

(5) Si studino, al variare di @ € R i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione
falz,y,2) = x4+ ax® — cos(y) + 2%e® sull'insieme C = {(z,y,2) € R : 0 <z < 2,—71 <
y<m—-1<z<1}

(6) Si studino, al variare di a € R i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione
falz,y, 2) = <@+ 4 gin?(z) sullinsieme C = {(x,y,2) € R3 : |y| < 1}.

2

ESERCIZIO 32.2 (integrali multipli).
(1) Calcolare il seguente integrale doppio:

// xsin |y — 2z| dz dy
D

essendo D il triangolo avente i vertici nei punti (0,0), (1,0), (0,1)
(2) Sia D il quadrato 0 <z <1, 0 <y < 1. Calcolare 'integrale:

1
/ dxdy
DTty

1
dxd
e
(4) Calcolare il seguete integrale triplo:

///Z\/ldemdydz,
T

dove T ¢ il cilindro circolare retto di altezza 1 che ha per asse 'asse z e per base il cerchio di
raggio 1 centrato nell’origine.
(5) Calcolare il seguente integrale triplo:

///:L’z3dxdydz,
T

dove T ¢é il solido contenuto nel primo ottante e limitato dalle superfici di equazioni y =
4224922 ey =1
(6) Calcolare il seguente integrale triplo:

/// e(x2+y2+z2)3/2 dg:dyd@
T

dove T ¢ il dominio 422 + y? + 22 < r2.

(3) Calcolare V'integrale:

243
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(7) Calcolare il seguente integrale triplo:

///T(:c2+y2)dxdydz,

dove T & il cono circolare retto con vertice nell’origine, per asse 'asse z e per direttrice il
cerchio di raggio r situato sul piano z = h.
(8) Calcolare il momento di inerzia di un cerchio sia rispetto ad un diametro sia rispetto al suo
centro.
(9) Sia:
D:={(z,2) eR?: 2 +2°<2, 22 + (2 —1)2>1,2>0}
Trovare l'area di D. Determinare la prima coordinata del baricentro di
Dt :={(z,2) € D: x>0}

Determinare il volume del solido S generato da D mediante una rotazione completa attorno
all’asse z.

(10) Sia I =[0,1], @ € R. Definiamo f, : I x I — R mediante:
0 sexr =y
R SeTAY

fulan) = {

Dire per quali « la funzione f, & integrabile su I x I. Per questi valori di «, calcolare

falz,y) dx dy
IxI

(11) Sia D := {(z,y) € R?: (x +y)? < e*(”*y)z}. Calcolare:

I:/ e~ (@v)? dxdy
D

(12) Calcolare ’area della porzione di superficie di equazione z = arcsinz che si proietta orto-
gonalmente sul piano (z,y) nel dominio D limitato dalla curva di equazione y? = x2(1 —
2
%)
(13) Calcolare I'area di quella parte della superficie conica di equazione: z? 4 y? — 22 = 0 che &
contenuta nel tetraedro x >0,y >0,2>0,z+y+2<1

EsERcCIZ10 32.3 (Integrali dipendenti da parametro).
(1) Studiare le seguenti funzioni (dominio, continuita, derivabilita)

2 3 t
(a) F(z) = / extSl% dt,z € R

0
" log(1 + xt)

(2) Calcolare le derivate parziali prime della funzione
€T
F(x,y) = / e~ @ gt
y

(3) Dimostrare, mediante derivazione sotto il segno di integrale, che la funzione:

27
F(:c):/o e*SnY dy

ha un minimo relativo in « = 0.
(4) Mediante derivazione rispetto a y, calcolare U'integrale

Ylog(1l + zy)
F(y) = 26T g
) /0 14+ 22 v
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(5) Verificare, mediante derivazione sotto il segno di integrale, che la funzione

F(x) :/ et — g
0

ha un massimo relativo per x = 0.
(6) Applicando la regola di derivazione sotto il segno di integrale, dimostrare che la funzione

s

Flz) = / s sin(@y) 4
0 Y
¢ costante per z > 0

ESERCIZIO 32.4. Si determini il dominio della seguente funzione f : R? — R:
f(z,y) = arcsin(xy).
Si studi continuita e differeziabilita di f e si scriva il differenziale di f nei punti laddove esso esiste.

ESERCIZIO 32.5 (funzione implicita, studio qualitativo). Studiare le curve implicitamente definite
da:

(1) (22 + y? + 12ax + 9a2)? = 4a(2x + 3a)3, al variare di a > 0.
(2) y* — 2% 4+ ay? + bz? = 0 al variare di a,b € R

EsERCIZ10 32.6. Data la curva v di equazione polare p = A6, 0 € [0,47] si calcoli I'integrale

I::/Hgds.
¥

SVOLGIMENTO. In coordinate cartesiane, la curva & parametrizzata da:
x(0) = p(0)cosf = Afhcosb
y(@) = p(0)sinf = Afsinb

La matrice Jacobiana della parametrizzazione ¢(0) = (z(0),y(0)) ¢ data da

et = () = (A5 dremie) )

Per la regola di Binet, I’elemento di lunghezza (misura 1-dimensionale) & dato dalla radice della somma
dei quadrati dei determinanti delle sottomatrici di Jac () di ordine 1, ovvero:

ds = /2 4+ 2 = \/(Asin(f) + A cos(9))? + (Acos(h) — Afsin())2 = /A2(1 + 62) = |A]\/1 + 62.
Pertanto, posto t = 6%, dt =20df, z =1+ t, dz = dt:

4 |A| 1672 |A| 167241
I:/ 93|A|\/1+92d0:2/ t\/1+tdt:2/ (z — 1)Vzdz
0 0 1

Al [167+1 Al r16m+1
:’2‘/ z3/2dz—’2/ 2% dz
1 1

2z=1672+1 2z=1672+1
4]
5/2 2 3/2 .

_ A
2

= @((1%2 +1)%2 1) - ?'((16%2 +1)%2 - 1),
ESERCIZIO 32.7 (Stokes). Calcolare i seguenti integrali:
/ -ndo, F = (zz,2y,yz)
dove S := d{(z,y,2) ER3: x y>0,2>0,2+y+z<1};

/fda f(z,y,2) == (z4+ D)V/1+ 22+ 32+ 25 + 42



246 32. MISCELLANEA DI ESERCIZI SUPPLEMENTARI

dove C == {(z,y,2) ER3: 2?2 +¢y? =22, 0< 2 < 1}
EsERcCI1Z10 32.8. Sia o > 0 e si consideri la funzione:

| sin(zy) — zy|*

(.732 ¥ yg)g se (a:,y) # (070)7

fla,y) =
0 se (z,y) = (0,0).
Determinare i valori di o per cui f & continua in (0, 0).

SVOLGIMENTO. Determiniamo l’ordine di infinitesimo di sin(xy)—zy nel modo seguente: cerchiamo
B > 0 che renda finito e non nullo il limite
sin(s) — s
li S10(8) = 8
5—0 Sﬁ

Applicando due volte la regola de I’Hopital si ha

. sin(s) —s . cos(s)—1 . — sin(s)
m———————=J]1m —=J11m ——
s—0 Sﬂ s—0 586_1 s—0 ﬁ(ﬂ — 1)85_2,
e tale limite ¢ finito e non nullo solo se 8 —2 =1, ovvero 8 = 3. In tal caso si ha:
lim sin(sg -5 _ _1.
s—0 S 6

Osserviamo che i valori o < 0 non risolvono il problema, infatti se a < 0 si ha per (z,y) — 0
|sin(zy) —xy|* 1
@2+ 23— (22 +42)3

e l'ultimo termine diverge.
Sia quindi a > 0:

3
. o a 3a «
S T W (T e BN
(2,9)—(0,0) (2,49)~(0,0) |zy| (@ +9%)? 6% | @y)—00 2> +y
(2,y)#(0,0) (z,y)#(0,0) (2,y)#(0,0)
Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |zy| < %(xQ +y?), pertanto
|lzy|® L s 2\a—1
0_x2+y2§27a($ +y)"‘
Se a > 1, il termine di destra ¢ infinitesimo e si ha:
|zy|” , .
=0, da cui lim z,y) =0= f(0,0),
(2,9)=(0,0) % + Y (2,9)—(0,0) f@9) 70,0)
(z,y)#(0,0) (z,y)#(0,0)

e dunque se « > 1 si ha che f é continua. Supponiamo ora a < 1 e poniamo y = mx. Si ha
2
ayle _ ml [af
2492 m24+1 22’

se a < 1 il limite per z — 0 & +o0, altrimenti se @ = 1 & |m|/(m? + 1) quindi dipendente da m. In
ambo i casi si ottiene che f non & continua. Quindi f & continua se e solo se o > 1.
Per studiare il limite & possibile anche passare in coordinate polari:

2 o «
zy|® . sin @ cos 0 . 1 P
Ly‘ 5 = lim % = lim —p?*?|sin26|°.
(z,y)=(0,0) T2 + Y p—0F P p—0t 2%
(z,y)#(0,0) x=pcosl z=pcosf
y=psinf y=psinf

e il limite ¢ nullo solo se a > 1, non esiste (dipende da €) per a = 1, e vale +o00 per o < 1.
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ESERCIZIO 32.9. Sia f : R? — R la funzione definita da f(z,y) = (22 + yz)e_yQ, e sia
C={(z,y) eR*:y>V1—a?per|z[<1ley>|z]—1per|z|>1}.

Calcolare, se esistono, i limiti

lim  f(z,y), lim  f(z,y).
[(z,y)|—00 |(z,y)|—>o00
(z,y)eC

Determinare i punti di massimo e minimo vincolato per f su C.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo il limite di f lungo gli assi:

lim  f(z,y) = lim 2% = 400, lim f(z,y) = lim yze_y2 =0.
|(x7y)|:m |z[—o0 I(w,y)\(?w ly|—o00
y= =

Tali limiti sono diversi tra loro, quindi il limite lim  f(x,y) non esiste.
[(z,y)|—o0

Siha 0 < f(z,y) < (1+y2e ¥ per |z| < 1ese|z| > 1,siha che (z,y) € C se y — 1 > |z| ossia
(y — 1)2 > 22 Pertanto se (z,y) € C e |z| > 1 vale 0 < f(z,y) < ((y — D)* +y?)e V.
Quindi in generale se (z,y) € C si ha
0< f(w) <A +97)e + (=1 +y7)e
Si ha che |(z,y)| — oo con (z,y) € C implica y — +00, e quindi I'ultimo termine tende a 0:

lim f(z,y)=0.
|(2,y)| =00
(z,y)eC

Studiamo i massimi e i minimi di f. Si ha f(x,y) > 0 e il limite di f per |(z,y)| = oo con (z,y) € C
& nullo. Questo esclude la presenza di minimi assoluti. Si ha

O f(z,y) = 2we ™V
{ayf(ﬂ%y) =2V (1—a?—y?)
Siha 0, f(z,y) = 0y f(z,y) = 0 per (z,y) = (0,0) ¢ C, (x,y) = (0,£1). Pertanto i massimi e i minimi
vincolati si trovano eventualmente sulla frontiera di C'. La frontiera di C' & parametrizzata da:
11(0) = (cosf,sinh), 6 € [0, ]
Yo(t)=(t,t—1),t>1
v3(t) = (=t,t —1),t > 1

Siha f(71(0)) = e 5% i cui massimi sono per § = 0, 7 e il minimo & per § = 7/2, da cui f(+1,0) = 1
e f(0,1) =1/e. Siha f(0,y) = y2e¥” & decrescente per y > 1, quindi (0,1) non & né di massimo, né
di minimo per f su C.

Siha f(12(t)) = f(ys(t)) = (2 + (t — 1)2)e~ =% 1a cui derivata é:

%f o Ya(t) = %f 0 y3(t) = —2te~("V" (2% — 4t + 1)

che si annulla per t = 0 (ma 72(0),7v3(0) ¢ C), per t = t1 := (2 —/2)/2 < 1, (ma Ya(t1),73(t1) ¢ O)
epert =ty :=(2++/2)/2. Le funzioni f oya(t) e f o y3(t) sono crescenti in un intorno destro di 1,
pertanto (0, 1) non ¢ né di massimo, né di minimo per f su C. Si ha y(t2) = ((2 + v2)/2,v2/2)
e v3(t2) = (—(2 ++/2)/2,/2/2). Proviamo che tali punti sono di massimo relativo e assoluto per la
funzione f e il valore del massimo & M := f(£(2++/2)/2,v/2/2) = (2++/2)//e: infatti dato (z,y) € C
si ha |z| <y —1 da cui:
flay) < (=1"+y"e ™V,
pertanto i punti di massimo sul bordo sono punti di massimo in C.
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EseErcIZ10O 32.10. Si calcoli il limite:

N
lim —,
a——+00
dove
2’ 9 1
Ia:// ﬁdxdy, Ca:{(gj7y)€R1§Jf§a,§y§$}
o Y x

SVOLGIMENTO. Si ha:

_al_a? 1.
4 2 4
I 1
Pertanto lim —i:f.
a—+oo 4

EsSERcIZIO 32.11. Si consideri la funzione F : R? — R di classe C':
F(z,y) =y — 221® + cos(zy) — 2.
Si mostri che la relazione F'(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione ¢ :| — §,§[—]1 — 0,1 + o]
in un intorno del punto (0,1). Si calcoli la derivata ¢'(0) e si dica infine se ¢ & estendibile a tutto R.
SVOLGIMENTO. Verifichiamo le ipotesi del Teorema di Dini della Funzione Implicita. Siha F'(0,1) =
0. Calcoliamo:
Oy F(z,y) = 3y — day — zsin(zy).
Si ha 0y F(0,1) = 3 # 0, quindi il Teorema di Dini assicura l'esistenza di una funzione ¢ che soddisfi
le condizioni dell’enunciato. Calcoliamo ora:
0. F(z,y) = 2y* — ysin(zy).
La derivata richiesta é data da:
0,F(0,1) 2
PO==5F 0~ 3
y 5
Per quanto riguarda il problema dell’estendibilita osserviamo che:

(1) Sia z € R\] — 4, d] fissato e consideriamo la funzione
y =y’ = 2ay + cos(zy) — 2:= ga(y).
Per ogni x € R\| — 4, 4], la funzione g, (y) & continua da R in R, inoltre
lim g (y) = +oo, lim g, (y) = —o0

Yy—r+o0 Yy—>—00

Per il Teorema di esistenza degli zeri, esiste almeno un punto y, (non necessariamente unico)
tale per cui g, (y,) = 0, pertanto & sempre possibile selezionare una funzione x — vy, che esten-
da . Si noti che D'estensione cosicostruita potrebbe non avere alcuna proprietd di continuita
o differenziabilita.

ESERCIZIO 32.12. Si consideri nel piano (y, z) la regione compresa tra 'asse z = 1 e la curva di
equazione z = /y — 2 con 3 <y < 6.
a) Si calcoli il baricentro di D.
b) Si determini il volume del solido ottenuto ruotando D attorno all’asse delle z.

SVOLGIMENTO. Denominata con S tale regione, si ha che

S={(y,2): 1<2<y—23<y<6}
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a) L’area della regione S é:

4
M = / Vy—2-1) dy_/(\/i—l)dt:;[t?’/ﬂ‘{—s:——3:.
1

Indicato con G = (Gy, G>) il baricentro:

1 3 [0 [vy—2 3 (6 27
G M / zdydz / / zdzdy 10 /5 (y=2)-1)dy 20

3 6
Gy = M/ydydz— // ydzdy—5/3 y(Vy—2-1)dy

3 326
—2=1) =2 [ 2 +2)t*dt =
wo2==? [a s oa=20
b) Per il Teorema di Guldino, si ha V' =27G,M = 615527r
EsERcCIZIO 32.13. Si determini ’area della parte di superficie conica:

S={(z,y,2): z2=1—/a2+y2,2>0,y >V2/2}.

SVOLGIMENTO. Si ha z > 0 se e solo se 22 4+ y? < 1, da cui y < 1. Si ha allora \/5/2 <y<le
|z| < /1 —y2. Essendo la superficie un grafico z = f(x,y) elemento di superficie &

2
wa(z,y) = \,1+|Vf($,y)\2= L+ 4 ) :\/5

L’area vale pertanto:

1 A/ 1—y2 1 /2

A:/ / \/§dxdy22\/§ \/1—y2dy:2\f2/ V1 —sin 0 cos 0 db
V2/2 V2/2

/2 cos(29

_2f/ cos? 0df = 2v/2

/4 w/4
V2 V2 V2

24”2/

coszdz = T(ﬂ' —2).

de—f/ (cos(20) + 1) d

ESERcCIZIO 32.14. Date la superficie S = {(z,y,2) : © = scost,y =t,z = ssint, t € (0,7), s €
(1,2)} e la funzione f: R3 = R, f(z,y, z) = yz, si calcoli I'integrale

| 1a

SVOLGIMENTO. Posto ¢(t,s) = (scost,t, ssint), calcoliamo la matrice Jacobiana della parame-
trizzazione:
—ssint cost
Jacyp = 1 0
scost sint

Per la regola di Binet, per trovare I’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti
i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

B 9 ( —ssint cost 9 ( —ssint cost 9 1 0
wg(ﬁtgo,@sgo)—\/det ( 1 0 >+det < scost sint >+det <scost sint

=1+ 52
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Pertanto l'integrale richiesto vale:

Lo (]
0

fw (t, s)w2(Drp, Dsp) >
1
2

4
(/ t581nt\/1+52ds> dt = /tsintdt-/ V14 wdw
1 1
\/>

- g(5 —2V2).

EsERcIZIO 32.15. Sia D = {(u,v) € R?: u? +v? < 1} e sia S C R? la superficie parametrizzata
da ¢ : D — R3 op(u,v) = (u+v,u—v,u?+v?). Calcolare I'integrale di superficie

/(332 +3*)V1 + 2z do.
S

SVOLGIMENTO. Calcoliamo la matrice Jacobiana della parametrizzazione:

1 1
Jacp = 1 -1
2u  2v

Per la regola di Binet, per trovare l’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti
i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

B (1 1 (1 1 (1 -1
wg(au@,ﬁvcp)—\/det <1 1 + det ou 9 + det ou 20

=4+ (20 — 2u)? + (20 4 2u)? = 2V/1 + u? + 02

Pertanto l'integrale richiesto vale:
/ ((u +v)2 + (u— v)z) V14 2(u2 + 02) 2v/1 4 u2 4 02 dudv
D
= 4/ (u® + v /1 + 2(u? + v2) /1 + (u2 + v2) dudv
D
2 1
—4/ / p*\/1 4202 \/1+ p2pdpdd
o Jo
1
(w = p?) —47r/ wy/(1+ 2w)(1 + w) dw
0

1
:47r/ wy 2w? + 3w + 1dw
0
= 47 (44 + 1326 — 9v/21og(3 + 2v/2) + 9v/210g(7 + 4V/3)),
dove si ¢ sfruttato il fatto che una primitiva di vs? + 1 ¢ data da 1/2(y/1 + y? + log(z + V1 + 22)).

ESERCIZIO 32.16. Per ogni a > 0 si consideri in R? la superficie S, di equazioni parametriche:
e(0,y) = (Vy? +a? cos,y, Vy? + a?sin0), 0 € [0,27], |y| <1,
e il campo vettoriale F : R3 — R? definito da F(z,y,2) = (22,y/2,z).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la circonferenza di
raggio v 1 + a2, centrata nell’origine e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

v(0) = (Va?+1cosb,1,v/a? + 1sin#), 0 € [0, 27].

Si dica se il campo F' & conservativo.
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(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, si ricavi da essa l'elemento di superficie 2-dimensionale
relativo alla parametrizzazione . Si utilizzi il risultato per calcolare ’area di S, nel caso

a=0.
(4) Per a > 0, si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (a,0,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S, orientata secondo 1’orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

SVOLGIMENTO. Poniamo (6, y) = (@1, @2, 3) e F = (Fy, Fy, F3).
(1) Si ha
divF(z,y, z) = 8, Fy + 0,Fy + 0, F3 = 2z + 1/2,
51 8x $2

rotF =det | & Oy y/2 | =(0,-1,0).
53 8Z T

(2) dal teorema di Stokes, la circuitazione ¢ il flusso del rotore attraverso la superficie D =
{(z,1,2) : 22+ 2% < (14+a?)} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0, —1,0) su D induce
per la regola della mano destra l'orientamento richiesto su ~. Il flusso é:

/rotﬁ-ﬁda—/ do = Area(D) = n(1 + a?).
D D

Verifichiamo il risultato:

2m
/dez/ F(Va?+1cosf,1,v/a?+ 1sinf) - (—va? + 1sin 6,0,/ a? + 1 cosb) db
o7 0

2
= / ( — (a® 4+ 1)*2 cos® 0sin 0 + (a® + 1) cos? 9) df = 7(1 +a?)
0

Quindi la circuitazione non é nulla, pertanto F non é conservativo.
(3) La matrice Jacobiana ¢

—vyZ2+a?siné _ycosh

Jacyp(0,y) = 0 1
2 2 ] ysinf
vy + a® cos Ve

Per la formula di Binet, I’elemento d’area é:

wy = \/ det® By + det” By + det®Bs

dove
9 2 y cos 0
—v/y? +a’sinf “I=—/—=
B, = ( Y Vyita? ) , det?B; = (y* + a?) sin? 6.
0 1
. 2 24in 6 y cos 6
By— \VY° + a®sin 47. +gz det2B2 _ y2
2 2 ysin ’ — I
\Vy? + a?cosd S
0 1 2 ( 2 2) 2
B3 = 2 2 ysin , det“Bs = (y* + a”) cos“ 0.
\/ y? + a* cos Vi

da cui wy = /2y% + a2. Nel caso a = 0 si ha che 'elemento d’area & wy = /2|y|. L’area di
Sp ¢ data da

2w 1 1 1
/ da:/ / wgdﬁdy:%r/ \/§y|dy:4mf2/ ydy = 2mV/2.
Sa 0 -1 -1 0
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(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In partico-
lare, nel punto (a,0,0) = ¢(0,0) si ha (0,a,0) e (0,0,a). La normale deve essere ortogonale
a questi due vettori, e avere norma uno, per cui ¢ della forma (£1,0,0). Verifichiamo quale
di questi due é la normale indotta dalla parametrizzazione:

+1 0 0
det| 0 0 a =|=7Fd
0 a O

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (a,0,0) ¢ (—1,0,0).
(5) T1 flusso richiesto vale:

. Fiop —\/y?>+a?sinf 7‘1’%2?12
®(S,, F) :/ / det | Fhop 0 1 dy df
o= F30op +/y>+ a?cosf \}’%

2 2 2 N 2 P y cos O
(y*+a”)cos®0 —+/y?+ a?sinb Ve

21
—/ / det y/2 0 1 dy db
0 J- ViZ+1cos  J/y2+aZcosd —snl
or 1 —v/y? + a?sinf j%
:/ / —y/2)det P+ a2 cosh yysi:g
y< + a“ cos Jita?

2 (v* +a )00829 —y? + a?sinf
1)det dy db
V2 +1cosf  /y2+ a®cosb

2w 2w
:/ / y2/2dyd9+/ / ((y2—|—a2)3/2cos39+(y2+a2)sin90059> df dy
o J-1 ~1Jo
2

= .

3
Nell’'ultimo passaggio & sfruttato il fatto che:

2 1 27 1 o
/ cosfsinfdf = = / sin(260) df = / sinw dw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

2m 3mw/2 3m/2
/ cos® 0 dh = / cos® 0 dh = / (1 —sin®#) cosfdf
0 —7/2 —7/2

w/2 3/2m
= / (1 —sin?0) cos 0 db + / (1 —sin?#6) cos 6 do
—7/2 w/2

= /_11(1 —w2)dw+/1_1(1 —w?) dw = 0.

ESERCIZ10 32.17. Nel piano z = 0, si consideri la curva y(y) = y?(1 — y?) + 1 per t € [0, a] dove

a = 4/(1++/5)/2 e la superficie S ottenuta ruotando v attorno all’asse z e orientata in modo che
nel punto (0,0, 1) il versore normale sia diretto verso l’alto. Si definisca inoltre il campo vettoriale
F:R®—R3
F(z,y,2) = (e%, 2 — 22, 2).

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F.

(2) Si tracci il grafico di ~.

(3) Si scriva una parametrizzazione di S e si determini il relativo elemento di superficie 2-

dimensionale.
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(4) Si calcoli il flusso di F attraverso S.

(5) Si dica se F & conservativo. In caso negativo, si esibisca un circuito 4 dove la circuitazione
di F sia non nulla (sugg. si utilizzi il teorema di Stokes applicato ad un’opportuna superficie
giacente nel piano z = 0, il cui bordo sara il circuito desiderato).

SVOLGIMENTO. Poniamo F = (Fy, Fy, F3).
(1) Si ha:
div F(x,y,2) = 0. Fy + 0y Fy + 8, F3 = 1,
51 ax €4y
rotF =det | & 9y x—a2 | =(0,0,1—2x —4e™).
53 8Z z
(2) Sihav(0) =1 e y(a) =0. Per quanto riguarda le derivate, si ha

YY) = 2y(1 — y°) + v (=2y) = 2y — 4¢° = 2y(1 — 2¢),
e tale derivata si annulla per y € [0,a] nei punti y =0e y = g, é strettamente positiva per
0<y< @ e strettamente negativa per @ <y < a. La funzione ha un minimo relativo in 0,
che vale 1, un massimo assoluto in v/2/2 che vale 5/4 e un minimo assoluto in y = « che vale
0. Si ha poi H(y) =2 — 12y?, pertanto la funzione & convessa per 0 < y < 1/\/6 e concava per

1/V6 <y < a.
(3) La superficie S puo essere parametrizzata nel modo seguente:
90(/)7 9) = (pC0807 pSinea p2(1 - p2) + 1)5
La matrice Jacobiana della parametrizzazione é:

cos 0 psinf
Jacp(p,0) = sinf  pcosf
2p — 4p° 0

Per la formula di Binet, ’elemento d’area é:

Wy = \/det2Bl + det232 + det233

dove
Bi= (g ot ). ety = 7
By = < 2pC(iSZp3 psé)n& ) , det?By = p?(2p — 4p3)* sin? 6,
B3 = < 2psi_nzp3 ’OC(O]SQ > , det?Bs = p*(2p — 4p*)? cos? 6.
da cui

wy = /P2 + p?(2p — 4p?)% = p\/1 +4p> + 16p5 — 16p™.
(4) Definiamo la superficie & = {(z,y,0) : 224+y* < o?} con normale 7 = (0,0, —1). La superficie
> U S racchiude un solido €2, inoltre le normali definite su S e ¥ sono uscenti rispetto a €.
Per il teorema della divergenza si ha:

/Qdivﬁdmdydz = ®(S, F) + ®(, F).
Osserviamo che su X si ha ﬁ(a;, y,0)-(0,0,—1) = 0, quindi
(%, F) :/ﬁ-ﬁda:o,
inoltre: ”

/ div F dedydz = / dxdydx = Volume(Q2).
Q Q
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Si ha che €2 é parametrizzato in coordinate cilindriche da:

(p,6,2) = (pcosb, psinb, z),

con 0 < p<ael<z<p?(l—p?),e quindi 'elemento di volume, ovvero il determinante
Jacobiano della parametrizzazione, & p. Il volume di € & pertanto:

2 pa pp?(1—p?)+1 a 2 4 6
/ / / pdzdpd0:27r/ (p*(1 = p?) + 1)pdp = 2m “a e )
o Jo Jo 0 2 4 6

e si ha che tale valore coincide con il flusso richiesto.
Verifichiamo il risultato ottenuto:

Fiop cosf  psind

2
/ / det | Froop sin pcos | dfdp =
0 Fz3o¢ 2p—4p° 0

o gdpsinf cos psinf
/ / det p cos 0 — p cos® 0 sin ¢ pcosf | dbdp
20—pH)+1 20—4p> 0

N / /ZW(pz(l = p?) + Dpdpdd+
0 0

« 2
—/ / (e*5m9 ) cos 6 — pcos b — p? cos? Opsin 0) df dp
0

a? ot 1 d o 2”
= — - _ psm9
277(2 + 1 ) / / 4d9 d9dp—i—/ / 3 7d9 cos> @) dfdp

_gp (o
M\ T T 6 )

che verifica il calcolo svolto in precedenza.
(5) F non ¢é conservativo. A tal proposito, se D & una superficie contenuta in z = 0, la sua
normale nei punti non di bordo sara (0,0,41), e quindi il flusso del rotore sara

/rotﬁ-ﬁdaz/(1—2x—4e4y)dxdy,
D D

e quindi per il teorema di Stokes,

%ﬁdﬂyl = / (1 -2z — 4e™) dzdy,
5 D

affinché 4 sia un circuito di quelli richiesti é necessario determinare D in modo tale che
I'integrale del membro di destra sia non nullo. Consideriamo la superficie D := {(z,y,0) :
|z] <1, |y| <1} con normale 1 = (0,0,1). Il flusso del rotore attraverso questa superficie &

/rotﬁ-ﬁdaz/(1—2:U—4e4y)da:dy
D

= Area(D / / (22 4 4e¥) dady

=4 2/ 2a:dx—2/ 4e* dy
-1 -1

64y y=1

:4—8[4] =4-2e—eN#£0
y=-—1

Per il teorema di Stokes, la circuitazione sul bordo di D, che ¢ il quadrato con lati paralleli

agli assi x e y giacente nel piano z = 0, con centro nell’origine e lato 2, percorso in senso

antiorario, ¢ pari a 4 — 2(e — e~ 1), quindi non nulla.
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EsERcCIZ1O 32.18 (Integrazione di 1-forme).
(1) Riconoscere che la forma differenziale:

w(x,y) = (3x2y — yz) dx + (ac3 —2zy+1)dy

& un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito.
(2) Riconoscere che la forma differenziale:

w(z,y) = [sin(z + y) + x cos(z + y)] dx + x cos(x + y) dy

& un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito.
(3) Riconoscere che la forma differenziale:
2

Yy
w(x,y) = ——F———=dor — ——=dy
( ) 332 /$2+y2 €T /$2+y2

nel dominio > 0 & un differenziale esatto e determinare la primitiva che nel punto (1,1)
assume il valore 0.
(4) Studiare 'integrazione della forma differenziale lineare:

w(z,y) =y (log% - 1) de +x <log% + 1) dy
(5) Mostrare che la forma differenziale:
y? dx + 22y dy

& esatta e verificare che 'integrale curvilineo di w ha il medesimo valore lungo le seguenti
curve congiungenti l’origine con A = (1,1):

(a) segmento rettilineo di equazione y =z, x € [0, 1]
(b) arco di parabola di equazione y = 22, x € [0, 1]
(c) arco di parabola di equazione y = \/z, x € [0, 1]
(d) arco di curva di equazione y = 22° — x, x € [0, 1]
EsERcCIZIO 32.19. Si studi l'integrazione delle forme:
x 2
wi(z,y) = ya¥~" dx + 1Y log z dy, wy(z,y) = ————=dr — ——F———dy

l’2+y2 y2 /$2+y2
EseERrcizio 32.20 (Equazioni totali). Risolvere le seguenti equazioni totali:
(1) (22 + y? +22)dx + 2y dy = 0.

(2) <3a:2y4 + dx + (423y® 4 cosy)dy = 0, e determinare lintegrale particolare y(z)

1+ a2
individuato dalla condizione iniziale y(1) = 0.

1 3
—;U dx + <2 — ai) dy = 0, e determinare la curva integrale passante per il punto (2, 1).
Y Y
x+2y+1)da:+(x+2y+2)dy:0.

5) (
6) (v +vy—1)2dx — 42?dy = 0.
3z +y T+ 3y

d dy =

X
VI +y VI +y

8) (3y? — x) dx + 2y(y? — 3z) dy = 0, sugg. cercare un fattore integrante del tipo ef (ety?)

EsERcIz10 32.21 (Metodo dei coefficienti indeterminati). Risolvere le seguenti equazioni lineari a
coeflicienti costanti:
() 3/ —y = (20 + e
(2) y — 4y + 3y = e**
(3) y " — 6y +5y—e
(4) y —y—2x —|—5+362x.
(5) 2 —y =22 — 3e”.
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(6) v + 4y’ + 5y = cosz.
(7) v"+y=sinz.
(8) ¥’ +y = 5sin3x — 2cos 3.

EsERcIz1O 32.22 (Equazioni varie).
(1) Dire quante sono lo soluzioni localmente distinte del problema di Cauchy:

y' =sgn(y) VIl y(0) =0

e disegnarne il grafico.

(2) Risolvere 'equazione:
y =cosx-\/y—1

(3) Risolvere I'equazione ' = y/3 e determinare le curve integrali passanti per il punto (1,0).
(4) Risolvere I'equazione ' = (x + y)>.
(5) Risolvere 'equazione lineare 3’ + = 23, e determinare l'integrale particolare y(x) indivi-

duato dalla condizione iniziale y(1 ) —3.
(6) Risolvere ’equazione lineare y' 4+ y tanz = sin 2.
(7) Risolvere I'equazione di Bernoulli ¢’ — 2ytana = 2,/y.
(8) Risolvere I'equazione di Bernoulli v/ = xy + 23y

EsERCIZIO 32.23. Si consideri I'equazione differenziale:

% =2zy — x.
a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(0) = 3/2.

c.) Si dica se essa & definita su tutto R;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, li si determini;
e.) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(0) = 3/2.

SVOLGIMENTO. In forma di equazione totale si ha
w(z,y) = p(x,y) dz +q(z,y) dy = (=2zy + x) dx + dy = 0.
Tale forma non ¢ esatta, tuttavia si ha: dyp — 0,¢ = —2x = —2x ¢, quindi la forma ammette il fattore
integrante h(z) = e/ ~2rdr — =% La forma hw ¢ chiusa e definita su tutto R? che @ semplicemente

CONNESso perche convesso, quindi & esatta. Determiniamone una primitiva V' congiungendo l’origine al
generico punto (xg,yo) € R2 con una spezzata 7y(t) costituita da segmenti paralleli agli assi:

1
V (20, 0) /hw = / ~*2g dr +/ e " dy = —56_“72 Fye ™ =(y—1/2)e "

Un altro modo per determinare V' & osservare che:

hao(r.y) = ¢ (<2ay +a) da + e dy = dye™) + ¢ wdn
—x2 1 _ 22 . _ 2

Pertanto in forma implicita le soluzioni sono espresse da (y — 1/ 2)6_932 = ¢, ¢ € R ovvero, esplicitando,
y(z) = ce® + 1/2. Sostituendo la condizione y(0) = 3/2 si ricava ¢ = 1, quindi y(z) = e 4 1/2. Tale
soluzione é definita su tutto R e non ammette asintoti. La soluzione ha limite +o00 per x — 400, &
simmetrica rispetto all’asse delle ordinate, strettamente crescente per x > 0 e strettamente decrescente
per x <0, il punto 2 = 0 & di minimo e la soluzione ivi vale 3/2.

1— 2%y

ESERCIZIO 32.24. Si consideri la seguente equazione differenziale: & _ ——.
dz 2y — 23
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FIGURA 32.23.1. La soluzione di 3/ = 22y — 2 con y(0) = 3/2.

(1) Si scriva l'equazione come equazione totale. Si trovi la soluzione in forma implicita e, se

possibile, in forma esplicita.
2) Si provi che lim |y(z)| = +00 per ogni soluzione dell’equazione differenziale tale per cui 0 sia
b > Yy 1Y g q p
xr—r

di accumulazione per l'intervallo massimale di esistenza.

SVOLGIMENTO. In forma di equazione totale si ha
w(z,y) = (1 — 2%y) dx + (z®y — 2%) dy = 0.

Osserviamo che 5

0yp(,y) = Ong(2,y) = 22° = 2wy = ——q(w,y),

pertanto la forma ammette il fattore integrante
_r2 1

Mayy) = e 20—

La forma \w = (x% —y)dx + (y — z) dy ¢ esatta, ovvero il campo

G(z,y) = (12—y7y—x>

x

é consevativo. Infatti si ha

1 1 2

— —y)dr+(y—2x)dy = —drv+ydy— (zdy+ydzx)=d ——4+ L —zy| .

T T z 2
Pertanto V (z,y) := —% + 3’2—2 — xy & un potenziale e le soluzioni in forma implicita sono date da

1 2
Y c € R,

a g

e in forma esplicita da
22+ V2cx? + 2t + 2z

y(r) = .
Se x # 0, moltiplicando la forma implicita per 2z si ha —2 + y%x — 22%y = 2cx. Supponendo per
assurdo che |y| si mantenga limitato, passando al limite in questa relazione per x — 0 si otterrebbe a
sinistra —2 e a destra 0, il che ¢ assurdo. Pertanto |y| — +oo per x — 0.







APPENDICE A
Studio di funzioni implicitamente definite

implicito = laf. IMPLICITUS = IMPLICATUS, che é il parti-
cipio passato di IMPLICARE avviluppare, avvolgere (v. Piega-
re). Prop. Intricato; e fig. Che ¢ compreso e quasi avvilup-
pato in altro, d’onde si deduce per via d’illazioni, d’induzioni;
Compreso tacitamente nel discorso, Sottinteso. Contrario di
Esplicito.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

Questa tipologia di esercizi consiste nello studio di insiemi I' definiti implicitamente mediante
equazioni del tipo f(x,y) = 0, con f : R?> — R. In tutta la discussione supporremo che f € C'(R?).
Alcune questioni specifiche:

(1) Appartenenenza di un punto (zo,yo) all’insieme: il punto (x¢,y0) € R? appartiene a I se e

solo se f(zo,y0) = 0;
(2) Rappresentazione in coordinate polari: ponendo z = pcosf, y = psinf, si scriva g(p,0) =
f(pcos@, psin@). Allora 'insieme in coordinate polari & rappresentato da

{(pcost, psind) : g(p.6) = 0,p > 0, 6 € [0,2n]}.

Importante: non dimenticare che da sola ’equazione g(p,0) = 0 non
rappresenta l'insieme, infatti deve essere aggiunta anche la condizione
p > 0: i valori di 8 tali per cui g(p,#) = 0 implica p < 0 non sono
accettabili.

(3) Informazioni derivanti dalla rappresentazione in coordinate polari: puo capitare che la rela-
zione g(p, #) = 0 possa essere scritta! nella forma piu semplice p = h(f), in tal caso & possibile
determinare l'insieme A C [0, 27] dove si ha h(f) > 0, esso & U'insieme dei 6 accettabili: esso
da ulteriori informazioni sulla posizione dell’insieme.?2 Se 6* € A allora la retta di equazione
cos(0*)y = sin(0*)x interseca I' in almeno un punto. Se inoltre a € A ¢ tale per cui h(a) =0,
allora la retta di equazione cos(a)y = sin(«)x interseca I' nell’origine (e magari anche in altri
punti). Se inoltre la funzione h ¢ limitata, allora p ¢ limitato, quindi I'insieme ¢é limitato. Se
f & continua, allora I' & chiuso, per cui se si ha f continua e p limitato, allora I' & compatto.
Nel caso in cui I' sia compatto, nessuna delle funzioni da esso implicitamente definite pud
ammettere asintoti di nessun tipo.

1 Attenzione alle divisioni per zero: se si ottiene ad esempio g(p,0) = p* — p?(cos? 6 + 1) non si pud concludere che
linsieme g(p, §) = 0 sia rappresentato da p = h(6) con h(f) = cos®> 0 + 1, p > 0. Infatti tale equazione non comprende il
punto (0, 0), identificato da p = 0, che invece soddisfa g(0,0) = 0. Quindi bisognera tenere sempre conto del fatto che alla
soluzione p = h(6) va aggiunta l'origine che andra studiata a parte. Viceversa, se si ottiene g(p,6) = p® — p*(cos® 6 — 1),
allora si puo concludere che I'insieme g(p,#) = 0 sia rappresentato da p = h(6) con h(f) = cos®*6 — 1, p > 0, perché
l’origine viene rappresentata da 6 = 0, 7.

2Se ad esempio A = [0,7/2], 'insieme & contenuto nel primo quadrante, se invece A = [0, 7/3], 'insieme & contenuto
nel primo quadrante in un cono con vertice nell’origine, apertura di 7/3, delimitato dall’asse delle ascisse e dalla retta
y = tan(w/3)z. Se /2 ¢ A, se ci sono intersezioni di I' con lasse delle ordinate esse non possono essere positive, se
m/2 ¢ Ae3r/2 ¢ Anon ci sono intersezioni di I' con I'asse delle ordinate.
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A. STUDIO DI FUNZIONI IMPLICITAMENTE DEFINITE

simmetrie in coordinate cartesiane: se la funzione f presenta particolari simmetrie, esse si
riflettono su simmetrie di I'. Lo studio delle simmetrie & cruciale per lo svolgimento di questi
esercizi.

Alcuni esempi frequenti:

(a) Se f(x,y) = f(y,x) si avra che I' & simmetrico rispetto alla bisettrice y = x (perché posto
x=y ey=asiha f(z,y) = f(v,2') = f(2/,y), quindi il punto (z,y) annulla f se e
solo se (2/,y'), il suo simmetrico rispetto alla bisettrice, annulla f). Con ragionamenti
analoghi, la stessa conclusione vale se f(z,y) = —f(y, z);

(b) se f(z,y) = f(x,—y), si avra che I' & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse (perché
posto z = 2’ e y = —y/ si ha f(z,y) = f(2/,—y) = f(2',y/), quindi il punto (z,y)
annulla f se e solo se (2/,1/), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ascisse, annulla f).
Con ragionamenti analoghi, la stessa conclusione vale se f(z,y) = —f(x, —y);

(c) se f(z,y) = f(—=z,y), si avra che I' & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate (perché
posto z = —a’ ey = ¢/ si ha f(z,y) = f(—2',y) = f(2',y/), quindi il punto (z,y)
annulla f se e solo se (2/,4), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, annulla
f). Con ragionamenti analoghi, la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(—=z,y);

(d) se f(x,y) = f(—x,—y), si avra che T' & simmetrico rispetto all’origine (perché posto
x=—2"ey=—y siha f(z,y) = f(—2',—y") = f(2/,y), quindi il punto (z,y) annulla
f se e solo se («/,y'), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, annulla f). Con
ragionamenti analoghi, la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(—x, —y).

Invarianze per rotazioni: se in coordinate polari l'insieme ¢ rappresentato da g(p,6) = 0,
p > 0, eventuali strutture speciali della funzione g sono associate a notevoli proprieta di I'.
Supponiamo che esista 0 < a < 27 tale per cui g(p,0 + ) = £g(p,0). Allora U'insieme T" &
invariante per rotazioni di angolo na, n € Z.

Parametrizzazione secondo rette passanti per l'origine®. Poniamo y = maz e supponiamo
che dalla relazione f(x,mx) = 0 si riesca ad esplicitare x = k(m) in funzione di m. Si
ottiene allora x = k(m) e y = mk(m). Lo studio di tali funzioni permette di determinare
moltissime informazioni sull’insieme. Risulta di particolare interesse nel calcolo di eventuali

asintoti: infatti se esiste m* € R tale per cui lim k(m) = £oo allora si ottiene che la
m—m*

retta y = m*xr 4+ ¢ pud essere un asintoto obliquo per le funzioni implicitamente definite
dall'insieme®. Lo ¢ se ¢ = lim mk(m) — m*k(m) € R.
m—m*

Supponiamo di avere un punto (xg,yo) € R? e di voler calcolare la tangente a I in tale punto.
Si avra naturalmente f(zg,y0) = 0. Scriviamo

df (20, y0) = Oz f (0, y0) dx + 0y f (0, y0) dy.

Se almeno una delle due derivate parziali ¢ diversa da zero, allora la tangente a I' in (xq, yo)
¢ unica ed & data da 0, f(xo,y0)z + 0y(z0,yo)y = ¢ con ¢ determinato in modo che tale retta
passi per (2o, yo), quindi ¢ = 9, f(x0, yo)zo+ y(x0, Yo)yo- In altre parole si ha che la tangente
é espressa dall’equazione

vf(‘TOJyO) : (Jj —Zo,Y — yO) = 07

purché V f(zo,yo) # (0,0).

36 per un punto (zo, yo) fissato una volta per tutte. In tal caso si sceglierd y—yo = m(z—x0) oppure z—zo = m(y—1yo).
Il lettore puo adattare facilmente la discussione a questo caso.

48i ricordi che y = ¢(z) = mk(m), & = k(m), le formule poi sono esattamente analoghe allo studio degli asintoti di
funzioni di una variabile.
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Importante: se V f(xg,y0) = (0,0) il punto (zg, o) € un punto critico
per f. In un intorno di tale punto non si pud esplicitare nessuna delle
due variabili rispetto all’altra tramite il teorema di Dini. Se la tangente
esiste, non & detto che sia unica. Tale punto potrebbe essere il nodo di
un cappio per I'. Tuttavia il teorema di Dini da solo condizioni sufficienti
(ma non necessarie) per Uesplicitabilita, pertanto un punto siffatto po-
trebbe anche essere regolare con un’unica tangente: deve essere studiato
separatamente.

Se la tangente in punto (zo,yo) ¢ nota grazie al procedimento descritto, allora & noto
anche se in un intorno di tale punto sia possibile esplicitare una delle due variabili rispetto
all’altra attorno a tale punto: infatti se 0y f(xo,y0) # 0, ovvero la tangente non & verticale
del tipo © = xq, & possibile applicare il teorema di Dini ed ottenere 1’esistenza in un intorno
di zg di un’unica funzione ¢ con ¢ € C1 e p(x¢) = yo. La derivata di ¢ in zo non & altro che
il coefficiente angolare della tangente in tale punto, ossia

92 (0, %0)
Ay f (0, 90)

Se 0, f (0, yo) # 0, ovvero la tangente non ¢é orizzontale del tipo y = yo, ¢ possibile applicare il
teorema di Dini ed ottenere ’esistenza in un intorno di yg di un’unica funzione v con ¢ € C!
e ¥(yo) = xo. La derivata di ¥ in yo non & altro che il coefficiente angolare della tangente in
tale punto, ossia

¢'(x0) =

Oy f(@o,y0)
9 f (0, y0)
Se Oy f(z0,y0) = 0 e 0. f(z0,y0) # 0, allora in un intorno di (xo, yo) non esiste una esplicita-
zione y = ().
Se 0z f(x0,y%0) = 0 e 0yf(xo,y0) # 0, allora in un intorno di (zg,yo) non esiste una
esplicitazione = = p(y).
Se entrambe le derivate parziali sono nulle, non si puo dire alcunché.

¢ (yo) =

Ricordando che all’ inizio di tutta la discussione & stata fatta l'ipotesi f € C*, si ha che
tutte le funzioni implicitamente definite, laddove esse esistono, sono sempre di classe C'.
Se un punto P di T" ha tangente orizzontale (risp. verticale) allora ¢ un punto critico per la
funzione ¢(x,y) = y (risp. p(x,y) = x) vincolata a I', pertanto se esistono massimi e minimi
regolari della y (risp. della z) vincolata a I' dovranno comparire tra tali punti. Ovviamente i
punti dove f non é derivabile o V f é nullo vanno studiati a parte.
Massimi e minimi vincolati a I': viene assegnata una funzione F : R? — R di classe C1(R?),
e si chiede di determinare massimi e minimi di F' vincolati a I'. In questi casi lo strumento
principale ¢ il teorema dei moltiplicatori di Lagrange: si cercano le soluzioni (Z, ) del sistema
dipendente da A:

8y(F(.7},y) )\f($7y)) =0,
fz,y) =0.

Valutando F' tra tutte le soluzioni del sistema, si possono poi distinguere massimi e minimi
assoluti. Ricordiamo che se I' & compatto, esisteranno sempre almeno un punto di minimo e
uno di massimo assoluto di F' vincolata a '

Casi notevoli di massimi e minimi vincolati a I': se [ ammette una parametrizzazione del tipo
p(0) = h(0), allora & possibile costruire la funzione di una sola variabile

F(0) = F(p(8) cos 8, p(6) sin h),

con € A:={0¢€0,2r] : h(0) > 0}. Massimi e minimi di F' vincolati a I" sono massimi e
minimi di F' sull’insieme A. Tali massimi e minimi possono essere trovati imponendo F'(6) = 0
e studiando il segno di F”(0) o delle derivate successive.
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Importante: non dimenticare che si sta studiando F ristretta all’in-
sieme A. Lo studio delle derivate, permette di determinare estremali
nell’interno di A. T punti di frontiera di A vanno studiati separatamente.
Inoltre se (0,0) € T' ma h(f) # 0 per ogni §# € A, anche lorigine va
studiata a parte.

Se I' ammette una parametrizzazione rispetto a rette per lorigine y =

possibile esplicitare globalmente x da f(x, mz) = 0 ottenendo x = k(m), y

allora ¢ possibile costruire la funzione di una sola variabile

F(m) = F(k(m), mk(m)),

e studiarne 1 massimi e 1 minimi mediante le derivate successive.

Importante: se la funzione k(m) & definita su un dominio K, mediante
le derivate si troveranno i massimi e minimi interni a K. I punti di
frontiera di K vanno studiati separatamente. Inoltre se si sceglie la
parametrizzazione y = ma si stanno escludendo i punti di I' N {(0,y) :
y € R}, ovvero le intersezioni di I" con ’asse delle ordinate. Tali punti

vanno determinati e studiati separatamente.

mx, ovvero €

= mk(m), allora

Un discorso perfettamente analogo al precedente si ha per parametrizzazioni x = my, in

tal caso vanno studiati a parte i punti di intersezione di I' con ’asse delle ascisse.

(11) Molteplicita delle funzioni implicitamente definite: dato z¢ € R, puo essere richiesto il numero
di funzioni ¢; = ¢;(x) implicitamente definite da I" in un intorno di z¢. In tal caso é necessario
studiare le soluzioni di f(xg,y) = 0 nell’incognita y. Il numero di soluzioni distinte y, di tale
equazione fornisce il numero delle funzioni implicitamente definite da I' in un intorno di zq se
in Oy f(xo,yx) # 0 per ogni A. Spesso questa & la parte meno agevole dello studio. Se f(zo,y)
¢ un polinomio ps,(y), si puo stimare il numero di soluzioni in modo indiretto: se il polinomio
ha grado dispari, allora i suoi limiti per y — oo sono infiniti di segno opposto, quindi
esiste sempre almeno un punto y in cui pg,(y) = 0, e il numero massimo di soluzioni ¢ dato
dal grado del polinomio. Ulteriori considerazioni possono essere fatte studiando eventuali
massimi e minimi relativi di p,, e se tali massimi o minimi sono positivi o negativi, e se
vengono assunti in punti y maggiori o minori di zero e poi applicando il teorema di esistenza
degli zeri. Pud essere necessario inoltre stimare la posizione delle radici del polinomio rispetto
a particolari funzioni di zy (quelle che si ottengono da 9, f(xo,y) = 0 oppure 0, f(xo,y) = 0).
In questo studio, ¢ fondamentale ’analisi delle simmetrie di I'. Possono anche essere utili
varie sostituzioni per ridurre il grado di pg,. Se ¢ disponibile per I' una parametrizzazione

p(0)

= h(#), 6 € A si pud cercare di studiare i massimi e minimi di x(6)

p(0)cosb e

y(0) = p(0)sinb, § € A ovvero i massimi e i minimi assoluti e relativi di = e y vincolati a I'
(non dimenticarsi dei punti di frontiera di A). Analogamente nel caso di parametrizzazioni con
rette passanti per 'origine y = ma, si possono studiare massimi e minimi assoluti e relativi di
x = k(m) e y = mk(m) (anche qui senza dimenticarsi le avvertenze per lo studio di massimi
e minimi con tale parametrizzazione).
(12) Grafico qualitativo: i dati raccolti in tutti i punti precedenti portano al grafico qualitativo di

I.



APPENDICE B

Esercizi su flussi, circuitazioni, teorema di Stokes e affini

Tutto scorre,
non si puo tornare
due volte nello stesso fiume.

FEraclito.

In questi esercizi gli ingredienti fondamentali sono: una superficie parametrizzata da ¢ : I x.J — R3
dove I, J sono intervalli di R e uno o pit campi vettoriali ﬁ, G : R3 x R3. Le variabili di (0 saranno
indicate con u € I e v € J, e le componenti di ¢ saranno indicate con ¢ = (¢1, p2, ¢3) e quelle di F
con ﬁ = (Fl,FQ,Fg).

Osserviamo che la superficie ¥ puo essere definita anche implicitamente da un’equazione f(x,y, z) =
0 con Vf # (0,0,0) in ogni punto di X. In tal caso, infatti, il Teorema della funzione implicita ci per-
mette di costruire parametrizzazioni di 3 nell’intorno di ogni punto di 3. Tali parametrizzazioni sono
locali cio significa che potrebbero essere necessarie pitl parametrizzazioni per descrivere interamente la
superficie.

Ricordiamo i seguenti fatti salienti:

OF, 0Fy OF;

+ 2y 2
ox oy 0z
(2) Tl rotore di F' ¢ il campo vettoriale definito da

i j k

(1) La divergenza di F ¢ il campo scalare div F =

tot F=V x F=det| 0, Oy 0.

Fy Fy, Fj
= 1(8yF3 — ang) +]j (8ZF1 — 8zF3) +k (8:5F2 — 6yF1)
= (0yF3 — 0, F5,0.F1 — 0, F3,0,F» — Oy F1).

(3) La matrice Jacobiana della parametrizzazione, le cui colonne verranno indicate rispettivamente
con Oyp(u,v) e dyp(u,v), & la matrice:

auSDl 81)(;01
Jac@(“? U) = a11902 81)(;02
au@?» 81)‘;03

(4) per calcolare I'elemento d’area o di superficie 2-dimensionale, consideriamo le tre sottomatrici
quadrate 2 x 2 di Jac ¢:

By — au(-;pZ avSOQ B, — 8u‘Pl avSpl B — aU,Sol a1)(-;01
! auQOB 80303 ’ 2 au<)03 61,903 ’ 3 8uSOQ an02

1ad esempio, nel caso di ¥ superficie sferica unitaria di R® data da 2> + ¢ + 2> —1 = 0, si ha f(z,y,2) =
22 +y? 4+ 22 —1e Vf(z,y,2) =2(z,y,2). Siha Vf(z,y,2) = (0,0,0) solo se (z,y,2) = (0,0,0), ma (0,0,0) ¢ & perché
£(0,0,0) = —1 # 0. Quindi nell’intorno di ogni punto di ¥ esiste una parametrizzazione locale. Si pud mostrare come non
esistano parametrizzazioni globali e che il numero minimo di parametrizzazioni per descrivere interamente X sia 2. Tra
le tante possibili scelte, segnaliamo z = +4/1 — 22 — y2, quindi le due parametrizzazioni i (u,v) = (u,v, V1 — u? — v?),
w2(u,v) = (u,v,v/1 — u2 — v2), entrambe definite sull’insieme > + v < 1.
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e per il teorema di Binet si ha che ’elemento d’area é:

do = \/ det?By + det? By + det?Bs du dv

Si puo anche calcolare ’elemento d’area prendendo il modulo del prodotto vettoriale delle
colonne di Jac ¢:

do = |0yp(u,v) A Oyp(u,v)| dudv
La normale unitaria indotta dalla parametrizzazione nel punto (zg, yo, z0) si calcola nel modo

seguente: innanzitutto si determina il punto (ug, vg) € IxJ tale per cui p(ug, vo) = (0, Yo, 20)-
A questo punto, la normale unitaria & data da:

A _ Oup(uo, vo) A Byp(uo, vo)
(0,30, 20) = 150, v0) A Bosp o, 00)]

ovvero si calcola la matrice Jacobiana della parametrizzazione in (ug, vg), si esegue il prodotto
vettoriale delle sue colonne ottenendo un vettore . La normale richiesta ¢ allora /|7].
Potrebbero esserci piu valori (ug,vg) corrispondenti al medesimo punto, in tal caso bisogna
verificarne ’appartenenza allo spazio dei parametri. Pud anche darsi che esistano piu valori
di (ug,vp) corrispondenti al medesimo punto, tutti accettabili e che danno luogo a differenti
normali. Questo accade, ad esempio, quando la superficie ha un’autointersezione e il punto
considerato vi appartiene. In questo caso, € possibile calcolare le normali corrispondenti a
tutti i “fogli” della superficie che si intersecano nel punto.

Nel caso in cui si abbia 0y (ug,v0) A Oyp(ug, vg) = 0, non ¢ possibile ottenere direttamente
la normale mediante la formula precedente. E possibile considerare il limite

. Oup(u, v) A Oypp(u,v)
u=o |Dyp (1, 0) A Bpip(u, v)|°

V—V0

Se tale limite esiste esso restituisce un vettore di norma 1, che sarad la normale cercata. Nel
caso il limite non esista, la superficie non ¢ regolare in ¢(ug, vp), e la normale non pud essere
calcolata.

Normali assegnate e indotte. Sia X parametrizzata da ¢ e supponiamo venga assegnato
n(x,y, z) campo vettoriale. Il campo vettoriale ¢ normale alla superficie se e solo se per ogni
(u,v) € I x J si ha che i prodotti scalari n o p(u,v) - Oup(u,v) e 7o p(u,v) - App(u,v) sono
entrambi nulli. Per verificare se il campo delle normali assegnate & concorde con le normali
indotte dalla parametrizzazione & necessario calcolare:

ny o @(u,v) dupr(u,v) Oupr(u,v)
det | naow(u,v) Oupa(u,v) Oupa(u,v)
n3 o p(u,v) Oups(u,v) Oyps(u,v)

Se tale determinante & positivo, la normale assegnata coincide con quella indotta, altrimen-
ti la normale assegnata é opposta a quella indotta. In realtd non é necessario calcolare il
determinante precedente per ogni (u,v): essendo le superfici e i campi regolari, & sufficiente
calcolarlo in un punto di ¥, quindi per un valore di (@, ?). Spesso il problema puo assegnare
il valore della normale in un punto P(Z, 7, z) di X. In tal caso si determinano (@, ?) in modo
che p(u,v) = P(Z,y,T) e si calcola il precedente determinante per quel valore (u, ).

Se la superficie 3 ¢ implicitamente definita da un’equazione f(x,y, z) = 0, il campo V f(z, y, 2)
¢ normale a X nei punti di 3. Tuttavia non é detto che se viene data anche una parametrizza-
zione di 3, il campo V f sia concorde con tale parametrizzazione: per verificarlo & necessario
utilizzare il criterio del punto precedente. Solitamente, se ¥ & data sia con una parametriz-
zazione ¢ che in modo implicito mediante f = 0, per calcolare la normale & molto piu facile
considerare Vf e verificare in un punto che esso & concorde con la normale indotta dalla
parametrizzazione, piuttosto che eseguire il prodotto vettoriale d,p A 9y .
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(10) 1 flusso di F attraverso la superficie con Porientamento indotto dalla parametrizzazione

dato da:
. Frop Oupr Ovpr
/F-ﬁdaz//det Fyop Oypa Oyipo du dv
o L Fyop Oups Ovps
(11) Se v ¢ una curva , la circuitazione di G lungo la curva assegnata v : [0,7] — R? di classe C*
a tratti &

7{@ ds = /OT Gr(1) - 4(t) dt.

(12) Se ¥ & una superficie parametrizzata da una mappa 1 : [a, b] x [c, d] — R3, il suo bordo orientato
positivamente é contenuto nella giustapposizione delle curve 1 (t) = 9(t,¢) con t € [a,b],
Y2(t) = 1(b,t) con t € [¢,d], y3(t) = Y (b+a—t,d) con t € [a,b] e v4(t) = ¢(a,d+ c—t) con
t € [a,b], in altre parole nell'immagine mediante 1) della frontiera del rettangolo [a, b] X [c, d]
percorso in senso antiorario. Pili precisamente:

(a) se ¢¥(a,t) # (b, t) per ogni t €]c,d[ e P(t,c) # ¥(t,d) per ogni t €]a,b[ allora il bordo
coincide con tale immagine;

(b) se ¥(a,t) = 1(b,t) per ogni t €lc,d| e Y(t,c) # ¥(t,d) per ogni t €]a,b| allora il bordo
coincide con I'unione delle curve ~; e vs;

(c) se ¢Y(a,t) # (b,t) per ogni t €]c,d| e Y(t,c) = ¥(t,d) per ogni t €]a,b| allora il bordo
coincide con 'unione delle curve v € v4;

(d) se ¢(a,t) =1(b,t) per ogni t €]c,d[ e Y(t,c) = (t,d) per ogni t €]a, b allora il bordo &
vuoto.

(13) Il teorema di Stokes afferma che il flusso del rotore di F attraverso ¥ con lorientamento
indotto dalla parametrizzazione é dato dalla circuitazione di F lungo il bordo di ¥ orientato

positivamente:
/rotﬁ~ﬁda=%ﬁ~ds.
by Y

(14) 11 teorema della divergenza afferma che il flusso di F attraverso una superficie chiusa (qui
chiusa non va intesa in senso topologico, ma in quello intuitivo di superficie che separa R? in
due componenti connesse) orientata con normale uscente ¢ pari all'integrale fatto sul volume
Q racchiuso da C della divergenza di F. In altre parole

/ﬁ-ﬁdaz/divﬁ(z,y,z)dasdydzz.
C Q

Si osservi che la normale che compare nel teorema della divergenza, é la normale uscente
da €. Tale orientamento potrebbe non concordare con quello assegnato dal problema. Sard
necessario verificare quindi se i due orientamenti coincidono e, in caso negativo, mutare segno
al risultato.

(15) 11 teorema della divergenza puod essere utile per calcolare flussi attraverso superfici parame-
trizzate S nelle situazioni seguenti: supponiamo che divF = 0 e che il bordo di S sia una
curva, vy che giaccia su un piano II. Tale curva individua su II una superficie ¥. Supponiamo
che ¥ NS = «, ovvero non vi siano altri punti oltre al bordo dove ¥ e S si intersechino.
Allora S U X = C & superficie chiusa che racchiude un certo volume 2. Per il teorema della
divergenza si ha

/ﬁ-fzdc—l—/ﬁ'ﬁdaz/ﬁ-fsz:/divﬁ(x,ywz)da:dydz:O7
S > C Q

perché la divergenza é nulla. Inoltre la normale a 3 é la normale al piano II, quindi é costante.
Si ottiene quindi che il flusso di F attraverso © & pari all’opposto del flusso di F attraverso
> che, in linea di principio, & piu facile da calcolare: infatti la normale a 3 coincide con
la normale a II, quindi ¢ costante. Tuttavia si presti attenzione agli orientamenti, infatti
per applicare il teorema della divergenza & necessario che la normale sia uscente dal volume



266 B. ESERCIZI SU FLUSSI, CIRCUITAZIONI, TEOREMA DI STOKES E AFFINI

racchiuso, mentre il testo spesso richiede che il flusso sia calcolato con la normale indotta dalla
parametrizzazione. Se i due orientamenti non coincidono, sard necessario cambiare il segno al
risultato.

OssERVAZIONE B.1. Nello sviluppo di tutti gli integrali considerati & di fondamentale importanza
sfruttare eventuali simmetrie degli intervalli della parametrizzazione, oppure proprietd di periodicita.
Ricordiamo a tal proposito i seguenti fatti:

(1) Se f : R — R ¢ periodica di periodo T, ovvero f(z) = f(x + T) per ogni x € R, allora per
T T/2 a+T
ogni a € R si ha/ f(x)dx:/ f(w)d:c:/ f(z)dx
0 a

~T/2
(2) Se f:R — R ¢ pari, ossia f(z) = f(—=z), allora si ha f(x)dx = 2/ f(z)dx
—a 0

a

(3) Se g : R — R & dispari, ossia g(—x) = —g(x), allora si ha / g(x)dz =0

—a
OsSSERVAZIONE B.2. Dai precedenti si ricavano i seguenti fatti:
2 T
(1) Datip,q € N, ¢ dispari, si ha / cosP Osin? 0 df = / cosP fsin? 6 df = 0 perché l'integranda

s
é 2m-periodica, dispari e nell’ultimo integrale si ha che I'intervallo di integrazione é simmetrico
rispetto all’origine.

2 2
(2) per ogni p € N si ha / sin? ph df = / cos? ph df = =, infatti sfruttando la periodicita si
0 0

ha:

2m 2w 5/2m 2w
/ cos® pf df = / sin?(pf 4 7/2) df = / sin? po do = / sin?(po) do,
0 0 /2 0

2 2
da cui 27 = / (cos® pf + sin’ pd) df = 2/ cos? ph dob.
0 0

2w
(3) per ogni m,n € N, m # n, si ha / cosmfsinnf df = 0.
0

(4) per calcolare potenze superiori di seno e coseno, si sfruttino le formule di Eulero? oppure la
sostituzione z = tan(6/2) che muta 'integranda in una funzione razionale fratta®

2Ad esempio:
27 27 i0 —ig\ 4 2 )
/ cos* 0.df = / (i) df = % (€ + e 1 2)*dp
0 0 2 24 Jo
_ L
24/,

27 ) ) ) 1 [27
(" + e 144244 4 4e7 %) do = g / (cos(46) + 3 + 4 cos(26)) do = :%T
0

3Tale sostituzione implica:

2z 1— 22 2dz
R cosf = , = .
1422 1422 1422

sinf =




APPENDICE C
Richiami sulle equazioni differenziali ordinarie

ordinario — lat. ORDINARIUS da ORDO - acc. ORDINEM - ordine (v. q.
voce).
Che sta nell’ordine delle cose, e quindi Che si fa regolarmente, Che av-
viene di solito. Dal significato di Consueto, Comune, viene poi quello
di Grossolano, Di poco conto, Alquanto ignobile.
Nello stile chiesastico, dicesicosi, in forma di sost. il Prelato che ha
giurisdizione ordinaria nella diocesi, in opposizione a Delegato, che ha
giurisdizione straordinariamente conferita.
[Ordinario si applica a cio che avviene secondo 'ordine anche giornaliero
della natura o delle umane istituzioni, e quindi differisce da Solito, cha
attiene all’abitudine dell’individuo, da Consueto che riguarda le con-
suetudini o 'uso di pitt persone, da Comune che dicesi cio che conviene
o appartiene a tutti. Differisce inoltre da Volgare o Triviale perché
Ordinario aggrada alla maggior parte della gente, il secondo alla bassa
gente, il terzo alla gente bassa ineducata.]

Vocabolario etimologico della lingua italiana,

di Ottorino Pianigiani, 1907.

In questa sezione richiamiamo senza dimostrazione alcuni risultati relativi al problema di Cauchy:

B(t) = f(t, x(t)),

l‘(to) = Xo.-

(1)

Enunciamo i risultati in un K-spazio di Banach Y, dove K = R oppure C. Il lettore pud sempre pensare
ayYy =R"

DEFINIZIONE C.1. Sia [ intervallo non degenere di R, I intorno di tg. Diremo che ¢ : I — Y &
soluzione di (1) se o ¢ di classe C! nellinterno di I e ¢(tg) = . In tal caso diremo che I & 1'intervallo
di definizione della soluzione ¢. Sia I intervallo di definizione della soluzione . Diremo che I &
massimale se non esistono soluzioni v di (1) con intervallo di definizione J C R tali che J D I (dove I
indica la chiusura di I) e ¥ = ¢ su I.

Diremo che il problema (1) & autonomo se f non dipende da ¢, ossia f = f(x).

TEOREMA C.2 (di esistenza e unicitd di Cauchy-Lipschitz).
(1) EsiISTENZA E UNICITA GLOBALE NEGLI INTERVALLI COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo compatio di R, f : I XY — Y continua e
lipschitziana rispetto alla seconda variabile y € Y, uniformemente nella prima t € 1 (cid
significa che esiste L > 0 tale che sia:

I f(t, 1) — f(t v2)lly < Lllyr — vally

per ogni t € I e per ogni y1,y2 € Y). Dati tg € I, yo € Y esiste allora un’unica soluzione
0 € CY(I,Y) tale che sia ¢ (t) = f(t,p(t)) identicamente in I e p(tg) = yo.

(2) EsisTENZA E UNICITA GLOBALE NEGLI INTERVALLI NON COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo di R, f : I XY — Y continua; supponia-
mo che in ogni compatto K C I, f sia lipschitziana rispetto alla seconda variabile y € Y,
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uniformemente nella prima t € I (cid significa che esiste L > 0 tale che sia:

£t y1) — f(tv2)lly < Lillyr — v2lly

per ogni t € K, K C I compatto e per ogni yi1,y2 € Y ). Datity € I, yo € Y esiste allora
un’unica soluzione p € CY(1,Y) tale che sia ¢'(t) = f(t, ¢(t)) identicamente in I e ©(to) = yo.

(3) CRITERIO DI LIPSCHITZIANITA SUI COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo di R, K compatto di I. Se f : I xY — Y
¢ differenziabile rispetto alla seconda variabile, essa ¢ lipschitziana su K XY (nella seconda
variabile uniformemente rispetto alla prima) se e solo se:

10y f(t, 9)llLvy < Lr < +o0

per ogni (t,y) € K xY. Se Y ~ K" ha dimensione finita, l'ipotesi ¢ soddisfatta se e solo se
Oy f(t,y),s ..., Oy, f(t,y) sono tutte limitate in K X Y.

(4) EsisTENZA E UNICITA LOCALE
Sia Y un K-spazio di Banach, Q aperto di R xY, f : Q — Y continua e localmente
lipschitziana nella seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima (cio significa che per
ogni (to,yo) € Q esistono L, 0y, 9 > 0 tali che B(tg, do] X B(yo, 0] C Q ed inoltre

N f(t,y1) — ft, y2)lly < Lilyr — vally

per ogni (t,y) € B(to,d] x B(yo,r0]). Allora per ogni (to,yo) € § esiste § > 0 e ¢ €
CY(B(to,9],Y) soluzione del problema di Cauchy y' = f(t,y) e y(to) = yo. Inoltre se ¢ €
CY(B(to,d],Y) ¢ soluzione dello stesso problema definita in un intorno di to, si ha p(t) = ()
mn un intorno di tg.

(5) CRITERIO DI LIPSCHITZIANITA LOCALE
Sia'Y un K-spazio di Banach, Q aperto diRxY, f: Q — Y. Condizione sufficiente perché
f sia localmente lipschitziana nella seconda variabile uniformemente rispetto alla prima é che
Oy f(t,y) esista continua in Q. Nel caso in cui Y ~ K" ha dimensione finita, se Oy, f(t,y)
per k =1,...,n sono continue in 2, allora si ha lipschitzianita locale.

(6) UNICITA DELLE SOLUZIONI
Supponiamo che 'equazione y' = f(t,y) soddisfi le ipotesi per 'unicita locale per (1). Se
I ¢ intervallo diR e ¢,¢ : I =Y sono soluzioni di y = f(t,y) che coincidono in almeno un
punto, esse coincidono in tutto I.

DEFINIZIONE C.3 (Dipendenza dai valori iniziali). Data un’equazione y' = f(¢,y) tale per cui si
abbia unicita locale della soluzione del relativo problema di Cauchy con condizione iniziale y(to) = yo,
il suo flusso ®(t,to,yo) & definito come il valore al tempo ¢ dell’unica soluzione che soddisfi y(ty) = yo.

ProOPOSIZIONE C.4 (Dipendenza dai valori iniziali). Se sono soddifatte le ipotesi del teorema
di esistenza e unicita locale per §y = f(t,y), y(to) = yo in un intorno aperto di (to,yo), il flusso ®
dell’equazione differenziale é definito su un aperto D D I X I x , dove I ¢é intorno di to, §) é intorno
diyo e ®: D —Y ¢ (continua e) localmente lipschitziana.

DEFINIZIONE C.5. Se f non dipende da t, ovvero il sistema ¢ autonomo, e ¢t — y(t) ¢ soluzione,
anche t — y(t + ¢) é soluzione. Pertanto in questo caso si puo definire generalmente il flusso ®(¢,yp) =
®¢(yo) € definito come il valore al tempo ¢ della soluzione che soddisfa y(0) = yo. Sussistono le seguenti

proprieta (dette di semigruppo): ¢o(yo) = yo € ¢s © ¢e(yo) = ds+¢(Yo)-

DEFINIZIONE C.6. Sia Y = R™. Dato il sistema autonomo y = f(y), ogni soluzione descrive
parametricamente un tratto di curva in Y. Se n = 1,2,3, 'ambiente dove vengono rappresentate le
soluzioni si chiama spazio delle fasi. Un complesso di piti soluzioni al variare delle condizioni iniziali é
detto ritratto o diagramma di fase del sistema.
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TEOREMA C.7 (Estensione delle soluzioni). Sia Y un K-spazio di Banach, Q2 aperto di R x €,
I intervallo di R. Sia f : Q — Y con esistenza e unicita locale per il problema di Cauchy (1) e sia
@ : I =Y una soluzione massimale.

(1) Sia 8 = supI (rispettivamente o = inf I) e supponiamo che esista ¢ € I tale che ¢'(t) sia
limitata in [c, B] (rispettivamente in ], c]. Allora o si ha = +o0o (rispettivamente « = —c0)
oppure limy_,3- o(t) = yg (rispettivamente limy_,,+ ©(t) = ya) esiste in Y e in tal caso
(B,yg) ¢ Q (rispettivamente (B,yg) ¢ ).

(2) Se K ¢é un compatto di Q2 allora esistono un intorno destro U di a = inf I ed un intorno
sinistro V di b = sup [ tali che se t € U UV allora (t,¢(t)) ¢ K (le soluzioni massimali
escono definitivamente dai compatti di Q).

(3) Se K ¢ compatto di Q, esiste 6 = 6(K) > 0 dipendente solo da K e da f, tale che ogni
soluzione del problema di Cauchy (1) con (to,yo) € Q ¢ definita su [to — 0,to + J].

(4) (Fuga dai compatti: caso autonomo) Sia A aperto di' Y, g : A — Y localmente lipschitziana.
Sia ¢ : I — A soluzione massimale di y' = g(y) e sia C un compatto contenuto in A; sia
b=supl. Allora st verifica una delle sequenti alternative:

(a) esiste un intorno sinistro V- di b tale che ¢(t) ¢ C pert € V, quindi ¢ esce definitivamente
da C;

(b) si ha b= +o00

Analogo enunciato vale per a = inf [

DEFINIZIONE C.8. Un integrale primo del sistema autonomo 3’ = g(y), dove g : A — Y & una
funzione continua definita su un aperto A dello spazio di Banach Y, & una funzione a valori reali
E € C'(A,R) tale che per ogni soluzione ¢ : I — A del sistema si abbia F o ¢ costante.

TEOREMA C.9 (Teorema di maggiorazione a priori). Sia I intervallo di R, p : I x [0,+oo[—
[0, +00] continua; Sia Y spazio di Banach, ¢ : I — Y derivabile e uw : I — [0,+o0o[ derivabile.
Supponiamo che sia ||p(to)|ly < u(to). Allora:

(1) se l¥' Oy < pt, [le@)ly) e ut,u(t)) < u'(t) per ognit > to, t € I, per tali t si ha anche
le@ly < u(t);

(2) se [l¢'(O]ly < pult, |e@®)ly) e p(t,u(t)) < —u'(t) per ognit < to, t € I, per tali t si ha anche
le()lly < u(t).

In ambo i casi se t # to si ha in realta ||p(t)|ly < w(t). Il teorema vale anche rispettivamente

se: @' (®)lly < u(t, [le@)lly) e p(t, u(t)) < v'(t) nel primo caso oppure [|¢'(t)lly < u(t, [o(@)]y) e
w(t,u(t)) < —u/(t) nel secondo caso.

TEOREMA C.10 (del confronto). Sia  aperto di R x R, f:Q — R continua. Sia I intervallo di
R e siano t — y(t), t — u(t) funzioni derivabili in I; supponiamo che in ty € I si abbia y(to) < u(to).
Se per ogni t > to, t € I, si ha y'(t) < f(t,y(t)) e f(t,u(t)) < u/(t) una almeno di tali disuguaglianze
essendo vera in senso stretto per ogni t > to, si ha y(t) < u(t) per ognit € I, t > to e l'uguaglianza
vale solo in tg.

COROLLARIO C.11. Sia I intervallo di R, f,g : I Xx R — R continue e localmente lipschitziane
rispetto olla seconda wvariabile, uniformemente rispetto alla prima. Siano xz : I - R, y : I — R
due funzioni tali per cui & < f(t,x(t)), v > g(t,y(t)), per ogni t € I. Supponiamo inoltre che sia
flt,z(t)) < g(t,y(t)) per ogni t € I. Allora:

(1) se z(to) < y(to) si ha x(t) < y(t) per ognit € I cont > ty;
(2) se z(to) > y(to) si ha x(t) > y(t) per ognit € I cont < tp.

PRrROPOSIZIONE C.12. Siano a > 0 e z : [a,+00[— R una funzione derivabile tale che esistano i
limiti limy—y 400 () € R € limy_y o 2(t) = v € RU {Fo0}. Allora v =0.

LEMMA C.13 (di Gronwall). Sia I intervallo di R, t, € I, sia Y spazio di Banach. Allora:
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(1) se o € CHI,Y) ¢ tale che ||¢'(t)|| < ao + ai1]|@(t)| per ognit € I con a; >0 e ag > 0, allora
ao —
el < (22 + ltta)l) et -

(2) sia v € C°(I,R), L, M >0 tali che per ogni t € I valga:

ao
al '

W) <L + M,

o) dr
to

allora per ogni t € I vale anche |1 (t)] < Mellt—tol,

TEOREMA C.14 (di esistenza di Peano). Sia Y = R", Q aperto di R x Y, f: Q = Y continua.
Allora esiste un intorno I dity in R ed una p € C*(I,Y) che in I ¢ soluzione del problema di Cauchy
y' = f(t,z), y(to) = yo. Tale soluzione non & necessariamente unica.



APPENDICE D

Equazioni differenziali totali

Il tutto & maggiore

della somma delle sue parti.
Aristotele.

DEFINIZIONE D.1. Sia data una 1-forma differenziale w(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy dove le
funzioni M, N sono definite in un dominio (di solito semplicemente connesso) D del piano R? e ivi
continue. Chiameremo equazione differenziale totale ogni espressione del tipo w(x,y) = 0. Risolvere
un’equazione differenziale totale significa determinare una funzione F'(x,y) e una funzione A(x,y) tale
per cui dF(z,y) = Mz, y)w(x,y) e A(x,y) # 0 in D. Una soluzione o integrale generale dell’equazione
totale sara F'(x,y) = ¢, con ¢ € R costante arbitraria. Se S = {(x,y) € D: M(z,y) = N(z,y) = 0},
il problema ¢ posto in D \ S.

Breve sintesi delle tipologie pitt comuni:

(1)

Equazioni differenziali totali esatte: Sono del tipo w(z,y) = 0 con
w(z,y) = M(z,y)dx + N(x,y) dy forma esatta,

ovvero esiste una funzione differenziabile (detta primitiva di w) F(x,y) tale che dF = w, cioé:

OF OF

—(x,y) = M(x,y), —(x,y) = N(x,y).

B (20Y) (z,y) 8y( y) = N(z,y)
Se F(x,y) & una primitiva di w, 'integrale generale in forma implicita & F(z,y) = ¢, ¢ € R,
ovvero si pud scegliere A(z,y) = 1. Nel caso in cui il dominio sia semplicemente connesso,
I’essere forma esatta é equivalente alla condizione di chiusura

oM ON
Ty(x,y) = %(m,y).

Differenziando tale relazione, si ha infatti dF(x,y) = w(z,y) = 0.
Equazioni differenziali totali a variabili separate: Si presentano nella forma w(z,y) = 0
con

w(z,y) = M(z)dz + N(y) dy
Se f(z) ¢ una primitiva di M e g(y) ¢ primitiva di N, l'integrale generale in forma implicita
e f(z)+gly) =c ceR.
Equazioni differenziali totali a variabili separabili: Si presentano nella forma w(x,y) =
0 con

w(z,y) = @(x)(y) dz + p1(z)1(y) dy

Supposto ¥(y) # 0, p1(x) # 0, si divide 'equazione per ¥ (y)p1(y) riconducendosi al caso
precedente (variabili separate).

Equazioni differenziali totali omogenee: Sia w(z,y) = M(z) dz+ N(y) dy. Se le funzioni
M e N sono funzioni omogenee in D, ovvero esiste a € R tale che per ogni k > 0:

M (kx, ky) = k“M(z,y), N(kx, ky) = k*N(z,y),

271
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definite su un cono ! C di R2.
Posto x = &,y = &n si ottiene la forma esatta:

1 N(1,n)

3 M(1,n) +nN(1,n)
Se M, N sono omogenee di un comune grado di omogeneitd a # —1, allora qualunque sia il
dominio D si ha

d¢ +

dn = 0.

Fla,y) = ——le M(e,p) +3- Nyl

DEFINIZIONE D.2. Data nel dominio A 'equazione w = 0, un fattore integrante & una funzione
g: A — Rdiclasse C' mai nulla tale che gw sia chiusa. L’equazione w = 0 risulta allora equivalente a

gw = 0 che su un semplicemente connesso ¢ un’equazione esatta. Si puo scegliere g > 0 quindi g = ef
con f: A—R. Se

w = p(z,y)dr +q(z,y) dy
allora condizione necessaria e sufficiente affinché efw sia chiusa é:
Oyp — O0zq = —pOyf + q0x f
DEFINIZIONE D.3. Casi particolari di fattore integrante:
(1) se Oyp — 0xq = h(x)q si ha il fattore integrante e (@) 4 in modo equivalente se
8yp(:c, Z/) - aac‘](‘ra Z/)
q(z,y)
¢ una funzione della sola x, allora si ha il fattore integrante el M@)dz qove
() = 2oP@9) = Oeg(@ )
q(z,y)
(2) se Oyp — Orq = k(y)p si ha il fattore integrante e J*Wdy in modo equivalente se

yp(@,y) — 9xq(z, y)
—p(z,y)
¢ una funzione della sola y, allora si ha il fattore integrante el W dy qove
Oyp(@, y) — Ozq(x,y
_p($7 y)

(3) Supponiamo
Oyp — 0zq = f(2)q(z,y) — 9(y)p(,y)
con f,q,p di classe C'. Allora:

h(z,y) = exp < / F(t)dt + /y y g(t)dt>

é fattore integrante per w.
(4) L’equazione differenziale totale:

2"y (my dx + nx dy) + =Py’ (py de + vedy) =0

con 1,8, p,0,m,n, u, v costanti tali che mrv — nu # 0 ammette fattore integrante xo‘yﬁ per
a, 8 opportuni.
(5) L’equazione differenziale totale:

M(z,y)dx + N(z,y)dy = yf(zy) dx + zg(zy) dy =0

tte fatt int te ——m —.
con f # g, ammette fattore integrante Mz — Ny

IRicordiamo che C' C R? ¢ un cono di R? se soddisfa la seguente proprieta: dati (z,y) € C allora (kz, ky) € C per
ogni k£ > 0.
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(6) L’equazione differenziale totale:

M(z,y) dz + N(z,y)dy =0
con M, N omogenee dello stesso ordine e Max+ Ny # 0, ammette fattore integrante —— .
Mz + Ny
A volte la forma del fattore integrante & suggerita dalla presenza di alcuni termini nella forma particolare
dell’equazione.

TERMINI | FATTORE INT. DirF. ESATTO
rdy —ydr % d (E)
X xT
1
rdy —ydz — d (_a:)
Yy Yy
1
rdy —ydz — d<lny>
Ty T
dy —yd ! d( ¢ )
_ retan 2
ray —yar 22112 arcta
d(In(zy)) sen=1
1
xdy +ydx
(zy)" d(— 1 1) el
(n—1)(zy)"
1 2 2
d iln(aﬁ +y%) sen=1
rdy + ydx #
yTy (@2 + 2" .
— 1
( 2<n—1><x2+y2>n—1> en?

OSSERVAZIONE D.4. Grazie al Teorema della Funzione Implicita, se Aw = 0 & esatta e per se in
P(x0,y0) € D vale N(xg,yo) # 0, 'equazione data si puo scrivere:
dy  M(z,y)

dr — N(z,y)
in un intorno di P. Tale affermazione é resa rigorosa dalla seguente osservazione: Aw ammette F' come
primitiva, perché F' ¢ esatta. Inoltre vale 0,F(xo,y0) = Mo, y0)N(0,%0) # 0, pertanto F' definisce
implicitamente in un intorno di P(zg, yo) una funzione y = y(x) con yo = y(xo). Poiché M, N € C!, e
A # 0 si ha che N(z,y) # 0 in un intorno di P(zo, yp), pertanto il teorema di Dini puo essere applicato
in un intorno. Si ha quindi che y = y(z) & di classe C! e vale

dy _ _Mf(z,y)

dz N(z,y)
Analogamente se vale M (xg,yo) # 0, 'equazione data si puo scrivere:

dx N(z,y)

dy — M(z,y)

in un intorno di P.
Viceversa, 'equazione 3y’ = f(x,y) puod essere sempre scritta nella forma:

f(2,y) de — dy = 0.
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In altre parole, le curve di livello di F, ovvero gli insiemi:
F.:={(z,y) € A: F(z,y) =c}

rappresentano in forma implicita le soluzioni delle equazioni ordinarie

N, yl@) T+ M, y(a)) =, M) G

OSSERVAZIONE D.5. Se w = 0 & esatta, sia 7 una qualunque curva C! a tratti congiungente
P(zg,y0) ad un generico punto (x,y) € D, allora la primitiva di w che valga 0 in P & data da:

F(z,y) :X/w

In particolare, se D é un rettangolo, puo essere scelta la spezzata costituita dai segmenti congiungenti
P a (xg,y) e poi a (z,y) oppure congiungente P a (z,yo) e poi a (z,y). Nel primo caso si avra:

@ Y
F(z,y) :/ M(t,y)dt+ | N(xo,s)ds.
o Yo

+ N(z(y),y) = 0.

Nel secondo caso si avra: . ,
F(z,y) = / M(t,yo)dt + | N(z,s)ds.
o

Yo
OSSERVAZIONE D.6. Se w(z,y) ¢ forma di classe C!, w mai nulla, e G ¢ integrale primo per w = 0,
di classe C!*! su D, allora esiste A € C/(A,R) tale che sia:

0:G(z,y) = Az, y)p(z,y)

8?JG($7 y) = )\(.%', y)Q(iU, y)

Viceversa se esiste A\ € C'(D,R) tale che \w sia esatta, ogni primitiva di A\w & integrale primo per
I’equazione totale w = 0.

1. Approfondimento sulle equazioni totali in R? (facoltativo)
Per completezza, diamo ora brevi cenni al caso R3, ad ogni modo tale argomento ¢ facoltativo.
OsseErVAZIONE D.7 (Equazioni totali in R?). Sia:
w(z,y,2) = P(x,y,2)de + Q(z,y,2)dy + R(x,y, 2) dz

una, 1-forma differenziale in R3, equazione w = 0 & detta equazione differenziale totale. La condizione
di integrabilitd per un’equazione totale in tre variabili é:

P(0.Q — 9,R) + Q(0,R — 0,P) + R(9,P — 0,Q) =0

(1) se w(x,y,z) = dF(z,y,z) ¢ esatta, la soluzione & data da F(x,y,z) = C € R.
(2) se w(x,y, z) non & esatta, puo essere possibile trovare un fattore integrante A(z,y, z) tale che
Aw = dF sia esatta. La soluzione & data da F(x,y,2) = C € R con \(z,y,z) # 0.
(3) se non ¢é posssibile applicare nessuno dei precedenti, trattare una delle variabili, ad es. z come
una costante. Si integra l’equazione risultante indicando con ¢(z) la costante di integrazio-
ne. Si prende il differenziale totale dell’integrale ottenuto e per confronto con ’equazione di
partenza si determina ¢(z).
CoPPIE DI EQUAZIONI DIFF. TOTALI IN R3:  Supponiamo di dover risolvere simultaneamente
wi(z,y,2) =0 ews(z,y,2) = 0. La soluzione sara data da una coppia di relazioni Fy(z,y,2) = C1 € R
€ FQ((E,y, Z) =(C9 € R.
La procedura ¢ la seguente:
(1) se wi e we sono entrambe integrabili (eventualmente tramite due fattori integranti A\; e Ag),
la soluzione é data dalle loro primitive.
(2) se wy ¢ integrabile ma w9 non lo ¢, si integra wy = 0 per ottenere la relazione Fy(z,y,2) = C.
Usando questa relazione assieme a w; = 0 e we = 0 si eliminano una variabile e i suoi
differenziali e poi si integra I’equazione che ne risulta.
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Se nessuna delle due ¢ integrabile, si procede considerando due variabili (ad es. z,y) come funzioni
della terza (ad es. z). Oppure si cerca di eliminare a turno dy e dz (oppure un’altra coppia) tra le due
equazioni:
wi =Pdr+Qidy+ Ridz =0
{ wo =PFPodr+ Qody+ Redz =0

Si ha allora:
det PG dr — det Q1 Iy ) dz =0

Py Q2 Q2 R
Ry P P _
det R, Py dx — det P Q ) dy =0
e si esprima il risultato nella forma:
dr _dy _d:
X Y Zz

dove si ha (per A # 0):

Q1 R R, P, P Q
X = Adet Y = Adet Z = Adet .
© <Q2 Ry | ““\NR p ) NP O

Si ottengono le tre equazioni, due qualsiasi delle quali equivalenti al sistema di partenza:
Y dx = X dy, Ydz= Zdy, Xdz=Zdzx.

Se sono integrabili o se una di esse lo é si procede come visto in precedenza. Se nessuna € integrabile,
allora si ha:

de.  dy dz hidr+midy+mnidz  ladx+mody+nadz

X Y zZ hX +mY +nmZ2 N b X + moY +noZ
dove Iy, mq,n1,l2, ma, ne sono arbitrarie (moltiplicatori) e tali che i denominatori non si annullino. Con
appropriate scelte dei moltiplicatori si possono ottenere equazioni integrabili. Se [X +mY + nY =0,
allora anche [ dxr +mdy+ndz = 0 e se questa relazione ¢ integrabile, il suo integrale fornisce una delle
relazioni richieste.

2. Equazioni totali caso generale (facoltativo)

DEFINIZIONE D.8 (Equazioni totali). Supponiamo di avere una forma w = w(x1, ..., x4) definita
in un aperto Q C R? tale che

(2) w(xy, ..., xq) =wi(x1,...,2q)drs + - +wg(z1, ..., xq) dzg,

dove i coefficienti w; € C%(Q) e in Q non vi siano punti dove tutti i coefficienti si annullino simulta-
neamente. Risolvere I'equazione totale

w(z1,...,xq) =0
significa determinare due funzioni F : Q — R, A: Q — Rcon F € C}(Q), A € C°(Q), e A(z1,...,24) #
0 per ogni (z1,...,xq) € Q, tali che la forma Aw sia esatta e F sia una sua primitiva. In questo caso,

la soluzione o integrale generale dell’equazione totale sara dato da
F(xy,...,x2q) =c,
al variare di ¢ € R, e la funzione A(-) prendera il nome di fattore integrante per w.
Presentiamo alcuni problemi riconducibili alla risoluzione di equazioni totali.

LEMMA D.9. Supponiamo di avere ’equazione differenziale
dy _ N(z,y(z))

dr — D(w,y(z))
Allora se F(z,y) = ¢ ¢ la soluzione dell’equazione totale

w(z,y) = N(z,y) dx + D(z,y) d,
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st ha che nei punti dove D(z,y) # 0, tale relazione definisca implicitamente y = y(x), e tale funzione
risolve lequazione differenziale di partenza. Nei punti invece dove N(x,y) # 0, tale relazione definisca
implicitamente x = z(y), e tale funzione z(-) risolve l'equazione differenziale

dr  D(z(y),y)

dy — N(z(y),z)
Pit in generale, le curve di livello di F' rappresentano in forma implicita le soluzioni delle equazioni
differenziali

dy dx

D(z,y(z)) o + N(z,y(z)) =0, N(z(y),y) . + D(z(y),y) = 0.

DiMOSTRAZIONE. Per definizione di soluzione dell’equazione totale, si deve avere che dF = \w, e
quindi 0, F(z,y) = AMz,y)N(z,y) e 0,F(x,y) = AMx,y)D(x,y), dove A(-) & un fattore integrante per
w. Se D(x,y) # 0 si ha quindi 0y F(z,y) = Az, y)D(z,y) # 0 perché X # 0. Per il Teorema di Dini,
la relazione F'(x,y) = ¢ definisce implicitamente y = y(x), e si ha

dy  9.F(z,y(x)) Az, y(z))N(z, y(x)) D(z(y),y)

dr — 9,F(z,y(x))  MNa,y(@)D(z,y(x)  N(z(y),z)

La dimostrazione nel secondo caso € assolutamente analoga. L’ultimo asserto & ovvio. O

LEMMA D.10. Siano V : R — R? yn campo vettoriale, Ve CO(Rd;]R{d), di componenti

—

Vizy,...,xq) = Vi(z1, ..o xq), .., Va(xr, .., xq)),

e F: Q — R funzione di classe C' tali che V(z1,...,24) # (0,...,0) e VF(21,...,24) # (0,...,0)
per ogni (x1,...,xq) € Q. Per ogni ¢ € R definiamo

Ie={(z1,...,2q) € Q: F(x1,...,24) = c}.
Allora 1 sequenti fatti sono equivalenti:
(1) F(z1,...,x4) = ¢, c € R ¢ la soluzione dell’equazione totale

w($17" . 7':Ud) = Vl(xla" . ,ZL‘d) dml + - Vd(-’ll'l,.. . ,ZL‘d)dZEd;

(2) per ogni c € R tale che T'. # (), la normale a T in ogni punto (x1,...,xq) € T, & parallela al

vellore V(a‘cl, ce s Tq);
(3) in ogni punto, le curve t — ~y(t) soluzioni dell’equazione differenziale ¥(t) = V(y(t)) hanno
vettore tangente ortogonale alla superficie di livello F(x1,...,x4) = ¢ passante per tale punto.

(4) in ogni punto, le curve t — ~(t) soluzioni dell’equazione differenziale 4(t) = V(y(t)) sono
definite implicitamente dolle relazions

Vi(x1,...,xq) de; = Vi(zq, ..., zq) dzj, i,7€{1,...,d},
che risultano equivalenti a
0;F(x1,...,xq)dx; = 0;F (a1, ... ,xq4) dxj, i,j€{1,...,d},
oppure, laddove Vi(x1,...,2q) # 0 per ognii =1,...,d alla scrittura compatta
dxq B B drg
Vi(zy,...,2q) T Vi(z1,...,2q)

In questo caso, si dira che le soluzioni di 4(t) = V(v(t)) sono una famiglia di traiettorie ortogonali
alla famiglia F(x1,...,2q9) = ¢, c € R.

DIMOSTRAZIONE. Una normale alla superficie di livello F'(z1,...,24) = c nel punto (x1,...,24) €
Q & proprio VF(x1,...,xq), e 1 vettori VF(x1,...,24) e V(21,...,zq) sono paralleli se e solo se si ha
VE(z1,...,zq) = Nx1,...,2q)V(x1,...,24) dove A = A(z1,...,24) € una funzione mai nulla (perché

VFE(xy,...,24) #0), e continua (perché VF e V lo sono). Cid & equivalente a

dF(x1,...,2q) = NMx1,...,zq)w(1,...,Z4),
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ovvero al fatto che A(x1,...,xq)w(z1,...,zq) sia una forma esatta, F' sia una sua primitiva, e A(x1,...,xq)
sia fattore integrante per w. Si osservi infine che il vettore tangente alla curva v & 4(t) = V(y(¢))
e la normale alla superficie di livello passante per «(t) & proprio VF(v(t)). Indicate con (t) =

(z1(t),...,24(t)), osserviamo che si ha i Vi(v(t)), i = 1,...,d, pertanto tali curve sono definite

in forma implicita da
dx; = Vi(x1,...,x4)dt perognii=1,...,d,

che, se Vi(x1,...,24) # 0, si pud scrivere anche
da:i
N ii=1,...,dcon Vi(zy,..., 0.
TACTRY) per ogni ¢ con V;(x1 xq) #
Se i € {1,...,d} e tale che V;(x1,...,24) = 0, si ottiene dx; = 0. Se invece 4,j sono tali che
Vi(z1,...,2q) #0e Vj(x1,...,24) # 0 si ottiene
Cdn g dn
Vi(z1,...,2q) Vi(w1,...,2q)
da cui
‘G(Clil, ‘e ,xd) d.fCi = V;(:cl, ve ,xd) da:j.
Tale formula pertanto & vera anche se uno tra Vi(zi,...,zq) e Vj(z1,...,24) & nullo. Moltiplicando
tale formula per \(z1,...,z4) si ha
8jF(x1, e ,a:d) dxi = 8iF(ac1, e ,.’L‘d) dxj,
e gli altri asserti risultano ovvi. O

LEMMA D.11. Si consideri un aperto semplicemente connesso di R?, e F': Q — R? di classe C".
Supponiamo che vk Jac F(z,y, z) = 2 per ogni (x,y, z) € R%. Allora, indicate con Fy, Fy le componenti
di ', ovvero F(x,y,2) = (Fi(x,y,2), Fa(x,y,2)) per ogni (z,y,z) € R3, si hanno i fatti sequenti:

(1) per ogni c1,co € R, lintersezione tra le superfici definite da Fy(x,y,2) = c1 e Fa(x,y,z) = c2
definisce localmente una curva regolare ~y;

(2) per ciascuna delle v definite al punto precedente, si ha che (t) deve essere ortogonale sia a
VEL(y(t)) che a VFy(y(t));

(3) la famiglia delle curve v di cui sopra € una famiglia di traiettorie ortogonali alla soluzione
dell’equazione totale w(x,y,z) =0 dove

W(£U7y, Z) = WI(J:)y? Z) dﬂj‘ + Wy(d?,y, Z) dy + wz(ﬂs,y, Z) dZ,

con
enla ) = (o) ST,
one2) = dr (02D S,
) =de (Gt} Q)

e pertanto, net punti in cui 1 denominatori sono diversi da zero, tale famiglia é definita da

dx _ dy _ dz
oyF1 0.F1\ 0.Fy 0.F1\ 0. F1 0,F1\’
det <8yF2 82F2> det (azF2 asz) det <amF2 8yF2>

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che se v € una curva contenuta nella superficie
Fi(z,y,z) = ¢;, allora necessariamente si ha che il suo vettore tangente deve essere ortogonale a VFj,
poiché derivando la relazione F;(y(t)) = ¢; (appartenenza alla superficie) si ottiene (VE;(y(t)),~(t)) =
0. Ma allora #(t) deve essere ortogonale sia a VF(y(t)) che a VIFy(y(t)), pertanto ¢ parallelo al
prodotto esterno V ((t)) := VF1(y(t)) AVFy(y(t)). Definito quindi in ogni punto il campo V (z,y, z) =
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VFi(z,y,z) N VFy(z,y,z), si ha che la famiglia di curve v deve essere una famiglia di traiettorie
ortogonali alla soluzione dell’equazione totale w(zx,y, z) = 0 dove

e i coefficienti w,, wy, w, sono rispettivamente la prima, seconda e terza componente di 17(:15, Y, Z), OVVEro
di VFi(y(t)) A VFy(y(t)). L'ultimo asserto discende da quanto visto sulle traiettorie ortogonali. O

Strettamente collegato al precedente, possiamo considerare il seguente problema (che puo esserne
considerato il duale).

LEMMA D.12. Siano assegnati due campi vettoriali continui in R>
‘775(%7 Y, Z) = (w;($7 Y, Z), UJ;(%, Y, Z), UJ;(.ZU, Y, Z))7 1=1,2,
tali che V}(:J:,y,z) #(0,0,0) per ogni (z,y,z) € R3. Si considerino le forme

wi(z,y,2) = wi(z,y, 2) de + wi(z,y, 2) dy + wi(z,y, 2) dz,

wo(z,y, 2) = Wi (z,y, 2) de + Wi (z,y, 2) dy + wi(x,y, 2) dz,
Allora

(1) Considerate due funzioni Fy,Fy : R3 — R di classe C' tali per cui Fi(z,y,2) = ¢, ¢; €
R, ¢ soluzione dell’equazione totale w; = 0 per i = 1,2, si ha che, attorno ad ogni punto,
Uintersezione tra le superfici Fy(x,y,z) = c1 e Fa(z,y,z) = co passanti per tale punto definisce
una curva regolare il cui vettore tangente in (x,y, z) € ortogonale simultaneamente a ‘7;(:1:, Y, 2)
e aVi(z,y,z2).

(2) Una famiglia di curve regolari il cui vettore tangente in ogni punto (x,y,z) sia ortogonale
simultaneamente a ﬁ(m, Y,2) ea V;(JZ, y,z), & descritta in forma implicita dall’intersezione tra
le superfici Fi(x,y,z) = c1 e Fa(x,y, z) = ca passanti per tale punto e tali che Fi(z,y, z) = ¢;,
¢ € R sia soluzione dell’equazione totale w; =0 peri=1,2.

DiMOSTRAZIONE. La famiglia di curve con le proprieta indicate sara la famiglia di curve ortogonali
rispetto alla famiglia definita dal campo W = Vi A V5, ovvero soddisfera il sistema

der. dy dz
X Y Zz
dove si & posto
Yy z z x T Yy
X = det (“’g, “g) , Y = det (wg “’;) , Z = det (“’5 “%,) .
wy Wi Wi wj Wi wy

Siano p; = pi(zr,y,z) fattori integranti per w;, ovvero dF; = pw; per ¢ = 1,2. Poniamo F =
F(x,y,z) = (Fi(z,y,2), F2(x,y, 2)), da cui

(0. Fr O,F1 0.F1\ _ lei ,u1w1 le;
JaCF($’y7z)—<6xF2 ayF2 8ZF2 - leg ,U'ZW% M2w§ )

quindi il sistema di cui sopra equivale a

dx B dy B dz
o,F1 0.F1\ 0.Fy 0,F\ 0. F1 9, F1\’
det (8yF2 8ZF2> det (azFQ 8xF2> det (axFQ (‘9ng>

che ¢ il sistema soddisfatto dalla famiglia di curve regolari definite implicitamente dall’intersezione di
FI($7yaz):Cl eFQ(ZE,y,Z):CQ. U

La seguente semplice osservazione ¢ spesso utile nei calcoli.
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OSSERVAZIONE D.13. Se a; = a;(x1,...,24),7=1,...,d sono funzioni mai nulle e si ha djz = %
d ' ’
per ogni i,j = 1,...,d, allora per ogni b; = b;j(z1,...,24), i = 1,...,d tale che Zahbh # 0 si ha
anche =
d da d
Z bhah Z (ahbh Z) Z bh d.%'h
dr; = cdxi  p=1 Yi ) 3
a; d a; d T d ’
> bhay, > apby, > apby
h=1 h=1 h=1
: o dr;  dxp . d d
dove nell’ultimo passaggio si € sfruttato che = ——. Se invece Z apby, = 0 allora Z by dxp, = 0.
a; ap

h=1 h=1

LEMMA D.14. Si consideri un aperto semplicemente connesso Q0 di R3, ¢ : R? = R funzione di
classe C' ¢ F: Q — R? di classe C* con Supponiamo che vk Jac F(x,y, z) = 2 per ogni (z,y, z) € R?
e indichiamo con Fy, Fy le componenti di F, ovvero F(z,y,z) = (Fi(x,y,z), Fa(x,y,2)) per ogni

(z,y,2) € R3. Allora se ¢ o F(x,y,2) = 0 definisce z come funzione di (v,y) e l'intersezione tra
Fi(z,y,z) =c1 e Fy(z,y,2) = ¢y risolve in forma implicita
dx dy dz

X(z,y,2)  Y(v,y,2)  Zx,y2)
si ha che la funzione z(x,y) é soluzione dell’equazione alle derivate parziali
X0pz(x,y) +YOyz(x,y) = Z.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di F', si ha che in ogni punto della curva  definita implicitamente
dall’intersezione tra Fi(x,y,z) = ¢1 e Fa(z,y,2) = co si deve avere che 4 ortogonale sia a VF che a
V F;, pertanto, essendo tale curva soluzione anche di

dx dy dz

X(wy,2)  Y(w,y,2) Z@y2)
il suo vettore tangente in ogni punto & parallelo a ((X(z,y,z),Y(z,y,2), Z(x,y,2)) e quindi neces-
sariamente il campo vettoriale (X(z,y,2),Y (z,vy,2), Z(z,y,2)) & ortogonale sia a VFi(x,y,z) che a
VFy(x,y,z). Pertanto

X0, F; + YO F; = —Z0, F;.
Indicate con uj,ug le variabili di ¢, ovvero ¢ = ¢(u,u2), moltiplicando la relazione precedente per
Ou; ¢ © F si ottiene

Xauzd)oFa:):-Fz"‘YauﬂboFasz = _Z'8Ui¢oFi'8zﬂa
e sommando sugli indici ¢
X Voo F-0,F+YV¢poF - -0F =—2Z-NopoF-0,F,

da cui
X0,(60 F)+Yd,(¢o0 F) = —Z.(¢ 0 F),

Valutando per z = z(x, y) e ricordando che per ipotesi 0, (¢o F')(z, y, z(z,y)) # 0 in quanto ¢po F(x,y, z)
definisce implicitamente z = z(x, y), si ottiene (tutte le funzioni sono valutate in (z,y, z(x,y)))

*(aeen) " (leem) =2

da cui, per il Teorema di Dini,

X(J:’y? z(a:,y))axz(x,y) + Y(J,‘,y, z(:z:,y))axz(x,y) = Z(SU, Y, Z(l‘, y))?

come voluto. O
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LEMMA D.15 (Equazione differenziale del fattore integrante). Supponiamo di avere una forma
w(z,y) = M(z,y)dr + N(x,y)dy con coefficienti C* definita su un aperto semplicemente connesso di
R?, e sia p un suo fattore integrante di classe C'. Allora pn = p(x,y) soddisfa 'equazione alle derivate
parziali

MOy — NOyp = p(0xN — 0y M),
ed ¢ definito in forma implicita da
der  dy du

-N M w(d,N—-9,M)
DIMOSTRAZIONE. Si ha che pw = pM dx + pN dy ¢é esatta, da cui Oy(uM) = 0, (uN), pertanto
MOy — NOogp = p1(Ox N — Oy M) =: Z,
quindi, per quanto visto in precedenza, si ottiene in forma implicita:
oy dg
-N M p(0;N —9,M)

OssERVAZIONE D.16. La forma implicita del fattore integrante si puo riscrivere come
bi(z,y, 1) do + ba(z, y, 1) dy + bs(w,y, ) d pu dp

—Nb (I‘, Y, M) + Mbg(l‘, Y, M) + :u’(aLEN - 8Z/M)b3(x7 Y, ,U,) /’L(afDN - 8yM) ’
dove by, ba, by sono funzioni regolari. Supponiamo che esistano f, g funzioni di una sola variabile tali
che
OeN — 9yM = —N f(x) + Myg(y),
allora scelto b3(z,y, p) = 0, ba(z,y, 1) = g(y), bi(z,y, ) = f(x) si ottiene

F(@)da + gly) dy CZ‘

da cui p(z,y) = e/ f@det[9ly)dy,

DEFINIZIONE D.17 (Casi particolari di equazioni totali e fattore integrante). Supponiamo di avere
I'equazione totale w(x,y) = M(x,y)dz + N(x,y)dy = 0, definita su un aperto Q C R2. Diremo che
tale equazione totale é

(1) esatta se w & una forma esatta. In tal caso, il fattore integrante puo essere scelto A(x,y) = 1
e, detta F' una primitiva di w, l'integrale generale in forma implicita & F(x,y) = ¢, ¢ € R. Nel
caso in cui il dominio €2 sia semplicemente connesso e i coefficienti siano di classe C*, I'essere
forma esatta & equivalente alla condizione di chiusura

oM ON

(2) a variabili separate se OyM (x,y) = 0, N (x,y) = 0. Trattasi di un caso particolare di equazioni
esatte in cui il coefliciente di dzx dipende solo da z e il coefficiente di dy dipende solo da v,
ovvero w(x,y) = m(z)dr + n(y) dy. Se f(-) & una primitiva di m(-) e g(-) & primitiva di n(-),
I'integrale generale in forma implicita ¢ f(x) + g(y) = ¢, c € R.

(3) @ variabili separabili: se M(z,y) = $()d(y) o N(z,y) = $(z)i(y) dove 3(), §(), 4(), ()
sono funzioni continue di una sola variabile. In questo caso si restringe il dominio ai punti di
Q dove (y)@(z) # 0. Definendo il fattore integrante

1
ANz, y) = ———,
@)= e
si ha che A
Mz, y)w(z,y) = $(x) dz + P(y) dy,
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che & a variabili separate e quindi esatta.
(4) omogenee di grado o # —1 se esiste a # —1 tale che per ogni k£ > 0 valga
M (kx, ky) = k“M(x,y), N(kx,ky) = k“N(x,y).
Derivando rispetto a k le condizioni di omogeneita e valutando per k = 1 si ottiene

O [M (kz, ky)]jp=1 = 0. M (2, y) + y0,M (z,y)
8k[kaM(mv y)]|kz:1 = aM(x, y),

da cui aM = 20, M + ydyM e, analogamente, aN = x0, N + yd,N. Si ha che:
(a) se OyM = 0,N =0, allora una primitiva di w & data da

F(IL‘,y) =

a+1{fﬂ'M(w7y)+y-N(x,y)],

che ¢ una funzione omogenea di grado o+ 1. Infatti, definita F' come sopra, e ricordando
Iipotesi che 9, N = 9, M =0, si ha

1 M + oM
0. F = M O M OoN)=—=M
x o+ 1( + 20, M + y0,N) o+l )
1
o F = o 1(x8yM+N+y8yN) = N.
1
(b) Supponiamo zM (z,y) +yN(x,y) # 0 e definiamo A(z,y) = M TN Allora si ha che
A(+) ¢ fattore integrante per w, infatti la forma
Nola,y) — Mz N dy
wx,y) = ———=
VT M yN

é chiusa in quanto, utilizzando le relazioni sulle derivate parziali di M e N si ha

( M >_8yM(:r:M+yN)—M(asayM—FN—Fy@yN)
Y

M +yN (xM +yN)? ’
_ yNOy,M — MN — yMa,N
B (zM +yN)? ’
M _ xMON - MN — xNO M
m(a:M—l—yN)_ (M + yN)?
Pertanto

o (M _N\_p (M _\_
Y\aM +yN “\zM+yN )

~ yNoyM — MN — yMOoyN — xMO;N + MN + xN M

(xM +yN)?
_ N(yoyM + 20, M) — M(yoyN — x0;N)
B (xM +yN)?

_aMN—aMN_
(M +yN)2
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Se x # 0, si ponga y = z&, da cui dy = §, dz + x d§, e quindi
roony) = M) do+ Na)dy _ Mo,a6,) do + Nie.6)(6, do + ds,)
’ xM(z,y) + yN(z,y) aM (z,x&y) + €y N(z, x&y)
_ M(z,x8y) de + N(x, 2§y) (§y dv + x d€y)
B (M (x,28y) + &N (x, 2&y))
da N(z,a¢,) dg,
T x| M(x,x€,) + E,N(x, 2E,)
Se x > 0 allora N(z,z&,) = 2*N(1,&y), M(x,2&y) = 2*M(1,&,) , mentre se x < 0 allora
N(z,2&y) = |z|*N(—-1,=&), M(z,x&) = |x|*M (-1, —&,). Quindi
dx N(1,&,)d¢&
B M(Léy() +ZN?L@)’ pera =0

Aw =
d N(—1,-¢&,)d
@ L (=1, =&) d&y , perxz<O.
T M(_la_gy) +£yN(_1’_£y)
Si ottengono quindi due equazioni a variabili separate in QN {zx < 0} e QN {z > 0} nelle
variabili , . La soluzione nelle variabili z,y si ottiene con la sostituzione &, = y/x.




APPENDICE E

Richiami sulle equazioni differenziali lineari

linearita sost. Sinonimi: austerita, chiarezza, finezza, drittura, mo-
ralita, modestia, sobrietd, geometria || Vedi anche: essenzialita, pulizia,
comprensibilita, semplicita, purezza, squisitezza Contrari: difficolta ||
Vedi anche delicatezza, scabrosita, spinosita.

Dizionario dei sinonimi e contrari.

In questa sezione richiamiamo alcuni risultati sulle equazioni differenziali lineari in un K-spazio
di Banach Y, con K = R o C. Come al solito, il lettore pud sempre pensare Y = R"™. In tutta la
sezione, I indicherd un intervallo di R. Cominceremo col ricordare alcuni strumenti fondamentali per
la risoluzione delle equazioni differenziali ordinarie lineari.

DEFINIZIONE E.1 (esponenziale di matrice). Siano t € R, A € Mat, «,(C) 'esponenziale di
(tA)’

matrice ¢ definito da ¢ = Z — Se A & una matrice diagonale e gli elementi sulla diagonale
jEN J:

principale sono Aq, ..., An, si ha che ' & una matrice diagonale e gli elementi sulla diagonale principale

sono eM?, ... et Se P ¢ matrice invertibile tale che PAP~! = D sia diagonale, allora Pet4AP~1 = ¢tP.

Calcolo dell’esponenziale di matrice:

Data una matrice M € Mat,«,(R) il suo polinomio caratteristico ¢ p(A\) = det(M — Mdgn). Si

ha che il grado di p(\) & minore o uguale a n. Il teorema di Hamilton-Cayley afferma che se p(-) & il

polinomio caratteristico di M, allora p(M) = 0. Consideriamo ora la somma parziale n-esima della
serie esponenziale di M:

N

sN(M) =)

n=0

M™
n!

Allora ¢ sempre possibile trovare un polinomio 7x(-) nullo o di grado strettamente minore del grado
di p(\) e un altro polinomio gy (-) tali che

sn(x) = = =qn(2)p(@) + ra().

Valutando in * = M si ottiene sy(M) = ry(M), quindi per ogni N € N si ha che sy(M) ¢ un
polinomio di grado strettamente minore del grado di p(A). Passando al limite per N — 400 si ottiene
che eM ¢ un polinomio in M di grado strettamente minore del grado di p()\). Si ha quindi eM = r(M)
dove

r(z) =ap+o1x+---+ adegp,lxdegp_l.
Supponiamo ora che M abbia un autovalore A di molteplicita 1. In questo caso si ottiene

N n
sv(N) = 3 o = av(p() +rv(A) = (),
n=0 "

283
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perché p()\) = 0. Passando al limite per N — +oo0, si ha e* = r()\). Se invece M ha un autovalore \
di molteplicita v > 1, si ha p(A\) = p'(A) = --- = p"D(\) = 0, da cui
sn(A) = an(Mp(A) + v (X) = v (N),

N @)jomn = o (@@ +riv(Y) = (V)

v—1 v—1
S (@) er = PV,

e passando al limite per N — +oco (ricordando che la convergenza ¢ totale, quindi si puo derivare
termine a termine)

et = T(”_l)(/\),

Quindi se {A1,..., Ay} sono gli autovalori di M con molteplicita {v1, ..., vy}, si costruisce il sistema
lineare nelle incognite ayp, ..., Qdegp—1:

7a()\l) = 6)\17

r=1 () = M

(Vm—1) SY

(7T (Ar) = et

La soluzione di tale sistema porge i coefficienti ap, ..., 0degp—1, da cui
eM=qap+a M+ +a, M™.

DEFINIZIONE E.2 (integrazione delle funzioni razionali fratte). Indichiamo con K[z] I'insieme dei
polinomi a coefficienti in K. Dati N, D € R|z| polinomi a coefficienti reali, una funzione razionale
fratta e il quoziente f(x) = N(z)/D(x). Supponiamo che N e D non abbiano fattori comuni tra loro
(altrimenti li semplifichiamo). Nella ricerca di primitive di f possono presentarsi due casi:

(1) oil grado di D ¢ maggiore di quello di N,

(2) altrimenti se il grado di N & maggiore o uguale a quello di D & possibile eseguire la divisione
tra polinomi determinando due polinomi @, R € Riz| tali che f(z) = Q(x) + R(z)/D(z).
Una primitiva di f si ha sommando una primitiva del polinomio @ e della razionale fratta
R(z)/D(x) dove il grado di R & minore di quello di D.

Il problema & quindi ricondotto alla ricerca di primitive di f(z) = N(z)/D(x) con N, D polinomi in
cui il grado di D é strettamente maggiore di quello di IV e privi di fattori in comune.

Supponiamo che z1, ..., zq € R siano le radici reali di D, e supponiamo che a; + 81,01 — 151, ..., ap +
iBn, ap —iBn, € C\ R siano le radici complesse non reali di D. Ricordiamo che, essendo D a coefficienti
reali, se c’¢ una radice complessa non reale, vi & anche la complessa coniugata ed entrambe hanno la
stessa molteplicita. Allora esistono costanti Ay;, , Brs,, Crs, € R tali che f si scriva come una somma
finita formata dai seguenti termini:



E. RICHIAMI SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 285

(1) per ogni radice reale zj di molteplicita v si ha il contributo:

A1 N Ak —_— Ay,
x—uxr (v —x) (x — xp )k

(2) per ogni coppia di radici complesse coniugate non reali oy + iy, ay — if, della stessa
molteplicita py si ha il contributo:

Bpiz + Cyq Bpox + Cyo I ngx-i-ng
(z—a)?+ 57 ((z—an)?+57)? ((z — cp)? + B7)me

Pertanto dall’'uguaglianza:

~ N(z) Ap1 Ao Apy,
Byix+ Cpq Bpox + Cyo ngx-i-CgW
+ + ...+ .
; (z—)?+ 87 ((x— )+ B})? ((z — ) + B

moltiplicando per D(x) e raccogliendo i termini dell stesso grado é possibile determinare le costanti
Ak Brs,» Crs, € R in modo univoco. A questo punto una primitiva di f si ottiene sommando le
primitive di tutti i contributi, che risultano di calcolo immediato ricordando che Agj, , Bys,,Ces, € R
sono costanti e che si ha:

1
— C, eN,n>1;
e =Dz +a)y1 + sen n
/(m+a)”
log |z + a| + C, sen = 1.
! +C eN,n>1
— sen n>1;
" 2(n —1)(z2 + 1)1 ’ ’ ’
Y dr=
/(w2+1>" N
§log|m2+a|+0, sen = 1.

Per quanto riguarda il calcolo di
dx
si ha Iy = arctanxz + C e per n > 1
T n 2n—3
2n—1)(1+ 221 2n—2

In = - In—l;
quindi applicando questa formula ricorrente per il numero necessario di volte si perviene alla primitiva
desiderata.

DEFINIZIONE E.3. Un’equazione differenziale lineare del primo ordine in I x Y & della forma:

y'(t) = A(t)y(t) + b(t),

dove A € CO(I, Lx(Y)), b€ C°(I1,Y) e Lx(Y) indica lo spazio vettoriale degli operatori lineari continui
di Y in se stesso. Se Y ha dimensione finita n, allora Lk (Y") ¢ isomorfo allo spazio delle matrici n x n
a coefficienti in K, pertanto A(t) in questo caso & una matrice n X n i cui coefficienti sono funzioni
continue da [ in K. Questa equazione soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e unicita. Se b(t) =0
per ogni t 'equazione diviene y/'(t) = A(t)y(t) detta anche omogenea associata a y' = A(t)y + b(t).
Un’equazione lineare omogenea ammette sempre la soluzione identicamente nulla.

Un caso particolare della precedente definizione, ovvero con Y =R o C, ¢ dato da:
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DEFINIZIONE E.4 (Equazioni lineari del primo ordine scalari).
Caso omogeneo: tali equazioni si presentano nella forma:

y'(t) = alt)y
con a € C°(I,K), I intervallo di R. La loro soluzione ¢ data da:
y(t) = coet®

al variare di ¢y € K, dove A(t) € / a(t) ¢ una primitiva di a(t). Ricordiamo che tale equazione

ammette sempre la soluzione identicamente nulla. Caso non omogeneo: Tali equazioni si presentano
nella forma:

Y (t) = alt)y + b(t)
con a,b € C°(I,K), I intervallo di R. Se A(t) € [a(t) & una primitiva di a(t) e B(t) € [ e AWb(t) ¢
una primitiva di e=A®b(t), allora le soluzioni sono date al variare di ¢ € K dall’equazione:

y(t) = ce® 1 ADB(1)

Nel caso sia assegnata una condizione iniziale y(tg) = yo, la soluzione (unica) & data da:

y(t) = yo exp ( /t:a(t) dt) + exp ( /t:a(t) dt) /tt exp (- /t:a(t) dt) b(t) dt,

dove exp(z) = e”.
Piu in generale ricordiamo la seguente:

PROPOSIZIONE E.5 (conseguenze della linearitd). I seguenti fatti sono conseguenze della linearita:

(1) Lo spazio delle soluzioni di un’equazione differenziale lineare omogenea ¢ uno spazio vettoriale
isomorfo a Y, lisomorfismo ¢ dato dalla valutazione delle soluzioni in to: ovvero se 1, ps :
I =Y sono soluzioni di y'(t) = A(t)y(t) e A\, u € K sono costanti, allora p : I —'Y definita
da o(t) = X1 (t) + ppa(t) ¢ soluzione di y'(t) = A(t)y(t).

(2) Le soluzioni dell’equazione non omogenea y' = A(t)y+b(t) si ottengono aggiungendo alle solu-
zioni dell’equazione omogenea associata y' = A(t)y una soluzione particolare. In altre parole,
sew: I —Y ¢ soluzione dell’equazione non omogenea, tutte le altre soluzioni dell’equazione
non omogenea sono della forma w + ¢ con ¢ soluzione dell’omogenea associata.

(3) Se nell’equazione non omogenea y' = A(t)y + b(t) si ha b(t) = bi(t) + ..bx(t) e pi : I = Y
¢ soluzione di y' = A(t)y + bi(t) per i = 1,..,k, allora ¢ : I — Y definita da p(t) =
©1(t) + ... + pr(t) ¢ soluzione diy' = A(t)y + b(t).

OSSERVAZIONE E.6. Ad esempio se Y = R, un termine noto della forma b(t) = f(t) cos(at) puo
essere scritto come somma

b(t) = S F(DE 4 3 F(D)e ™

e in modo analogo per un termine b(t) = f(t)sin(at). Se si sa risolvere equazione con termine noto
%f(t)eiw‘t, si sa risolvere anche 1’equazione di partenza.

PROPOSIZIONE E.7. Se ¢1, ..., ¢, sono soluzioni dell’omogenea y' = A(t)y, allora sono equivalenti
le condiziona:

(1) le funzioni ¢1,...,0r € CYHI,Y) sono linearmente indipendenti (come elementi dello spazio
vettoriale C1(1,Y));

(2) esiste tg € I tale che i vettori p1(to), ..., pr(to) €Y sono linearmente indipendenti;

(3) per ogni t € I i vettori p1(t),...,or(t) €Y sono linearmente indipendenti.

DEFINIZIONE E.8. Consideriamo 'equazione y' = A(t)y, sia ¢ : I x I x Y — Y il suo flusso, cioe
o(t,to,yo) ¢ il valore all’istante ¢ della soluzione che all’istante tg vale yo. Il flusso & ben definito perché
la soluzione che all’istante t( vale yo & unica. Fissati t,tg € I si ha che y — ¢(t,tg,y) & funzione lineare
di Y in Y. Quindi ¢(t,to,yo) = R(t, to)yo con R(t,t9) € Lg(Y). Nel caso in cui Y abbia dimensione
finita n, si ha che R(t,tp) ¢ una matrice n X n i cui coefficienti dipendono da ¢ e t.
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Indicata con idy l'identita in Y (ovvero la matrice identita nel caso di dimensione finita), si hanno le
seguenti relazioni per ogni to,%1,t9 € I:
R(to, to) == idy R(tz, tl) o R(tl, to) == R(tg, to)

Fissato tg € I, si ha che Ry, (t) soddisfa a X’ = A(t)X con X : I — Lg(Y), nel caso di dimensione
finita X ¢é una matrice n X n i cui coefficienti dipendono dal tempo.

Data ® € C'(I,Lg(Y)), si ha ® = A(t)®(t) per ogni ¢ se e solo se per ogni yo la funzione @y (t) =
(t)yo & soluzione di y' = A(t)y. Inoltre o ®(t) & invertibile per ogni ¢t € I oppure ®(¢) non & invertibile
per nessun ¢t € I. Una risolvente per 3y = A(t)y ¢ ® € C*(I, Lg(Y)) soddifacente a ®(t) = A(t)®(t)
e invertibile per ogni t € I.

PROPOSIZIONE E.9 (Metodo della variazione delle costanti). Sia ® risolvente di y' = A(t) per il
problema non omogeneo y' = A(t)y + b(t) con dato u(0) = yo, allora:

ult) = Rit,to)yo+ | R(t,)b(r) dr

to
ricordando che per ogni risolvente ® si ha R(t,7) = ®(t)® (7).

Nella pratica, il metodo della variazione delle costanti si riduce a quanto segue: data l’equazione
lineare di ordine n non omogenea a coeflicienti costanti

y(") + ...+ ay = Q(x)

se y(z) = c1y1(x) + ... + epyn(x) & Uintegrale dell’omogenea associata, ¢ € R, sostituiamo le costanti
¢, con funzioni ¢ = ci(x) e risolviamo seguente sistema di n equazioni nelle n incognite ¢} (x):

(@) (@) + woe 4y (@)yala) =0,
(@)Y (@) + o+ (@) () = O,
@)yt V(@) + o+ @)y (@) =
@)y (@) + o+ @)y (z) = @()

Tale sistema lineare puo essere riscritto nella forma:

y1(x) Yn () c(x 0
ARG E% 0
W@ V@ || e 0
W@ . @) h Q)

La matrice dei coefficienti ¢ chiamata il wronskiano delle soluzioni (indipendenti) y;(x), ..., yn(x). Ot-
tenute le soluzioni ¢} (z), si ricavano le funzioni ¢ (z) per integrazione. Allora una soluzione particolare
dell’equazione sara

5(@) = e1(@)p1 (@) + . + cal@)yn (@),
e l'integrale generale dell’equazione sara

y(@) + y(@) = (cr(z) + c)yn (@) + .. + (en(@) + cn)yn(@), Cly s Cn € R

OSSERVAZIONE E.10. Per equazioni del secondo ordine
y" +a(t)y’ +b(t)y = f(t),

il metodo della variazione delle costanti si riduce alla ricerca di soluzioni del tipo
7= 1B () + ey ()
(t

costruite a partire da due soluzioni y; (t) dell’equazione omogenea associata

) e Y2
y" +a(t)y’ +b(t)y = 0.
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Si ha:

§' =y + e + ey + o
Al fine di semplificare i calcoli, si impone ¢jy1 + chy2 = 0. Questo fa siche risulti §' = c1y] + coyh e di
conseguenza;

§" = Ay + chys + aryl + caysy.
Sostituendo quanto appena ricavato nell’equazione di partenza si ottiene:

(chyr + coyh + ey + cays) + aleryy + cauh) + bleays + caya) = f
e quindi
c1(yi + ayr + byr) + ca(ys + ays + byz) + (i + chgp) = f.

I primi due addendi sono identicamente nulli, poiché y; e ys sono soluzioni dell’equazione omogenea,
quindi il tutto si riduce a:

Y+ oy = |

Tutto cid porta allo studio del sistema lineare di due equazioni nelle incognite ¢ e c:
Y1 + chy2 =0
vy + ey = J-

< Y1 Y2 )
N Y
é il Wronskiano di y; e y2: questo & nullo se e solo se le due soluzioni sono dipendenti. Ne segue che
in questo caso non ¢ mai nullo, ed il sistema ha sempre una soluzione, data da:
r . Tpf . onf
O == 7 Co =~ 1.
YoY1 — Y142 YY1 — Y192
Integrando ¢} e ¢, si puo ottenere a scelta o una soluzione particolare dell’equazione di partenza (inte-
grando definitamente) o l'integrale generale dell’equazione di partenza (integrando indefinitamente).

Il determinante della matrice

Chiariamo gli ultimi concetti con un esempio.

EsEMPIO E.11. Consideriamo il sistema ¢ = Az + b(t) in R? con

A:(ii), b(t)z(ett).

Lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2.
(a.) Soluzione dell’omogenea: per determinare la risolvente ¢ necessario trovare soluzioni dell’e-
quazione omogenea, 2 = Az. Per risolvere tale equazione, cerchiamo una base opportuna in cui
il sistema sia disaccoppiato, un sistema di riferimento in cui 'operatore lineare, associato alla
matrice A nella base canonica, in questo nuovo sistema di riferimento abbia matrice diagonale
o almeno triangolare. Il sistema di riferimento cercato & quello costituito dagli autovettor: di
A, ovvero da quei vettori w € R? non nulli tali per cui Au = Au per qualche A € C, detto
autovalore associato a u. Per trovare gli autovalori si risolve ’equazione det(Aidgz — A) = 0.
In questo caso si ottiene:
A—5 =3
0 = det =A=5)A=3)—6=X—-8\+9=0
-2 =3
ovvero A\; = 4 + /7 e Ay = 4 — /7. Per determinare gli autovettori dobbiamo trovare due
vettori uy, ue tali per cui
. Ai—b =3 .
(Niidge — A)u; = < z_2 N3 > u; =0,1=1,2.
Per definizione di autovalore, le due righe di questa matrice sono dipendenti, pertanto é
sufficiente risolvere:

—2uf + (1 +V7)u? =0, —2uf 4+ (1 —VTul =0
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avendo posto u; = (u¥,u!) e cercando soluzioni non nulle. Possiamo quindi scegliere u; =

(14+7,2), ug = (1 —/7,2). Indichiamo con P la matrice che ha per colonne i vettori u; e
ug:

(14T 1=V _( Y@VT) (=14 (4VT)
P‘( 2 2 > P‘<—1/<2ﬁ> (1+ V7)) (A7) )

si ha det P = 4y/7 # 0. E’ noto dalla teoria che P™'AP ¢ la matrice diagonale avente sulla
diagonale principale gli autovalori. Posto w = P!z, si ha w = P~'4 = P~ APw, da cui:

() =7 2 (1),

quindi w; = Mw;, percid w;(t) = CzeMt, i = 1,2. Applicando la trasformazione inversa
z = Pw, si ottiene:

21 (t 1+V7 1-7 CreMt
) = ( zigtg > B < 2 2 ) ( C;e)\zt = CreMuy + Caeuy.

Data una condizione iniziale zg, si ottiene zyg = Ciuq + Cyus, ovvero le costanti Cp, Cy sono
le coordinate di zg rispetto al sistema di riferimento degli autovettori. Quindi:

Ci\ _ o1 _ C1
<02>—P 20, ZO—P(C2>.
Poniamo:

- (% M), =7y S ) =16

e

Osseviamo anche che T(t)T~!(7) = T(t — 7). Percio per ogni zp € R? la mappa: 2(t) =
PT(t)P~ 12y ¢ la soluzione di 2 = Az con z(0) = z.

(b.) Determinazione della risolvente: dal punto precedente si & ricavata una formula per la ri-
soluzione dell’lomogenea a partire da qualunque dato iniziale. Per definizione si ha che la
risolvente & ®(t) = PT(t)P~!, & 1(7) = PT Y (7)P~! e si ha R(t,7) = ®(t)® (7)) =
PTH)T Yr)P~t = PT(t—1)P~L.

(c.) Metodo della variazione delle costanti: applicando la formula si ottiene come soluzione

u(t) = R(t,0)zp + /Ot R(t,7)b(T)dr = PT(t)P_lzo + /Ot PT(t — T)P_1 ( (;T > dr

= PT(t)P 'z +/0t PT(t)P~'PT(—7)P! ( e; > dr

= PT(t)P~ "2y + PT(t)P~" /Ot PT(—7)P* < efT ) dr

= PT(t)P! <z0+P/OtT(—T)P_1 ( e:' > d7>.

Casi particolari della precedente trattazione sono dati da:

DEFINIZIONE E.12 (Sistemi differenziali lineari a coefficienti costanti). Consideriamo i sistemi
y' = Ay+b(t) e Pomogeneo associato y' = Ay con A € Lg(Y) trasformazione costante, ovvero matrice
indipendente da t nel caso di dimensione finita.
Diremo che il sistema é accoppiato se A non & una matrice triangolare, altrimenti diremo che il sistema
& non accoppiato. Se il sistema & non accoppiato € possibile integrare le singole equazioni a partire
dall’ultima sostituendo le soluzioni via via trovate.
La soluzione del problema omogeneo con y(0) = yo & p(t) = e*4yy dove I'esponenziale di matrice ¢
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(tA)
i
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Siau €Y, u#0, A€ K. Siha che o(t) = eMu & soluzione di 4 = Ay se e solo se A ¢ autovalore di
A con u come autovettore associato. Supponiamo che A abbia n autovettori linearmente indipendenti
(cioe sia diagonalizzabile) associati agli autovalori Ap, ..., A,, allora si ha:

e = [eMluy..eMtuy[ug. )

(ricordiamo che u; é un vettore colonna, quindi queste matrici sono quadrate di ordine n).
Dal metodo della variazione delle costanti si ricava:

t
y(t) = et Ay 4 / e Ap(7) dr

to

come soluzione del sistema non omogeneo che soddisfa y(0) = yo.

DEFINIZIONE E.13 (Equazioni lineari di ordine n). L’equazione lineare di ordine n > 1:

Y™ a1 Oy + 4 a ()Y + ao(t)y = b(t)

dove b, ag, ...,a,_1 € C°(I,K) con I intervallo di R e la sua equazione omogenea, associata:

y(”) + an,l(t)y("_l) +..+ar(t)y +ap(t)y=0

con le posizioni z; = y, z2 = ¥/, zn = y™ V) si riconducono al sistema lineare 2/ = A(t)z + B(t)
oppure z' = A(t)z nel caso omogeneo associato con A(t) € Mat, x,(K). La matrice A come si verifica
facilmente ha per ultima riga —ao(t),..., —an—1(t), gli elementi immediatamente sopra la diagonale
principale sono 1, gli altri sono 0. B(t) é un vettore colonna la cui ultima componente é b(¢) mentre le
altre sono nulle.

(1) WRONSKIANO: Date 7 funzioni scalari ¢1, ..., ¢, : I — K di classe almeno C™~! su I, la loro

matrice wronskiana a m righe é la matrice m x r di funzioni a valori in K in cui

la colonna

i-esima ¢ formata dalle derivate successive (da 0 a m—1) di ¢,. Quindi r soluzioni del sistema

omogeneo sono indipendenti se e solo se la loro matrice wronskiana a n righe ha

rango r in

almeno un punto tg. In questo caso ha rango r in ogni ¢t € I. Quindi lo spazio delle soluzioni
dell’equazione lineare omogenea di ordine n ha dimensione n, dette 1, ..., @, n soluzioni, esse
sono indipendenti se e solo se il loro wronskiano w(t), cio¢ il determinante della loro matrice

wronskiana a n righe, & diverso da 0 in almeno un punto e dunque in tutti.
Indicheremo con w;(t) il determinante del minore della matrice wronskiana a n
soluzioni ottenuto sopprimendo 'ultima riga e la j-esima colonna.

RISOLUZIONE DELL’EQUAZIONE LINEARE NON OMOGENEA DI GRADO n: Se ©1,
un sistema fondamentale di soluzioni per:

y™ 4 an 1 (B)y "D+ ar )y + ao(t)y =0
allora la soluzione dell’equazione non omogenea

Y™ 4 a1 Oy + a1 ()Y + ao(t)y = b(t)

righe di n

<eey Pp SONO

che é nulla in tg € I assieme a tutte le sue derivate fino all’ordine n — 1 é data da:

wo(t) =Y _7i(t)e;(t)
j=1

dove:

con w(t) e wj(t) come sopra.
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PROPOSIZIONE E.14. Data l'equazione differenziale lineare di ordine n a coefficienti costanti:
Y™+ ap_ 1y + L+ ary + agy = b(),

lomogenea associata ¢ y™ + apn_1y™ Y 4+ ..+ a1/ + aoy = 0. Il loro polinomio caratteristico é
p(z) = 2" +ap, 12"+ ...+ a1z +ag. Se A ¢ radice di p(z) di molteplicita v, allora 'omogenea
associata ammette soluzioni: e, te ... t*"LeM. Per ogni coppia di soluzioni complesse coniugate
A=oa;+1if;5, A= aj — i3 possiamo sostituire alle soluzioni: theMit theMit le soluzioni the®it cos(p;t),
theit sin(B;t).

Particolarmente significativo ¢é il caso n = 2, per il quale si ha:

DEFINIZIONE E.15 (Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti). Data un’equa-
zione differenziale lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti:

y" () +py'(t) +ay(t) = 0
e dette o, B € K le radici dell’equazione caratteristica (% 4+ p( + ¢ = 0, allora le soluzioni dell’equazione
omogenea si scrivono in modo unico come:
y(t) = cr1e® + cpePt se a #
y(t) = c1e™ + cate™ se a =

al variare di ¢q,co € K.
Nel caso particolare di equazioni del tipo 3 + w?y = 0, con w € R, grazie alle formule di Eulero le
soluzioni si scrivono anche:

y(t) = 1 cos(wt) + co sin(wt) = A cos(wt + @)

al variare di ¢y, co, A, ¢ € K.

Date le condizioni iniziali y(to) = yo e ¥'(to) = vp, to € I, e dette o, 8 € K le radici dell’equazione
caratteristica (2+p(+¢q = 0, esiste una ed una sola soluzione in C%(I,K) dell’equazione " (t)+py’(t) +
qy(t) = b(t) soddisfacente a tali condizioni:

(1) se a # B si ha:

t a(t—s t—s

() = B0 ottt Yo 0 iy [T ORI g
— — to -

(2) se « = [ si ha:

t
y(t) = yoe® ™) + (yh — ayo) (t — to)e™ 1) + / (t — )e*=p(s) ds
to

Se b(t) = 0 (caso omogeneo) e si ha yy = y, = 0 allora y = 0 identicamente.

1l seguente risultato permette di determinare una soluzioni particolare per equazioni differenziali
lineare di ordine n a coefficienti costanti non omogenee in cui il termine noto abbia una certa forma.
Daremo diverse versioni di tale risultato, oltre a quella piti generale.

PROPOSIZIONE E.16 (Metodo dei coefficienti indeterminati). Sia a(t) polinomio int a coefficienti
complessi, o € C. Si consideri l'equazione:

™+ a1y 4+ ary + agy = a(t)e®.

Allora:

(1) se a non ¢ radice del polinomio caratteristico dell’equazione omogenea, si ha per la non
omogenea la soluzione c(t)e™ dove ¢ é un polinomio dello stesso grado di a;

(2) se a ¢ radice del polinomio caratteristico dell’equazione omogenea di molteplicita v, si ha per
la mon omogenea la soluzione tVc(t)e® dove c ¢ un polinomio dello stesso grado di a.

Tali soluzioni sono uniche. I coefficienti del polinomio t — c(t) vengono determinati sulla base delle
condizioni iniziali e sostituendo nell’equazione data.
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COROLLARIO E.17. Supponiamo di avere [’equazione
Y™ + a1y + L+ ary + agy = b(t).

(1) supponiamo che b(t) sia un polinomio a coefficienti reali. Se 0 non ¢ radice del polinomio ca-
ratteristico, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) un polinomio dello stesso grado di b(t).
Se invece 0 ¢ radice del polinomio caratleristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione
particolare x,(t) = t"c(t) con c(t) polinomio dello stesso grado di b(t).

(2) supponiamo che b(t) = a(t)e* con a € R, a(t) polinomio a coefficienti reali. Se o non ¢é
radice del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = c(t)e® dove
c(t) € un polinomio dello stesso grado di a(t). Se invece « ¢ radice del polinomio caratteristico
di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = t“c(t)e™ con c(t) polinomio
dello stesso grado di a(t). Il caso precedente corrisponde alla scelta o = 0.

(3) supponiamo che b(t) = a(t) cos Sz oppure b(t) = a(t)sin Sz con a(t) polinomio a coefficienti
reali. Se i non ¢é radice del polinomio caralteristico, cerchiamo come soluzione particolare
xp(t) = c(t)(Acos ft+ Bsin fz) dove c(t) é un polinomio dello stesso grado di a(t). Se invece
i3 € radice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare
xp(t) = tYc(t)(Acos Bt + Bsin Bx) con c(t) polinomio dello stesso grado di a(t). Importante:
anche se il termine b(t) contiene solo un coseno o solo un seno, la soluzione particolare va
cercata contenente sia il seno sia il coseno.

(4) supponiamo che b(t) = a(t)e® cos Sz oppure b(t) = a(t)e** sin Sz con a(t) polinomio a coef-
ficienti reali. Se o+ i8 non é radice del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione
particolare xp(t) = e**(c1(t) cos St + ca(t) sin fx) dove c¢;(t) sono polinomi dello stesso grado
di a(t). Se invece i3 ¢ radice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come
soluzione particolare x,(t) = tVe*"(c1(t) cos ft + ca(t) sin fz) con ¢;(t) polinomi dello stesso
grado di a(t). Importante: anche se il termine b(t) contiene solo un coseno o solo un seno,
la soluzione particolare va cercata contenente sia il seno sia il coseno.

Per determinare i coefficienti dei polinomi c;(t), e quindi la soluzione particolare x,(t), si pongono tali
coefficienti pari a costanti e si sostituisce l’espressione generica di x,(t) nell’equazione. Uguagliando i
termint simili, st trovano alcune relazioni tra i coefficienti. I coefficienti che rimangono indeterminats
possono essere posti uguali a zero.

OSSERVAZIONE E.18. Osserviamo che se h(t) = hi(t) + .... + hy(t) e z;(t) é soluzione di
y(") + an_ly(”*l) + .o F+ay +agy = h;(t)

per ogni j = l...k, allora x(t) = z1(t) + ... + zx(t) & soluzione di aZ + bz + cx(t) = hi(t) + ... +
hi(t) = h(t). In altre parole, se il termine noto h(t) & una somma finita di funzioni, per trovare una
soluzione dell’equazione di partenza é sufficiente trovare una soluzione di ciascuna equazione che si
ottiene prendendo come termine noto ciascuno degli addendi, e poi sommare tutte queste soluzioni.
Il metodo dei coefficienti indeterminati si pud quindi applicare a termini noti b(¢) che possano essere
decomposti in somme finite delle funzioni viste in precedenza.

Esempio E.19. Consideriamo l'equazione y” + 2y’ + y = sin(2t), y(0) = 1, /(0) = 2. L’omogenea
associata ¢ y” + 2y + 1 = 0 di polinomio caratteristico A2 + 2\ + 1 = 0 che ha come unica radice
A = —1 di molteplicitd v = 2. Possiamo scrivere sin 2t = (e??! — e~2!) /(2i) e studiare separatamente
Y’ +2y +1=e?/(2i) ey’ +2y +1 = € /(2i). Nel primo caso, si ha che il termine noto ¢ della forma
c(t)e® con a = 2i e ¢(t) = 1/2i polinomio di grado zero, ovvero costante. Poiché oo = 2i non ¢é radice
del polinomio caratteristico, si ha per I’equazione non omogenea y” + 21’ + 1 = ¢ /(2i) una soluzione
particolare del tipo cze? con c3 € C costante. In modo analogo, si ha per I'equazione non omogenea
y" 4+ 2y +1 = e~*/(2i) una soluzione particolare del tipo cse=2" con ¢4 € C costante. L’equazione
omogenea y” 4 2y’ +y = 0 ammette le soluzioni cie~* + cote™* con c1, co costanti. Quindi I’equazione
y" + 2y' + y = sin(2t) ammette le soluzioni nella forma:

y(t) = cre ! + cote ™ 4 3 + cpe? = cret + cote ™t + dy cos(2t) + dy sin(2t)
= (c1 +tez)e™t + dy cos(2t) + dy sin(2t),
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dove i coefficienti ¢1, co, di e do non sono tutti liberi, ma vanno determinati sostituendo questa formula
nell’equazione e utilizzando le condizioni iniziali. Si ha:

y(0)=c1+d =1

y(t) = (—c1 + ca — teg)e! + 2da cos(2t) — 2d; sin(2t)

9(0) = —c1 + o+ 2dy =2

i(t) = (c1 — 2o + teg)e! — 4dy cos(2t) — 4dy sin(2t)

§(t) + 2y + y = sin(2t) = (—=3dy + 4da) cos(2t) — (4dy + 3dz) sin(2t).

Si ha quindi dall’'ultima equazione 4d; 4+ 3ds = —1, 4ds — 3dy = 0 e dalle condizioni iniziali ¢; +d; = 1
e —c1 + g+ 2dy =2 da cui: dy = —4/25, do = —3/25, ¢1 = 29/25, co = 85/25, quindi la soluzione é:

y(t) = % ((29 4 85t)e" — 4 cos(2t) — 3sin(2t)) .






APPENDICE F

Altre equazioni ordinarie e metodi di riduzione

método = lat. METHODUS dal gr. METHODOS propr. l’andar dietro per
ricercare, per investigare, € quindi la via o il modo della investigazione
(onde METHODEYO wvado dietro): comp. della partic. META dopo, e
HODOS cammino, via (v. Esodo).
Modo ordinato e conforme a certi principi, d’investigare, di esporre il
vero, di governarsi nell’operare; piit strettamente Modo di operare per
ottenere uno scopo.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,

di Ottorino Pianigiani, 1907.

DEFINIZIONE F.1. Un integrale singolare o di frontiera dell’equazione 3y’ = f(x,y) definita su
un dominio A & un integrale la cui corrispondente curva integrale risulti interamente tracciata sulla
frontiera di A.

DEFINIZIONE F.2. L’equazione differenziale F(z,y,y') = 0 & in forma normale se pud essere
scritta nella forma y' = f(z,y), altrimenti si dira in forma non normale.

DEFINIZIONE F.3 (Vari tipi di equazioni differenziali). Alcuni tipi di equazioni differenziali e
tecniche risolutive:

(1)

Equazioni a variabili separabili: Sono le equazioni del primo ordine del tipo v = p(t)q(y)
dove p: I — R, ¢ : J — R sono almeno continue e I,.J sono intervalli di R. Se ¢(yp) = 0
la costante y(t) = yo € soluzione, negli altri casi si puo dividere per ¢(y) (almeno finché
q(y(t)) # 0). Con il cambiamento di variabili 7 = y(t) si ottiene integrando con la condizione

iniziale y(to) = yo:
Y d t
/ 40 :/ p(T)dT.
Yo Q(T/) to

Il problema cosié riportato alle quadrature, cioé alla ricerca di primitive e inversioni di funzioni.
La soluzione, in generale, sara in forma implicita. In alternativa, si scriva 'equazione come
equazione totale e si ottiene una equazione totale a variabile separabili.
Equazioni del tipo ' = f(ax + by): con f continua e a,b € R\ {0}. Posto z = ax + by
si ottiene l'equazione a variabili separabili 2’ = a + bf(z). Ad ogni integrale z(z) di questa
. . . ) . . _ z(z)—ax
equazione corrisponde l'integrale dell’equazione di partenza y(z) = ==5—.
Equazioni a coefficienti omogenei: Si presentano nella forma

1)
x
In generale, il secondo membro & funzione continua omogenea di grado 0. Si pone z =
4 giungendo all’equazione a variabili separabili 2/ = % Ad ogni integrale di questa
equazione corrisponde lintegrale y(z) = xz(z) dell’equazione di partenza. Un altra forma
con cui puo essere data un’equazione a coefficienti omogenei ¢ M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0
con M, N funzioni omogenee dello stesso grado. Si pone anche qui y = xz per studiare il caso

x # 0, oppure x = yz per studiare il caso y # 0.
ax+by+c
a’x+b'y+c’
che ab’ — a’b # 0 e ¢, non entrambe nulle. In queste ipotesi le due rette ax + by + ¢ = 0

Equazioni del tipo ¢y = f( ): con f continua, a,b,c,a’,b’,c costanti reali tali
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e d'z + by + ¢ = 0 hanno in comune un punto (o, 8) # (0,0). Una volta determinato tale
punto, poniamo x = u + «, y = v + [ ottenendo ’equazione a coefficienti omogenei

dl_f a+by
du a’—i—b’%

Ad ogni integrale v = v(u) di essa corrisponde l'integrale y =  + v(z — «) dell’equazione di
partenza.
(5) Equazioni lineari: Si presentano in forma

Y +p(x)y = q(x)

con p, q funzioni continue. L’integrale generale &
y=e Jp@de [/ q(z)el P@ e gg 4 ¢

Si rimanda alla corrispondente sezione per un’analisi piu dettagliata.
(6) Equazioni di Bernoulli: Si presentano in forma

Y +p(x)y = q(z)y”

1-n

con p,q continue, n € R, n # 0,1. Si pone y = 2 ottenendo I'equazione lineare 2z’ + (1 —

n)p(x)z = (1 —n)q(x). Ad ogni integrale di questa corrisponde l'integrale y(x) = [z(x)]l%n
dell’ equazione di partenza. Se n > 0 vi & anche l'integrale y = 0.

(7) Abbassamento di grado per equazioni non autonome dove non compare la y:
L’equazione del secondo ordine y”(t) = f(¢,4/(t)) con f almeno continua, si riconduce ad
un’equazione ordinaria del primo ordine ponendo z(t) = y/(t), da cui 2/(t) = f(t,2(t)) e
y(t) = [ =() + C.

(8) Equazioni riconducibili a lineari: Supponiamo che 'equazione si presenti nella forma:

Fwy + fy)Pz) = Q).

In questo caso il cambiamento di variabile v = f(y) riduce I’equazione alla forma v'+ P(z)v =
Q).

(9) Integrali singolari per F(z,y,y’) = 0. Data ’equazione in forma non normale F(z,y,y') =
0, con F continua in A e sulla frontiera di A. Un integrale singolare di primo tipo & un integrale

= y(x) tale che la curva di equazioni parametriche y = y(z), ¥’ = ¢/(x) risulti interamente

tracciata sulla frontiera di A.
Consideriamo ora le equazioni F(z,y,y") = 0 e Fy(x,y,y") = 0. Supponiamo di eliminare la 3/
tra le due equazioni ottenendo ¢(z,y) = 0 e sia y = y(x) una funzione implicitamente definita
da quest’ultima relazione. Se tale y = y(z) soddisfa contemporaneamente F(z,y,y’) = 0 e
Fy(x,y,y") = 0 allora si dira un integrale singolare del secondo tipo.

(10) Abbassamento di grado per equazioni autonome: La generica equazione scalare au-
tonoma del secondo ordine y”(t) = f(y(t),vy'(t)) con f almeno continua, si riconduce ad
un’equazione ordinaria del primo ordine ponendo p(y) = ¢/(t(y)), dove y — t(y) é la funzione
inversa di t — y(¢) da cui

d
pl)y, = f:9()
dove ora y & pensata variabile indipendente.

(11) Abbassamento di grado per equazioni non normali in forma omogenea: L’equazione
del secondo ordine F(t,y(t),y'(t),y"(t)) = 0 con

F(t,ax,ay,az) = akF(t7:1:,y, 2)

per ogni a > 0, si riconduce ad un’equazione del primo ordine ponendo y'(t) = y(t)z(t).
(12) Caso particolare di equazione lineare a coefficienti variabili: L’equazione lineare a
coefficienti non costanti:

t”y(”) + cn,lt"_ly(”_l) + .. tety ey =0
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con t > 0 ¢é riconducibile ad un’equazione a coefficienti costanti ponendo ¢t = e°®: detto

y(e®) = u(s), si ottiene tdlé—(tt) = dZ—gs) e coslvia.

(13) Equazione di Riccati: si presenta nella forma
Y () = qo(z) + a1 (@)y + ga(2)y* ().
Se g2(x) # 0, v(z) = y(x)g2(z) soddisfa
V'(z) = 0*(x) + P(x)u(z) + Q(x),

dove Q(z) = ga(e)ao(e) ¢ P(x) = qu(x) + ( G
2 (z

V(@) = (y(e)aa(a))
— Y (@)aale) + y(@)ab(@) = (@0(@) + 1 (@)y(@) + @@y @)a) + o)

&(x) 2
qQ(x)> v(z) +v°(x).

Posto v(x) = —u/(z)/u(x), si ha che u(x) soddisfa ’'equazione lineare del secondo ordine:
u'(z) = P(2)u/(z) + Q(z)u(x) =0,

poiché v/ = — (v /u) = —(u" Ju)+ (' /u)? = —(u" Ju)+v?, quindi v /u = v?—v' = —~Q—Pv =
—Q+ Pu'/u da cui la formula v” — Pu'+ Qu = 0. Una soluzione u di questa equazione fornisce

)

~—

> . Infatti:

~—

(=)

= qo(z)q2(7) + <Q1($) +

una soluzione y(z) = —u/(x)/(q2(z)u(x)) dell’equazione di partenza.
Data una soluzione particolare dell’equazione di Riccati y;(x), la soluzione generale ¢
y(x) = wyi(z) + 1/2(z), dove z(z) & soluzione dell’equazione lineare 2/(x) = —(Q(x) +

2y1(z) R(x))z(x) — R(x).

DEFINIZIONE F.4 (Miscellanea sulle equazioni autonome scalari). Un’equazione differenziale si
dice autonoma se & del tipo §y = g(y). Se t — y(t) & soluzione di tale equazione, anche t — y(t + c) &
soluzione, in questo senso si dice che l'insieme delle soluzioni di un’equazione autonoma ¢ invariante
per traslazioni. Un’equazione non autonoma pud essere resa autonoma aggiungendo una variabile e
imponendo # = 1. Discutiamo ora alcuni fatti salienti sull’equazione autonoma ¢’ = g(y) cong: J — R
continua, J intervallo di R.

(1) le soluzioni costanti sono esattamente gli zeri di g.

(2) se g(yo) # 0, il problema di Cauchy y = g(y), y(to) = yo ha un’unica soluzione definita in un
intorno di ty. Cid vale anche se le ipotesi del Teorema di Esistenza e Unicita non
sono soddisfatte.

(3) Sia g(yo) # 0. In un intorno opportuno |ti,te[x]n1,n2[ di (to,y0) con g(n) # 0 per ogni
n €]m,ne| si ha:

72 to Yo to
[y,
Yo 9(77) to 71 9(77) t1

11 valore di ¢; indica il tempo al quale la soluzione raggiunge il valore 7;. Possono verificarsi
ad esempio i seguenti casi:
(a) se g(n) >0 per yo <n <mn2 e g(n) =0, se ¢ finito 'integrale:

n2 g
/ s/ T < 400

allora si ha che la soluzione raggiunge il punto 72 in un tempo to < +oco dato da ty =
T+ t.

(b) supponiamo g(n) > 0 per yo < 1 < 12 e cerchiamo un asintoto orizzontale per ¢t — oo.
In questo caso se il suo valore & 7y si deve avere

72
[ = o
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e quindi necessariamente 1y deve essere uno zero di g.
(¢) supponiamo g(n) > 0 per yo < 1 < 12 e cerchiamo un asintoto verticale. In tal caso deve
esistere T tale che in to = tg + T la soluzione arrivi a +o00, quindi dovra essere finito

Iintegrale
too g
/ - T < +o0.

OsSERVAZIONE F.5. Supponiamo di avere il sistema autonomo

Y Fatt). v,

dx
— = t t)).
o = 9(a(t),y(t))
Sia t tale per cul g(x(t),y(t)) # 0. Allora in un intorno di ¢, la relazione x = x(¢) & invertibile, e si
ottiene t = t(z) con T = z(t), t = t(Z). Si ha x(t(z)) = z e y(¢t(x)) = y(z) Si ha quindi, applicando il
teorema della funzione implicita in un intorno di Z,
dj dy dt 1 f(z,9(z))
— == — = f(z(t(x)),y(t(x))) - = p
A N )T E) RN (o)

Pertanto nei punti dove g # 0, il sistema equivale all’equazione non autonoma

dj _ fl, ()
dr gz, 9(x))
Per memorizzare tale procedimento, si pud osservare che, formalmente:
dy
dat _ 45 _ f(zy)
dr  dx  g(z,y)
dt
e la giustificazione rigorosa ¢ data sopra.
Viceversa, data ’equazione

dj _ fa.
dr  g(x,
introduciamo un parametro ¢ in modo tale che
dt 1
dz ~ gz §(@))
se g(z,g(x)) # 0 tale relazione ¢ invertibile porgendo il sistema

Wttty o)

dx

— =g(x(t),y(t)).

= gl (t).y(0)
Nella pratica, dato un sistema autonomo o un’equazione non autonoma, l’altra formulazione puo talvol-
ta essere pin semplice per ottenere 'andamento delle soluzioni (riparametrizzate in modo opportuno).

DEFINIZIONE F.6 (Regioni invarianti). Sia ¢:(-) il flusso associato al sistema & = f(z). Diremo
che P C R™ & una regione invariante del sistema se U ¢¢(z) C P per ogni z € P. Diremo che
teR
& positivamente invariante o invariante in avanti se U ¢i(z) € P per ogni z € P. Diremo che ¢
t>0
negativamente invariante o invariante all’indietro se U ¢¢(z) C P per ogni z € P.
<0
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TEOREMA F.7 (sullinsieme invariante). Sia Q@ C R™ aperto, F : Q@ — R"™ di classe C' e sia
D C R™ aperto di classe C'. Consideriamo il sistema & = F(z). Supponiamo che F(x) - a(z) < 0 per
ogni x € 0D, dove 7 rappresenta la normale esterna' a D. Allora D ¢é regione invariante in avanti,
ovvero se una tratettoria entra in D all’istante tg, vi rimane per tutti i tempi t > tg, in particolare se
parte da un punto interno rimane per tutti ¢ tempi successivi all’interno di D.

DIMOSTRAZIONE. Diamo un’idea della dimostrazione. Consideriamo una soluzione z(t) e valutia-
mo la variazione della distanza? della soluzione dalla frontiera di €. Si ha:

%dist(:c(t), 9Q) = Vd(a(t),9Q) - &(t) = Vd(x(t),0Q) - F(i(t)).

Se Q ¢ di classe C? e x(t) ¢ sufficientemente vicino a z € 99, si ha

d .. o R
S dist((t),09) = —(z) - F(z) > 0.

pertanto la traiettoria tende ad allontanarsi da 9€2. Siricordi che, se I'insieme & C2, la normale ¢ legata
al gradiente della distanza. O

COROLLARIO F.8. Nel caso di equazioni non autonome scalari del tipo x'(t) = f(t,x(t)), si pone:

1= ()= (s ) =0

una regione invariante in qvanti per y = ﬁ(y) e una regione invariante in avanti per x'(t) = f(t,x(t)).

Viceversa, posto '
. t -1 =
Yy = ( @ > = < —f(t,x) ) = G(y),

una regione invariante in avanti per § = C_j(y) ¢ una regione invariante all’indietro per x'(t) =
[t z(t)).

OsSERVAZIONE F.9. Negli esercizi che richiedono lo studio di equazioni del tipo a'(t) = f (¢, z(t)),
con f di classe C, spesso puo essere utile considerare I'insieme

I ={(t,x) eR?: f(t,z) = 0}.

Sui punti di I si ha f(f,Z) = 0 perché tale punto appartiene a €, pertanto i vettori F(f,z) e G(£,z)
del precedente corollario si riducono a (1,0) e (—1,0). Supponendo che I sia sufficientemente regolare,
3 si ha in molti casi che R?\ T' ¢ costituito da un numero finito di regioni connesse con bordo sufficien-
temente regolare per poterne considerare la normale esterna 7. In un punto di bordo (¢, ). Essendo le
espressioni di F e G molto semplici, risulta quindi particolarmente facile decidere se tali regioni siano
invarianti in indietro o in avanti.

Ihon entriamo nei dettagli di una definizione rigorosa di normale esterna, il lettore interessato puo consultare [5]

2A priori la distanza non é differenziabile in ogni punto, nemmeno se I'insieme ha bordo molto regolare. Tuttavia
¢ possibile dimostrare che I'insieme dei punti di differenziabilita della funzione distanza da un generico chiuso di R™ &
denso in R"™ e che in verita tale funzione é differenziabile quasi ovunque in un senso che verra reso rigoroso nei successivi
corsi di Analisi.

3Per esempio C' a meno di un numero finito di punti.






APPENDICE G

Sistemi 2 x 2 di equazioni ordinarie lineari del primo ordine

sistéma = lat. sysTEMA dal gr. sYSTEMA composto della particella
SYN con, insieme e -STEMA attinente all’inusitato STENAI pres. 1STEMI
stare, collocare (v. Stare). Aggregato di parti, di cui ciascuna puo esi-
stere isolatamente, ma che dipendono le une dalle altre secondo leggi e
regole fisse, e tendono a un medesimo fine; Aggregato di proposizioni
su cui si fonda una dottrina; e anche Dottrina le cui varie parti sono
fra loro collegate e seguonsi in mutua dipendenza; Complesso di par-
ti similmente organizzate e sparse per tutto il corpo, quali il sistema
linfatico, nervoso, vascolare ecc.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

DEFINIZIONE G.1. Sia F' € R[z] un polinomio di grado n, ovvero
F(z) = apz" + ... + ap, ag, ...,an € R, ag # 0.

Se y = y(t) ¢ una funzione di classe C™, in questa sezione porremo

mn

(PDW)() = a0 T2 (1) - anr 1) + any (1)

Talvolta la dipendenza da ¢ verra omessa e scriveremo semplicemente F(D)y.

DEFINIZIONE G.2. Un sistema di equazioni ordinarie a coefficienti costanti & del tipo:

Fi(D)z + G1(D)y = f(t),
Fy(D)z + G2(D)y = g(t).

con F1,G1, Fy,Go polinomi a coefficienti reali e f, g funzioni continue. Il grado rispetto a D della

matrice dei coefficienti:
| ( F(D) Gy(D) >
et
Fy(D) Ga(D)

indica il numero delle costanti arbitrarie che appaiono nella soluzione generale del sistema. Il procedi-
mento fondamentale per la risoluzione di un sistema di questo genere consiste nell’ottenere un sistema
equivalente nel quale compare un’equazione in una sola variabile. Risolta tale equazione, si procede in
modo analogo per le altre variabili dipendenti. Si segue un metodo simile a quello per la risoluzione
dei sistemi lineari (in x e y).

Ci limiteremo al caso 2 X 2 e al primo ordine, in questo caso trattasi di problemi dove si richiede
la soluzione di un sistema del tipo
{Jv—ax—by = f(t)
y—cx —dy=g(t)
dove f,g: R — R sono funzioni di classe C*(R), e a,b,c,d € R sono quattro costanti reali. Si chiede
poi il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie dell’omogeneo associato.

OssERVAZIONE G.3. Osserviamo che sotto queste ipotesi il sistema obbedisce al teorema di esistenza
e unicita locale, pertanto le soluzioni massimali sono uniche e dipendono solo dalle condizioni iniziali
o e yo. Da cio si ricava questa informazione: la soluzione del sistema dovra dipendere da due costanti
arbitrarie reali. Si vedra che tali costanti saranno legate a xg € yo.
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OSSERVAZIONE G.4. Se b = 0 nell’equazione per & non compare pit I'incognita y, pertanto si tratta
di risolvere I'equazione ordinaria & = ax + f(t). Detta ¢(c1,t) la sua soluzione generale (che dipendera
da una costante ¢y ), si puod sostituire nella seconda equazione ¢ = dy+co(c1,t)+g(t) ottenendo un’altra
equazione ordinaria dove compare la sola incognita y. La soluzione di quest’equazione dipendera da
due costanti ¢, che compare nel termine noto, e cs.

Un ragionamento del tutto analogo puod essere fatto se ¢ = 0 invertendo i ruoli di x e y.

Indichiamo con A la matrice del sistema omogeneo, con B(t) i termini noti e sia H(¢) la matrice
che ha per colonne i coefficienti della y e B(t), ovvero:

b f(t) ) < b [f(t) >
A=( ¢ : B(t) = , H(t) = .
<0d> () (g(t) ®) d g(t)
Inoltre indicheremo con T' = tr(A) = a + d la traccia di A, con D = det(A) = ad — be il determinante

di A, e con h(t) = det(H(t)) = bg(t) — df (t). Per le osservazioni precedenti, da questo momento in poi
consideriamo il caso con b # 0 e ¢ # 0.

Procedura risolutiva

(1) Derivazione dell’equazione nella sola incognita x:

by =z — — f(t
Riscrivendo il sistema dato, si ha: 'y & —azx — f(t)

Y =cx+dy+g(t)
Derivando la prima equazione, si ottiene by = & — az — f'(¢).

Sostituiamo 'espressione di ¢ ottenuta dalla seconda equazione:
blcx +dy + g(t)) = & — ax — f'(t).

Riscrivendo tale espressione si ha & — ai — bex — bdy — f'(t) — bg(t) = 0.
Sostituiamo l'espressione di by ottenuta dalla prima equazione:

i —ax —bex — d(i —ax — f(t)) — f(t) — bg(t) = 0.
Otteniamo quindi l'equazione nella sola variabile x:

& — ai — bex — di + adx + df (t) — f/(t) — bg(t) = 0.
Tale equazione si riscrive come:

i — (a+d)i + (ad — be)x + df (t) — f'(t) — bg(t) =0
In notazione compatta, si ha & — T@ + D x = ¢(t) dove (t) = f'(t) + h(t).

(2) Studio degli autovalori del sistema: L’equazione caratteristica dell’omogenea associata &
quindi:
N —-TX+D=0,

e le sue soluzioni sono gli autovalori della matrice A, ovvero le soluzioni di det(A — AId) = 0.
Possono presentarsi i seguenti casi:

(a) se T? — 4D > 0, 'equazione caratteristica ammette due radici reali distinte A\; = (T —
VT? —4D)/2 e Ay = (T + VT? — D)/2, pertanto la soluzione generale dell’lomogenea
associata & ®(cy, ca,t) = c1e™Mt + coe??t al variare di ¢p, o € R;

(b) se T? — 4D < 0, 'equazione caratteristica ammette due radici complesse coniugate \; =
T+if ey =T—if dove 8 = +/|T? — 4D|, pertanto la soluzione generale dell’omogenea
associata & ®(c1, co,t) = cre’t cos(Bt) 4 caet sin(Bt) al variare di ¢, ¢z € R;

(c) se T? — 4D = 0, 'equazione caratteristica ammette una radice reale doppia A = T
pertanto la soluzione generale dell’omogenea associata ¢ ®(cq,ca,t) = crelt 4 cote™t al
variare di ¢1,co € R.
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(3) Soluzione generale del sistema: Per trovare la soluzione ¢ — z(t), & necessario sommare
a ®(c1, cg,t) una soluzione particolare x,(t) dell’equazione & — T'd + Dz = 1(t). Tale solu-
zione puo essere determinata con il metodo dei coefficienti indeterminati o con il metodo di
variazione delle costanti. Si ottiene quindi, ricordando la prima equazione,

z(t) = ®(c1,ca,t) + xp(t)

1

o) = - an— @) = (Rt +ay0) - a(@lercat) +ay(0) - 7))

(4) Discussione della stabilita delle soluzioni stazionare dell’omogeneo associato: Le
soluzioni stazionarie sono determinate dall’equazione

()

Vi sono due casi possibili: se det A # 0, 'unica soluzione stazionaria & z = y = 0, mentre
se det A = 0, le soluzioni stazionarie sono tutte le coppie (z,y) soddisfacenti l’equazione
ar + by = 0, infatti se det A = 0 le due righe sono linearmente dipendenti, pertanto possiamo
scegliere la prima. La stabilitd delle soluzioni stazionarie dipende dal segno della parte reale
degli autovalori A\; e Ay. In particolare, si ha che:
(a) Se A1 # A2 sono reali strettamente negativi, allora le soluzioni stazionarie sono nodi
propri stabili.
(b) Se A1 # A9 sono reali strettamente positivi, allora le soluzioni stazionarie sono nodi propri
instabili.
(c) Se A1 # A2 sono reali non nulli di segno discorde, allora le soluzioni stazionarie sono selle
locali.
) Se A\ = Ay = )\ @& reale strettamente positivo, abbiamo un nodo improprio instabile.
) Se A\ = Ay = )\ @& reale strettamente negativo, abbiamo un nodo improprio stabile.
) Se Ay =a+if el =a—if con a >0 si ha un fuoco instabile,
) Se Ay =a+if el =a—if con a <0 siha un fuoco stabile,
)
)

T e~

Se A1 =i e Ao = —if3 si ha un centro.

Se uno degli autovalori & nullo, I'altro é reale. Se questi & strettamente positivo la
soluzione stazionaria é instabile, se ¢ strettamente negativo la soluzione stazionaria é
stabile.

(j) Se entrambi gli autovalori sono nulli, allora si ha a = b = ¢ = d = 0, le soluzioni sono
tutte e sole le costanti e sono stabili.






APPENDICE H

Esercizi su equazioni alle derivate parziali e separazione delle variabili

separare = [at. SEPARARE composto della particella SE- che indica
divisione e PARARE disporre e propr. mettere alla pari, apparigliare,
da PAR uguale (v. Pari). Dividere cid che era congiunto: altrimenti
Scompagnare, Spaiare, Segregare, Scevrare, ecc.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

Trattasi di esercizi dove si richiede la soluzione di un’equazione alle derivate parziali del tipo:
alpu(t, ) + bowu(t, ) + cOpzu(t, z) + dogu(t, z) + eu = 0, (t,x) €]0, +o0[x]0, 7],

dove a,b,c,d,e € R, ¢ # 0 sono costanti reali con alcune condizioni al contorno di varia natura. Il
metodo di separazione delle variabili consiste nella ricerca di soluzioni elementari non nulle nella forma
u(t,z) = U(t)X(z) e poi giungere ad una soluzione del problema sovrapponendo infinite soluzioni
elementari.

Procedura risolutiva:

(1) Separazione delle variabili: Sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene:
aU ()X (z) +bU (t, ) + U)X (z) + dU () X (z) + eU(t) X (z) =0
e dividendo per U(t) X (x) si ottiene che esiste A € R per cui:

_aU(t) +bU(t,x) +eU(t)  cX(z)+ dX (z) _
U(t) - X(x) o

Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:

{cX(:@ +dX(z) — A\X(2) =

0
aU(t) +bU(t) + (e + N\ U(t) = 0.

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

(2) Studio dell’equazione per X: nel passaggio precedente si ¢ ottenuta ’equazione
eX(x)+dX(x) = AX(z) =0

il cui polinomio caratteristico & cu? 4+ du — A = 0, di discriminante A = d? +4c). Si verificano
1 seguenti casi:
- —d—VA
(a) se A > 0, poniamo u; = %, o =
D(cy,co,x) = c1eMT + cget2®,
d

(b) se A =0, poniamo p1 = 2 = 5= e la soluzione generale dell’equazione ¢ ®(cy,c2,z) =

c1eMT + coxet®,
. _ v A . . N
(¢) se A < 0, poniamo o = Z—g e w = % e la soluzione generale dell’equazione &

O (cy,c2,7) = e*(c1 coswz + casinwz).

% e la soluzione generale dell’equazione &
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(3) Compatibilita con i dati al bordo dell’equazione per X: Ottenuta la soluzione generale
per X(x) ¢ necessario accoppiarle con opportune condizioni al contorno derivate dai dati
iniziali e considerare solo le soluzioni non nulle.

Considereremo solo due casi di condizioni al contorno, le condizioni di Dirichlet omogenee
(Do) e le condizioni di Neumann omogenee (No).

(Do): Condizioni di Dirichlet omogenee: u(t,0) = u(t,7) =0
Esse implicano X (0) = X (7) = 0. Imponiamo tali condizioni ®(cy,c2,0) =0
e ®(cqy,co, ) = 0 sulle soluzioni generali trovate ottenendo un sistema lineare
omogeneo in ¢y, ce, di cui dobbiamo escludere le soluzioni identicamente nulle.

Segno . Determinante .
a4 A Sistema del sistemna Soluzioni
eH2m™ — eMT £ () c1=c=0
c1+ca=0 .
A>0 erché Non accettabile
{ewcl ety — 0 p f1 7 p2
1 =0 Cl = Cy = 0
A=0 ! met™ £ () Non accettabile
c1eM™ 4+ come1T =0
o =0 e*™ sin wm c1=0,c0 €R
A <O im . Nullo solo se | Accettabile solo
€™ (¢1 coswm + cosinwm) =0 0AweZ se 0+ we7Z

(No): Condizioni di Neumann omogenee: u;(t,0) = uy(t,7) =0
Esse implicano X (0) = X (7) = 0. Imponiamo tali condizioni ®(cy,c2,0) =0
e ®(cy,co,m) = 0 sulle soluzioni generali trovate ottenendo un sistema lineare
omogeneo in ¢y, ce, di cui dobbiamo escludere le soluzioni identicamente nulle.
Osserviamo che se A # 0 allora p1, s # 0. Studiamo a parte A = 0.
Segno Sistema Determinante Soluzioni
di A del sistema
U2 Q1T — —
A>0 J1e1 + pacs = 0 /~61M2(62, e"m) #0 ca=c2=0
A#£0 i P perché py # po Non accettabile
preftTer + paef?Tep =0 e 1, iz # 0
A=0 pimerT™ £ 0 c1=0,c0=0
=0 ,
A#£0 Hie1 + ez perché py # 0 Non accettabile
e e + e (14 pym)eg =0
A<O (a? + w?)sinwrm 1 €ERep=2a
A#£0 ac+ 0.002 ) Nullo solo Accettabile socl%
—ciwsin(rw) + coasin(rw) = 0 se 0L we7Z se0£we7
A=0 Si ha py =0, pug # 0 perché A #0 c1 €ER, =0
d#0 Accettabile
A=0 Si ha 1 = pe = 0 perché A =0 c1 €ER, =0
d=0 Accettabile
Osserviamo che w € Z \ {0} e A < 0 se e solo se 2cn = /|Al e A <0,n € Z\ {0} da cui A

deve essere della forma —%, con n € N\ {0}
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Quadro riassuntivo
Condizioni Valori A accettabili Soluzione relativa a A
d2 4 2,2
Do Ap = —#, n € N\ {0} Xn(z) = cpe~3c T sinna
c
d2 4 4c2n2
An = —#, n € N\ {0} | X, (z) = Cpe" 367 (cosnx + 2%6 sinnx) .
No
A=0 X(](x) = C0

(4) Studio dell’equazione per U: L’equazione per U ¢ la seguente

aU(t) +bU(t) + (e + N U(t) = 0.

e+

(a) Se a =0, b# 0 si ottiene U(t) = U(0)e™ v °.
(b) Se a # 0, 'equazione ¢ di secondo grado. II suo polinomio caratteristico ¢ ap? + bu +
(e+ ) =0 e il discriminante & A = b — 4a(e + A).
(i) se A > 0, poniamo vy = _bga\/g, vy = _nga\/X e la soluzione generale dell’equazione
¢ Un(di,da,t) = dre”t + dge??*.
(ii) se A =0, poniamo v] = vy = 5—5 e la soluzione generale dell’equazione ¢ U, (dy, da, t)
d1e”1t + coteVrt,
(iii) se A < 0, poniamo 3 = 5—;’ e = VQ‘GA‘ e la soluzione generale dell’equazione ¢
Un(dy,dg,t) = €5(dy cos 0t + dy sin 0t).

(5) Costruzione delle soluzioni elementari: Si é visto come sulla base delle condizioni al con-
torno e della struttura dell’equazione solo un insieme numerabile di valori di A sia accettabile.
Se A, & un valore accettabile, si ottiene una soluzione U, (t) e una X, (z) relative a tale valore
An. Per moltiplicazione si ha una soluzione elementare u,(t,z) = U, (t)X,(x). Ricordando
che il prodotto di costanti arbitrarie é una costante arbitraria, si ha che se a # 0 allora u,, (¢, x)
dipende da due costanti arbitrarie, altrimenti se a = 0 dipende da una sola costante arbitraria
d,. Nel caso dipenda da due costanti arbitrarie, siano esse d}I, d%. In questo caso si hanno
i due dati iniziali u(0,z) = f(z) e w(0,2) = g(x). Tali dati iniziali, sviluppati in serie di
Fourier di soli seni (condizioni (Do)) o di soli coseni (condizioni (No)) derminano in modo
univoco le soluzioni. Si ha infatti:

flx) = Z by, sinnx = Z Un(0) X, (x)
n=1 n=1

g(x) = Z dp sinnx = Z Un(0) X, ()
n=1 n=1

oppure

fl@)=> ancosnz = Upn(0)Xn()
n=0 n=1

g(z) = Z dy cosnx = Z Un(0)X ()
n=1 n=1

e per confronto dei termini simili si determinano d} e d2 per ogni n.

Se a = 0 viene assegnato solo il dato iniziale u(0,x) = f(x), il cui sviluppo in serie di soli seni
o soli coseni permette di determinare le costanti arbitrarie d,, da cui dipendono le soluzioni
elementari u, (¢, z) per ogni n.
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(6) Esempi: diamo ora due esempi in alcuni casi particolari:
(a) Soluzione per a =0, b# 0, ¢ # 0 e condizioni (Do)

L’equazione é

boyu + cOppu+ dOyu+ eu =0 in |0, 7[x]0, +00],
u(t,0) = u(t,m) =0,

u(0,z) = f(x).
Supponiamo che a = 0, b # 0 e valgano (Do). I valori di A accettabili sono allora
An = —% al variare di n € N, n > 0. Costruiamo una soluzione elementare

moltiplicando la soluzione generale accettabile di X per quella di U Si ha allora, mettendo
assieme tutte le costanti moltiplicative,

d? 4 4¢*n? — 4ce
4bc

Per coprire il dato iniziale u(0,z) = f(x), si deve quindi avere:

d
un(t, z) = by, exp ( t) e 2" sinne.

oo o0 o
u(0,z) = f(z) = Z un(0,2) = Z bne 3% sinnz = e 3c" Z by, sin nx
n=1 n=1 n=1

Pertanto i b,, sono i coefficienti di Fourier della funzione f (:U)@?icx estesa per disparita a
[—7, ] e poi per 2m-periodicita, quindi

2 [T do .
b, = — f(x)e2® sinnx dz,
T Jo

e la soluzione risulta essere

2 N d? + 4c*n? — 4
u(t,z) = ﬂe_zdcx; (/0 f(s)e%cs sinns ds> exp ( + 64;10 e t) sinn.

(b) Soluzione per a=0,b#0, c#0, d=0 e condizioni (No)

IL’equazione &

bowu + cOppu+ eu =0 in |0, 7[x]0, +o0],
Uy (t,0) = ug(t,m) =0,

u(0,z) = f(x).
Supponiamo che a = 0, b # 0, d = 0 e valgano (No). T valori di A\ accettabili sono
allora A\, = —cn? al variare di n € N, n > 0. Costruiamo una soluzione elementare

moltiplicando la soluzione generale accettabile di X per quella di U Si ha allora, mettendo
assieme tutte le costanti moltiplicative,

Cn2—€

b

Per coprire il dato iniziale u(0,z) = f(x), si deve quindi avere:

un(t,x) = an exp ( t) cosnx.

u(0,2) = f(z) = Zun(o,x) =ap+ Zan cos nx
n=1 n=1

Pertanto gli a,, sono i coefficienti di Fourier della funzione f(x) estesa per parita a [—, 7]
e poi per 2m-periodicita, quindi

2 ™
an = / f(z) cosnzx dx,
T Jo
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e la soluzione risulta essere

u(t,z) = % </O7T f(s) ds) eTht 4 iiemiet (/Oﬂf(s) cosnsds> COS NT.
n=1






APPENDICE 1

Note su SO(3) (facoltativo).

Definiamo rispettivamente il gruppo unitario, il gruppo ortogonale e il gruppo ortogonale speciale
ponendo:

U(3) := {0 € Matzx3(C) : 070 = 00T =1d3},
O(3) := {O € Matsx3(R) : 07O = 00T =1d3},
SO3):={0 € O(3) : det O = +1}.

Tali insiemi sono gruppi se dotati dell’operazione di prodotto di matrici, I’elemento neutro € la matrice
identita. Possiamo pensare a O(3) come incluso in U(3).

Caratterizzazione: si ha che O € O(3) se e solo se O conserva il prodotto scalare di R3, ovvero se
e solo se dati x,y € R? si ha (z,y) = (Oz, Oy).

Infatti, ricordando che 'operatore aggiunto in dimensione finita coincide con 1’azione della matrice
trasposta, si ha

(Oz,0y) = (x,0T0y) = (x,y),

perché OTO ¢ I'identita. E viceversa.

Una caratterizzazione analoga vale per U(3) qualora si consideri il prodotto scalare in C3.

In conseguenza di questo fatto si ha che se O appartiene a U(3) o O(3), essa preserva la norma
degli elementi:

lol = (v, v) = (Ov, Ov) = [|Ov]]*.
Se O € O(3) allora det O = +£1, infatti per la regola di Binet si ha
1 = detIdz = det(OT0) = det O - det O = detO.

Per calcolare gli autovalori A di O € O(3), é necessario risolvere '’equazione det(O — Ald3) = 0, le
cui radici forniscono gli autovalori.

Poiché il determinante di O ¢ il prodotto di tali autovalori, e tale determinante per definizione &
non nullo, se ne ricava che tutti gli autovalori sono non nulli.

11 polinomio det(O — AIds) & di grado 3 in A ed & a coefficienti reali essendo O € O(3).

Un polinomio di grado dispari a coefficienti reali ammette sempre almeno una soluzione reale, e le
soluzioni complesse sono due a due coniugate. Quindi O € O(3) ammette sempre almeno un autovalore
reale.

Sia A1 uno degli autovalori reali. Se v & autovettore relativo a tale autovalore, si ha necessariamente
Ov = Av. D’altra parte per la preservazione della norma si deve avere ||Ov|| = ||v||, quindi |jv]] =
|Ov|| = |A1] - ||v]|- Se ne deduce che |A;| = 1.

Data O € SO(3), quindi se gli autovalori sono tutti reali, essi devono avere tutti modulo uguale a
1 e il loro prodotto deve fare 1, quindi almeno uno di essi deve essere +1 e si ha

(A, A2, A3) € {(1,1,1),(1,-1,-1),(—1,1,—-1),(—1,-1,1)}

Questo ¢é il caso banale: la matrice O semplicemente descrive un’inversione dell’orientamento di una
coppia di assi.

Se gli altri due autovalori sono complessi coniugati Ay = e tiB o \g = ¥ , il prodotto A1 g3
deve comunque fare 1 e quindi 1 = A\ Xz = A1e2® Poiché €2* > 0, e A\; = +1, si ha necessariamente
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A1 = 1. Cio implica e?® = 1, quindi o = 0. Allora gli autovalori sono 1,¢%?, e pertanto in U(3) si

ha che O € SO(3) é simile a

1 0 0
D=0 €% 0
0 0 e

Sia v; Vautovalore relativo a A;, i = 1,2, 3. Il vettore (di componenti reali) vy é relativo a A\ = 1
e viene lasciato inalterato da O perché Ovi = A\v; = v1. Questo vettore individua un sottospazio
vettoriale 1-dimensionale di R3, ovvero ’asse di rotazione.

Vediamo cosa accade nel sottospazio ortogonale a v, ovvero nel piano v1. Dobbiamo provare che
su questo piano l'azione di O & una rotazione attorno all’origine. Se vediamo questo sottospazio come
sottospazio di C3, 'azione di O su vll, scelta una base opportuna, & data dal minore 2 x 2 in basso a
destra della matrice D. In particolare si ha tale azione preserva la norma. L’angolo di rotazione, dato
w € vi, |w|| = 1, & dato dalla relazione cos o = (w, Ow) e si prova che coincide con 3 (gli autovalori

erano e,

Si ottiene quindi il Teorema di Eulero: ogni matrice O € SO(3) individua un rotazione attorno
ad un asse fisso.

Consideriamo ora funzione liscia R : R — SO(3) tale che R(t + s) = R(t)R(s). Essa & un
omormorfismo tra il gruppo (R, +) e SO(3). L’applicazione ¢t — R(t) € una curva in SO(3). Osserviamo
che R(0) = R(0+ 0) = R(0)R(0) da cui moltiplicando per R(0)~! si ha R(0) = Ids.

Calcoliamo ora

R(t+s)— R(s) R(t)R(s) — R(s) R(t) — 1ds

R(s) = lim = lim = lim R(s)
t—0 t t—0 t t—0 t
= lim R(t)tR(O) R(s) = R(0)R(s) =: AR(s).

Ricordando che R(0) = Ids si ha che R(s) = exp(sA).

A ¢ detto generatore infinitesimale del sottogruppo ad un parametro di SO(3). Osserviamo che A
¢ antisimmetrica: A + AT =0, infatti si ha R(s)T R(s) = Ids perché R(s) € S0(3), da cui derivando
R(s)TR(s) + R(s)TR(s) = 0 e valutando in s = 0, R(s) = R(s)” = 0 si ottiene AT + A = 0.
~ Equivalentemente, fissato § € R? e posto £(t) = R(t)£(0), si ha che £(t) risolve £(0) = & e
§(t) = A&(t), quindi £(t) = exp(tA)&o.

Le matrici R(t), che commutano tra loro perché R(t)R(s) = R(s)R(t) = R(t + s) sono tutte
rotazioni attorno ad un asse & fissato. Tale asse dipendera dalla matrice antisimmetrica A. Nella
fattispecie, se scriviamo la matrice antisimmetrica

0 —Wws3 w2
A= w3 0 —w1 s
—Ww?2 w1 0

dove (w1,w2,ws) # (0,0,0), allora @ = (w;, w2, ws) rappresenta l’asse di rotazione cercato.

Proviamo quest’ultimo asserto. E chiaro che se A ¢ antisimmetrica, quindi A = —A”, si ha
det A = det(—AT) = (=1)3det AT = —det A, quindi det A = 0. D’altra parte, non essendo mai
w1, wy,ws tutti nulli, & sempre possibile trovare un minore 2 X 2 non nullo in A (ad esempio se wy # 0 si
prenda quello in basso a dx, se w3 # 0 si prenda quello in alto a sx, se wg # 0 si prenda quello formato
da prima e terza riga e prima e terza colonna). Quindi il rango di A & 2, ma allora il suo nucleo ha
dimensione 1. Per calcolo diretto si ha Ad = 0, quindi il nucleo & proprio generato da w. Mostriamo
che R(t) lascia invariato w: posto &y = ¢J, si ottiene che
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~ Per calcolo diretto si verifica che A§ = & X § per ogni £, quindi la relazione & = A€ si scrive come
& =w x £ dove x indica il prodotto vettoriale. & é chiamato velocita angolare.

1l Teorema di Eulero in via sintetica assume quindi questa formulazione: dato un movimento rigido
(che conserva 'orientamento e le distanze) che muti il piano 7 individuato dai punti AOB nel piano
7" individuato da A’OB’, allora tale movimento & una rotazione attorno alla retta © N x’.

DEFINIZIONE 1.1 (Equazioni di Maxwell nel vuoto). Indichiamo con (z,y,2,t) i punti di R* ~
R? x R. Indichiamo con:

p:R*xR =R ladensita di carica elettrica,
j: R3 x R — R?® la densita di corrente,
E:R3xR—-R3 il campo elettrico,

B:R3xR - R3 il campo magnetico,

e >0 la costante elettrica nel vuoto,
o >0 la costante magnetica nel vuoto.

Queste quantita sono legate tra loro dalle seguenti relazioni, note come Equazioni di Maxwell nel vuoto:

. _ B
divE="* ot = 98
€0 ot
. . . oF
div B =0, rot B = o) + poco——

ot’
dove gli operatori di rotore e divergenza agiscono sulle sole variabili spaziali (z,y, 2z), e dalla legge di
conservazione della carica:

ap
ot

Nel caso statico, le derivate rispetto a ¢t sono nulle.

+ divj = 0.

EsempIo 1.2. Supponiamo di avere una sfera D¢ centrata nell’origine e di raggio { carica con
densita di carica uniforme pari a pg. Vogliamo calcolare il campo elettrico E generato da essa nello
spazio in condizioni statiche, pertanto supporremo che E non dipenda da t.

Per la simmetria del problema, supponiamo che il centro della sfera carica si trovi nell’origine, e ci
poniamo in coordinate sferiche ¥ (r, 8, ¢) = (x(r,0,¢),y(r, 0, ¢), z(r, 0, ¢)) con

x(r,0,¢) =rcosbcosq,
y(r,0,¢) = rsind cos ¢,
z2(r,0,¢) =rsing,

dove r >0, 0 € [0,27[ e ¢ € [0,7]. Lo Jacobiano della parametrizzazione &

cosfcos¢p —rcos¢psind —rcosfsin g
Jac(r,0,¢) = | cos¢psin® rcosfcos¢p —rsinfsing
sin ¢ 0 7 COS ¢

detJac(r, 0, ¢) = r? cos ¢.

In questo caso si ha p(z,y,2) = po se 22 +y> + 22 < 2 e p(z,y,2) = 0 se 22 + % + 22 > £2.
Consideriamo a questo punto R > £ e

Dp :={(r,0,9¢) € [0, +o0o[x][0,27[x[0,7[: 0 <r < R},

che in coordinate cartesiane corrisponde alla sfera centrata nell’origine e di raggio R > €.
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Utilizzando il Teorema della divergenza e la prima equazione di Maxwell si ha

/ E(z,y,2) iz, y,2)do = / div E(z,y, 2) dz dy dz
0Dgr Dpg

1

= — p(x,y,z)dxdydz = Po drdydz
€0 JDg €0 JDg

L dxdydz
€0 JDg

1 R 27 T
=% /0 /0 /O p(r.6,) |detTac 6(r, 0, 9)| o dd dr

00 E r2m pw
= / / / |detJac ¢(r, 0, ¢)| do db dr
€o Jo Jo 0

E 2w pm
:Po// / 12| cos ¢| dop d dr
€0 Jo Jo Jo

92 3 m 4 3

_ po2m” ’COS¢|d¢:@L£.
o 3 Jo e 3

4 € po

Poniamo @ = 3

, ovvero la carica totale nella sferetta, allora si ha
D N _Q
E(xvyvz) : n(ﬂc,y,z) do = —=.

Nel secondo integrale abbiamo che:

/ E.ﬁdazE(R)/ do.
0Dg 0DRr

La superficie della sfera ¢ parametrizzata da (Rsin6 cos ¢, Rsin@sin ¢, R cos ¢), per calcolare I'area
osserviamo che ’elemento di area 2-dimensionale é dato dalla radice quadrata della somma del quadrato
di tutti i determinanti di ordine 2 dello Jacobiano della parametrizzazione, ovvero:

wo (6, ) = R? \/sin2 0 cos? 0 + sin? @ sin® ¢ + sin® 0 cos? ¢ = R? V/4sin2 0 cos? 0 + sint 0

= RQ\/sin2 (1 — sin?0) +sin? @ = R?sin 6

27 s
/ do = / / R%sin 0df dp = 4w R?.
0Dg 0 0

Si ottiene infine:
- Q (l', Y, Z)

E =< DA
@9:2) = e @y, 2P

Dato che non vi sono campi magnetici, il campo E & irrotazionale e poiché R3 \ D¢ ¢ semplicemente
connesso, esiste un potenziale ® tale che E = V®. Definiamo p(z) = po se |z| < € e p(z) = 0

altrimenti, si ha che ® risolve 'equazione di Poisson A® = p(z)/ep e che E = V&, nel nostro caso
abbiamo trovato:
Q 1

dreo |(z,y, 2) >
In particolare, ® ¢ costante sulle superfici sferiche e quindi anche su dD¢. Si puo provare che la
soluzione trovata € l'unica soluzione dell’equazione di Poisson con questi dati iniziali tale per cui il
potenziale si annulli all’infinito.

O(x,y,2)



APPENDICE J

Funzioni trigonometriche ed iperboliche

In R? consideriamo la circonferenza v centrata nell’origine di raggio 1, detta circonferenza goinio-
metrica, essa ha equazione 22 + y? = 1. Si consideri una semiretta uscente dall’origine che formi un
angolo 6 (misurato in radianti) con la direzione positiva dell’asse delle ascisse: essa interseca v in un
unico punto P. Chiameremo cosf I'ascissa di P e sinf l'ordinata di P. Sussiste cos?f + sin?6 = 1

perché P € ~.

B cot «v

Q
Nome Notazione Definizione Dominio Codominio | Periodo
seno y =sinx | dalla circ. goniometrica zeR y € [—1,1] 2m
coSeno y = cosx | dalla circ. goniometrica reR y e [-1,1] 2m
tangente | y = tanx y:smx xGR\{E—FkW:kEZ} yeR T
COs T 2
1 m
secante Yy =secw Y= xGR\{vaknr:k:eZ} ly] > 1 2w
Cos T 2
1
cosecante | y = cscx Y= reR\{kn: keZ} ly| > 1 27
sin x
cotangente | y = cotx yzcésx xR\ {kr: keZ} yeR 0
sin x

315
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Ricordiamo che una funzione f si dice periodica di periodo T se f(xz + T) = f(z) per ogni x nel

J. FUNZIONI TRIGONOMETRICHE ED IPERBOLICHE

dominio di f. Questo implica anche f(x + kT') = f(z) per ogni k € Z.

Si ha anche (z,y) = (cos#,sinf), 6 € [0,27] se e solo se 'area del settore circolare definito dai
punti (z,y), (0,0) e

Sussiste la relazione sec? z + csc

Tutte queste funzioni sono invertibili in alcuni intervalli del loro dominio, e danno luogo alle funzioni

(1,0) ¢ 6/2.
2

trigonometriche inverse:

T = CSC

2

x -sec? x per ogni = # kn /2, k € Z.

Nome Notazione Definizione Dominio Codominio
. . T
arcoseno y = arcsin x x =siny x € [-1,1] y € [—5, 5}
arcocoseno = arccos & T = cosy x € [-1,1] y € 10,7]
T
arcotangente | y = arctanx r = tany reR (RS }—5, 3 [
s
arcosecante | y = arcsecx | x = secy, y = arccos(1/x) |z| > 1 y €]0, [\ {5}
. T
arcocosecante | y = arccscx | x = cscy, y = arcsin(1/x) x| >1 |ye€ ]—5, 5 [ \ {0}
arcocotangente | y = arccotx | x = coty, y = arctan(1/x) reR y €]0, 7|

Grazie al teorema della funzione inversa si ha:

. : 1
—sinx = cosx —arcsinr = ——
dx ’ dx V1= 22
d . d —1
—cosr = —sinz — arccos T = ———
dx ’ dx V1— 22

2 2 1
—tanr =sec’x =1+ tan“z, — arctanz = —
dx dx 14z
t 2 t !
—cotx = —csc’x —arccotr = -——
dx ’ dz 1+ 22
; 1
—secxr =tanzsecx —arcsecr = ———
dz ’ dx |Qj|\/x2 -1
i —1
—cscx = —cscxrcotx —arccscr = —————
dx ’ dx lz[vaZ — 1

Ulteriori proprieta delle funzioni trigonometriche si trovano nella tabella allegata.

In perfetta analogia con quanto visto per le funzione trigonometriche, vogliamo costruire una
nuova classe di funzioni basate non piu sulla circonferenza 22 +y? = 1, bensisull’iperbole equilatera di
equazione 22 — y? = 1. Tali funzioni si chiameranno funzioni iperboliche.

In R? consideriamo D'iperbole equilatera I' centrata nell’origine con vertici nei punti di raggio (£1,0),
essa ha equazione 2 — y?> = 1. Consideriamo una semiretta uscente dall’origine, essa interseca «y in
un unico punto P = (x,y). Consideriamo 'area della regione delimitata da tale semiretta, dall’asse
x e dall'iperbole, detta settore iperbolico. Diremo che (z,y) = (coshf,sinh ) se e solo se tale area
(con segno) ¢ 0/2, nel senso che per # > 0 stiamo considerando un settore iperbolico giacente nel
primo quadrante di area 6/2, mentre per § < 0 stiamo considerando un settore iperbolico nel quarto
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quadrante di area |0|/2. Rimangono definite quindi due funzioni: cosh : R — [1, +o0[ (coseno iperbolico
e sinh : R — R (seno iperbolico). Si pud inoltre definire tanh : R — | — 1, 1] (tangente iperbolica)

ponendo tanh(z) = (Sjgéﬁ((?) Analogamente, & possibile definire coth : R\ {0} — R\] — 1, 1[ (cotangente
iperbolica) ponendo coth(z) = Z?Ifﬁ((z))

Per completezza citiamo anche le funzioni sech : R — [0, 1] (secante iperbolica) e csc : R\ {0} - R
(cosecante iperbolica) definite da sec(x) = m e csc(x) = m Si possono dare le definizioni di
tutte queste funzioni in termini di funzioni esponenziali, tali definizioni si trovano nella tabella allegata.

Tali espressioni permettono di estendere le definizioni di queste funzioni al campo complesso. A partire
da tali definizioni é possibile dare le espressioni delle funzioni iperboliche inverse:

arcsinh(x) = sinh™*(z) = log (1’ vz 4+ 1)

Le derivate di queste funzioni sono date da:

d
. sinh(z) = cosh(z)

d :
. cosh(z) = sinh(z)

di tanh(z) = 1 — tanh?(x) = sech?(z) = 1/ cosh?(x)
x

d
I coth(z) = 1 — coth?(z) = —csch?(z) = —1/sinh?(z)

d
@csch(x) = — coth(z)csch(z)

d
%sech(x) = — tanh(x)sech(z)
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 (sinh ) = ;H

2 (cosh ™) = :1:21—1
2 (tanh ') = -

- (sech ) = Nll_j
2 (eoth ™ a) =

L’utilita dell’introduzione delle funzioni iperboliche é particolarmente evidente nel calcolo di alcune
primitive:

1
/sinh ardr = = coshax + C

a

1
coshaxr dx = —sinhazxz + C
a

a

1
cothax dr = —In(sinh az) + C
a

/tanh ardr = = In(coshaz) + C

vV a2 TuZ

[ i (;
/ \/7 = cosh™! (%

du 1

/a2 :at&mh_1 (%)+C’;u <a
d 1
/a2u = aCOth_1 (%) —l—C’,u >a
du 1 U
/u m = —5sech (a) +C
du 1 U
=L ]
/um P PR
/ dz arcsin(z) + ¢ arccos(x) + Tie
" _ar - _ A
i 2

dzr
vz 41

dx
——— =arccosh(z) + c=In(x + V22— 1) +¢
1

= arcsinh(z) + c=In(x + V22 + 1) + ¢



J. FUNZIONI TRIGONOMETRICHE ED IPERBOLICHE

/ Ny . arcsin(x) + zv'1 — 22 e

2
/\/ﬁdl‘ _ arcsinh() ; Va2 +1 e In(z + Va2 +21) +azva?+1 e
—arccosh(x) + zvaz? — 1 —In(z + Va2 —1)+zvaz? -1
Va?z—1lde = 5 +c= 5 +c

1+ 22
d 1 1
/x:arctanh(x)+c:2ln< +x>+c

1— 22 1—z

dx
/ = arctan(x) + ¢

319
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Relazione fondamentale per z € C

oo

n
.. z
e = Re(z)(cos(Im(z)) + isin(Im(z))) = E —
mn.
n=0
Funzioni goniometriche Funzioni iperboliche
g p
eiz +e*iz ] ez +€7Z ]
cosz = — = coshiz coshz = 5 = cosiz
iz €7iz 6z _ 672
sinz = % = —isinhiz sinh z = 2 = —4siniz
)
sin z e — et | . . sinh z e —e * e —1 . .
tanz = == — = = —itanh(iz) | tanhz = = = = —itan(iz)
cosz et 4 ez e2iz 4+ 1 coshz e*+e = e?z +1
cosz eF e ¥ 11 . . coshz e*+e * e +1 . .
cotz = — = — — = = icoth(iz) cothz = — = = = jcot(iz)
sin z eis — etz e2iz — ] sinh z er —e % e?z — 1

cos?z+sin’z=1

cosh?z —sinh?z =1

cos(z1 £ z2) = cos 21 cos 22 F sin 21 sin 22
sin(z1 £ 2z2) = sin z1 cos z2 % cos 21 sin 22

tan(z1 + 23) = tan z1 & tan 2o
T I T tan 2 tan 2o

cotzycotze F1

cot(z1 £ z2) =
(21 2) cot zo = cot z1

cosh(z1 & 2z2) = cosh 21 cosh z2 + sinh 21 sinh 22
sinh(z1 & 22) = sinh 21 cosh 22 & cosh z; sinh 29

_ tanhz; & tanh 2o
" 1+ tanh 21 tanh 2o

tanh(z1 % 22)

coth z1 cothzs +£1
coth zo + coth 21

coth(z1 & 22) =

cos(2z) = cos® z —sin® z = 2cos’ 2z — 1 = 1 — 2sin® 2

sin(2z) = 2sin z cos z

2tan z
tan(2z) = —— 02
an(2z) 1 — tan?(z)
2
-1
cot(2z) = cot™(z) — 1

2cot z

cosh(2z) = cosh? z +sinh? z = 2cosh® z — 1 = 1 + 2sinh® 2

sinh(2z) = 2sinh z cosh z

tanh(2z) = — 2
1 + tanh®(z)

2
coth(2z) = ) +1

2 coth z
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Funzioni goniometriche

Funzioni iperboliche

™

2
1+ 22

z 1+ cosz z 1+ coshz
cos (3) =+ =5 cosh (3) =+ =5
AN 1—cosz . z\ 1 —coshz
sin(3) =5 sinh () = 4/ -3
tan (f) " l—cosz  sinz  1-—cosz tanh (E) " 7lfcoshz _ sinhz _717coshz
2) 7 "V 1+4cosz 14cosz  sinz 2) " 7V 1+coshz 14coshz sinh z
cot(i)*:l: 1+cosz 1+cosz = sinz coth(i)*:lz 71+coshz71+coshzii sinh z
2/ 7 "V 1—cosz  sinz  1l—cosz 2/ = 1—coshz  sinhz ~ 1—coshz
21 + 22 21 — 22 21 + 22 Z1 — 22
COS 21 + oS z9 = 2 cos (T) cos( 5 ) cosh z1 +coshz2:2cosh( 5 )cosh( 5 )
coszl700522:72sin(zl+z2)sin(zl_22) coshz1fcoshzz:2sinh(zl+22)sinh(zl_22)
2 2 2 2
sin 21 +sin22:2sin(zl+22) 08(21522> sinh 21 +sinhz2:2sinh(zl+22>cosh(21;'22)

. . Z21+ 22\ . (71— 22
sin z; — sin zo = 2 cos 5 sin 3

sin(z1 & z2
tan z1 £ tanzo = ¥
COS z1 COS 22

sin(zs £ 21
cot z1 £ cotzo = Q
sin z; sin 22

sinh z1 — sinh zo = 2 cosh ( 5

sinh(z1 £ 22)

tanh z; &= tanhzg = ————— =2
cosh z1 cosh 2o

sinh(z2 £ z1)

coth z1 £ coth zo = — -
sinh z1 sinh zo

2 cos z1 sin z2 = sin(z1 + z2) — sin(z1 — 22)
2sin 21 sin z2 = cos(z1 — 22) — cos(z1 + 22)

2¢0s z1 €os z2 = cos(z1 — 22) + cos(z1 + 22)

2 cosh z; sinh 2z = sinh(z1 + 22) — sinh(z1 — 22)
2sinh z; sinh 2z = cosh(z1 + z2) — cosh(z1 — 22)

2 cosh z1 cosh z2 = cosh(z1 — 22) + cosh(z1 + 22)

Ccos z = ! t = tan (E)
142’ n 2
sin z = 2 t = tan (E)
142’ - 2
2 . z
tanz = —2 t = tan (5)
cot z = —t* t = tan (E)
o2t - 2

14¢2

cosh z = Fp—t t = tanh (g)
sinh z = %, t = tanh (%)
tanh z = %, t = tanh (g)
cothz = ! —;tQ, t = tanh (g)
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