Ricevimento del 19 Gennaio 2011

DAVIDE BOSCAINI

Queste sono le note del ricevimento del 19 Gennaio. Per gli errori fatti a lezione ho
preferito scrivere queste poche pagine, con I'auspicio di una maggiore chiarezza. Invito chi

trovasse ulteriori errori a segnalarli presso davide.boscaini@studenti.univr.it.
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Esercizio 1. Studiare la funzione di f(z) = ~

Soluzione. 1. DOMINIO: per quanto riguarda il dominio della funzione, le condizioni da
imporre sono due: 'argomento della radice dev’essere non negativo e il denominatore
della frazione dev’essere diverso da zero. Queste due condizioni si possono riassumere

nella richiesta
2 —6 S

0,
x

la cui soluzione e ottenibile risolvendo il sistema seguente
22 —6>0,
x> 0.
L’equazione 22 — 6 = 0 rappresenta una parabola rivolta verso I'alto e intersecante ’asse

x nei punti A = (v/6,0) e B = (—/6,0). Per cui la soluzione della prima disequazione &

data dai punti
Tz < —V6Uz > V6.

La soluzione globale del sistema, derivando esso da una frazione, si ottiene con la “tabella

dei + e —":
+ 4+ + + - - - - - - - - + 4+ + +
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In particolare in rosso si € evidenziata la soluzione del sistema. Quindi, se scegliamo di
indicare con D l’insieme dei punti in cui la funzione esiste, si ha

D={-V6<z<0}U{z>V6,

che ¢ la regione in colore bianco nella seguente immagine:

B = (-2.45, 0) o A= (2.45,0)

-6 -4 -2 0 2 4 6

2. INTERSEZIONE CON GLI ASSI CARTESIANI: cominciamo con l'intersezione con 'asse delle
ordinate, ovvero

z2-6

Y= =
z = 0.

E facile vedere che tale sistema non ha soluzione: la funzione non interseca l’asse y. Per
quanto riguarda l’intersezione con 1’asse delle ascisse il sistema da risolvere &
_ z2-6
y - x
y =0,

la cui soluzione ¢ data dagli zeri dell’equazione 22 — 6 = 0, che sono =1 = /6 ed
x9 = —/6 (rispettivamente i punti A e B precedentemente individuati).

3. SEGNO: preso un qualsiasi x € D, la radice sara ben definita e quindi positiva. Quindi il
segno della funzione ¢ sempre positivo. Aggiorniamo quindi le informazioni ottenute sul
comportamento della funzione sul piano cartesiano:



B = (-2.45, 0) o A= (245, 0)

4. LiMITI: 'unico punto in cui non conosciamo il comportamento della funzione e I'origine
(z = 0), vorremmo inoltre conoscere il comportamento asintotico di f (r = +o0).
Calcoliamoci quindi i limiti corrispondenti:

. z2 -6 .
lim = lim a:— — =4/0 = /400 = 400,

z—0~ X z—0~

2 _ 1 _ 2
lim /2 = lim \/ G/x lim +/z(1—6/22) = V400 = +00.
x—+00 z—+00 mHJFOO

Dal momento che, per x — +o00, f(z) — 400, ha senso chiedersi se ci sono asintoti
obliqui. Ricordiamo che un asintoto obliquo del tipo y = mx + ¢ esiste se
f(z)

lim “—~% :=m esiste finito e diverso da 0
r—+oco I

1 = iste finito.
:c—1>I—iI-100f() mx = q esiste finito

Nel nostro caso pero

f ( -6 2 1
lim = lim lim = lim — 2
r——4+00 I mHJroo X x%+oo J} T——+00 X JJ

possiamo quindi concludere che non esiste alcun asintoto obliquo.

5. DERIVATA PRIMA: dal momento che f € una funzione composta, per calcolarne la
derivata prima dobbiamo seguire la regola della catena: sia f(z) = g(h(x)), allora

f'(@) = (g(h(x)))" = g (h(x))I(x).



Nel nostro caso la funzione h(z) & la frazione IZ_G, mentre la funzione g(y) ¢ la radice

quadrata ,/y. Tenendo conto di tutto cio, si ha che la derivata prima ¢

) = L <w2 —6)1/2 <2mx— (x2—6)1>
2 x x2
11 207 — 2% +6
(e
12?46 1
T2 22 2

xT

B 22+ 6
2, a6
2wy
Notiamo innanzitutto che la derivata prima non esiste su tutto il dominio D, il suo
denominatore infatti si annulla nei due punti A e B. Indicato allora con D’ il dominio
di f'(x), si ha:
D' =D\ {-V6,V6}.

. CRESCENZA /DECRESCENZA: sia ora x € D’ ci chiediamo: per quali valori di z la
funzione ¢ crescente? Dalla teoria svolta a lezione sappiamo che questo coincide con la
richiesta f’(x) > 0. Dobbiamo quindi individuare per quali x € D’

22+ 6
2
202/ =0
Osserviamo ora che, al denominatore, compare come termine moltiplicativo la funzione
di partenza f. Per quanto gia visto grazie allo studio del segno (punto 3.), f(z) > 0
per ogni z € D. Questo sara vero a maggior ragione in D', visto che D’ C D, quindi la
condizione si semplifica in
22+ 6
212
che & sempre verificata in D’. Di conseguenza, per ogni € D', f'(x) > 0, quindi la
funzione ¢ sempre crescente.

> 0,

. PUNTI STAZIONARI: come conseguenza del fatto che la funzione ¢ sempre crescente
si ha che non possono esistere minimi o massimi relativi in D’. Infatti, se per ogni
x € D', f/(x) > 0 non puo esistere un Z € D’ tale per cui f'(Z) = 0, che, come noto, ¢ la
condizione di stazionarieta.

. DERIVATA SECONDA: per cominciare possiamo vedere f’(x) come prodotto di due

funzioni a(z) e B(x)
2
R e ol R 7
f (IE) - 2.%'2 1’2 . 6’
~———

——
a(z) B(x)




quindi per calcolare f”(x) dobbiamo applicare la regola di Leibniz sulla derivata del
prodotto di funzioni, che ricordo essere

(a(2)B(2)) = o/ (2)B(z) + a(z)B'(2).
Quindi
f(z) = o/ (z)B(z) + a(x)B'(x)
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4 + 3622 — 108
 422(22 — 6)2 /().

Notiamo che tale funzione esiste per ogni x € D’.

9. PUNTI DI FLESSO: ci chiediamo se esistono dei punti in cui la funzione cambia concavita,
ovvero per quali x € D’

r* 4 3622 — 108
422 (22 — 6)2 /(@) =0.

Fla)= -

Ancora una volta notiamo che all’interno dell’espressione della derivata seconda compare
la funzione di partenza. Ricordandoci che questa ¢ sempre positiva su D’, possiamo
limitarci a chiedere che

x* + 3622 — 108
422%(2? — 6)2

=0 cioe z* + 3622 — 108 = 0.

Sia ora t = 22, quindi z* + 3622 — 108 = t? 4 36t — 108 e 'equazione ¢ + 36t — 108 = 0
ha come soluzione

— 364 /362 - 4-108 1296 + 432
t12 = 5 + :—18i\/T:—18i\/43 — —184+12V/3.

Ricordandosi della sostituzione fatta segue facilmente che le quattro radici del polinomio

di partenza sono
T1,2 = £\ —18 + 12V3 e x3at =1/ —18 — 12v/3.

Dal momento che 12v/3 & 20.78, solo 1 ~ 1.67 ¢ 29 ~ —1.67 sono radici reali. Questo ci
dice che il nostro grafico ha due cambi di concavita, anche se solo x5 “cade” nel dominio
della funzione (nel grafico finale tale punto ¢ stato indicato con C' e le relative coordinate
con z¢ (= xz2) ed yo).



10. CONVESSITA /CONCAVITA: per quanto riguarda lo studio del segno della derivata seconda
ci chiediamo per quali z € D’ f”(z) > 0, cioe¢ in quali intervalli la funzione & convessa.
Gran parte del lavoro e gia stato fatto nel punto precedente, si tratta ora solo di trarre
delle conclusioni: y = 2 + 36t — 108 & ’equazione di una parabola rivolta verso ’alto e
passante per i punti P = (¢1,0) e Q = (t2,0). Quindi #? + 36t — 108 < 0 per ty < t < t1,

cioe se
22—t < 0,
% — to > 0.
Ora 22 —t; < 0 & verificato se x5 := —\/] < & < t1 := 1, mentre 22 —ty > 0 &

verificato per ogni € D’. In conclusione quindi f”(z) > 0 per 2 < x < x1. Si ha
quindi:

NN O

XC EX2 X1

11. GRAFICO DEFINITIVO: ora che abbiamo tutte le informazioni di cui necessitavamo
possiamo tracciare il grafico definitivo della funzione data:

B = (-2.45, 0) o A =(243,0)




12. ULTIME PRECISAZIONI: qui sotto potete infine trovare il particolare del flesso a tangente
obliqua in C"

L’equazione della tangente obliqua del flesso ¢ data da r: y = f'(z¢) - (x — z¢) + f(zc),
sostituendo quindi i valori di z¢, f(z¢) ed f'(z¢) nell’equazione si ottiene la retta

_9V2(3v3-5) — (V3-3) V2V3 -3z
! 62— 3 (2v3—3)7

disegnata in rosso in figura.

Esercizio 2. Studiare il comportamento della serie numerica

i’f n+2
n2+3n+1

n=1

Soluzione. Per prima cosa controlliamo se la serie data soddisfa la condizione necessaria per la
convergenza:

+o00
se E an converge, allora lim a, = 0.
1 n—-+o0o
n=

Se infatti tale condizione non & rispettata, la serie data non puo convergere. Nel nostro caso

n+ 2 : n(l+2/n) .1 14+2/n

lim — "% _ - il —
ntoon £ 3n+ 1 notoon2(1+3/n+1/n2)  asteon 1+ 3/n+ 1/n?

)

quindi la serie potrebbe essere convergente. Per secondo notiamo il fatto che la serie numerica
¢ a termini positivi. La domanda da porsi ora e: tra i criteri di convergenza per le serie a
termini positivi visti a lezione qual’eé quello piu adatto alla serie data? A lezione avete visto
sostanzialmente tre criteri:



1. CRITERIO DEL RAPPORTO: data la serie Z;{g an, an > 0 se

. An+1
lim -t

n—-+oo an

P,

allora se 0 < p < 1 la serie converge, se p > 1 la serie diverge a +00, mentre se p =1
non otteniamo informazioni.

2. CRITERIO DELLA RADICE: data la serie Z:{i‘j ap, ay > 0 se

lim a, =:p,

n—400

allora se 0 < p < 1 la serie converge, se p > 1 la serie diverge a 400, mentre se p =1
non otteniamo informazioni.

3. CRITERIO DEL CONFRONTO: data la serie Y% a,,, a, > 0,

“+00 “+o00
se a, > b, > 0 per ogni n e se an = 400, allora Zan = 400,

n=1 n=1

+oo —+o00
se an < b, per ogni n e se Z b, < 400, allora Zan < +o00.

n=1 n=1

Esiste anche una leggera variante del criterio del confronto, detto CRITERIO DEL CON-
FRONTO ASINTOTICO, il quale afferma che: date due serie Z;rg O, Ziﬁ by, con an,b, >0,
se

con c# 0, ¢c # 400, e

+o0 oo
se an < +o0, allora Zan < 400,

n=1 n=1
“+o00 +oo

se Z b, = 400, allora Z ay = +00.
n=1 n=1

Gia dai calcoli fatti per il limite all’inizio dell’esercizio ci siamo resi conto che il termine
generale a,, della serie, al crescere di n, si comporta sostanzialmente come 1/n. Abbiamo
quindi un’idea di come a,, va a zero per n — +o00: questo ci suggerisce di provare ad usare un
criterio del confronto. Scegliamo di usare quello del confronto asintotico con

+o0 +a>1
D=
n=1 n=1

Dal momento che si ha

n-+2
b PEEBnAl _ o nP42n
n— 400 1 n—s+oon? +3n+1
n

+oo 1 __ : . .
ey 2 = +o0o, possiamo concludere che la serie data diverge a +oo0.



