Appunti di Dinamica dei Sistemi di punti materiali.
Sistema discreto; Def. S= {m;| i=1... N}

Sistema continuo: S = [y dm = |y p()dV, essendo p(r) = dm/dV.

Nota Bene: per il punto materiale valgono le relazioni:

p=my, dp/dt = Fr = i F;
E, = ¥mv?, dEx = dW = Fr (r) - dr = X X F;- dr
Lo: raAp dLO/dt: rnkFgr= r/\zizlkFi:Zizlk’Co,i

Generalizzazione delle leggi e dei teoremi della dinamica del
punto materiale ai sistemi di N (N>2) punti materiali o particelle.

Equazione del moto della particella i-ma (legge di Newton):
m;a; = Fi(R) = Fi(l) + Fi(E) (1)

Forza risultante F{® agente sulla particella i-ma come risultante
delle forze interne F;"%e delle forze esterne F® al sistema S, dove:

Fi = 2N FY; [N.B.: Fjj= - Fji,]
Fi® = X" FO
N.B.: Vale il principio di azione/reazione, per cui Fj = — F;;.
In generale, I’equazione del moto della singola particella i-ma:
mia; = F® =F®+ Fi = FO(®r;, v;, t) + FO(ry;, vij t)

risultera essere un’equazione differenziale funzione di (Nri+Nv;+t)
variabili, cioé 6N+1 incognite.



Per un sistema di N particelle si ottiene un sistema di N equazioni
vettoriali di Newton, che danno origine a 3N equazioni scalari di
Newton in 6N+1 incognite (Nrj+Nv;+t).

Impossibilita di risolvere sistemi di 3N equazioni di Newton in
6N+1 incognite (Nr;+Nv;+t).

Cosa si puo fare con i sistemi di punti materiali?

Descrizione del moto del sistema S nel suo complesso attraverso
la definizione di grandezze dinamiche collettive, cioe di grandezze
dinamiche riferite all’insieme di punti materiali del sistema S.

In tale modo si otterra una descrizione del moto del sistema nel
suo insieme, invece del moto individuale delle singole particelle.

Le grandezze dinamiche collettive del sistema S si ottengono
mediante la “somma” delle grandezze dinamiche che

caratterizzano il moto individuale delle singole particelle
appartenenti al sistema S:

Fs® =" F®, Ps = 2tV pi, Exs = Yiet" Exis Los = Zist Loy
NB: Le grandezze dinamiche collettive del sistema S sono:

(R) ZI— N F (R) — ZI_ N F 0] + ZI_ N F (E) — F (INT)+ F (EXT)

Ps =" pi = Xt (Mi Vi)
Exs =Xiea" Exi = Ziea (amivi?)

Los = Zile Lo,i = Zile (rin pi)



E, analogamente al caso del punto materiale, cercheremo di dare
un senso alle relazioni seguenti, che sono riferite alle grandezze
collettive del sistema di N punti materiali in considerazione:

dPs/dt = 31N dpi/dt = 3, F® = 3N FO + 2N FE
dExs=dWs = X" F® - dr

dLO,S /dt :ZlNi i A Fi(R) = ZlNi 1o, i(R)

Calcolo della risultante di tutte le forze, interne ed esterne, agenti
sugli N punti materiali del sistema S:

FO =N FR =N+ FP] =
— Z]_Ni Fi(l) + lei Fi(E) — F(lNT) + F(EXT) — F(EXT)

essendo F'™NT = 0 a causa del principio di azione—reazione

(Fi = — Fy). Infatti: 23" F = XN 20N Fil = 21N ) Fi= 0.
cioé FS(R) = FS(EXT)

Verifica: F™ND = 3 M F O = 3N 2N Fil = 24 gy Fij= 0

— Per un sistema di due particelle: F,; = — Fy; si ha infatti:

FIND = > 1% ey Fij = Fi2 + Fo1 = Fyo + (- F1o) = Fi— Fpp =0.

= Per un sistema di tre particelle: F;; = — Fj;si ha infatti:

FOND = 3 % ey Fij = Fio + Fra + For + Fog+ Fag + Fap = Fip + Fya+
(—F12) +F23 + (=F13) + (-F23) = Fio + Fis— Fio + Fs— F13 — F23 =0

E cosiviaperN=4,5,6, ....



In definitiva la risultante di tutte le forze agenti sul sistema S di N
punti materiali in considerazione, sara:

FR -y N E® = g BT
E quindi, in base all’eq. (2) si avra anche:
dPs/dt = >, dpi/dt = ¥,Nimia = ¥ & = FEXD
0 anche, partendo dall’eq. (1) e sommando su tutte le N particelle:
>Nima = XN RO+ FEO = 2N RO+ SN FO = FED = E®
dove si & fatto tenuto conto del fatto che: 3N, F" = FIND =g
In definitiva, la risultante F<® di tutte le forze (interne+esterne)

agenti sul sistema di N punti materiali & data dalla risultante F&*"
delle sole forze esterne che agiscono sulle particelle del sistema S.

Tale risultante delle forze esterne Fs® = 3 ,N. F.® ¢ formalmente

identica alla risultante(Fg = 3. Fi;) delle forze agenti su una
particella, per cui vale la legge di Newton ma = F®,

E’ pensabile di trattare il sistema S come una super particella, per
cui si possa scrivere una relazione formalmente equivalente della
Il legge della dinamica del punto materiale (ma = Fg)?

La risposta € si, purché venga prima specificata la massa di tale
superparticella e, soprattutto il significato della sua accelerazione.

Per la massa del sistema non c’e problema, si fara riferimento alla
massa totale del sistema di N punti materiali, cioé Mg = ;i m;.



Per I’accelerazione della super-particella di massa Ms intenderemo
I’accelerazione “media” <a> del sistema S, ottenuta dalla media
ponderata delle accelerazioni a; delle particelle individuali, ossia
<a>=X"mya /X" m

Vedremo qui di seguito che I’accelerazione “media” cosi definita
corrisponde all’accelerazione del “centro di massa” del sistema di
N punti materiali, che coincide con il baricentro del sistema S.

Centro di massa di un sistema di particelle.

Definizione e proprieta: Posizione del CM
em = 20 M 1 7200 m, (N.B.: Mg =>1";m)
(Xem = 207 M; Xi IMs, Yem = 24" mi i IMs, Zow = 247 mM; Zi /M)

Nel caso di sistemi discreti si ha in pratica: Msrey = 2 m; I,

N.B. Il CM e una proprieta intrinseca del sistema.
La sua posizione quindi e indipendente da Oxyz, mentre le sue
coordinate dipendono dalla scelta del sistema Oxyz:

— Il caso di due particelle a distanza d I’uno dall’altra:

Sistema O’x’ tale che my sitroviinO'em, in X, =0 +d
X'em=[my 0+ m,d]/[my+ my] =m,d/[mg+ m,]

Sistema Ox tale che my si trovi in X3 € m, in X, = X1+ d:

Xem = [My X1 + My Xo] / [my+ my] =
= [m1 X1+ my (X1 + d)] / [m1 + mz]
=X +my d/(m1+m2)
= X1+ X'em

E quindi in notazione vettoriale: rey=ro + 'em



Proprieta distributiva del CM:

Il centro di massa di due sistemi di particelle S = {m; | j=1...
NileS ={m| k=1...N,} corrisponde al CM di due particelle
aventi massa uguale alle masse totali M, e M, dei due sistemi e
poste nel centro di massa di ciascun sistema:

Dimostrazione:

rem =21 v my /2N my
= [Z2™ my o+ 2 mie n I my + XM my] =
= [M1 repma + M rem2l/[M1 + My]

Centro di massa di sistemi continui.

Un sistema continuo e omogeneo avente forma geometrica
regolare ha il CM coincidente con il baricentro della figura, e tale
punto si trova sull’intercetta dei suoi assi di simmetria principali.

Utilita della proprieta distributiva nel calcolo del CM di un
sistema continuo fatto di due figure geometriche regolari.

N.B.: il centro di massa di un sistema di particelle coincide con il
punto di massima simmetria del sistema. Nel caso di un sistema
continuo esso coincide con il baricentro del sistema.

Esempi di calcolo: semi—disco, semi—sfera e semi—anello.
Semi—disco: Ycm = 4R/3m;
Semi-sfera: zcy = 3R/8;
Semi-anello: ycm = 2R/7;
Guscio semi—sferico: zcy = R/3;

Cono: z¢ym = h/4 (distanza misurata dalla base).



Velocita e accelerazione del CM:

) vem =2 mivi 2 Nimi (Vcem = 21N m; Vi [ Mg, etc.)

2) acw = 2aim;a 2N m; (ax.cm= >N mia / Ms, etc.)

In alternativa vcm € acw Si ottengono da M rey = SNmir:

1) M vew =21 miv; direttamente da Mdrcw/dt =3, m; (dri/dt)

2°) M acw =21 m; a; direttamente da Mdvcyw/dt =3, m; (dvi/dt)

Leggi cardinali della dinamica dei sistemi di punti materiali:

Sistema S isolato: i.e., quando non agiscono forze esterne: Fi = 0.

Evidenze sperimentali: per un sistema S isolato si ha la:
— conservazione della quantita di moto totale: Py = costante

— conservazione del momento della quantita di moto del sistema:
Lo,s = costante.

N.B.: Si tratta di un fatto sperimentale.
Ps = costante=Ps = 31" pi= 21" m;i vi = Mvgy=Vcwm = cost;
Lo,s= costante = Lo,s= >1NiLlo,i = 24" ri Amyv; = costante!

Conservazione della quantita di moto totale di un sistema isolato
(sul quale non agiscono forze esterne):

Mvcym = Ps = costante.  (evidenza sperimentale)

Esempio di conservazione della quantita di moto di un sistema di
particelle libero dall’azione di forze esterne;



Conservazione di una delle componenti della quantita di moto
totale del sistema isolato:

Mvcmx = Psx.

| casi In cul si conserva una sola componente:
— granata che esplode in aria;
— uomo che si sposta su una piattaforma posta su un piano liscio;

— moto di un corpo di massa m su un cuneo di massa M
appoggiato a un piano orizzontale liscio: 0 = m v, + M V,.

Sistema di punti materiali non—isolato: F;. 20 =F® 20

Mvcm = Ps = non e piu costante, ma Ps(t)

Relazione la derivata rispetto al tempo della quantita di moto
totale del sistema e la risultante delle forze agenti sulle particelle
dei sistema.

dPg/dt = d(Z:"; pi)/dt = X, (dpi/dt) = X NF®
— ZlNi [F|(I) + F|(E)] — F(lNT) + F(EXT) — F(EXT) — FS(R)

essendo F'NT) = 0 per il principio di azione—reazione.

Quindi: dPy/dt =3,V F.®

. 1*Legge cardinale della dinamica dei sistemi in un sistema di
riferimento inerziale o del laboratorio (sistema L).

Tale legge si pud anche scrivere come: Msacy = F&*7, nota anche
come teorema del centro di massa del sistema, dato che dalla (2):

> Nmai =XiF® oequivalentemente = Msacy = FED



Esiste una seconda legge (Il legge cardinale) della dinamica di
sistemi che correla la derivata del momento della quantita di moto
totale del sistema S al momento delle forze esterne rispetto ad O.

. 11° legge cardinale della dinamica dei sistemi:

dLos /dt = d(EiNi Lo )/dt = TN, 10, ® = 1,ED

1) Sistema isolato: sappiamo che il Lo s Si conserva:
Lo,s= costante = Lo,s= X1"iLo,i = 21\ ri Amiv; = costante!

In tal caso il teorema del momento angolare da dLo s /dt = 0.

dLos /dt = % dLo/dt = X to; =2iri A F® = Xiry A (FO+F)
ma dato che non ci sono forze esterne Fy = F® = 0, si avra pure:
0= dLQs /dt = Zi ri/\Fi(') :ZiTOi(I) = ’CO(INT) =0=

Sistema isolato: risultante dei momenti delle forze interne = 0,

N.B.: X raF® = X rin X gaFil” = % ij e Fin Fi = 0

Infatti per un sistema di due particelle (sietema a due corpi):

Zi:l2 ri/\Fi(I) =2 i:12 FiA2j (j;ti)Fij(I) = AR + raaFo; = (= r))AF
_ _ _ ) —
= roAF1= Y [rpAFg + FuaFar] = % Y e s Fi® =0

mentre, per un sistema di tre particelle si avra:

3 Ny _ 3 ) _

Yiet® AR = X 0® RAY i Fi ™ = rAF 1, + raF g+ raFg, +

roAF23 + raaFsp + raaFs, = (r — )AF + (r; — ) ARz + (rp —

r)AF23 = ripAF + FisAFs + FosAF = %2 [ripaF + AR, +
_ N _

risAFis + rgAFs; + FaaFas + rpAFsp] = %2 Y ) Fis Fil = 0



E cosiviaperN=4,5,6, ....
2) Se il sistema non e isolato allora dLos/dt = O, e si ha che:
dLo /dt = d(X1"; Lo)/dt = =XiriaF; = Ziria(F"+ F)
=2 TO,i(I) + 2 To,i(E) = To(EXT)
essendo, come abbiamo visto ¥1"; 10" = 0.

dLo /dt = d(XN Lo )/dt = 24N 10, ® = 1o,ED

Sistema L: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi:

1 L_egoe cardinale della dinamica dei sistemi:

dPs/dt = Zi Fi(E);

equivalente a:
M dcm = F(EXT)

11° legoe cardinale della dinamica dei sistemi:

dLo /dt = d(lei Lo.)/dt - ZlNi To,i(E) - ’CO(EXT).

Le leggi ricavate piu sopra valgono in un sistema Oxyz,t (L)

Principio di azione—reazione per i sistemi di punti materiali:

Le due leggi cardinali della dinamica sanciscono che,
indipendentemente dal fatto che il sistema S sia isolato oppure no,
la risultante delle forze interne F'NP=0 e il momento risultante
dei momenti delle forze interne 10" = 0. Cioé:

FIND =3 NEY=0;  10®P=2N 10" =2 ri AR =0).



Sistema C: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi

Sistema C: Sistema di riferimento del centro di massa.

Si tratta di un sistema CMxyz, ancorato al CM del sistema S e
avente gli assi cartesiani paralleli agli assi x,y,z di Oxyz.

Calcolo della quantita: r'cy = 2 mir'i = Mr'cy =0;
Calcolo della quantita: Ve = 25 miVv'i= Mv'cy = 0;
Calcolo della quantita: a’'cpy = 2, m;a’j = Ma'cy = 0.
Calcolo delle grandezze dinamiche: P's, E’sxe L'cw.
P's =2 pi = XN mivi=Mview =0;

E'vs = 21" E'ki =% 2N imy v =% 20N (p'Imy)
L'oms = 21" Llomi = X1 i AmV';

Sistema C = sistema a quantita di moto totale nulla:

P’s = 0 (con dimostrazione).
Leggi cardinali della dinamica nel sistema C:
— 1% legge cardinale: Ma’cyy =0, ma ...
dP's/dt = X F® — Macy =0

— 11* legge cardinale: dL'cy s/dt = i temi® = tem&* .

N.B.: Vale il teorema del momento angolare rispetto al CM
assunto come polo (anche se CM e in moto non uniforme).



Energia meccanica di un sistema di punti materiali.

Resta da vedere I'energia come grandezza dinamica collettiva di
un sistema di punti materiali S.

Cosa succede dell'energia di un sistema di punti materiali?

Relazione fra la variazione dell’energia cinetica totale del sistema
S e il lavoro delle forze interne ed esterne al sistema di particelle.

Energia cinetica di un sistema S:

Nel sistema del laboratorio L, ancorato ad un punto fisso O:
Evs = 21 i Exi = 21 (% mi vi).
Nel sistema del centro di massa C, ancorato al CM del sistema S:
E'ks =21 i Bl =20 i (e my vi9).

E’. s & detta anche energia cinetica interna E,s"™ '

Lavoro delle forze agenti su un sistema di particelle S.

Definizione di lavoro elementare delle:

— forze interne: dW™NT = 2N dw®; = 3N FO drr;

= forze esterne: dW=T = 3N, dW®, = 3N Fi®°dr;.

Il lavoro elementare totale delle forze interne e delle forze esterne:
dw = dW&" + dw'™'T.

|l teorema dell’energia per un sistema di particelle si scrive:



dEk,S — dWEXT + dWINT
In termini finiti si scrivera:
AEys = Exsg — Exsa = W+ WINT,

Se le forze interne sono conservative, allora si puo definire una
funzione energia potenziale delle forze interne:

EPINT :_%Zi,j(iij) Ep,int (rij)’ con Ep’int (rij) — F(i)(rij).drij, e dEPINT: _
1/22”' F(')(rij)°drij, = - ZlNi dWi(I) = — dWINT.

Pertanto:
AEys = Exsg — Exsa = W — AEST,

ossia:
AEkS +AE INT — WEXT

Def. di Energia propria di un sistema S: Ug = Exs + Ep' .

Vale la relazione A(Eys + Ep'') = WE*T, ossia AUg = WE*T

Se anche le forze esterne sono conservative, e quindi si puo
definire un’energia potenziale delle forze esterne:

dEp™T = — 34" KO dri= — 20N dwi® = — dw™,

allora si potra scrivere: AU= —AE,""", e quindi A(U + E;=*")=0,
Cioé:
AErs =0,

dove ET,S = Ek,S + EplNT + EPEXT.



Conservazione della Energia totale meccanica Et s di un sistema S
di particelle soggette all’azione di sole forze conservative: Ets =
U + E,"" = costante del moto.

Esempio: Due corpi puntiformi collegati fra loro da una molla in
moto nel campo di forza gravitazionale della terra.

N.B.: Dipendenza dell’energia cinetica dal sistema di riferimento
scelto, e indipendenza dell’energia Eo"™"" dal sistema scelto.

Nel sistema C, ancorato al CM: E’ 5 e detta anche energia cinetica

interna o intrinseca Ex s e la somma Ex ™' + Ex g™ =

(ExstEp)™" = Us™T, che & chiamata anche energia interna.

Teoremi di Konig

Relazioni fra le grandezze dinamiche collettive (quantita di moto,
momento delle quantita di moto, energia cinetica) misurate nel
sistema del laboratorio (sistema L) e del CM di S (sistema C):

Teoremi di Konig: della quantita di moto, del momento della
quantita di moto, e dell'energia cinetica.

= guantita di moto: Ps =Mvcu+ P's = Mvew.

N.B.: Dimostrazione:

Ps =2 miv; =2 m; (Vem+V'i) = (i mj )vem+2i miv'i = Mvey
= momento angolare: Lo s = reuAMVem+ Licus

N.B.: Dimostrazione:

Los = 2iLlo,i=2i i Amivi =2 (rem+r') Ami(Vem+V') =
2i FemAMVem+2i ' AMivew + 25 Fom AMVY + 25 15 AMVY
=remA (i M)Vem + i L'omi = remAMVenm + Licuss



Perché si ha che: 2™ r'i Aamivem=(21"i mir'i))Avem = 0
e cosi pure che: X1 rem AMV = rem A (1N miv') = 0.

—delllenergia cinetica: Ek,S =1 |\/|VC|\/|2 +Ek,5’ = Ek,CM + Ek,||\|'|'

Dimostrazione:

Evs==2iExi =% Ximivi® =% Xim;viev; = % 2 m,
(VemtV')e(VemtVh) = % Xim;i Vow® + XM VieVem + % 2 mi V2 = %
Mvem™+ Exs -

Dal momento che &: 3™ miv'ie vewm = (X1 miv) « Vem = 0.

Teoremi di Konig: Scomposizione del moto di un sistema S di
punti materiali nel moto orbitale del centro di massa del sistema
rispetto al punto O, e nel moto intrinseco o interno delle particelle
del sistema rispetto al CM del sistema S.

Esempi: moto della luna attorno alla terra = moto orbitale di un
punto materiale di massa Mg = Mt + M, con velocita vy + moto
Intrinseco rispetto al CM del sistema, indipendente dal sistema di
riferimento usato per l'osservazione.

Sistema a due corpi: massa ridotta.

Problema dei due corpi: moto relativo di due particelle soggette
unicamente alla loro mutua interazione, puo essere espresso come:

mai = Fio
Def. massa ridotta del sistema: . = mymy/(my+my).

E’ la legge di Newton di una particella di massa p sotto l'azione di
una forza Fy, riferito al SRI ancorato nel CM del sistema.



Espressione dei teoremi di Konig per un sistema a due corpi.
— Quantita di moto nel sistema C:

Psl = p1’+p2’: O, dato che pl, = —pz’, e Vl’: m2V12/(m1+m2),

Si avra anche;
P’ = MV’ = MyMyVao/(My+my) = 1 Vi
e P2’ = MyVy = MoMyVar/(My+mMy) = [ Vo = — W Vi

Quindi: p’=py =P’ = u Vo,
— Energia cinetica interna di un sistema di 2 particelle:

Exint = Y2p V122 = p’2/2u-

— Momento angolare interno:
Lemint = F2 Al V.

Cosa succede quando m;<<m, (atomo di idrogeno; sistema
satellite-pianeta etc.) e cosa si puo fare in generale in termini

della massa ridotta p.

Esempio: caso del manubrio costituito da 2 corpi puntiformi
collegati da un'asta rigida lunga L e priva di massa, calcolo:

— dell'energia cinetica interna: E'xs = %2 p Vio° = % p (Lw)?
— del momento angolare intrinseco: L'cy = FiaAUV, = AL 0

— della tensione della asta come forze interna la sistema:
T= n V122/r12 - U V122/|_ - U L(D2



