(1—a"< (essendo 0<a< 1, n>1).

¢ 1. In un insieme ordinato, un elemento pud essere, al tempo stesso, mas- I -}fna
simale ¢ minimale? ed essere al tempo stesso massimo e minimo?
. . . . 9. Sia f la funzione reale cosl definita f(x) = ax+b. Si trovi Pespres-
¥ 2. Dato un insieme finito E, si descriva una catena massimale di J(E) ione di /™ =fofo...of (1 volte).

(I’ordinamento & sempre quello per inclusione).
*10. Si consideri la successione #i->a, (di Fibonacci) cosi definita:

=0, a3=1; apy3=0a,+a, ;. Si dimostri che la successione si pud cosi
1appresentare: a, = 4x" 4 By", essendo 4, B, x, y numeri reali da deter-

& 3. Si dimostri che se in un insieme ordinato finito vi & un unico elemento
massimale, esso & massimo.

¥ 4. Si consideri P'insieme Nt degli interi positivi, ordinato per divisibilitd

(cioe m< n significa: m & divisore di z). Riconoscere che si tratta di un ordi-
namento filtrante e che, dati due elementi g e b in N* I'insieme dei “seguenti
comuni” (cioé l'insieme {X: x>a, x>5b}) ha un elemento minimo. Come
viene chiamato abitualmente questo? Analogamente, si dimostri che I'in-
sieme dei “precedenti” comuni di ¢ e b ha un elemento massimo. Come si
possono individuare in N7, in termini di questo ordinamento, i numeri primi?

6. I numeri cardinali; gli insiemi finiti
La nozione di corrispondenza biunivoca (introdotta nel § 3)
sta alla base della nozione di numero: contare significa stabilire
na corrispondenza biunivoca tra un insieme di oggetti ¢ un

sieme “campione” (ad esempio: I'insieme delle dita di una mano).

i ideri + i ivisibilitd. Fra i seguenti sotto- .
3. Si consideri ancora N* ordinato per divisibilt su sulta molto naturale la seguente definizione:

insiemi si ricerchino quelli che sono catene e, fra queste, le catene massimali
(cioé non ampliabili).
Per ogni catena non massimale, si cerchi una catena massimale che la contiene:

{2n: n=1,2,3,.}, {n: n=1,2,3.13,

{n:n=1,2,3,..3, {p*: »=1,2,3,..} (p numero primo),

{2*: n=1,2,3,...}, {10":»2=1,2,3,..1}.
s 6. Il principio d’induzione si applica spesso in questa forma: sia 7" un sot-
toinsieme di N con le seguenti proprieta: 0€ T; inoltre: per ogni #€N, se
tutti gli interi m<C#n appartengono a T, anche nt appartiene a 7. Allora &

T = N. Dimostrare questa proposizione, o facendo uso delle proprietad di N,
o per mezzo della proposizione 5.12.

6.1 DEFINIZIONE Dati due insiemi, si dice che essi hanno lo
esso numero cardinale se essi possono essere posti in corrispon-
nza biunivoca.

Per indicare che due insiemi X e ¥ hanno lo stesso numero
rdinale, scriveremo c(X)=c(¥). Questa relazione gode delie
oprietd riflessiva, simmetrica, transitiva.

*6.2 Osservazione. Se tutti gli insiemi che si considerano in
certa teoria maternatica sono contenuti in uno stesso insieme
che fa da “universo”), il simbolo ¢(X) assume il significato di
asse di equivalenza in $(E) (cio¢ indica la famiglia di tutti i
ttoinsiemi di E che si possono porre in corrispondenza biunivoca
n X). Ma, se non si fa una tale convenzione, dal momento che,

% 9. Dimostrare per induzione le seguenti relazioni:

. n(n + 1) 13t 239 §2
14243 F+otn = — e sappiamo, non esiste “I'insieme di tutti gli insiemi”, Pespres-
one ¢(X)=c(Y) deve essere intesa, globalmente, come un pre-
nn+1D2n+1
TR ( )6( )’ cato binario (relazione, ma non in senso insiemistico) tra X e ¥.

Cominciamo ad applicare la definizione 6.1 ai casi piil semplici.
eso un ne N, consideriamo I’1n51eme degli interi che precedono

n(n -+ 1))2
’ cioé linsieme:

* 13—|—23+33+...+n3=( 3

7 ] —qgntt

zk % = ——— (supponendo a1).
o l—a

In= {0, 1, 2, cory I’l—‘l} .
_Gli insiemi Z, si prestano bene come insiemi-campione,
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6.7 PRINCIPIO DEL QUOZIENTE Nell’insieme X, sia & una rela-
ione di equivalenza tale che tutte le classi di equivalenza abbiano
| medesimo numero cardinale r; allora si ha:

dX)=r c(X|%).

Notiamo che i termini “insieme-prodotto” e “insieme-quo-
iente” prendono spunto dalle regolette 6.6 ¢ 6.7.
C1 poniamo ora i seguenti problemi:

6.3 DEFINIZIONE Si dice che un insieme X ¢ finito se esiste
un neN tale che X si possa mettere in corrispondenza biunivoca
con In; in questo caso si dice che X ha numero cardinale n, e si
scrive «(X)=n. Se non esiste alcun n per cui questo & possibile,
si dice che X é infinito.

Perché Pattribuzione del numero cardinale » all’insieme X sia
legittima, occorre dimostrare che, se X & finito, & unico I'intero n
tale che X e I, si possono far corrispondere biunivocamente.
Supponiamo, per assurdo, che X si possa mettere in corrispondenza ‘
biunivoca sia con I, che con I, con m==n. Allora ¢ chiaro che
Iy, e I, si possono porre in corrispondenza biunivoca fra loro. Ma

cid & escluso dal seguente teorema, che ha portata un po’ pill
generale di quanto qui occorre:

a) Dato un insieme B, con ¢(B)=n, e preso un intero k<n,
rovare il numero dei sottoinsiemi di B composti di k elementi.
Indichiamo questo numero con Cyj (essendo chiaro a priori
he questo numero dovra dipendere solo da » e da k). Con ter-
minologia classica, il numero Cyj viene detto “numero delle

6.4 TEOREMA Per ogni intero n>1, linsieme I, non pud essere ombinazioni di n elementi, di classe k™.

posto in corrispondenza biunivoca con una sua parte proprid. b) Dati due insiemi A e B, con c(A) =k, c(B)=n, calcolare il
> T e

Lasciamo allo studioso (se ne ha voglia) la dimostrazione di wmero Fpy delle applicazioni di A in B.
questo teorema, facendogli presente che sard utile aver presenti
le proprietd degli interi naturali considerate nel paragrafo prece-
dente (in particolare la 2)).

Rimandando al prossimo paragrafo lo studio di qualche in-
sieme infinito e di qualche ulteriore proprietd dei numeri cardinali,
dedichiamoci ora allo studio degli insiemi finiti. Il problema
fondamentale che vogliamo affrontare & il seguente: dati certi
insiemi finiti (anzi: dati semplicemente i loro numeri cardinali)
calcolare il numero cardinale di insiemi che si ottengono da essi
mediante le operazioni insiemistiche fondamentali.

Cominciamo con alcune proposizioni, che chiameremo “prin
cipi” potendo essere considerati come teoremi, oppure come
definizioni (della somma, del prodotto e del quoziente), in dipen
denza dal modo con cui vengono introdotti gli interi naturali

¢) Dati due insiemi A e B, con c(4) =k, ¢(B)=n, calcolare il
umero Dy y, delle applicazioni iniettive di A in B.

Dn1 & detto “numero delle disposizioni semplici” di n elementi,
i classe k mentre per il numero Fy,  si parla di “numero delle
isposizioni con ripetizione”, di n elementi, ¢ classe k.
Cominciamo con il problema b), che & pilt semplice. Si potra
rocedere per induzione rispetto a k. E evidente, anzitutto, che
Fpa=n (se A consta di un solo elemento, le applicazioni
— B sono tante quanti gli elementi di B). Supponiamo ora che
sia costituito di k elementi, con k> 1; sia ora ¢ un qualun-
ue elemento di A: ripartiamo le applicazioni A— B in classi,
ettendo in una stessa classe le applicazioni che coincidono in
—{a}; dunque, una stessa classe conterra tanti elementi, quante
ono le applicazioni {4} - B cio¢ », mentre il numero delle classi
ara Fy x—1. Dunque per il principio 6.7, si ha la relazione:

6.5 PRINCIPIO DELLA SOMMA Se X e Y sono insiemi finiti.
disgiunti, si ha:
XU Y)=c(X)+c(¥).

6.6 PRINCIPIO DEL PRODOTTO Se X e Y sono insiemi finifi,
si ha:

Fn,k = Fn,k—l'n .
Tenendo conto che Fy,3=mn, si ottiene subito

(XX V)= c(X)-c(Y). Fpp=nk, [6.1]
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alenti se hanno la stessa immagine
f~gs/D=54).

e possibili classi di equivalenza sono tante quanti i sottoin-
i di B costituiti da k elementi, cioé Cp.

eni classe contiene tanti elementi quante sono le applicazioni
ive di un insieme di k elementi in un altro (di k elementi).
i pud concludere allora:

.Dn’]g = k! Cn,]g .

6.8 Osservazione. Questa formula suggerisce anche la nota-
zione B4, con cui si indica P'insieme di tutte le applicazioni di 4
in B (anche nel caso in cui 4 ¢ B non siano finiti).

Il problema c¢) si tratta in modo abbastanza simile; notiamo
solo che, perché esista un’applicazione iniettiva 4 — B, deve
essere n>k, (altrimenti si finirebbe per avere un’applicazione
biiettiva di un insieme finito in una sua parte propria, cosa che
resta esclusa dal teorema 6.4).

Cominciamo dunque, col notare che, come prima, ¢ Dy1=n.
Supponiamo ora che 4 abbia k> 1 elementi, e sia ¢ uno di essi.
Ripartiamo I'insieme delle applicazioni iniettive 4 — B in classi,
mettendo in una stessa classe le applicazioni che coincidono in
A—{a}. Una classe conterra n—(k—1) elementi: infatti tanti
sono i valori che restano disponibili in B, non potendo un’appli-
cazione iniettiva assumere nel punto a alcuno dei k—1 valori gia
assunti in 4 —{a}. Allora, sempre per il principio 6.7, si ha la
formula:

da notare che questa formula fornisce anche un risultato
etico tutt’altro che evidente: il prodotto di % interi con-

n—1)...(n—k+1 )
Czo="2=1) k(,” k+l) [6.31

bbiamo supposto k>0; possiamo porre Cpo=1 (¢ un
o sottoinsieme vuoto!).

numeri Cyx vengono anche detti coefficienti binomiali, per
mportante proprietd che considereremo fra poco, e vengono

Dy =Dy paln—k+1).

Procedendo per induzione, e tenendo conto che Dyi=n si
ottiene il risultato:

Dugy—=nn—1)—2) . (1—k +1). [6.2] k

ominatore della [6.3] per (n—k)! si ottiene subito I'espressione:

(n) = Cnjp= zv—(nﬂ:@ - [6.4]

n o qs
cati anche con il simbolo < > Moltiplicando numeratore e

Un caso particolarmente interessante ¢ quello in cui sia k=n.
1l numero Dy 4 pud essere visto come numero delle applicazioni |
iniettive di un insieme di n elementi in sé; queste applicazioni
sono necessariamente anche surgettive (per la solita ragione che,
altrimenti, vi sarebbe un’applicazione biiettiva di un insieme finito
in una sua parte propria). Tali applicazioni vengono dette sosti-
tuzioni. Dunque, il numero delle sostituzioni su un insieme di n
elementi & dato dalla formula:

iamo che, avendo posto 0! =1, questa relazione vale anche
casi estremi k=0, k=n.
coefficienti binomiali hanno molte interessanti proprieta. In

o luogo:
(Z) = (n i k) . [6.5]

_Questa relazione & evidente dalla [6.4]; d’altra parte, essa pud
sere dimostrata osservando che, dato un insieme Gi n elementi,

un’ovvia corrispondenza biunivoca tra la famiglia dei sottoin-
emi di & elementi e quella dei sottoinsiemi di n—Fk elementi:
ella che associa ad ogni insieme il suo complementare.

Dn’nz 1:2:3-....n=mn!.

Siamo ora in grado di risolvere il problema ). Consideriamo
Pinsieme di tutte le applicazioni iniettive di un insieme 4 di &
elementi, in un insieme B di n elementi (k<n).

Introduciamo nell’insieme di queste applicazioni la seguente
relazione di equivalenza. In altre parole, due applicazioni sono
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Queste considerazioni si applicano al seguente importante

ny_(n—1 n—1 orema:
(k)_( k )+(k—1)' [6.6

6.9 TEOREMA (FORMULA DI NEWTON DELLO SVILUPPO DEL BINO-
0) Siano a e b numeri reali (o, pit generale, elementi di un anello

mmutativo). Allora vale 'uguaglionza:
2 (n

(@b = 3 () e 6.7
0

in questa formula si deve intendere: x%= 1, qualunque sia x).

Per k> 1 vale inoltre I'eguaglianza:

La d.imostrazione si pud ottenere con semplici calcoli, espri-
mendo i due termini che compaiono a secondo membro m’ediante
la [6.3] ed eseguendo ovvie semplificazioni. Ma & istruttivo darne
anche una dimostrazione di carattere combinatorio.

Secondo la nostra definizione Cn,k=<2) ¢ il numero dei sot-

tqinsiemi di k elementi contenuti in un insieme B di 7 element
Fissato un elemento a€B, i sottoinsiemi di k elementi di B
possono ripartire in due classi: quelli che non contengono a,
n—1\
r - . - - . k
(perche sono 1 sottoinsiemi di B — {a} costituiti da % elementi)

Dimostrazione. Diamo dapprima una dimostrazione di carat-
re combinatorio. La potenza (a+b)* ¢ un prodotto:

(a+b)-(@+b)-....(a+b) din fattori.

1l suo sviluppo & una somma di monomi tutti di grado » in
e b del tipo a®b¥, con 0<k<n; il monomio a®¥b¥ compare
ante volte quanti sono i modi di fissare i k fattori da cui estrarre

e quelli che contengono 4. I primi sono in numero di

. . . . ([
gli altri sono in numero di ( P 1) (perché sono in corrispon

denza b.iunivoca con i sottoinsiemi di B—{a} costituiti da k—
elemen'tlz agg%ungendo a ciascuno di questi Pelemento a si ottien
uno di quelli). Cosi risulta, evidentemente, la [6.6].

n
(estraendo a dai rimanenti n—k): ciod (k) volte. =

Si osservi che per ridurre i monomi alla forma a?~%b* si fa

L'uguaglianza [6.6] permette di calcolare i numer; (Z) me- so essenziale della proprietd commutativa del prodotto.

Diamo ora un’altra dimostrazione fondata sul principio di
duzione. Per n=1 si ha

@B =atb=3( )aer,
0

diante il noto “triangolo”; questa & una tabella di numeri disposti
. . n
su righe e colonne; il numero <k) viene scritto allincrocio dell
n-esima riga e della k-esima colonna (k<n).
si ha [P = (™ ) n
ihal,)= " =1 e, inoltre, per O0<k<mn, (k) & somma

di due numeri che si trovano nella riga precedente: uno nella
stessa colonna e l'altro nella colonna precedente.

ertanto la [6.7] vale per n=1; sia ora n>1 e supponiamo va-
da la [6.7] per lintero n —1. Si ha allora:

n—1

@+br=(a-+o» N a+bh)=| 3, (" © 1) a1k Bk | (g +b) =

1

1 a1 n—1 7l (n—1

1 5 1 =zk( & ) an—kbk.{._zk( & )an—l—kbkﬂ:
0 ¢

1 3 3 1 n—1 1 (3 1

1 4 6 4 1 =S (n— )an—kbk+ ("_ )an—hbh

1 5 10 10 5 1 %" k -1 ’

ove si & posto k-+1=~h nella seconda sommatoria. Poiché Ia
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somma non dipende dalla lettera usata come indice, poniam
di nuovo %, in luogo di 4 nella seconda sommatoria; dalla prim
sommatoria estraiamo I’addendo corrispondente a k=0, dall
seconda I'addendo corrispondente a k=n, ottenendo cos’i: k

@tor=("3") an+(’;:})pn+”§2[(”;‘)+(Z:;)]an—kbzc

Tenendo presente che &

(o)== G2)=e=)

e applicando la relazione [6.6], si ottiene finalmente:

Sercizi
Dati nel piano # punti, fra cui non vi siano 3 allineati, quante rette
dividuano?

In una gara a cui partecipano » concorrenti (#>3) vengono classi-
solo i primi tre arrivati. Quante sono le possibili classifiche?

Dei numeri di quattro cifre formati con le nove cifre 1, 2, ..., 9 si trovi:
uanti hanno le cifre tutte distinte,

uanti hanno le cifre in ordine crescente,

uvanti hanno due cifre pari e due cifre dispari.

Quanti sono i numeri di quattro cifre tutte distinte, che non comin-
on lo zero?

. In quanti modi otto rematori possono disporsi in un canotto, con la
ione che i due piut deboli non vadano né al primo né all’ultimo posto?

(a+byr= znk (n) anvkpis
o \k

che & appunto la [6.7]. =
Si dimostri, per induzione rispetto a r, che

nl

4+ ay+...+a) = z ————adhals .. abr

6.10 Osservazione. 11 numero di tutti i sottoinsiemi di un in-
Ey¥lat.. tlp=n k]‘!kz! ." krl

smme,‘dl n elementi (compresi quello vuoto e quello coincidente:
con V'insieme stesso) & dato dalla somma:

(g)+(T)+"'+(nf1)+(2)=§k(2)=(1+1>“=2”- [6.8]

o, . .

. C¢ un a‘ltra Vvia per trovare questo risultato; dato un sottoin
sieme H di un insieme B, possiamo introdurre una funzione
definita in B assumente i soli valori 0 e 1, in questo modo:

omma va estesa a tutte le r-uple di numeri interi non negativi 4y, &, ..., &,
che ky+ky+ ...+ K, =n).

In quanti modi si possono ordinare (linearmente) » oggetti, di cui
sono uguali fra loro, m, uguali fra loro (e diversi dai precedenti), ..., m,
ali fra loro (e diversi da tutti i precedenti)? (my+ my+ ... +m, = n.)

. Quante sono le soluzioni (in interi non negativi) dell’equazione:
X+ X+t x.=n,

se xeH ndo » un intero assegnato?

0 se x¢H.

P(x) =
. In quanti modi diversi si possono disporre » persone attorno a un
lo rotondo? (Si pensa che due disposizioni coincidono se ciascuno dei

Una tale funzione si dice funzione caratteristica dellinsieme H. seenti ha lo stesse dus persone accanto.)

Ev1d_entemente, una funzione assumente solo i valori Oele
funzione caratteristica di uno e un solo sottoinsieme. Allora 9(5)
h_a Io stesso numero cardinale dell’insieme di tutte le applicazioni
di B In un insieme di due elementi; questo numero cardinale
(Yedl la [6.1]) & 27, Si usa spesso la notazione 27 per indicare
Pinsieme §(B), anche nal caso in cui B sia infinito.

7. Gli insiemi infiniti; ulteriori proprietd dei numeri cardinali

Riprendiamo lo studio dei numeri cardinali, occupandoci in
articolare di quelli infiniti. Un insieme-campione di grande im-
rtanza ¢ I'insieme N degli interi naturali.




