Variabili casuali continue

Definizioni principali.

Valore atteso e Varianza.

V.C. Notevoli: uniforme, gaussiana, X?

Teorema del limite centrale.

* Principio ristretto di equivalenza in variabilita.
« Convergenza in legge.

Osservazione: una v.c. continua puo assumere infinite
osservazioni (o realizzazioni).

Conseguenza: se ogni osservazione fosse equiprobabile la
probabilita di una realizzazione sarebbe infinitesima.

P(X=x)~0
Per v. c. continue si preferisce definire la probabilita che la
realizzazione cada in un intervallo.

P ( me <X= Xsup)

Osservazione:se i # reali sono tanti, gli intervalli sono di piu.

Conseguenza: difficile definire una v.c. continua mediante le
probabilita, meglio un suo “parente stretto” (da cui
ricavare le probabilita che interessano).

Definita univocamente dalla densita di probabilita (d.d.p).

 Densita di probabilita f(x): funzione reale di numeri reali
la cui area sottesa fra due punti a e b, corrisponde
alla probabilita che la v.c. X sia compresa fra ae b.

f:R—>R j f (x)dx=P(a<X<b)
m)T

» |'area sottesa da tutta la curva deve essere unitaria

P(~w<X <to0)=1= [ f(x)dx=1
« Se e continua, la d.d.p. deve essere sempre positiva

f(x)=0 V xeR

- Dimostrazione per assurdo.
Supponiamo che esista un intervallo [a ;b] in cui
la d.d.p. e negativa. Allora si avrebbe

ff Jdx<0 = P(a<X<bh)<0




» Anche per le v.c. Continue valgono gli stessi concetti indicati da
valore atteso e varianza.

» Valore atteso E[X]
- v.c. discreta E[X]:ZiM:1 p(X) X,

- V.C. continua E[X]Zfi: f (x)xdx
» Varianza Var[X]
- v.c. discreta Var[x]zzz1 p(x)(x—E[X])

- Vv.c. continua Var[X]:fi: f (x)(x—E[X])dx

» Osservazione: nel calcolo si sostituisce la sommatoria con
l'integrale e la distribuzione di probabilita con la densita di
probabilita.

» Le proprieta del valore atteso e della varianza restano invariate
anche per le v.c. continue.

 Variabili affini: Y=aX+b
- E[Y]=aE[X]+b
- Var[Y]=a*Var[ X]
* Combinazione lineare di vv. cc. indipendenti Y=ZiK:lci X,
_ EV=Y cElX|]
- Var[Y]:ziKzlchar[Xi]
« Teorema di Bienaymé - Cebicev

P(X—E[X]|>¢)<YA1X]

&

 V.c. continua X le cui modalita appartengono all'intervallo 1=[a;b] .

P(X<a)=P(X>b)=0 < f(x)=0 V x¢lI
 Tutte le modalita sono equiprobabili
f(x)=k V xel
- calcoliamo l'integrale fraaeb

[t (x)dx=] k dx=(b—a)k

- l'area sottesa da una d.d.p. € sempre unitaria

b _ B . 1
J.f(xdx=1 = (b-ak=1 k=14

 Noti gli estremi la d.d.p e definita.

- Sidice che
X ~Unif (a,b)

Una macchina produce barre di acciaio la cui lunghezza oscilla fra
130 e 135 cm con egual probabilita. Calcolare la probabilita che si
produca una barra compresa fra 132 cm e 134 cm

* Lav.c. L: lunghezza della barra prodotta

- Si ha che L~Unif (130, 135)
- Lad.d.p. diL e la seguente

0 L<130
f(X)={———— 130=<L<135
() 135-130
0 L>135 130 135 L
* La probabilita richiesta & data da: 0.2 ————
134 1
P(132<L<134)=]_ f (x)dx=2:==040
130135 13413 L




]:a+b

Valore atteso di X ~ Unif(a,b) E[ X >

- dim.
E[X]:ft: f (x)dx:fio de+f:+bT1&1xdx+wa 0dx

b
1o 1 (X[_ 1 b-a® 1 (b-a)(b+a)
E[X]—mfaxdx—ml?a_b_a o' 1 (b-al
2
*/ Varianza di X ~ Unif(a,b): Var[X]z(b_a)
12 -
- dim. b+a
+°° 2 1 2, b+af 1 |72
Var[X]=[" f(x)(x—E[X]) dx= [ (x-223) ax= T g a
b
1 2Xx—b+a : 1 3P 2(b—a)3
Var| X |= = 2x—b—a| |,=
. 3<b—a>[( 2 ) 3(23><b—a>“ = Saa

« V.c. continua X le cui modalita appartengono a tutto I'asse reale

» Lad.d.p. &€ nota e dipende da due parametri u e o.

e = S e
f<x):0_\/ﬁe 0s / \ / \\ N0ty

« Sihache !l \\ ’f \\

- E[X] = u ; ARNEN

— Var[X] - 0.2 Zz / \ ?}/\k\

- Xe simmetrica rispetto a E[X] . / /\Z \
+ Sidice che: L L A

X~N(p,0?)

* Lad.d.p. normale non puo (ad oggi) essere integrata in maniera
esatta; si puo solo calcolare integrali approssimati (come per ).

» La trasformazione affine di una gaussiana & ancora una gaussiana
» Esempio: date

X~N(u,0)
Y=aX+b
- Si ha che
* E[X] =«
 Var[X] = ¢
* Y~N(ap+b,ac?)

» Osservazione: Il terzo punto non é scontato: esistono infinite d.d.p.
che condividono lo stesso valore atteso e la stessa varianza.

» Cosi importante da avere un “nome proprio”: Z.

* V.c. Gaussiana in cui si fissano
- E[Z]=px=0 0 e
- Varz] = =1 Ui / \
« Z~N(0;1) . / \
e Znon ha parametri. ’

* Gli eventi descritti da una v.c. X~N(u;¢°) possono essere riferiti a Z.
(Processo di standardizzazione)

- dimostrazione: data X~N(;c?) si consideri Y= (X —u)/o.
- [Y~N(E[Y];Var[Y])
- EIYI= EX]- Wo = (u-plo=0.—" > Y~Z
- Var[Y]= Var[X]/ ¢* = ¢*’lo* = 1.




* Gliintegrali della d.d.p. di Z son tabulati in tutti i libri di statistica. * Obiettivo: dato x, calcolare P(X<x) dove X~N(u;o‘2)_
* Siconosce P(0<Z<z) G mam s s e . Strategia:
dove z>0. ! N e b e e : s
o |goar v oo oo s w0y - Standardizzo la modalita x. => z= (Xu)/o
SRR - Calcolo (uso le tavole) e trovo P(Z<z)
F i R - P(Z<z)insiste sullo stesso evento descritto da P(X<x)
B e b o e quindi P(Z<z) = P(X<x).
o : 2 3 [l e e 1 e et
Ricordando che Z & simmetrica, Si OtHENE & | s oo o o o sass oo s oser » Esempio: calcolare P(X<8) dove X~N(10;4)
- PO<z<z)=P(z<z<0).  iESEERESESE - Standardizzo la modalita x. => z= (8-10)/2= -1
- P(Z<2) =0.5+P(0<Z<2) T e i e - P(Z<-1)=0.5-P(0<Z<1) = 0.5-0.3413 = 0.1587
- P(Z>z) = 1 - P(Z<z) = 0.5 — P(0<Z<2). - P(X<8) = P(Z <-1) = 15.87 %
- P(Z<-z) = 1 - P(Z<z) = 0.5 — P(0<Z<2).
- Datiz <z;P(Z<z U Z>z)=P(Z<z) + P(Z>2).
« Obiettivo: dato p, calcolare x: P(X<x)=p dove X~N(u;c?). « Teorema: Date nvv.cc. X i.i.d. con E[X] = u e Var[X] = ¢*, si ha
» Strategia: che lav.c. % - X+ X+ + X,
- Calcolo (uso le tavole) e trovo z : P(Z<z)=p 3 n
- P(Z<z)insiste sullo stesso evento descritto da P(X<x) al crescere di ntende a distribuirsi come N( ; o’/n).
quindi P(Z<z) = P(X<x) . — o’
. . . . |Imn*>00 anN(H’_)
- Ricavo x da z mediante la trasformazione inversa. n
* Esempio: calcolare x: P(X<x)=0.3dove X~N(10;4) « Osservazione: il teorema non impone il tipo di vv. cc. che vengono
- Poiché 0.3<05sihachez<0 mediate, si richiede solo che siano i.i.d. (I'avere lo stesso valore
0.3 =0.5 - P(0<Z<-2) atteso e la stessa varianza & una mera conseguenza).
P(0<Z<-z) =0.2dalle tavole ottengo -z= 0.525
- De-standardizzo la modalita z. .

7= X—EIX] | Var[X]Z+E[X] =x=\Var[X]-z+E[X]=8525

vVar[ X]

Osservazione: si puo desumere che, non importa che d.d.p. abbia

una v.c., se ne prendo abbastanza, la media sara simile ad una
gaussiana.




 V.c. continua X le cui modalita sono strettamente positive
* D.d.p.

nota (ma complessa)

nulla per x<O.

[
S

- 1 parametro velN*
(gradi di liberta).
Si ha che \&

- EX]= v : —
- Var[X] = 2v

- X e asimmetrica rispetto a E[X]

X~y *(v)

Si dice che:

» d.d.p. Asimmetrica, pertanto non c'é una d.d.p. di riferimento.
» Siusa indicare la d.d.p in funzione
- dei gradi di liberta vEIN" = - ;

- della probabilita presente nella coda
(p-value)
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Osservazione: Spesso calcolare gli integrali delle d.d.p. &
difficile o possibile solo in via numerica.

Idea: sarebbe bello poter approssimare una d.d.p. ad una di
facile integrazione (oppure di integrazione nota).

Pearson propose il seguente principio:

Due vv. cc. si dicono equivalenti in variabilita se i
loro indici di forma (simmetria e curtosi) sono uguali.

Osservazione: quindi se due variabili sono equivalenti in
variabilita posso usare la pit semplice per il calcolo delle
probabilita con un errore trascurabile.

» Sidimostra che una v.c. binomiale al crescere di n
“assomiglia” ad una normale con lo stesso valore
atteso e varianza.

« Convergenza in legge: il fatto che al divergere di uno o piu
dei parametri di una d.d.p., essa tenda a sovrapporsi ad un
altra

» Distribuzione limite: distribuzione a cui tende una v.c. al
crescere di uno (o piu) dei suoi parametri.

Sia X~Bin(n;p) se N — o0, => X = N(np;npq)

» Osservazione: quanto deve essere grande n perché
I'equivalenza valga?

- Alcuni autori richiedono che n > 20.
- Alcuni autori richiedono che np >5e ng > 5
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* Lav.c. chi quadro converge in legge ad una normale con
lo stesso valore atteso e varianza.

SiaX ~%*(v);sev— o, => X=N@; 2v)

» Osservazione: quanto deve essere grande v perché
I'equivalenza valga?

- Alcuni autori richiedono che v > 30.
- Alcuni autori richiedono che v > 50.
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Densita di probabilita f(x) di una v.c. X: P(asXsb):fZ f (x)dx
Valore atteso: E[X]:ff: f (x)xdx
var[X]= [~ f (x)(x—E[X]]dx
Variabili affini: Y=a X+b
- E[Y]=aE[X]+b
- Var[Y]=a’Var[ X]
Combinazione lineare di vv. cc. indipendenti Y=Z;ci X;
_EVI=Y GE[X]
- Var[Y]=ziK:l c?var[ X, ]
Teorema di Bienaymé - Cebicev

P(IX—E[X]>¢)<

Varianza:

Var[ X ]

2
&




Uniforme X~Unif(a;b).

- d.d.p. Simmetrica. -

- E[X] = (a+b)/2; Var[X] =(b-a)/12.
Normale X~N(;c?).

- d.d.p. Simmetrica.

- EX]= &  Var[X] =d*
Normale standardizzata X~N(0;1)
Standardizzazione di X~N(u;6?) => Z = (X —u)/o.
Chi quadrato. X ~x*(v)

- d.d.p. assimmetrica.

- E[X] = v.; Var[X] = 2v.

* Teorema del limite centrale: n
i=1 X o’
-~ N ,—
- (n - )

» Equivalenti in variabilitd: equivalenza indici di forma.

date n vv.cc. Xi i.i.d. =>lim

n—oo

» Convergenza in legge:
- X~Bin(n;p); se n— o, => X = N(np;npq)
- X~x%(v) ;sev— o, => X=NW; 2v)




