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Lo spazio degli operatori lineari e continui in spazi di Banach e di Hilbert. Norma di un
operatore. Convergenza in norma. Operatori invertibili. Serie di Neumann. Operatore
aggiunto. Spettro. Risolvente.

Operatori compatti. Approssimazione mediante operatori di rango finito. Spettro di
un operatore compatto. Operatori compatti in spazi di Hilbert. Operatori di Hilbert-
Schmidt. Teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti in spazi di Hilbert.

Dimostrazione del teorema spettrale: la forma quadratica Q(z) = (Tx,z) associata
all’operatore compatto T' ¢ debolmente continua, dato che x,, = xo = Tx, — Txy e
inoltre |z,| < M, dunque

| (T, xn) — (Txo, x0) | < |Txy — Txol - |20| + | (Txo, 2, — x0) | — 0.

Per il Teorema di Weierstrass, |Q(z)| ammette massimo e minimo sulla palla uni-
taria B; (debolmente compatta). Sia e; un punto di massimo: si ha |e;| = 1, ed inoltre,
per ogni |v| < 1 tale che (v,e;) = 0, si ha (v, Te;) = 0, come si verifica osservando che,
in virtu del Teorema dei moltiplicatori di Lagrange, e; € punto critico della funzione
Q(x) + A|z|? sul piano generato da e; e da v. In particolare, T'e; = (Tey, e;) - €1, ovvero
e ¢ autovettore di T e Q(e;) = (Tey, e1) €, in modulo, il massimo autovalore di T'.

[teriamo il procedimento, determinando e,, autovettore di 7', con |e,| = 1, punto di
massimo di |Q(x)| su (span{ey, ..., e, 1})= N By, e chiamiamo )\, = Q(e,) autovalore
corrispondente. Si ha |A,_1| > [A\4]. Se per un certo ng si ha Q(e,,) = 0, allora si
ha (span{ey,...,en,_1})t = ker T. Infatti, se (v,e;) = 0 Vi < ng, allora (T, e;) =
(v,Te;) = 0. Dall'identita (di polarizzazione) 4(Tv,u) = Q(u+v) — Q(u —v) =0 Vu
tale che (u,e;) =0 Vi < ng, ponendo u = Tw si deduce |Tv|* = 0, ossia v € ker T'.

Alternativamente, rimane definita una successione di autovettori ortonormali e,,,
da cui e, — 0 per la diseguaglianza di Bessel, e dunque Te,, = \,e, — 0, da cui

|IAn| = [(Ten, en)] \\ 0. Sia N = span{ey, ..., e,, }L Per v € N si ha necessariamente
Q(v) = 0 e quindi, per quanto visto sopra, N = ker T

L’insieme {eq, ..., €,, ...}, completato con un sistema ortonormale completo di ker T,
costituisce una base Hilbertiana di autovettori di 7. O



Teorema dell’alternativa di Fredholm.
Teorema di Lax-Milgram.

Spazi di Sobolev W'? e W, *, H' e H} in dimensione uno. Diseguaglianza di Poincaré.
Immersione compatta di W'?([a,b]) in C%'%([a,b]) ed a fortiori in L%([a,b]), per
l<p<+4o0,1<g< +o0.

Problemi al contorno in dimensione uno: problema di Dirichlet, problema di Neu-
mann. Formulazione classica, formulazione debole, esistenza, unicita e stabilita della
soluzione debole, regolarita hilbertiana. Maggiore regolarita e ritorno alla soluzione
classica. Problema di minimo associato, formulazione variazionale. Problema di Sturm-
Liouville, decomposizione spettrale di L? mediante autovettori dell’operatore corrispon-
dente. Rappresentazione in serie della soluzione, rappresentazione in forma integrale
mediante funzione (nucleo) di Green. Metodo di Galerkin per I'approssimazione finito-
dimensionale di problemi al contorno.

Cenni sulla teoria delle distribuzioni. Glispazi D(2) e D'(2), per @ C R™. Convergenza
nel senso delle distribuzioni Distribuzione T, associata ad una funzione u localmente
sommabile in Q: (T, gp = Jou( . Distribuzione T}, associata ad una misura
di Radon g in : fﬂ o(z Prodotto v - T di una distribuzione per una
funzione ¢ € COO(Q) (w T,p) = (T w ). Distribuzione di Dirac (dy, ¢) = ¢(0).
Derivate distribuzionali: (DT, ) = (—1)I*l{T, D), per ¢ € D(). Esempi: derivata
della funzione di Heaviside, derivata della delta di Dirac. Gradiente distribuzionale:
(VT,g) = —(T,divg) per g € [D()]*. Convoluzione di distribuzioni: per T' €
D'(R™), ¢ € D(R"), si pone T x o(x) = (T, 7,p). Proprieta: D*(T % ¢) = DT x ¢ =
T D%p. Per S, T € D'(R") (almeno una delle quali a supporto compatto) si definisce
ST € D'(R™) in modo che valga (S *T') x o = S * (T * ¢) per ogni ¢ € D'(R"). La
delta di Dirac dy e 'elemento neutro rispetto al prodotto di convoluzione. Problemi
differenziali formulati nel senso delle distribuzioni. Soluzione fondamentale per un
operatore lineare e continuo L su D'(R"): ¢ una distribuzione G tale che L(G) = dy.
Per T € D'(R"), la distribuzione U = G * T ¢ soluzione dell’equazione L(U) = T in
D'(R™).

Derivate deboli. Derivate misure. Spazi WP(2), per @ C R". Norma W: ||u||w1s(0)
[ullze@) + [|Vullreo). Riflessivita, separabilita. Lo spazio BV(2) delle funzioni a
variazione limitata. Norma BV: ||ul|pvia) = |[ullzi@ + [Vu|(Q). Spazio W,*(Q).
Regolarizzazione per convoluzione. Teorema di Meyers-Serrin. Operatori di prolunga-
mento. Regolarizzazione nel caso di un dominio Lipschitziano. Regola di Leibniz e
regola della catena in WP,
Una caratterizzazione di W'?(Q2), per 1 < p < +o0: data u € LP(Q), u € W'P(Q) se
e solo se vale una delle seguenti proprieta equivalenti

(1) continuita su L' del funzionale Ti(yp) = [, u( x)dx Vi =1,...,n, ovvero
3C > 0 tale che |T;(¢)] < Cllol| 1y (q)-

(2) 3C > 0 tale che ||7u — u||rrw) < |R|C per ogni w CC Q2 e per ogni h tale che
|h| <dist(w,0€). Si osservi che in (1) e ( ) si puo scegliere C' = ||Vu||r ().



Per p =1 le due precedenti condizioni caratterizzano le funzioni u € BV (2).

Criterio di compattezza forte in LP(§2) (Teorema di Fréchét-Kolmogorov). Teoremi
di immersione di Sobolev, nel caso {2 = R" oppure nel caso 2 C R” sia un dominio
per cui esiste un operatore di prolungamento continuo P : W'?(Q) — WhP(R").
Diseguaglianze di Sobolev, Morrey. Diseguaglianza di interpolazione |[ul|, < [|u[5 -
|||}, per g7 = ap™' + (1 — a)r~!. Teorema di immersione compatta di Rellich-
Kondrachov.

Misura variazione totale di una misura vettoriale. Lo spazio BV (Q2) delle funzioni
a variazione limitata. Regolarizzazione mediante funzioni C'*°(€2), compattezza forte
in L'(Q), immersione in L#-1(£2). Funzioni BV di una variabile: differenza di funzioni
monotone crescenti, decomposizione della derivata in parte assolutamente continua,
parte di salto e parte cantoriana. Derivata distribuzionale di funzioni caratteristiche.
Insiemi di perimetro finito. Diseguaglianza isoperimetrica, costante ottimale e prob-
lema isoperimetrico/isovolumetrico. Il metodo diretto del Calcolo delle Variazioni. Es-
istenza della soluzione del problema isovolumetrico. Problemi variazionali convessi in
BV (Q): il modello di Osher-Rudin-Fatemi per ’analisi delle immagini. Problemi vari-
azionali in H'(Q) ed in Hj(9): il problema di Dirichlet. Formulazione classica e debole,
esistenza, unicita e stabilita via Lax-Milgram. Compattezza e simmetria dell’operatore
soluzione, frequenze e modi normali di vibrazione di un dominio, domanda di V. Kag:
“Can one ear the shape of a drum?”.
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