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1. Sia Sg il gruppo simmetrico dato da tutte le permutazioni {1,...,8} — {1,...8}.

(a) Si verifichi che Sg non ¢ un gruppo abeliano.

(b) Si scriva I’elemento di Sy
o— 1 23 45 6 7 8
“\3 546 7182
come prodotto di trasposizioni e si decida se o € pari o dispari. Si determini I’ordine di o.

(c) Sia G il gruppo ciclico generato da o. E un sottogruppo normale di Sg?

(d) Si determini I’ordine e I’indice di G in Sg.

(8 punti)

2. (a) Sianor,n € Nesiam = (z1,...,2,) uncicloin S,.
Si verifichi che per ogni permutazione o € S, si ha

comoo t = (o(z1),...,0(z))
(b) Si verifichi che I’insieme
V ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C S4
¢ un sottogruppo normale di A4, detto gruppo di Klein, che € abeliano ma non ciclico.
(c) Sidimostri che qualunque gruppo non ciclico di 4 elementi ¢ isomorfo a V.

(d) Si dimostri che ogni gruppo con 4 elementi ¢ un gruppo abeliano

(8 punti)

3. Sia G un gruppo.

(a) Sidimostri che Z(G) = {x € G| g = gx per ogni g € G} & un sottogruppo normale di
G.

(b) Sia N un sottogruppo normale di G. Si provi che se NV ¢ contenuto in Z(G) e G/N ¢
ciclico, allora G ¢ abeliano.

(6 punti)



4. Sia p un numero primo. Sia G un gruppo di ordine p?> e N un sottogruppo normale di G di
ordine p. Sia Aut(N) = {¢ : N — N | ¢ & un isomorfismo} .

(a) Si provi che Aut(/N) ¢ un sottogruppo di S,_1 e si deduca che p non divide I’ordine di
Aut(N).

(b) Si consideri I’omomorfismo G 5 Aut(N), g — g, dove @4(n) = g~ ng per ogni
n € N. Si dimostri che Kerp = G e si deduca che N < Z(G) (Sugg: si usi il punto (a)
e il Teorema Fondamentale dell’Omomorfismo).

1

(c) Si provi che G/N ¢ ciclico e si concluda che G & abeliano

(8)

5. Si provi che ogni gruppo di ordine p? & un gruppo abeliano (Sugg: si usi I’equazione delle
classi) (**)

Gli esercizi () sono da considerarsi difficili, ma particolarmente stimolanti. Il loro svolgimento
comporta ulteriori punti al foglio di esercizi
Consegna: mercoledi 22 durante la lezione.



