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(1) Nel piano cartesiano (x, y) si scriva, in forma parametrica e cartesiana, la retta r passante per il
punto P (−2, 0) e ortogonale al vettore ~v = (1, 3). Vedendo poi il piano (x, y) come il piano z = 0
nello spazio cartesiano tridimensionale (x, y, z), esprimere in forma parametrica e cartesiana il
piano Π parallelo a ~u = (0, 2,−1) e la cui intersezione col piano (x, y) è la precedente retta r.
Quanto dista l’origine dal piano Π?

(2) Studiare l’andamento di f(x) =
|x| − ex

2x
, e tracciarne il grafico(1).

(3) (a) Calcolare
∫ 4

1
(2− 3

√
x) log x dx e

∫ π
3

0

tg x

2− cos x
dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : y ex ≤ 1 , x ≥ |y| − 1 , x2 ≤ x + 2} , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =
x− 1− xy

y
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, dise-

gnando i risultati. Trovarne i punti stazionari e eventuali punti di estremo locale.

(b) Disegnare K = {(x, y) : y ≥ x2, |y−2| ≤ 1} e calcolarne gli estremi assoluti di g (ci sono?)

(5) (a) Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale y′′ + 2y′ + y = sinx + 8ex che, in x = 0,
valgono π

6 e hanno un punto stazionario.

(b) Data l’equazione differenziale (x− 1)y′ cos y = x sin y , dire se ammette soluzioni costanti;
trovarne poi, come in (a), le soluzioni che, in x = 0, valgono π

6 e hanno un punto stazionario.

(1)Nello studio di zeri e segno sarà utile un confronto grafico.

1



Matematica e Statistica
Prova d’Esame di STATISTICA (04/02/2010)
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Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare. IIII Tabella sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA

(1) La retta r, in quanto ortogonale al vettore ~v = (1, 3), avrà equazione cartesiana del tipo x + 3y + k = 0,
e il passaggio per P (−2, 0) impone che k = 2; un vettore parallelo sarà poi ~a = (3,−1), dunque una forma
parametrica è r = {(−2, 0) + t(3,−1) : t ∈ R} = {(x, y) = (−2 + 3t,−t) : t ∈ R}. Il piano Π sarà dunque
quello passante per P (−2, 0, 0) e parallelo a ~a = (3,−1, 0) e a ~u = (0, 2,−1), dunque una forma parametrica sarà
Π = {(−2, 0, 0) + s(3,−1, 0) + t(0, 2,−1) : s, t ∈ R} = {(x, y, z) = (−2 + 3s,−s + 2t,−t) : s, t ∈ R}; sostituendo
poi t = −z e s = 2t − y = −y − 2z in x = −2 + 3s si ottiene la forma cartesiana x + 3y + 6z + 2 = 0. Infine,
ricordando la formula, la distanza dell’origine dal piano Π è |1·0+3·0+6·0+2|√

12+32+62
= 2√

46
.

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = |x|−ex

2x
è definita per x 6= 0, ed è ivi derivabile infinite volte. Il numeratore è ≥ 0

quando |x| ≥ ex, e un confronto grafico tra le due funzioni |x| e ex mostra chiaramente che esiste un punto
α ∈ ]−1, 0[ (in realtà vale α ∼ −0,55) tale che ciò accade per x ≤ α; d’altra parte il denominatore è ≥ 0 quando

x > 0, dunque vale f(x) ≥ 0 per α ≤ x < 0. I limiti interessanti sono lim−∞ f(x) = lim−∞
−x−ex

2x
= − 1

2

+
(con de

l’Hôpital, o raccogliendo x sopra e sotto), lim0∓ f(x) = ±∞ e lim+∞ f(x) = lim−∞
x−ex

2x
= −∞ (con de l’Hôpital,

o raccogliendo ex sopra e x sotto): dunque y = − 1
2

è asintoto orizzontale a −∞, mentre essendo lim+∞
f(x)

x
=

lim+∞
x−ex

2x2 = −∞ non vi è asintoto lineare a +∞. Derivando si ottiene f ′(x) = (sign(x)−ex)2x−2(|x|−ex)

2x2 = (1−x)ex

x2 ,
dunque f ′(x) ≥ 0 per x ≤ 1: ne ricaviamo che f è strettamente crescente per x < 0 e 0 < x < 1 e strettamente
decrescente per x > 1, dunque assume un massimo locale stretto in x = 1 (con valore f(1) = 1−e

2
∼ −0,85). Infine,

derivando ancora si ottiene f ′′(x) = (−xex)x2−2x(1−x)ex

x4 = − (x2−2x+2)ex

x3 , che è positiva per x < 0 e negativa per
x > 0: dunque f è strettamente convessa per x < 0 e strettamente concava per x > 0.

(3) (a) Posto x = t2 (da cui dx = 2t dt) si ricava
R 4

1
(2−3

√
x) log x dx =

R 2

1
(2−3t) log t2 2t dt = 4

R 2

1
(2t−3t2) log t dt =

4(((t2− t3) log t]21−
R 2

1
(t2− t3) 1

t
dt) = 4((−4 log 2)− (0)− ( 1

2
t2− 1

3
t3]21) = 4(−4 log 2− (− 2

3
) + ( 1

6
)) = −4(4 log 2−

5
6
) ∼ −7,8. • Posto t = cos x (da cui dt = − sin x dx) si ha

R π
3

0
tg x

2−cos x
dx =

R 1
2

1
1

t(2−t)
(− dt) =

R 1
2

1
1

t(2−t)
dt =

( 1
2

log t
2−t

]11
2

= (0)− ( 1
2

log 1
3
) = 1

2
log 3 ∼ 0,55.

(b) (Figura 2) L’insieme S = {(x, y) : y ex ≤ 1 , x ≥ |y| − 1 , x2 ≤ x + 2} è rappresentato in figura; l’area risulta
pertanto

R 0

−1
(x + 1) dx +

R 2

0
e−x dx +

R −1

2
(−x − 1) dx = ( 1

2
x2 + x]0−1 + (−e−x]20 + (− 1

2
x2 − x]−1

2 = (0) − (− 1
2
) +

(−e−2)− (−1) + ( 1
2
)− (−4) = 6 + 1

e2 ∼ 6,1.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = x−1−xy
y

è dato da y 6= 0 (vanno esclusi i punti dell’asse x). Si ha g(x, y) = 0

quando x − 1 − xy = 0, ovvero xy = x − 1: se x = 0 ciò è falso, mentre se x 6= 0 si ottiene y = x−1
x

(grafico
della funzione omografica che si annulla per x = 1 e con asintoti x = 0 e y = 1). Per il segno, il numeratore
è > 0 quando xy < x − 1, che per x = 0 è falso e per x ≷ 0 equivale a y ≶ x−1

x
(punti sotto/sopra il grafico

dell’omografica); il denominatore è positivo sopra l’asse x; e il segno di g ne segue per quoziente dei due. I limiti
interessanti sono nei punti dell’asse x e in ∞2: in un punto (x0, 0) dell’asse x diverso da (1, 0) il limite vale ±∞
(infatti il numeratore tende al numero x0− 1 6= 0, mentre il denominatore è infinitesimo), mentre in (1, 0) e in ∞2

il limite non esiste (infatti lungo l’omografica la funzione è nulla, mentre lungo la retta x = 1 vale costantemente
1). Le derivate parziali sono ∂g

∂x
= 1−y

y
e ∂g

∂y
= −x−1

y2 , dunque il sistema ∂g
∂x

= ∂g
∂y

= 0 dà l’unico punto stazionario

C(1, 1), che il criterio dell’hessiano rivela essere una sella (infatti ∂2g
∂x2 (C) = ∂2g

∂y2 (C) = 0 e ∂2g
∂x∂y

(C) = −1 ).

(b) (Figura 3) L’insieme K = {(x, y) : y ≥ x2, |y − 2| ≤ 1} è quello racchiuso tra la parabola y = x2 e la striscia
orizzontale 1 ≤ y ≤ 3, bordi inclusi: trattandosi di un compatto (insieme chiuso e limitato) interamente contenuto
nel dominio di g, che è continua, gli estremi assoluti di g su K esistono in base a Weierstrass. Per il calcolo,
dividiamo K nei sottoinsiemi K0 (punti interni, non sul bordo), K′

1 (arco di parabola tra i punti A(−
√

3, 3) e
D(−1, 1) esclusi), K′′

1 (arco di parabola tra i punti B(
√

3, 3) e C(1, 1) esclusi), K′
2 (segmento tra i punti A e

B esclusi), K′′
2 (segmento tra i punti C e D esclusi) e K3 = {A, B, C, D}, e poi ragioniamo come al solito (un

eventuale punto di estremo assoluto in uno dei Kj deve essere in particolare anche di estremo relativo per la
restrizione di g a Kj , dunque si deve poter trovare con le tecniche usuali). • Per K0, si è visto che l’unico punto
stazionario per g è C, che però non vi sta: dunque gli estremi assoluti di g non potranno essere assunti in nessun
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punto di K0. • Su K′
1 si ha g(x, x2) = x−1−x3

x2 con −
√

3 < x < −1: tuttavia la derivata 2−x−x3

x3 si annulla solo
in x = 1, che non dà un punto di K′

1, dunque anche qua niente da fare. La stessa cosa vale per K′′
1 . • Su K′

2 si
ha g(x, 3) = − 1+2x

3
con −

√
3 < x <

√
3: tuttavia la derivata − 1

3
non si annulla mai, dunque anche qua niente da

fare. Idem per K′′
2 . • Infine, per K3 si ha g(A) = 2

√
3−1
3

∼ 0,8 , g(B) = − 2
√

3+1
3

∼ −1,5 e g(C) = g(D) = −1 •
Da quanto trovato, il massimo assoluto di g su K è il valore 2

√
3−1
3

(assunto in A), mentre il minimo è − 2
√

3+1
3

(assunto in B).

(5) (a) L’equazione differenziale y′′ + 2y′ + y = sin x + 8ex è del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2+2t+1 = 0 ha soluzione doppia −1, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono del
tipo Ae−x+Bxe−x con A, B ∈ R. Una soluzione particolare per b1(x) = sin x sarà del tipo ỹ1(x) = a cos x+b sin x,
e imponendo che ỹ′′1 + 2ỹ′1 + ỹ1 = sin x si ottiene (a, b) = (− 1

2
, 0), dunque ỹ1(x) = − 1

2
cos x. Una soluzione

particolare per b2(x) = 8ex sarà del tipo ỹ2(x) = aex, e imponendo che ỹ′′2 + 2ỹ′2 + ỹ2 = 8ex si ottiene a = 2,
dunque ỹ2(x) = 2ex. Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione data y(x) = (A + Bx)e−x − 1

2
cos x + 2ex, con

A, B ∈ R; imponendo però (come richiesto) il dato di Cauchy (y(0), y′(0)) = (π
6
, 0) si trova l’unica soluzione data

da (A, B) = (π−9
6

, π−21
6

).

(b) Una costante y ≡ k è soluzione dell’equazione differenziale (x − 1)y′ cos y = x sin y se e solo se essa risolve
l’equazione per ogni x, ovvero (essendo y ≡ 0) se e solo se 0 = x sin k: ciò impone che sin k = 0 ovvero k = 2nπ
con n ∈ Z. Pertanto le soluzioni costanti sono quelle del tipo y ≡ 2nπ con n ∈ Z. Separando poi le variabili si
ottiene cotg y dy = x

x−1
dx da cui integrando si trova log | sin y| = x + log |x− 1|+ k, e imponendo che y(0) = π

6
si

ha che k = − log 2: dunque log | sin y| = x + log |x− 1| − log 2 = log 1
2
ex|x− 1|, da cui | sin y| = 1

2
ex|x− 1|, da cui

(ricordando la condizione iniziale) sin y = 1
2
ex(1 − x) e, infine, y = arcsin( 1

2
ex(1 − x)). Notiamo che (per caso)

questa soluzione ha anche un punto stazionario in x = 0, ovvero y′(0) = 0: questo si può vedere direttamente

dall’equazione differenziale originale (infatti (0 − 1)y′(0) cos y(0) = 0 sin y(0) dà −
√

3
2

y′(0) = 0 da cui y′(0) = 0)

o anche derivando la soluzione trovata (viene y′ = − xex√
4−e2x(1−x)2

) e calcolando in x = 0.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: dominio (parte colorata), zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo

(grigio) della funzione g, e l’insieme K (azzurro).
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