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1. Elementi di algebra multilineare. Spazi duali. Prodotti scalari e isomorfismi musicali (teorema della
rappresentazione). Omomorfismi duali. Covarianza e contravarianza. k-forme algebriche. Prodotto esterno
(wedge). Algebra di Grassmann.

2. Campi vettoriali e forme differenziali su Rn. Calcolo di Cartan: prodotto esterno (wedge), dif-
ferenziale esterno, pull-back. Forme chiuse e forme esatte. Coomologia di de Rham (prologo). Lemma di
Poincaré. Forma angolare. Esempi di forme chiuse non esatte tratti dalla fisica. Cenno alla coomologia a
supporto compatto. Funzioni a campana (o cunetta).

3. Teoria delle superficie e calcolo di Cartan. Il metodo del repère mobile. Equazioni di struttura di
Cartan. Il Theorema Egregium.

4. Campi vettoriali planari. Punti critici. Indice di un punto critico. Indice di un campo vettori-
ale. Umlaufsatz di Hopf e teorema di Poincaré-Bendixon. Principio dell’argomento in analisi complessa e
applicazioni. Il teorema fondamentale dell’algebra.

5. Il teorema di Gauss-Bonnet nell’approccio di Chern. Teorema di Poincaré-Hopf. Teorema di Euler-
Poincaré. Teorema di Brouwer.

6. Sottovarieta’ di RN . Rivisitazione della teoria del Dini. Esempi.

7. Le superficie parametrizzate rivisitate. Varietà topologiche. Varietà differenziabili. Esempi: Rn,
sfere, spazi proiettivi reali e complessi, Grassmanniane. La sfera di Riemann-Poincaré-Bloch. Struttura
topologica degli spazi proiettivi complessi (applicazione della teoria di Morse).

8. Partizioni lisce dell’unità. Vettori tangenti. Fibrato tangente e cotangente. Campi vettoriali e forme
differenziali. Diffeomorfismi.

9. Parentesi di Lie di campi vettoriali. Algebre di Lie. Esempi. Flussi di campi vettoriali. Completezza.
Lemma di fuga. Derivata di Lie di campi vettoriali (“del pescatore”).

10. Gruppi di Lie e loro algebre di Lie. Rappresentazioni aggiunte. Esempi. Digressione: SU(2) e
SO(3). Matrici di Pauli. Angoli di Eulero.

11. Analisi tensoriale. Prodotto tensoriale di spazi vettoriali. Tensori e campi tensoriali. Covarianza e
contravarianza. Esempi: tensori metrici. Derivata di Lie di campi tensoriali. Calcolo di Cartan su varietà.
Differenziale esterno, contrazione, derivata di Lie. La ”formula magica”di Cartan. Esempi vari. Digressione
meccanica: varietà simplettiche, campi vettoriali Hamiltoniani; parentesi di Poisson. Integrali del moto.
L’oscillatore armonico. Cenno ai sistemi completamente integrabili.

12. Il teoremi della funzione inversa, del rango, della funzione implicita per le varietà. k-fette e carte-
fetta (slice charts). Immersioni (immersions), inclusioni (embeddings). Esempi vari. Sottogruppi di gruppi di
Lie. Teorema di Frobenius. Reinterpretazione in termini di forme differenziali. Applicazioni alla meccanica.

13. Il teorema della varietà quoziente. Spazi topologici quozienti (richiami). Proiezioni aperte. Con-
dizione di Hausdorff per i quozienti. Esempi e Applicazioni. Azioni di gruppi di Lie. Azioni libere, azioni
proprie. Il teorema della varietà quoziente: enunciato e schema della dimostrazione. Spazi omogenei.

14. Il teorema di Stokes. Varietà orientabili. Varietà con bordo. Orientamento indotto sul bordo.
Integrazione di forme differenziali. Teorema di Stokes.

15. Omologia e coomologia. Omologia singolare. Elementi di algebra omologica: complessi di catene
e loro (co)omologia. Successioni esatte corte e successioni esatte lunghe in coomologia. Caratteristica di
Euler-Poincaré. Successione e principio di Mayer-Vietoris per la coomologia di de Rham. Applicazioni.
Teorema di de Rham (enunciato). Dualità di Poincaré (enunciato). Grado di un’applicazione. Applicazioni:
teorema di Gauss-Bonnet; numero di avvolgimento di due curve spaziali chiuse (formula di Gauss). Cenno
all’invariante di Hopf (elicità).



16. Elementi di geometria riemanniana. Connessione di Levi-Civita e trasporto parallelo. Geodetiche e
loro caratterizzazione variazionale. L’applicazione esponenziale e il lemma di Gauss. Tensori di curvatura (di
Riemann, sezionale, Ricci, scalare). Simmetrie del tensore di curvatura. Identità di Bianchi. La curvatura
di Riemann è determinata dalla curvatura sezionale. Metriche biinvarianti su gruppi di Lie.

Parte di TOPOLOGIA ALGEBRICA (Dott. N.Sansonetto)
Introduzione alla topologia algebrica: omotopia e omotopia relativa, con esempi, equivalenza omotopica e

tipo di omotopia. Spazi contraibili. Retratti di deformazione forte. Cammini omotopi relativamente al bordo
e cammino prodotto sulla classe dei cammini equivalenti. I gruppoide fondamentale. Il gruppo fondamentale
di uno spazio topologico puntato e sua dipendenza dal punto base. Esempi: il gruppo fondamentale di un
sottoinsieme convesso di uno spazio vettoriale topologico. La semplice connessione: alcuni risultati notevoli.
Morfismi indotti da funzioni continue tra spazi topologici puntati.

Richiami sulle funzioni olomorfe. 1-forme olomorfe e omotopia. L’indice di avvolgimento. Il gruppo
fondamentale del cerchio. Applicazioni: il teorema del punto fisso di Brouwer in dimensione 2, il teorema
fondamentale dell’algebra e il teorema di Borsuk-Ulam in dimensione 2 (tutti con dimostrazione).

Ripasso di teoria dei gruppi: gruppi liberi e prodotti liberi di gruppi. Il teorema di Seifert-Van Kempen
e corollari. La somma connessa e il gruppo fondamentale del bouquet di due cerchi. Applicazioni del teorema
di Seifert-Van Kampen, il gruppo fondamentale del toro. del piano proiettivo reale, della somma connessa
di tori e di piani proiettivi reali. Cenni al teorema di Poincaré in dimensione 2.

Esercizi in preparazione al compito.

Il programma del corso è interamente contenuto in:
M.SPERA “Topologia e geometria differenziale” [note manoscritte I-XLIII, A1-8 reperibili in rete sulla

pagina web del corso ], cui vanno aggiunte le note del Dott. N. Sansonetto. Si segnalano però, per i dovuti
approfondimenti, i seguenti testi.
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