UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Preparazione al primo foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 2 ottobre 2017

Esercizio 1. Si tracci il grafico delle seguenti regioni del piano cartesiano:
(1.1) Dy :=={(x,y) e R?: 22 +y?> <1, x + 3y* > 2}.
(1.2) Dy :={(z,y) eR?*: > +y* <z +y,x+3y > 1,2 +y* < y}.
(1.3) D3 :={(z,y) e R?: zy <z +y,3y —x > 1,227 + 3y* < 1}.
Esercizio 2. Si risolvano le seguenti disequazioni:
(2.1) log(z?) — log® x > 0.
Vil =1 3
(29 VIEIZL o+

Vi —1 |ZL”+1.
(2.3) sinz + v/3cosz > 0.

Esercizio 3. Si dica se esistono i seguenti limiti e, in caso affermativo, li si calcoli:

2

sin® z — sin(z?)

3.1) i
B M — T

(3.2) 1i arctan(sinz) — x cosx
2) lim .

z—0t i

Esercizio 4. Al variare di a, 8 > 0, si studi la derivabilita della seguente funzione f : R — R,
calcolandone la derivata ove possibile, e stabilendo se la derivata ¢ continua in un intorno
dell’origine.
1
z*sin® =, sex #0,
x
Jap(x) =

0, se x = 0.

Esercizio 5. Si calcolino i seguenti integrali:

(5.1) /_2 2vdx

4 T2 —06x

(5.2) / (sin®x + 3sinx + 4sin* w cosz) da.
0

(5.3) /Ot V6 + 422 dx.

Esercizio 6. Si risolvano le seguenti equazioni differenziali:
(6.1) 5&(t) + 2&(t) — x(t) = 0.
(6.2) 62(t) +ty/1 —x(t) = 0.
(6.3) bi(t) — 8x(t) + 25x(t) = 0.
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Primo foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 2 ottobre 2017

Esercizio 1. Sia f : [0,1] — R una funzione tale che esistano finiti i limiti

lim f(x), Tim f(2), lim f (). per ogni € €]0, 1]

z—0t

Si definisca g : [0,1] — R ponendo

(lm f(z),  per £ €]0,1]

9(§) = { lim f(z), per&=0,

z—0t

lim f(x), per=1.

\z—1—
Si dica se le seguenti affermazioni sono vere oppure false fornendo per ciascuna una dimostra-

zione o un controesempio.

(1) f é continua in [0, 1];

(2) f élimitata in [0, 1];

(3) g ¢ continua in [0, 1].
Esercizio 2. Sia X linsieme delle coppie (f,g) tali che f,g : [0,400[— R siano funzioni
continue in [0, +oo|, di classe C! in ]0, +o00], e soddisfino f(0) =1, g(0) =0, f'(z) €] — 3, 2],
g'(x) €]1,2] per ogni z > 0.

(1) Si provi che per ogni (f,g) € X esiste un unico punto xs, > 0 con f(zr,) = g(xy,).

(2) Si determinino

inf{zs, : (f,9) € X}, sup{zs, : (f,9) € X}.

Esercizio 3. Si risolva la seguente equazione differenziale

§(t) = /T g0

con la condizione y(0) = 0, indicando il dominio massimale di esistenza della soluzione.

Esercizio 4. Si costruisca una successione di numeri reali positivi {a, }nen CJ0, +00] tale che

+oo
g a, < +00, lim sup na,, > 0.
n—1 n—-+o00
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Secondo foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 6 ottobre 2017

Esercizio 1. Sia (X, dy) uno spazio metrico. Si definisca la funzione d: X x X = R ponendo

d(z,y)
d(w,y) = 1+ d(x,y)

Si provi che anche d ¢ una metrica su X. In generale, data una funzione ¢ : [0, +00[— R

crescente, soddisfacente a o(t+s) < ¢(s) 4+ ¢(t) per ogni s,t > 0, p(0) =0e p(t) >0set >0,
si provi che la funzione d := @ odyx € una metrica su X.

Esercizio 2. Sia (X, dy) uno spazio metrico, xy € X, r > 0. Poniamo
B(zg,r) ={z € X : dx(z,z9) <71},
S(xo,m) ={r € X : dx(z,z0) =1},
K(zg,r) ={x € X : dx(x,x0) <7}

Blao,r) C

| /\

Si provi in generale che 0B (xg,r) C S(zg,7) e che B(zg, 7

K(zg, 7).
Sia ora X un insieme con piu di due elementi e poniamo dx(z,y) =0se z =y e dx(z,y) =1

se x #£ .

(1) Si provi che (X, dx) ¢ uno spazio metrico.

(2) Si provi che ogni punto di X é sia chiuso che aperto per la topologia indotta da dx.

(3) Si provi che dx induce su X la topologia discreta.

(4) Si provi che la frontiera di ogni sottoinsieme di X ¢ vuota.

(5)

5) Si provi che esiste 7 > 0 e xy € X tale che 0B(x¢,7) ¢ strettamente contenuta in S(xg, r)
e che B(xzg,7) ¢ strettamente contenuta in K (xg,r).

Esercizio 3. Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R?. Per ciascuno di essi si dica se ¢é
aperto, se é chiuso, se ¢ compatto. Se ne descrivano inoltre interno e chiusura. Tutte le risposte
vanno accuratamente motivate.

Si={(z,y) eR*: a* +¢* —2y <1},
S = {(z,y) e R*: 2’y° > 3};
Sy = {(z,y) € R*: |tany + €| < 2};

1 1
54:{(x,y)€R2:x>0,y>0,—+—:1}.
r Yy
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Terzo foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 13 ottobre 2017

Esercizio 1. Sia p € R, A C R™ un aperto tale che A O «A per ogni o > 0 (nel senso che se
x € A, allora ax € A per ogni a > 0), esia f : A — R una funzione differenziabile soddisfacente
la seguente proprieta: esiste p > 0 tale che

flaxy, ..., ax,) = o’ f(x1,...,2,), perogni (z1,...,2,) € A.

Si provi che allora vale 'identita di Eulero
(V@) z) =Y Oufl(ar,. .. a0) - 2 =pfar,... ).
i=1

Esercizio 2. Si consideri in R? la superficie 3 di equazione z = f(z,y) con f : R> — R definita

da (22— 4?)

LY — Y

= —" 0,0 0,0) =0.
f(xvy) $2+y2 ,S@(l’,y)#( g )7 f(7 )

(1) Si dica se f ¢ continua e se ¢ differenziabile nel suo dominio.

(2) Si scriva equazione del piano tangente a 3 nel punto P = (2,2, f(2,2)).

Esercizio 3. Posto D = {(z,y) € R? : 2? + y* + 6|y| # 0}, si consideri la funzione f: D — R

definita da ' 4oy 2)
T+ 2ylr — vy
f(x7 y) = 2 2 :
z2 + y% 4 6|y|
(1) Si dica se esiste una funzione continua g : R* — R tale che f = g su D. Si dica se tale

funzione é differenziabile, e se é unica.
(2) Posto Q, = {(z,y) € R? : |z| < |y|*} per @ > 0, si dica se esistono @ > 0 e una
funzione differenziabile ¢, : €2, — R tali che g, = f su D N Q,.

Esercizio 4. Sia f : R? — R una funzione differenziabile, e si ponga

Qe ={(z,y): f(z,y) <c}
al variare di ¢ € R. Supponiamo che ¢ € R sia tale che Q. # (), e che esista P, := (z.,y.) € R?
tale che f(z.,y.) = c.

(1) Si provi che se V f(x.,y.) # (0,0) allora P. € 09..
(2) Si provi che, in generale, rimuovendo U'ipotesi V f(z.,y.) # (0,0), non é pit garantito

che P. € 092..
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Quarto foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 21 ottobre 2017

Esercizio 1.
(1) Trovare il dominio della funzione f(z,y) = |z|log(1 + y) e dire se essa é differenziabile
nel punto (0, 0).
(2) Trovare il dominio della funzione f(z,y) = ¢/22(y — 1) + 1 e dire se & differenziabile in
(0,1).
(3) Dire se la seguente funzione ¢ continua e differenziabile in tutto R? e calcolare le derivate

direzionali nell’origine:

3

e’ —1
m, per (z,y) # (0,0),
fla,y) =
0 se (2,9) = (0,0).
(4) Trovare il dominio della funzione g(x,y) = \/|z| tany e dire se é differenziabile nel punto
(0,0).
(5) Trovare il dominio della funzione g(x,y) = v/sin*z(y3 + 1) e dire se ¢ differenziabile nel
punto (0,1).

(6) Al variare di a € R, dire se la seguente funzione ¢ continua e differenziabile in tutto R?
e calcolare le derivate direzionali nell’origine:

clelologlal _ ¢

per x # 0,
golz,y) =
0, se v = 0.
Esercizio 2. Per ogni a > 0, si consideri la funzione F, : R? — R definita da
Fo(z,y) = (2° +y°)* = 2a*(2* — °).

Sia ¢, 1] — V2a, \/§a[—> R una funzione di classe C?, strettamente monotona in un intorno di
0, e tale che F,(x,p,(x)) = 0 per ogni x €] — v/2a, v/2a[. Si calcoli ¢/, (0).
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Quinto foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 27 ottobre 2017

Esercizio 1. Trovare gli estremi liberi delle seguenti funzioni e classificarli:

fi(z,y) = sinh(z* + y* — 42® — 3y?),

falw,y) = 2" +y' = 2(z —y)* + 2,
fa(z,y) = 2® + 202 + o + 9 + 2% + v,
g1(z,y) = cosh(2z* + 5y — 2% — 6y?),
g2(2,y) = 32" +y* — 6(x —y)* — 1
g3(z,y) = 52° +42* —x — 3y + > + 2.

Esercizio 2. Data la funzione f(z,y) := 2% + az% + %, se ne determinino i punti critici ed il
massimo e minimo assoluto nell'insieme F := {(z,y) € R?*: 2% + y* < 1} al variare di a € R.

Esercizio 3. Sia data la funzione f: R? — R definita da f(x,y) = (y + 2?)%
(1) Trovare gli eventuali punti di massimo e minimo liberi.
(2) Tracciare un grafico qualitativo di alcune linee di livello significative, indicando anche
il valore del livello, in modo da comprenderne ’andamento.
(3) Indicata poi con v la curva di equazione x? + y? — 4 = 0, si calcolino i punti di massimo
e minimo (relativi e assoluti) della funzione f vincolata a ~
(a) mediante 1'analisi delle curve di livello;
(b) mediante un’opportuna parametrizzazione di ;
(¢) utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Sesto foglio di esercizi di Analisi 2

Verona, 4 novembre 2017

Esercizio 1. Si consideri Vinsieme I' = {(z,y) € R? : &3 t2%° 7 — 1},
(1) Si determinino, se esistono, i punti di I" alla massima e minima distanza dall’origine.
(2) Utilizzando il precedente, si determini se esiste un valore minimo finito per il raggio di
un cerchio centrato nell’origine e contenente I'.
(3) Si dica se I' & compatto.

Esercizio 2. Determinare i punti di massimo e minimo assoluto della funzione f(z,y) =
4

ev(l1—y) — % sull’insieme D = {(z,y) € R? : z* +¢* < 1}.
Esercizio 3. Determinare i punti di massimo e minimo assoluto della funzione f(z,y) =
ry? — 4x — 2y? + 8 sull’insieme D = {(x,y) e R?: 22 +3y? <9, x +y > 3}.

Esercizio 4. Sia f : R — R una funzione di classe C?. Supponiamo che f'(0) =0e f”(0) > 0.
Si definisca F(x,y) = f(z) — f(y), e sia N := {(z,y) : F(x,y) =0}. Si provi che esistono due
curve v; : R — R? di classe C'! passanti per l'origine e un intorno W dell’origine in R? tali che

NOW = [n(R)Urp@®)]NW,

e tali che i vettori tangenti v; alle curve ~;, « = 1,2, sono ortogonali nell’origine.
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Settimo foglio di esercizi di Analisi 2

Verona, 10 novembre 2017

Esercizio 1. Si consideri il seguente insieme in R?:
[:={(z,y) € R?: —22" +122%° — V2 (2® + y2)5/2 2t =0}

(1.1) Si scriva U'insieme I' in coordinate polari, precisando con cura il dominio della parame-
trizzazione.

(1.2) Sidica se I' ¢ compatto.

(1.3) Siprovi che I" interseca le bisettrici dei quadranti in 5 punti distinti, di cui uno é 'origine.
Si scriva la rette tangente a I' nei punti di intersezione con gli assi diversi dall’origine.
Si dica in quali punti in generale ¢ possibile esplicitare localmente I' come grafico di una
funzione y = ¥ (z) o x = ¢(y).

(1.4) Si provi che I & inscritto nel cerchio centrato nell’origine e di raggio v/2.

Esercizio 2. Si consideri I'iperbole equilatera € di equazione 22 —y? = 1. Al variare di P € €,
si consideri la famiglia delle circonferenze vp centrate in P e passanti per 'origine. Si descriva
I'inviluppo di I' = {7p} pe¢ € se ne tracci un grafico qualitativo.
Esercizio 3.
. L . T A ) 5 e
(3.1) Si consideri la funzione f(z,y) = 5 +5 - 5 " 4° + 122 + ¥ — y=. Si dica quante
funzioni y = y(z) da R in R sono implicitamente definite da f(z,y) = 0. Per ciascuna

di esse, si determinino i punti critici e se ne studi la natura.

(3.2) Si consideri la funzione f(z,y, 2) = 2*+4xy+2yz+3e¥+22—3. Siproviche f(z,y,2) =0
definisce implicitamente in un intorno dell’origine una funzione y = y(z, z) di classe C*
soddisfacente a y(0,0) = 0. Si provi che (0,0) & punto critico per tale funzione, e se
studi la natura.

(3.3) Si provi che la relazione x — e¥ +y* = 0 definisce implicitamente y = y(z) come funzione
di z in un intorno del punto (1,0). Si calcoli

Ly = (o= 1)
1 (z—1)2
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Ottavo foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 18 novembre 2017

Esercizio 1. Sia R > 0. Calcolare il volume del solido V', intersezione tra il cilindro e la sfera,
definito da:

2
V_{(x’y’z>€R31 2yt 42t < R (x—R/2)2+y2SRZ}.

Calcolare I'area della superficie S data dall’intersezione della superficie sferica con il cilindro
definita da

S={(r,y,2) eR®: 2? +y* + 2 = R*, (v — R/2)* +4* < R?/4}.
Esercizio 2. Calcolare il baricentro della regione di spazio
Ve{e20y20:>0: 24+ 2 <1},
a b ¢
dove a,b,c > 0.

Esercizio 3. Dopo averne rappresentato i domini di integrazione, si inverta ’ordine di integra-

zione in ciascuno dei seguenti integrali.

Esempio: se D = {(z,y) : x € [a,b], y € [f-(2), f+(x)]}, si trovino ¢,d € R e g_, g, tali che
D=A{(z,y):yeled, z€lg-(y),9+()]}-

J (] ) an [ rema) a
/12 (/Ologxf(x,y) dy) dz, /01 ( yj_yf(x,y) d:p) dy,
/01 (/Wflf (@) dy) o) /0 1 ( / Znyf(x,y) dx) dy.

Esercizio 4. Rappresentare il dominio di integrazione dei seguenti integrali e calcolarli:

L = // 2|y’ 5 dr dy, con Q) = {1 < 2?4192 <4z, |y| < V3z};
o, (2% +y?)
I, = // yey +Idwdy, con Qo :={0<z< 202, 0<y < 1}
Qo
Iy = // (1+4(x* +y*) V1 +4a? + 492 de dy, con Q3 := {1 < 2? +y* < 4};
Q3
Y
o[]S dedy. con o= (el <y < 1)
4 = — 5 axr Ay, COI 3y =\ |T| S Y S 3
Q, T +y?
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Is = dx dyd Qs =224+ <1, — <2< ———
5 ///95 o raydz, con {2s {JJ +y° < ’x2+y2_2_a:2+y2}’
1
Is = // (1+ ) dzdy, conQ@-::{yzlaz\,y<§x+2};
Qg
I; = // (332—y2)log(1+($+y)4)dxdy, con Q7 :={r>0,0<y<2—zx}
Q7

Esercizio 5. Si consideri in R? la superficie S ottenuta ruotando attorno alla retta z =y = 2
la curva 7 : [0,1/2] — R? di equazione y(t) = (¢,0,¢*). Si scriva una parametrizzazione di S in

coordinate opportune.
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Nono foglio di esercizi di Analisi 2
Verona, 10 dicembre 2017

Esercizio 1.
(1) Si consideri il campo vettoriale F definito su R2 \ {(0,0)} da

7 [ 32 +ay® 2Py +3y°
(l‘,y) — _\/x2+y27 \/$2+y2 .

Si stabilisca se il campo é conservativo: in caso affermativo se ne trovi una primitiva,

mentre in caso negativo si fornisca una curva chiusa dove la circuitazione ¢ non nulla.
Si calcoli Vintegrale di linea di F' sulla curva a(t) = (¢,2), t € [1,2).

(2) Determinare, usando la formula di Green, l'area della regione di piano D delimitata
dalla curva a(t) = (cos®t,sin®t), t € [0, 27].

(3) Sia I la frontiera della regione di piano D compresa tra le parabole y = x°

ex =y
orientata positivamente. Calcolare l'integrale

I:= /(y + arctan eV?®) dx 4 (22 + cos y?) dy.
r

(4) Fissato r > 0, si calcoli l'integrale: [ := /yds, essendo 7 : [0,27] — R? la curva di
Y
equazioni parametriche x = r(t — sint), y = r(1 — cost).

Esercizio 2. Si consideri in R? la superficie S di equazioni parametriche:
o(0,y) = (V" " sinf,y, ¢ " cosh), 0 €[0,2n], [y <1,

e il campo vettoriale F' : R? — R3 definito da

2

F(x,y,2) = (y(z2 + %), m, 2+ :c2> :

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si calcoli la circuitazione di F lungo la circonferenza di raggio e, centrata in (0,1,0) e
appartenente al piano y = 1 parametrizzata da v(6) = (esinf, 1,ecosf), 6 € [0, 27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I'elemento di superficie 2-dimensionale
relativo alla parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1, 1,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto

dalla parametrizzazione.
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UNIVERSITA Corso di Laurea Triennale
di VERONA in Matematica Applicata

Esercizio 3. Indicato con E il campo elettrico nel vuoto, dalle leggi di Maxwell si ha

. n p(*ra Y, Z)
div(E)(z,y,2) = ————,
€0
dove p(-) indica la densita di carica e gy é la costante di permeabilita elettrica del vuoto. Si
calcoli il campo elettrico generato in un generico punto dello spazio da una distribuzione di

carica di forma sferica, densita costante p. Si studi il limite per r — 0.
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