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1. (3 punti) Siano G e H due gruppi ¢ f : G — H un omomorfismo di gruppi. Si dimostri che
esistono un sottogruppo K di H e due omomorfismi di gruppi g: G — Keh: K — H taliche g
¢ suriettivo, A ¢ iniettivoe f = hog.

2. Si consideri il gruppo abeliano G := (Z/nZ,+).
(a) (3 punti) Si dimostri che, per ogni X € G, ord(x) = n/MCD(n,x), dove MCD(n,x) & il
massimo comune divisore tra x e n in Z.

(b) (2 punto) Si concluda che il numero di elementi x di G tali che il sottogruppo generato
daxe G e ¢(n) (¢ & la funzione di Eulero, che associa a un numero naturale n il numero
di naturali m < n tali che MCD(m,n) = 1).

(c) (2 punti) Si dimostri che esiste un omomorfismo iniettivo di gruppi f : Z/nZ — Z/kZ
se e solo se n divide k.

(d) (3 punti) Si dimostri che esiste un omomorfismo suriettivo di gruppi f : Z/nZ — Z/k7Z
se e solo se k divide n.

(e) (3 punti) Si dimostri che esiste un omomorfismo di gruppi non nulllo f : Z/nZ — Z/kZ
se e solo se MCD(n, k) # 1.

(f) (4 punti) Si dimostri che se n = pq, dove p e g sono numeri tali che MCD(p,q) = 1,
Z./nZ & isomorfo a Z/pZ x 7./ qZ.

3. (3 punti) Si dimostri che per ogni ciclo T = (my,...,m;) € S, e ogni permutazione G € S, si ha
comoc ! = (c(my),...,o(my)).

4. Si considerino le seguenti permutazioni nel gruppo simmetrico su quattro oggetti S4.
o = (123)(342)(12)(1243)(2143)(23)(341)
T=0(1324)c"!

(a) (2 punto) Si scrivano ¢ e T come prodotti di cicli disgiunti.
(b) (3 punti) Si scrivano ¢ e T come prodotti di trasposizioni.

(c) (2 punto) Si calcolinoisegnidice 7.

Consegna: martedi 20 ottobre, 15:30, all’inizio delle esercitazioni.



