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#5% Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in sequito i punti (b). **% [»»»» Test a quiz sul retro prr» |

(1) (a) Nello spazio tridimensionale il piano II & ortogonale al vettore ¥ = (1,2, —3) e passa per il
punto A(0,2, 1), mentre la retta r passa per A ed & ortogonale sia a ¥ che a W = (0,1, —1).
Determinare entrambi in forma parametrica e cartesiana.

(b) Decomporre il vettore ¢ nelle direzioni parallela e ortogonale a , e calcolare 'area del
parallelogramma individuato da v e .

sinz

27" etracciarne il grafico.()
14+ 3cos?2z’ &

(2) Studiare (giustificando le conclusioni) la funzione f(z) =

iL'S

1 ™
(3) (a) Calcolare gli integrali / 1 dr e / f(z)dx (ove f & quella dell’Ex. 2).
0 0

xr2 —

(b) Disegnare S = {(m,y) dle] <1, —;—ié <y<e® x>y-— 1} , e calcolarne Darea.

z+1 : . : o oo
(4) (a) Data g(x,y) = , determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, disegnando

zy+1
i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.

(b) Calcolare gli estremi assoluti di g sull'insieme 7 = {(z,y):0<2z <2, 0<y<2-—z}.
(5) Sono date le equazioni differenziali o' = y3logz e 1y’ — 2y +4y = 4z — 3e”.

(a) Trovare le soluzioni di ciascuna delle due equazioni, specificando se ve ne sono in comune.

(b) Quali delle soluzioni trovate ammettono un punto di minimo locale stretto in z =17

M Lo studio della convessita & facoltativo.
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*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti | *** [»»»» Test a quiz sul retro prr»

Esercizio 1)

Si vogliono verificare il numero di vaccinazioni efettuate da un diciottenne in Italia. A tale scopo si ¢ estratto un
campione di 30 ragazzi richiedendo ad ognuno il numero di vaccinazioni sostenute.

Si sono ottenute le seguenti osservazioni.

2 4 5 2 4 4 2 4 3
1 1 6 3 4 3 2 3 1 4
1 3 5 4 2 1 4 3 5 4

Il candidato
a) Determini la tipologia del carattere osservato.
b) Descriva e calcoli un indice di posizione adeguato ai dati.
c) Descriva e calcoli un indice di variabilita adeguato ai dati.
d) Fornisca una rappresentazione grafica dei dati.

Esercizio 2)
Il candidato usi le osservazioni presentate nell'esercizio precedenti per stimare puntualmente e per intervallo la
varianza della distribuzione della variabile casuale

X: numero di vaccinazioni di un diciottenne italiano
Il candidato indichi le ipotesi necessarie e proceda al calcolo anche se queste non fossero soddisfatte.

Esercizio 3)

Un indagine svolta a livello europeo condotta sui dati dell'ultimo decennio' mostra che un diciottenne ha effettuato in
media 3.2 vaccinazioni con una varianza di 2.7. Utilizzzando il campione descritto nell'esercizio 1, € corretto asserire,
ad un livello di significativita del 10%, che un diciottenne italiano ha subito un numero di vaccinazioni inferiore a alla
media europea? Il candidato indichi le ipotesi necessarie e proceda al calcolo anche se queste non fossero soddisfatte.

Esercizio 4)
Si considerino i seguenti eventi dichiarati indipendenti.

E,: si ottenga x > () dove x ¢ estratto da una v. c. distribuita come un y*(2).
E: si ottenga y>2 dove y ¢ estratto da una v. c. Unif{-5;5).

a) Il candidato calcoli le seguenti Probabilita: P(E),; P(E>); P(E,UE) P(E,| E>).
b) Il candidato fornisca la definizione dei seguenti eventi notevoli: eventi statisticamente dipendenti, evento certo ed
evento impossibile.

1 Dato fittizio



Tavola I

Integrali della variabile
casuale normale
standardizzata z

Tavola II

Integrali della variabile
casuale chi quadrato a v
gradi di liberta.

z .00 o0t 0.0z 0.03 004 0.05 0.06 0.07 008 0.09
0.0 0.0000 00040 0.0080 0.0120 0.0160 00199 0.0239 00279 0.0319 0.0358
o1 0.0398 00438 00478 D.0517 00557 0059 00636 00675 00714 0.0753
02 00793 0O0B32 D0O0B71 00910 00048 O000B7 0.1026 D.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 01255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1285 02019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 0.2257 02291 02324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 02517 0.254%9
0.7 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 02881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0318 03212 03238 0.3264 03289 0.3315 03340 03385 0.3389
1.0 0.3413 03438 03461 03485 03508 03531 0.3554 03577 0.3599 0.3621
1.1 D 3843 03865 03688 03708 03729 03749 03770 03750 03810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3838 03907 0.2925 03944 0.3962 0.3580 03997 04015
1.3 0.4032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
1.4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1.5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04429 04441
1.6 0.4452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0.4545
1.7 0.4554 04564 04573 D 4582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1.8 D.46417 04649 D4656 D4664 04671 D4B7B D A46B6 D4693 D 4899 04708
1.9 D 4713 04719 D4726 D 4732 04738 D4744 04750 DA7T5E8 D4761 D 4767
2.0 04772 04778 D4TB3 04788 04793 04798 04803 0.48B08B 04812 04817
2.1 0.4821 04826 04830 04834 04838 D.4842 0.4846 0.4850 0.4B54 04857
2.2 0.4861 04864 04868 04871 04875 04878 0.4881 0.4884 04887 0.48%0
23 04893 04896 04898 049071 04904 04906 04909 04911 04913 04916
2.4 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 0.4936
25 D. 4938 04940 04941 04943 04945 04946 04948 04940 04951 0.4852
26 0.4953 04955 04956 0.4957 04959 04960 04961 04962 04963 0.4964
27 D 4965 04966 04967 D.4968B 04969 04970 04971 04972 D4973 04974
28 0.4874 04975 0D4976 D 4977 04977 04978 049579 04979 04980 0.49%981
2.9 0.4981 04982 04982 04983 04984 04984 04985 0.4985 04986 0.4986
3.0 04987 04987 04987 04988 04988 049859 045895 04982 0.4990 04990
’\, P oos| 001 002 o0 010 | 025 | 050 | 078 00 | 095 0875 098 u.sss,m;'

1 10,0000{0,0002 0,0010/0,0039/0,0158 0,102 {0,455 | 192 2,71 | 384 . 502 | 663 | 7,88 | 8

2 0,010010,0201/0,0508/ 0,103 | 0,211 0,576 135 | 277 461 | 599 | 7.3 | 821 | 10,5 | 128

3 100717/ 0,150,216 0352 | 0584 | 121 | 237 | 4,11 625 | 781 {83 | 113 | 128 | 163

4 0207|0297 0,484 0711|108 | 182 | 338 | 530 | 7.78 | 9.49 | 11,1 [ 13,3 | 148 [ 165

5 0412(0554 (0831 115 | 161 | 267 436 | 863 [ 024 | 11,0 | 128 | 151 | 167 | 208

6 | 0676|0872 124 184 | 220 | 345 535|784 | 106 | 128 | 144 | 88 | 185 | 225

700,089 1,24 [ 169 | 217 | 283 [ 425 6,35 | 9,04 | 120 | 141 | 460 185 | 203 | 243

8 | 134 165|218 | 273 | 343 | 507 | 7.3 | 102 | 134 | 165 [ 175 [ 20,1 | 220 | 261

9173 209|270 383 417 590 (834 114 | 147 189 190 | 217 238|279

10 | 216 256 | 325 | 304 487 | 674 (034 | 125 160 183 | 205 [232 252 | 202

11| 260 | 305 482 (45 558 [ 758 | 103 | 187 | 173 167|219 | 247 268 | 313

12| 307 | 357 | 440 (529 | 630 | 844 | 113|148 | 185 210 | 233 |62 203 | a29

13 | 357 | 411 501 | 509 | 7,04 | 830 (123 | 160 | 198 | 224 | 2¢7 [ 277 | 298 | M5

141 4,07 | <66 589 6567 | 779 | 102 {193 171 |2t | 23,7 1281 | 204 | 313 | 361

16| 460 | 528 | 6,26 | 726 | 855 | 110 | 143 182 |23 250 275 | 308 | 398 277

6| 54 | 581 | 651 | 788 | D&t | 118 | 153 | 194 | 235 | 263 288 | 320 | 348 | G0a

17 | 570 | 641 | 7.56 | 887/ 10,7 128 (183 | 205 248 | 276 | 202 [ 204 | 357 |4

181626 | 701 | 823 (939 | 109 137 | 173 (216 280 | 289 | 315 | 344 | ar2 | 423

19.| 684 | 763|881 (104 | 117 746 | 183 (227 272 | 301 | 329 | 382 | 385 | 438

201743 | 826 | 059 | 109 | 12¢ 155|193 | 238 284 [ 314 [342 | 376 | 400 | 453

21 B3 | 880 (103 116 | 132 | 183 |20 | 249 | 296 | 827 | 355 | 389 | 414 | 468

2 B4 | 954 | 11,0 23 | 140 | 122 | 213 | 260 | 308 | 33,9 | 36,5 403 | 428 | 483

23| 926 | 102 | 10,7 130 | 145 | 181 229|271 | 830 | 352 | 38,1 416 | 442 | 497

24| 989 | 109 | 126 [ 138 | 157 [ 190 233 | 28,2 | 332 | 364 | 394 430 | 456 | 51.2

26 | 105 115|131 | 146 | 165 | 199 | 243 | 203 | 344 | 377 | 405 443 | 480 | 528

2 | 112 122 (138 | 154 173 | 208 | 253 | 304 | 350 359 | 419 | 456 | 483 | 4,1

&7 | 118 | 129 | 148 (182 81 [ 21,7 | 263 | 315 | 367 40,1 |432 | 470 498 | 65,3

2 | 125 | 146 | 153 (168 | 189 [ 227 | 273 | 326 | 478 413|445 | 483 510 | 58

20 1131|143 1160 | 177 | 108 | 238 | 283 (337 | 20,1 426 | 457 | 496 | 523 | 58,3

0 138 150 168 | 185 | 206 245 | 293 | 348 | 4023 | 438 | 470 | 509 | 537 | 9.7




(1)

(2)

(3)

(4)

Soluzioni

| MATEMATICA |

(a) 1l piano II, ortogonale al vettore ¥ = (1,2, —3), avra equazione cartesiana del tipo = + 2y — 3z + k = 0,
e il passaggio per il punto A(0,2,1) da k = —1, da cui ¢ + 2y — 32 — 1 = 0. Due vettori ortogonali a ¥
e non paralleli tra loro sono ad esempio @1 = (2,-1,0) e 41 = (2,—1,0), dunque una forma parametrica &
IT={(0,2,1)+s(2,-1,0)+¢(0,3,2) : s,t € R} = {(25,2—5+3t,1+2¢t) : s,t € R} e La retta r, ortogonale sia a ¥
cheaw = (0,1, — ), sara parallela al loro prodotto vettoriale AW = (1,1, 1), e dunque si ha la forma parametrica
r={(0,2,1)+t(1,1,1) : t e R} = {(¢,2+¢,1+1) : t € R}; sostituendo poi t =z in (y,2z) = (2+1¢,1+1¢) si ottiene
una forma cartesiana dal sistema delle due equazioni z —y+2=0 e z—2+1=0.

1)

(b) La decomposizione di ¥ nelle direzioni parallela e ortogonale aw edatada =4 + U2 con U1 = Ti qw =

5w =(0,2,-2) e o =0—-01 =(1,2,-3)—(0,3,-2) = (1, —1). e L’area del parallelogramma individuato

da ¥ e w & uguale al modulo del loro prodotto vettoriale v A W = ( 1,1), dunque vale v/3.

(Figura 1) Poiché 14 3cos?2 > 0, la funzione f(z) = H;‘gﬁ & definita su tutto R e derivabile infinite volte;

inoltre essa & dispari ed evidentemente periodica di periodo 2w, dunque bastera studiarla sull’intervallo [0, 7],
cos z(1+3 cos® x)—sinz(—6sinz cosz) __
(143 cos? )2 -

nel quale si annulla negli estremi ed & positiva altrove. La derivata f'(z) =

cosz(?—BcosQQ:) . . o N e . . . _ oo ) .
T30z o7 Si annulla in z = 3 ed ¢ positiva per 0 < z < 3: ne ricaviamo che z = 5 & punto di massimo

relativo (in realtd assoluto), con f(5) = 1. Derivando ulteriormente, dopo pazienti calcoli si ottiene f”(z) =
4
\/13

| 9 cos? £—72 cos? 7 . . .
—sinz(9cos” 2=72cos"2+47)  ho gi annulla in # = 0, in # = 7 e quando cos’z = 4 +
(143 cos? x)* ’ ’

4+ ==L 13 > 1 e considerando solo 4 — —V%,;W ~ 0,1) quando cosz = +a con a := /4 — —Vs ~ 0,31: dunque oltre
ai preved1b1h flessi in = 0 e x = 7 ve ne sono altri due in x = arccosa ~ 1,25 e x = 7 — arccosa ~ 1,89, ben
visibili in figura.

, ovvero (escludendo

(a) Si ha 2® = x(2? —4)+42, dunque fol Zf—; dz = fol(m+2m22f4 dx = (1:):2—|—210g |z2—4|](1) = s +2log3—4log2 ~

—0,1. e Posto t = cosz (da cui dt = —sinzdz) vale [ 755t do = I T (—dt) = I mdt =
(Jgarctg (V3H)]L1 = J5(5 — (=3)) = 25 ~ 1,2
(b) (Figura 2) L’area di S risulta f (z+1) d:r+f0 e 2" derfl L) de = (52 4+2]% 4+ (—2e )5+ (log [z +

2l =)t =(0)— (=3) + (—2e ) = (=2)+ (1) — (log3 — 1) =3 — 2672 —log 3 (che vale circa 1,83).

2

(a) (Figura 3) Il dominio di g(z,y) = -ZtL & data da :;;11 # 0: vanno dunque esclusi i due rami dell’iperbole

equilatera xy = —1 (nel 20 e 40 quadrarg;el) Si tratta di una funzione differenziabile in tutto il suo dominio, in
quanto le derivate parziali % = (z;}{ﬂ e % = - (321111))2 risultano continue. Si ha g(z,y) = 0 per z + 1 = 0,
ovvero sulla retta verticale x = —1. Si ha invece g(x,y) > 0 quando = z“ > 0: il numeratore x + 1 ¢ positivo a
destra della retta x = —1, il denominatore xzy + 1 lo € nei punti comprem tra i due rami dell’iperbole equilatera
xzy = —1, e il segno di g ne segue per prodotto (si tratta delle zone segnate in giallo). I limiti interessanti sono
quelli nei punti dell’iperbole equilatera e a coz. In un punto (zo,yo) dell'iperbole equilatera (dunque tale che
Yo = —%) diverso dal punto A(—1,1) (intersezione tra la retta verticale degli zeri e 'iperbole) il limite esiste e
vale Foo a seconda del lato dal quale si tende al punto stesso; invece in A e a cog il limite non esiste, perché
tendendovi lungo la retta verticale x = —1 degli zeri il limite ¢ zero mentre lungo la retta orizzontale y = 1
la funzione vale costantemente 1 e dunque anche il limite lungo essa & 1. I punti stazionari sono le soluzioni
del sistema % = gZ = 0, ovvero il solo punto P(0,1) (oltre al punto A che pero ¢ fuori dal dominio); a conti
2y(y—1) zy—2z—1
fatti la matrice hessiana di g risulta Hg(z,y) = ( ::3;)731 ;z%’;?; ); essendo Hy(P) = ( R ) e dunque
(zy+1)3 (zy+1)3

det Hy(P) < 0, il criterio dell’hessiano ci dice subito che P & un punto di sella.

(b) (Figura 3) L’insieme 7 = {(z,y) : 0 <z < 2, 0 <y < 2 — 2} & il triangolo chiuso di estremi O(0,0),
B(2,0) e C(0,2): per la ricerca degli estremi assoluti di g su 7 (che esistono in base a Weierstrass, essendo T
un sottoinsieme compatto —ovvero chiuso e limitato— interamente contenuto nel dominio di g, che & continua)
dividiamo 7 nelle zone 7o dei suoi punti interni; 77 del lato orizzontale OB privato dei vertici; 72 del lato verticale
OC privato dei vertici; 73 del lato obliquo BC' privato dei vertici; e Ta = {O, B, C} dei vertici. e Se massimo
o minimo assoluti fossero assunti in un punto di 7o, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g.



Ora, come visto prima l'unico & P(0, 1), che non sta in 7o (e tra altro, essendo gia stato appurato che si tratta
di una sella, non sarebbe stato interessante ai fini della nostra ricerca). ® Sul lato orizzontale 77 la funzione vale
pi(x) :=g(xz,0) =z +1, con 0 < x < 2. Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di 71, in tale
punto dovrebbe annullarsi la derivata ¢’ (x) = 1, il che perd non accade mai. e Sul lato verticale T2 la funzione

vale p2(y) := g(0,y) vale costantemente 1: teniamo dunque presente tutti i suoi punti. e Sul lato obliquo 73 la

_ x+1 ac2+2x—1
z2—2x—1" (x2—2x—1)2

x = —1£+/2, dei quali il solo valore accettabile & v/2 — 1. Si trova cosi il punto Q(v/2 — 1,3 — /2). e Infine, i tre
punti O, B, C' di 74 vanno tenuti tutti presenti. e Gli estremi assoluti di g su 7 potranno dunque assunti solo
nell’ambito del punto @, dei tre vertici O, B, C e dei punti del lato verticale OC: poiché ¢(Q) = 2+T\@ ~ 0,85,

g(0) = g(C) = g(lato OC) =1 e g(B) = 3, il massimo assoluto di g su 7 ¢ 3 (assunto in B) e il minimo assoluto
242 (
1

funzione vale p3(z) = g(z,2 — z) = con 0 < z < 2: la derivata p5(z) = si annulla per

e assunto in Q).
(5) (a) L’equazione differenziale y' = y2logz & del primo ordine a variabili separabili: oltre alla soluzione costante y =

0, separando si ottiene y~2 dy = log x dx, da cui integrando —ﬁ =z(logz —1)+k, da cui y(z) = :F\/ﬁ
z(l—log

al variare di k € R. e L’equazione y" — 2y’ + 4y = 4x — 3e” & del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica t> — 2t + 4 = 0 ha soluzioni ¢t = 1 + iv/3, dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione
omogenea associata & y(z) = A cos(zv/3) + B sin(z+/3) al variare di A, B € R. Una soluzione particolare per
il termine non omogeneo 4z sard del tipo §1(z) = ax + b, e i calcoli danno (a,b) = (—2,—1); una per —3e”
sara del tipo g2(z) = ce®, e i calcoli danno ¢ = —1; dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione completa &
y(z) = A cos(zv/3) + B sin(zv/3) — 2x — 1 — e al variare di A,B € R. e Le due equazioni non hanno alcuna
soluzione in comune.

(b) Chiedere che una soluzione y(z) abbia il grafico passante per (1,—1) equivale ovviamente a chiedere che

y(1) = —1. Per le soluzioni della prima equazione cid da —1 = :Fﬁ, da cui la scelta del segno “—7 e

k = —1: T'unica soluzione con questa proprieta ¢ dunque y(z) = —ﬁ. Per quelle della seconda cid da
z(l—logx)—

—1 = A cos(v/3)+ B sin(v/3) —2—1—¢, ovvero B = %\Cfgm, dunque le soluzioni con questa proprieta sono

quelle del tipo y(z) = A cos(zv/3) + %\C}’g@ sin(zv/3) — 2z — 1 — €® al variare di A € R.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. (4.b): zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g;

il punto stazionario (porpora); 'insieme 7T (azzurro).



| STATISTICA |

a) Determini la tipologia del carattere.
Il carattere ¢ di tipo quantitativo (in quanto espresso da numeri) discreto (in quanto non ¢ possibile fare una
frazione di misurazioni).

b) Descriva e calcoli un indice di posizione adeguato ai dati.

Un indice di posizione di una serie di osservazioni indica il valore centrale che viene assunto dalla serie. Gli
indici di posizione visti a lezione sono tre: moda, mediana e media. Per i caratteri in esame sono calcolabili tutti e tre.
In questa sede si ¢ scelto di calcolare la media.

Dalle osservazioni € possibile individuare 7 modalita (da 0 a 6) e, sfruttando i dati in tabella 1, ¢ possibile calcolare la
seguente media

290

= n :3_0:3

¢) Descriva e calcoli un indice di variabilita adeguato ai dati.
Avendo scelto la media come indice di posizione l'indice di variabilita associato risulta essere la deviazione standard,
(ovvero la radice quadrata della varianza). Utilizzando i calcoli ripostati in tabella ¢ possibile ottenere:

m o, _a 10
U::Zm""[""_" [ 64_, 5 o=\2.13=1.46

n 30 8

d) Fornisca una rappresentazione grafica opportuna.

6
Per caratteri quanitativi discreti due rappresentazioni frequenti sono il
diagramma a barre, il diagramma a torta ed il box plot. A lato si riposta un esempio del I
o ||
0 1

Frequenza assoluta
N =

primo.

2 3 45 6
Tabella 1 - dati relativia ai primi 3 esercizi Numero di vaccinazioni
i X, n, nXx, X~ X (x,-x)*  n(x-x)
1 0 1 0 -3 9 9
2 1 5 5 -2 4 20
3 2 5 10 -1 1 5
4 3 6 18 0 0 0
5 4 9 36 1 1 9
6 5 3 15 2 4 12
7 6 1 6 3 9 9
Totali 30 90 64

Esercizio 2)
Possiamo modellare il processo di generazione dei dati del presentati nell'esercizio 1 come il frutto di diverse
estrazioni dalla variabile casuale

X : numero di vaccinazioni effettuate da un diciottenne italiano

avente distribuzione ignota. Si sono eftfettuate n = 30 osservazioni.

Continuando con il modello precedentemente definito l'esercizio richiede di stimare Var/X] puntualmente e per
intervallo.

La stima ¢ possibile solo se la le estrazioni sono indipendenti ed identicamente distribuite e se la dimensione del
campione ¢ pari ad almeno 30 unita. Nel caso in esame entrambe le ipotesi si possono considerare verificati.



Lo stimatore puntuale della varianza ¢ la campionaria che, utilizzando i conti riportati in tabella produce la seguente
stima

- R Zm_ n,.|‘0,—5]2 64
Var|X |=s'==""————=2-=2207
@ i } ’ n—1 29
Per ottenere la stima per intervallo occorre fissare un livello i di confidenza a. Posto a= 90%, la stima per intervallo ¢
data dalla seguente formula

64 64
2 2 29_ 29_
Var|P)e (n—1)s . (l}—l)s - 29 o 29 :[ﬂ;ﬁ]:'l.SO,ﬁﬁl]
X7 L (n=1) X (n—1) Xp0s(29) X;45(29) 426 177

1-

9|z

Y

Esercizio 3)

Nell'esercizio viene richiesto di realizzare un test di ipotesi sul valor atteso della variabile casuale X. Nello specificho
si richiede se siai inferiore a quello della v.c. P: numero di vaccinazioni effettuate da un diciottenne europeo avente
E[P] = 3.2 e Var[P] = 2.7. Nel caso in esame le due ipotesi sono

HO: E[X]= 3.2
HI: E[X]< 3.2

Per procedere alla verifica del test di ipotesi ¢ necessario avere un campione di almeno trenta elementi ottenuti da
estrazioni di tipo bernoulliano (ovvero i.i.d.). Entrambe le ipotesi possono dirsi confermate.

Lo stimatore del valor atteso da utilizzare ¢ la media campionaria. Supponendo vera l'ipotesi nulla (HO) la media
campionaria calcolata su di un campione di 30 elementi estratti in maniera benoulliana si distribuisce come la
seguente normale

[P 2.7
N(E[P]; Var ):N(3.2;E):N(3.2;0.09) H, :E[P) <p,

n

Dal tipo di ipotesi alternativa (H1) possiamo stabilite come il test da realizzare sia ad
una coda, come indicato dalla figura a lato. Da cui si ricava la seguente regione di
accettazione (dell'ipotesi nulla)

A:|-1.28; +o

Per verificare se il campione ricade nella regione di accettazione ¢ sufficiente standardizzare la media campionaria
calcolata all'esercizio 1. Ottenendo il seguente valore standard

x—E[P|_3-32_ 02
War|P] V0.0 0.3
| Zarif’]
n
Essendo il valore interno alla regione di accettazione, si accetta l'ipotesi nulla. Si puo per tanto dire che con una
significativita del 10 % in numero di vaccinazioni effettuate da un diciottenne in italia non ¢ inferiore alla media
europea.
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Esercizio 4)

Nel testo si considerano come eventi elementari delle estrazioni da due vv. cc. continue. Si ricorda che per una v.c.
continua X, la probabilita di ottenere una realizzazione x compresa fra due estremi x;,s ed x,, ¢ data dall'integrale (area
sottesa) dalla densita di probabilita fy(x) fra x;, ed x,,. In simboli

Plxelnixa)= [ folrrd



a) Il candidato calcoli le seguenti Probabilita: P(E,),; P(E,); P(E, UE,) P(E,| E>).

Per il calcolo di P(E)), si deve calcolare l'area sottesa dalla curva della densita di probabilita di un chi quadro a 2 gradi
di liberta da meno infinito a 0. Poiche i valori che assume la v.c. chi quadro per ogni possibile grado di liberta sono
tutti non negativi la probabilita richiesta ¢ I'evento certo.

La probabilita dell'evento £ ¢ pari alla probabilita di estrarre un numero y positivo da una v. c. uniforme fra -5 ed 3.
In questo caso ¢ possibile ricavare la d.d.p. della v.c. Y. Basta imporre che I'area sottesa dalla d.d.p. sia unitaria.
Pertanto si ha che

J\t: fylt)dr=1
poiche la d.d.p ¢ nulla per valori esterni all'intervallo /-5, 57 la predente diviene
f,;fy(f)dT=l

ricordando che la d.d.p. ¢ costante si ha che

[ cdv=(5-(-5))c=10C=1
da cui si ha che C=1/10=0.1.

I1 calcolo della probabilita richiesta diviene ora facile

P(E)=P(y>2)=[,1dT=(5-2)7-=03

Propedeutico al calcolo delle altre due probabilita e il calcolo della probabilita dell'evento intersezione (ovvero che i
due eventi si verifichino contemporaneamente). Per eventi indipendenti essa ¢ il prodotto delle due probabilita ovvero

P(E,NE,)=P(E,)P(E,)=1-03=0.3

Le restanti probabilita possono essere ricavate utilizzando la definizione assiomatica

P(E,UE,)=P(E )+P(E,)-P(E,NE,)=1+03-03=1 P(E,

E)=——t ="

b) 1l candidato fornisca la definizione dei seguenti eventi notevoli: eventi statisticamente indipendenti, evento certo
ed evento impossibile.
Due eventi si dicono

. statisticamente indipendenti se il verificarsi di un evento non altera la probabilita del verificarsi dell'altro.
Se A e B sono due eventi statisticamente indipendenti si ha che
P(A|B) = P(4) P(B|4) = P(B)
. certo: un evento certo ¢ un evento che si verifica sempre. Se E € un evento certo certo si ha che P(E) =1.
. impossibile: un evento impossibile ¢ un evento che non si verifica mai. Se E ¢ un evento impossibile

certo si ha che P(E) =0.



