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2 ANTONIO MARIGONDA

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/09

Prova scritta di Analisi Matematica 2 mod. av.
Verona, 31 marzo 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 1. Si consideri in R3 la superficie S di equazioni parametriche:

0(0,y) = (\V/y? + 1cosb,y,/y? + 1sinb), 6 € 10,27, |y| < 1,
e il campo vettoriale F : R® — R3 definito da F(z,y,2) = (22,y/2, z).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la circonferenza di raggio v/2,
centrata in (0,1,0) e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da v(8) = (v/2cosf,1,v/2sin#),
6 € [0, 2x].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione.

Esercizio 2. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’equa-
zione del telegrafo sul segmento [0, 7], con ambedue le estremita libere:

Ugt + 2Up — Ugy = 0, Uz (0,t) = ug(m, t) =0,
assumendo come dati iniziali u(x,0) = 0 e u;(x,0) = x. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

Esercizio 3. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
& —dr -2y = 4e’,
y—3zx+y =0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.



SOLUZIONI 3

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/09

Prova scritta di Analisi Matematica 2 mod. av.

Verona, 1 luglio 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 4. In R? ¢ assegnata la superficie ¥ parametrizzata dalla funzione
¢ :[0,27] x [0,1] — R?
definita da (0, s) = ((s2 + 1) cos 0, (s + 2) sin 6, s®). Si consideri il campo vettoriale F : R® — R? definito da
F(z,y,2) = 3a* +y,52 + 2, 2°).
Si calcolino divergenza e rotore di F.
Si calcoli la circuitazione di F lungo la curva di equazioni parametriche v(6) = (cos 8, 2sin 6, 0).

1)

2)

3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢ e si calcoli ’elemento d’area di X.

4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (0,3, 1).

(
(
(
(

—

(5) Si calcoli il flusso di rot(F') attraverso ¥ con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione .

Esercizio 5. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’equazione
di reazione-diffusione-trasporto sul segmento [0, 7]:

Ut — Ugy — Uy — u =0, x€|0,x], t>0

con dati al contorno di Dirichlet omogenei u(0,t) = u(mw,t) = 0 V¢ > 0, assumendo come dato iniziale u(z,0) =
z(m —z)e”® per 0 < x < 7. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

Esercizio 6. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
T — 3z + 2y = 3¢t
y—2r+2y=0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.



4 ANTONIO MARIGONDA

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/09

Verona, 15 luglio 2009
Prova scritta di Analisi Matematica 2 mod. av.

Cognome e nome: Matricola:

Esercizio 7. In R3 sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata dalla funzione
@ :[-1,1] x [-1,1] — R? definita da ¢(u,v) = (ve®,u?, —v),
e il campo vettoriale F :R3 = R3 definito da
F(z,y,2) = (2122, zcosy, 2% + ).
si calcolino divergenza e rotore di F

1
22; si scriva la matrice Jacobiana di ¢ e si calcoli I’elemento d’area di X.
(3) si calcoli la circuitazione di F lungo il bordo « di ¥ con I'orientamento su esso indotto dall’orientamento
di ¥
(4) si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1/2,0,—1/2).
(5) si calcoli il flusso di
H(z,y,2) = (zz,y2%,0)
attraverso ¥ con 'orientamento dato dalla parametrizzazione.

Esercizio 8. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’equazione
del calore sul segmento [0, 7], con estremita termicamente isolate:

Ut — DUz = 0, 0<xz<m, t>0,
uz(0,1) = ug(m,t) =0

assumendo come dato iniziale u(x,0) = 2x. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.
Esercizio 9. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali

¥ +2x —3y = 3t?
y+4x—-6y =0

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.



SOLUZIONI 5

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/09

Prova scritta di Analisi Matematica 2 mod. av.
Verona, 7 settembre 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 10. Si consideri in R? la superficie S di equazioni parametriche:

w0, x) = (:v,e"’”Z*1 cos 97693271 sin ), 0 €[0,27], |z| <1,
il iale F: RS — R? definito da F — i 242 a(y? + 2
e il campo vettoriale F': R® — efinito da F(z,y,z) = <y2+z2+1,y +z252(y" + 2 ))
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F lungo la circonferenza di raggio e, centrata in (1,0,0) e appartenente al
piano z = 1 parametrizzata da v(8) = (1,ecos 0, esind), 6 € [0, 27].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione ¢.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0, 1).
(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione.

Esercizio 11. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’e-
quazione alle derivate parziali:

—up + 2Ugy + Uy +u =0, per t > 0, z €]0, [,

u(0,t) = u(mw,t) =0,

w0 = et (G- Jo-3]).

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.
Esercizio 12. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
T+2r+3y =3e %,
{y +5x+y =0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2008/09

Prova scritta di Analisi Matematica 2 mod. av.
Verona, 22 settembre 2009

Cognome e nome: matr

Esercizio 13. Si consideri in R3 la superficie S di equazioni parametriche:
©(0,7) = (rcos@,rsind, 1 —r4), felo,2n],0<r <1,
¢ il campo vettoriale F : R3 — R3 definito da F(z,y,z) = (3y2 + 22,1 — 823, 2z — 612).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la curva I' appartenente al piano
z = 1 parametrizzata da vy(6) = (5cosf,2sin6, 1), 6 € [0, 27].
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione (.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1/2,0,15/16).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione.

Suggerimento: si ricordi che fozﬂ cos* 0 df = 37 /4.
Esercizio 14. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’e-
quazione alle derivate parziali
—ugt + 3z, = 0 in |0, w[x]0, +00[
Uz (0,1) = ug(m,t) =0
u(x,0) =0
ug(z,0) = z.
Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.
Esercizio 15. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
8% + 14z — 9y = 8sin(2t),
4y — 6z +13y =0.

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.



SOLUZIONI 7

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Prima prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 10 dicembre 2010

Cognome e nome: matr

Esercizio 16. Si consideri l'insieme:
I'={(z,y) € R?: (2% +9* — 22)* = 2 +¢*},
detto Chiocciola di Pascal.
(1) Si esprima I in coordinate polari piane.
(2) Si provi che la curva interseca gli assi in cinque punti, di cui uno & origine. Si determinino gli altri
quattro punti P; = (z;,y:), ¢ = 1,2,3,4, e si scrivano le equazioni delle tangenti a I" in essi.
(3) Per ogni i = 1,2,3,4, si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢;(z) di classe C! in un
intorno di x; con ¢;(z;) = yi.
(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = /22 + y? vincolati a I'. Si dica se ' &
compatto.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T'.

Esercizio 17. Dato a € R e indicata con D la regione illimitata del primo quadrante compresa tra l'iperbole
di equazione xy = 1, la retta y = x e 'asse delle z, si calcoli

1
// — dx dy.
D %

Esercizio 18. Si consideri la serie di funzioni definite per (¢,z) € [0,1] x [0, 27]

— (V5-3)" at
Z( )

—F e - cos(nzr).
271—1\/5 ( )

(1) Si studi la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie.
(2) Si calcoli la somma della serie per (¢,z) = (0,0).

n=1



8 ANTONIO MARIGONDA

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Seconda prova parziale di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

[J nel primo appello.
Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale [J nel secondo appello.
O in altra sessione.

Esercizio 19. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* + 1) cos 0,73 + 72, (r* + 1) sin6), (r,0) € [0,1] x [0, 2],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (y+ 22, 42% — 32,62° + 42).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0,27] — R di
equazione

~(t) := (5cost,2,5sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Esercizio 20. Si consideri 'equazione differenziale:
dy -y
dr r

a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 1.

c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, i si determini;
e.) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(1) = 1.

Esercizio 21. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali con condizioni al contorno di Dirichlet:
Opu(t, x) — Ozgu(t,x) = 0 per (¢, z) €10, 4+o00[ x |0, [,
w(0,2) = (7 — ),
u(t,0) = u(t,7) =0.

Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di serie e si
discuta la convergenza della serie ottenuta.



SOLUZIONI 9

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 2 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

(1 nel primo appello.
Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale [ nel secondo appello.
O in altra sessione.

Esercizio 22. Si consideri I'insieme
[:={(z,y) e R?: —2® — 3219 — 322y* + 42? + Sxy — 35 + 49% = 0}.

(1) Si esprima I in coordinate polari piane.

(2) Si provi che I' interseca gli assi in cinque punti di cui uno ¢ 'origine. Si scrivano le equazioni delle rette
tangenti a T’ nei punti di T' N {zy = 0} diversi dall’origine. Si dica se ' definisce implicitamente una
funzione y = p(z) in un intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = 2* + 222y? + y* vincolati a T.

(4) Si dica se T' & compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T

Esercizio 23. Definiamo Q := {(z,y) € R? : 1 < 2y < 2, x/4 < y? < x}. Si tracci il grafico di 9 e si calcoli
larea di €.

Esercizio 24. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* + 1) cosf,r® + 72, (r* + 1) sin0), (r,0) €10,1] x [0, 27,
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
ﬁ(w, y,2) = (y + 2%, 42% — 32,62 + 4?).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F' & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la curva v : [0,27] — R3 di
equazione

~(t) :== (5cost,2,5sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione ¢.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Esercizio 25. Si consideri 'equazione differenziale:
dy  xy’—y
de x

a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 1.

c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, li si determini;
e.) si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(1) = 1.



10 ANTONIO MARIGONDA

Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Appello di Analisi Matematica 2 mod. av. (A.A. 08-09)

Verona, 2 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

[J nel primo appello.
Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale [J nel secondo appello.
O in altra sessione.

Esercizio 26. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:
o(r,0) = ((r* + 1) cos 0,73 + 72, (r* + 1) sin6), (r,0) € [0,1] x [0, 2],
e il campo vettoriale F :R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = (y+ 22, 42% — 32,62° + 42).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la curva v : [0,27] — R3 di
equazione
~(t) := (5cost,2,5sint).
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione .
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(5/4,3/8,0).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Esercizio 27. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali con condizioni al contorno di Dirichlet:
w(0,2) = (7 — ),
u(t,0) = u(t,7) =0.

Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di serie e si
discuta la convergenza della serie ottenuta.

Esercizio 28. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali lineari del primo ordine:
& —3x 4 2y = e,
9+ 6x —y=0.

Si discuta la stabilita delle soluzioni stazionarie dell’omogeneo associato.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 18 febbraio 2010

Cognome e nome: matr

[] in questo appello.

Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale . .
[ in altra sessione.

Esercizio 29. Si consideri I'insieme

r:= {(x,y) € R?\ {(0,0)} : —

%y
/332 + y2
(1) Si esprima I' in coordinate polari piane, e si determini I', dove I ¢ la chiusura di I' in R2.
(2) Si dica se T' & compatto. Si dica se I' & compatto.
(3) Si provi che I' interseca I'insieme C definito da C = {(x,y) : 22 = 3?} in due punti. Si scrivano le
equazioni delle rette tangenti a I' nei punti di ' NC'. Si dica se I" definisce implicitamente una funzione
y = (z) in un intorno di ciascuno di tali punti.

(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = yy/22 + y2 vincolati a T.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I

+x4+2x2y2+y40}.

2

Esercizio 30. Si calcoli il volume del solido:

x
V=3 (z,9,2) ER?: 1 <2<2,0<2< =, 22 <y<2:?}.
{(x Y, 2) x <3 vy ¢ <y< 2
Esercizio 31. Si consideri la superficie S C R3 parametrizzata da:
QD(U,U) = (u2 — 3uv + 1; 1)3“ +u, 7—"2 + Uz)a (U,U) € [ila 1] X [*17 1]a

e il campo vettoriale F : R — R3 definito da:
ﬁ(x, y,2) = (6y, 62 — 4y2® + 52%,10yz — 49°2).
(1) Si calcolino divergenza e rotore ih F. Si dica se il campo F' & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F' lungo la curva v : [0, 27r] — R? di equazione
y(t) == (tsint + 1,t/27, 5 arctan(t® + 2t) sin? t).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l’elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla

parametrizzazione .
3 3 1

(4) Si calcoli la normale indotta dalla parametrizzazione nel punto P (1, 1600 + 2vVio' 1

) (non & richiesta
la normalizzazione).

(5) Si calcoli il flusso di G(z,y,z) := (6y,1,1) attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento
indotto dalla parametrizzazione.

Esercizio 32. Si consideri la seguente equazione alle derivate parziali con condizioni al contorno di Neumann:
Opu(t, ) — Opgu(t, ) + du(t, ) = 0 per (¢,x) €]0,+o0[ x 10,7,
u(0,x) = ’g -z,
Ug(t,0) = ug, (¢, 7) = 0.

Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per ottenere una soluzione del problema in forma di serie e si
discuta la convergenza della serie ottenuta.
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Appello di Analisi Matematica 2
Verona, 16 giugno 2010

Cognome e nome: matr

[J nel primo appello.
Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale [J nel secondo appello.
O in altra sessione.

Esercizio 33. Si consideri 'insieme

= {(x,y) € R*\ {(0,0)}: —

a? 2 2 }

—— tx"+y"=0,.

(% +y?)

(1) Si esprima I' in coordinate polari piane. Si determini I', chiusura di I" in R2.

(2) Si provi che I interseca gli assi in due punti. Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nelle due
intersezioni e si dica se T definisce implicitamente una funzione x = ¢(y) in un intorno di ciascuno di
tali punti.

(3) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = arctanlog(xz? 4+ y? + 1) vincolati a T.

(4) Si dica se I' & compatto, si dica se I' & compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T

Esercizio 34. Definiamo Q := {(z,y) e R?: 0 <z +y < 2,0 <z —y < 2r}. Si tracci il grafico di 99 e si
calcoli il seguente integrale doppio: // cos?(z + y) sin(3(z — y)) dz dy.
Q

Esercizio 35. Si consideri la superficie S C R3 parametrizzata da:
o(u,v) = (u,v,1 —u? —vt), con u,v € R, u? +v* <1
e il campo vettoriale F :R3 = R3 definito da:
F(z,y,2) = (9% + 32,82 + z, 62?).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0,27] — R3 di
equazione y(t) := (cost,0,sint).

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione .

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(1/v/2,0,1/2).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S orientata secondo 'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Esercizio 36. Si consideri 'equazione differenziale:

dy_ v
de  ya? -2’

a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;

b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(1) = 3.

c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;

d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, i si determini;

e.) si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(1) = 3.
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Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale
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Universita degli Studi di Verona
Corso di Laurea in Matematica Applicata
a.a. 2009/10

Appello di Analisi Matematica 2

Verona, 9 luglio 2010

[] in questo appello.
[ in altra sessione.

Esercizio 37. Si consideri I'insieme

(1)
(2)

(3)
(4)
(5)

I':={(z,y) € R?: 2° +y* — cos(6zy) — 1 =0} .

Si esprima I' in coordinate polari piane.

Si provi che T' interseca gli assi in quattro punti. Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nelle
intersezioni e si dica se I" definisce implicitamente una funzione y = ¢(z) in un intorno di ciascuno di
tali punti.

Si determinino i massimi della funzione h(x,y) = eV***¥* + 1 vincolati a T'.

Si dica se I' ¢ compatto.

Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I'.

Esercizio 38. Definiamo Q := {(z,y) € R? : |z +y| < 2, |z — y| < 7}. Si tracci il grafico di 99 e si calcoli il

3
seguente integrale doppio: // (I + y) sin?(z — y) dz dy.
Q

3

Esercizio 39. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:

o(r,0) = ((r* =r* + 1) cosh, (r* —r2 +1)sinb,7r), con f € [0,27],0 <r <2

e il campo vettoriale F :R3 = R3 definito da:

F(z,y,2) = (2% + 62,52% + 4z, 222).

Si calcolino divergenza e rotore di F'. Si dica se il campo F & conservativo.

Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la curva v : [0,27] — R3 di
equazione 7(t) := (cost,sint,0).

Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi l’elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione .

Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P(1,0,1).

Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto dalla para-
metrizzazione utilizzando il teorema della divergenza.

Esercizio 40. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’e-
quazione alle derivate parziali

up — 3z, = 0 in )0, w[x]0, +00]
Uz (0,1) = ug(m,t) =0

u(x,0) = z(r — x)

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.
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Cognome e nome: matr

[J in questo appello.

Si indichi se, in caso di esito positivo, si vuole sostenere la prova orale . .
[ nel secondo appello di questa sessione.

Esercizio 41. Si consideri 'insieme
L= {(z,y) eR?: 2% 4y —4+ a3 =0}.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che T interseca gli assi in quattro punti. Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a T' nelle
intersezioni e si dica se I" definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un intorno di ciascuno di
tali punti.

(3) Si dica se I' & compatto.

(4) Si dica se esistono massimi e minimi della funzione

4 — x3y3 3,3
h(z,y) = ——2 ¢~ (4=2"y")/4
(2,9) 1
vincolati a I', in caso affermativo li si determini.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T'.

Esercizio 42. Definiamo Q := {(z,y) € R?: |z +y| < 1, |z — y| < 7}. Si tracci il grafico di 99 e si calcoli il

s1n( )
seguente integrale doppio: ———dxd
g g %Y / / 1 + T+ ) Y.

Esercizio 43. Si consideri la superficie S C R? parametrizzata da:

o(u,v) = ((v —|—1) sin(u), v*, (v* +1) cos(u ))7 conu € [0,27],0<v <1

e il campo vettoriale F:R3 — R3 definito da:
F(z,y,2) = 3z +42%, —z — 6y + 2,y — 22).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F ¢ conservativo.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva v : [0, 27r] — R3 di equazione ~(t) := (cost,sint, 0).
(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi 'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione .

5 1
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P (16 16’ 0)

(5) Si calcoli il flusso di rot F' attraverso la superficie S orientata secondo l’orientamento indotto dalla
parametrizzazione utilizzando il teorema di Stokes.

Esercizio 44. Si consideri ’equazione differenziale

3
dy — 2ay+aty+ %
dr a2 +?
(1) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale.
(2) Si trovi la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
(3) Si trovi la soluzione corrispondente al dato iniziale y(0) = /3.
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Esercizio 45. Si consideri l'insieme
[:= {(x,y) eR?: (2% + y2)5/2 —(2® + y2)2 — (327 + y2)2 = 0}.

(1) Si esprima I in coordinate polari piane.

(2) Si provi che T interseca gli assi in cinque punti punti, di cui uno & lorigine. Si scrivano le equazioni
delle rette tangenti a I' nelle intersezioni diverse dall’origine e si dica se I' definisce implicitamente una
funzione y = (z) in un intorno di ciascuno di tali punti.

(3) Si dica se I' &€ compatto. Si dica se I' \ {(0,0)} ¢ compatto.

(4) Si dica se esistono massimi e minimi della funzione

h(z,y) = log arctan(z? + y?)

vincolati a I'\ {(0,0)}, in caso affermativo li si determini.
(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I

Esercizio 46. Definiamo Q := {(z,y) € R? : |z +y| < 1, |z — y| < «}. Si tracci il grafico di 99 e si calcoli il

: : (¢ — y)e ==V

seguente integrale doppio: —
o l+(@+y)

Esercizio 47. Si consideri la superficie S C R3 parametrizzata da:

p(u,v) = (v* + 1,v%sin(u), (v* + 1) cos(u)), conu € [0,27],0 <v <1

dx dy.

e il campo vettoriale F : R? — R3 definito da:
F"(m, y,z) = (br + 2y + 42%, 22 — y + 2z, —x® + 4y).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F' & conservativo.
2) Si calcoli la circuitazione di £ lungo la curva v : [0, 27] — R3 di equazione y(t) := (cos(t), 3sin(t), 0).
) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I'elemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione ¢.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P (2,1,0).
(5) Si calcoli il flusso di rot F attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto dalla
parametrizzazione utilizzando il teorema di Stokes.

Esercizio 48. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie) dell’e-
quazione alle derivate parziali

Up — 2Uge + v = 0 1n ]0, 7[X]0, +00[

g (0,t) = ug(m,t) =0

u(z,0) = Xjo,x/2 (%),
dove x[o,x/2)(z) = 1 se x € [0,7/2] e X[o,x/2)(x) = 0 altrimenti. Si discuta la convergenza uniforme della serie
ottenuta.
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Verona, 18 dicembre 2010

Nota: i punti a. costituiscono la versione A del compito, quelli b. ne costituiscono la versione B.

Esercizio 49. Studiare la convergenza uniforme della serie di Fourier

5n, 1/2 3n+9
_3+Z n;i—/Q cosmr;—l—(—1)”2?)”774 sinnz.
24n+9 1/2 _ 4
x) =T+ Z(—l)"w cos nx — h sinna.
2m
Calcolare S(z) dz. Dire inoltre se S(z) e derivabile, giustificando adeguatamente quanto asserito.

0

Esercizio 50. Determinare la natura dei punti critici della funzione

a. f(a,y) =23+ 93— 3vy — 3.
b. f(x,y) = 23—y — 3zy + 3.

Esercizio 51. Determinare massimo e minimo della funzione f sull’insieme V' con

a. flo,y,2) =22 —y?2, V={(n,y,2) ER3: 2?2 +¢y? + 22 =9, 22 + y? — 22 = 4}.
b. f(z,y,2) =22+ 2%y, V = {(z,y,2) € R3: 22 + 9% + 22 =16, 2% + y? — 22 = 4}.

Esercizio 52.

a. La relazione (22 + 22 + y?)? = 22 — y? — 22 definisce implicitamente una funzione y = g(x, z) intorno al

punto pg = ( @, \{, 0). Si determinino le formule che esprimono gy e gz, e se ne calcoli il valore in pg.

Facoltativo: si dica intorno a quali punti non si puo esplicitare y in funzione di z, z. Si dica intorno a

quali punti non & possibile esplicitare nessuna delle variabili in funzione delle rimanenti due.
2 _ 2

. La relazione y? — 2% — 22 = (22 + 2% + y?)? definisce implicitamente una funzione x = f(y, z) intorno al

punto pg = (ﬁ, %, 0). Si determinino le formule che esprimono % e %7

po- Facoltativo: si dica intorno a quali punti non si puo esplicitare x in funzione di y, z. Si dica intorno
a quali punti non ¢ possibile esplicitare nessuna delle variabili in funzione delle rimanenti due.

e se ne calcoli il valore in

Esercizio 53.

a. Calcolare // L dx dy dove D :={(z,y) e R?: 22 +y* <4,y > 1}.
D

Y

b. Calcolare // 2?2 dx dy dove D ¢ il parallelogramma di vertici (0,0), (1,2), (3,0) e (2, —2).

D
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Esercizio 54. Si consideri il campo vettoriale F : R? — R? dato da F(z,y,2) = (22,y2,1).

(1) Si scrivano divergenza e rotore di F.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

I'i={(z,y,2) eR®: 2 +y* + 2> =25, 2 = 3},

percorsa muovendosi in senso antiorario rispetto all’asse z.
(3) Si calcoli il flusso di F attraverso le superfici

Sy = {(z,y,2) €R®: a? + 9y + 22 =25, 2> 3}
So = {(2,y,2) € R®: 2® + ¢ + 2* <25, 2 = 3}

entrambe orientate con la normale rivolta verso I’alto.

Esercizio 55. Si risolva, per separazione di variabili, il seguente problema relativo all’equazione del calore (in
una sbarra con estremita termicamente isolate):

up(t, ) = Ugy (t, ), x € (0,7),t > 0;
Uy (¢,0) = ug(t, m) =0, t > 0;
u(0,2) =7 — x, z € (0,).

Si discuta poi la convergenza uniforme della serie ottenuta per stabilire se il dato iniziale e effettivamente
assunto.

Infine, si discuta la derivabilita termine a termine della serie e si dica se € lecito affermare che la soluzione
trovata soddisfa sia I’equazione differenziale che le condizioni al contorno imposte dal problema.
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Esercizio 56. Si consideri la funzione f(x,y) = 23 — 3y%x — 120y — 27z.

(1) Si trovino i punti critici di f e se ne stabilisca la natura.

(2) Si dica se l'insieme di livello di f passante per il punto (1, —1) & esprimibile come grafico di una funzione
regolare di x in un intorno di tale punto.

(3) Si trovino il massimo ed il minimo assoluto di f sull’insieme D := {(z,y) € R? : |z| + |y| = 1}.

Esercizio 57. Si calcoli il volume della porzione della semisfera
{(z,y,2) €ER®: 2>0, 2 +y? + 2% < 1}
contenuta nel cilindro {(z,y, z) € R3 : 22 +y% < 1/4}.

Esercizio 58. Si studi la convergenza uniforme della serie di funzioni

“" sin(sin nx)

— 1
—c
nzz:l nv1l+n
sulla semiretta [0, +00[. Si discuta poi la derivabilita della somma f(x) della serie sulla semiretta aperta ]0, +o0].
Quante volte ¢ (eventualmente) derivabile f(xz)?

Esercizio 59. Si consideri il campo vettoriale F : R3 — R3 dato da F(z, v, z) = (xz,yz,1).

(1) Si scrivano divergenza e rotore di F.
(2) Si calcoli la circuitazione di F' lungo la curva

I:={(z,y,2) e R®: 2® +y* + 2> = 25, 2 = 3},

percorsa muovendosi in senso antiorario rispetto all’asse z.
(3) Si calcoli il flusso di F attraverso le superfici

Sy = {(2,y,2) ER®: 2? + 9 + 22 =25 2 > 3}
Sz = {(z,y,2) € R : a? +y° + 22 < 25, 2 = 3}

entrambe orientate con la normale rivolta verso ’alto.

Esercizio 60. Si risolva, per separazione di variabili, il seguente problema relativo all’equazione del calore (in
una sbarra con estremita termicamente isolate):

up(t, ) = gy (t, ), x € (0,m),t > 0;
Uy (t,0) = ug(t, ) =0, t>0;
u(0,2) =7 — =z, x € (0,m).

Si discuta poi la convergenza uniforme della serie ottenuta per stabilire se il dato iniziale & effettivamente
assunto.

Infine, si discuta la derivabilitd termine a termine della serie e si dica se € lecito affermare che la soluzione
trovata soddisfa sia ’equazione differenziale che le condizioni al contorno imposte dal problema.
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Esercizio 61. Sia data la funzione f(z,y) = 23 + y® + 3xy.

(1) Sitrovino i punti critici di f e se ne stabilisca la natura.

(2) Si consideri I'insieme I' = {(z,y) € R? : 23+ y3 = 1}. Si dica se si tratta di una curva regolare e se
tale insieme ¢ localmente esprimibile come grafico di una funzione regolare di  in un intorno di (0, 1).
E possibile esprimere globalmente I' come grafico di una funzione di x?

(3) Si trovino, se esistono, il massimo ed il minimo assoluto di f su T

Esercizio 62. Si calcoli l'integrale
/ (y* + 2°) dx dy dz,
D
ove D ¢ il cilindro {(z,y,2) e R®: —1<2z<1, 22 +y? <1}

Esercizio 63. Si consideri il campo vettoriale F:R3 - R3 dato da

F(z,y,z) = (e” cosy, —e"siny, z).

(1) Calcolare la divergenza ed il rotore di F. Dire se F & conservativo e, in caso affermativo, trovarne un
potenziale scalare.
(2) Calcolare I'integrale del campo F' lungo la curva

() = (tQ,sin (gt) ,t), teo,1].
(3) Calcolare il flusso del campo F attraverso le superfici
Sy ={(z,y,2) €R®: 2? +9* <2, 2 =1},
Sy ={(2,y,2) ER3: z=2% 4192 0< 2 <1},
entrambe orientate con la normale rivolta verso ’alto.

Esercizio 64. Si risolva, per separazione di variabili, il seguente problema relativo all’equazione della corda
vibrante:
(b, ) = ugy (¢, ), x €]0,7[, t >0,
u(t,0) =u(t,m) =0, t>0,
u(0,2) =0, x €]0, ],
ug (0, ) = sin®(z), x €0, 7.
C’¢ qualcosa da osservare sulla convergenza della serie ottenuta? (Just a joke...)
[Sugg.: Puo essere utile I’identita sin®(x) = 3/4sinz — 1/4sin 3x.]
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Svolgimento (Esercizio 1). Poniamo ¢(6,y) = (¢1,¢2,¢3) e F = (Fy, Fy, F3).
(1) Siha
divF(x,y,2) = 0pF) + 0, Fy + 8. F3 = 22 +1/2,
51 8T I2
rot F=det | & 8, y/2 |=1(0,-1,0).
Poiché il rotore non & nullo, il campo non & conservativo.
(2) Dal teorema di Stokes, la circuitazione ¢ il flusso del rotore attraverso la superficie D = {(z,1, 2) :
22 + 22 < 2} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0, —1,0) su D induce per la regola della mano
destra ’orientamento richiesto su 7. Il flusso e:

/ rot F - fdo = / do = Area(D) = 2.
D D
Verifichiamo il risultato:

2m
/ﬁd’yz/ F(vV/2cos0,1,v/2sin6) - (—v/2sin, 0,2 cos 0) df
¥ 0

2
:/ (—23/2cos2ﬁsin9—|—260320>d@:271'
0

Quindi la circuitazione non e nulla, il che conferma come F' non sia conservativo.
(3) La matrice Jacobiana ¢

/ : cos 6
— y2 + 151119 \y/ﬁ
Jacp(0,y) = 0 1
/ . ysin 6
y2 + 1C050 \’q/ﬁ

Per la formula di Binet, ’elemento d’area é:

Wo = \/det231 + deth2 + det233
dove

/Y2 + 1sinf veosb
B, = ( 4 0 \/y12+1 ) det?B; = (y* + 1) sin? 6.

/2 1sind y cos 0

By — v Vi
Vy?+ 1cosb % ’

y2+1

detQB2 = y2 y

0 1
B; = sin 6 , det?Bs = (y* + 1) cos? 6.
3 ( VY% +1cosb yim ) 3= (y )
da cui wy = 1/2y2% + 1.

(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In particolare, nel
punto (1,0,0) = ¢(0,0) si ha (0,1,0) e (0,0,1). La normale deve essere ortogonale a questi due vettori,
e avere norma uno, per cui ¢ della forma (41, 0,0). Verifichiamo quale di questi due ¢ la normale indotta
dalla parametrizzazione:

+1 0 0
det 0 0 1 =] ==F1.
0 1 0

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (1,0,0) & (—1,0,0).
(5) Tl flusso richiesto vale:

_ 2 : y cos 6

i} - Frop vVy? + 1sinf Vol
O(S, F) z/ / det | Froop 0 1 dy db
0 -1 sin 6
Fz30p /y?2+1cosb \y/ﬁ
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_ 2 . y cos 6

. (y? + 1) cos? 6 /92 + 1sinf o
/ / det y/2 0 1 dy do

/y2+10039 _ysin®

Y2 —|—1c059 Vot
y cos 0

or 1 —/y2+ 1sinf L=
= / / (—y/2)det NES T, yfizrfel dy do+
0 -1 y“ + lcos \/ﬁ

/%/ 2—&—1)005 0 —+\/y?+ 1sinf dudf
VY2 +1cos®  \/y?+ Lcosf 4

2w 2
/ / y /2dyd9+/ / 3/2cos39+(y2+1)sin90059> do dy

*7('

3
Nell’'ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

2m 1 2m 1 4
/ cosfsinfdf = - / sin(20) df = 7/ sinw dw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

27 37/2 37 /2
/ cos® 0 df = / cos® 0 dh = / (1 —sin” @) cos 0 df
0

—7/2 —m/2

/2 3/2m
= / (1 —sin? @) cos O db +/ (1 —sin? @) cos O db

—7/2 /2
1 -1

:/ (1—w2)dw+/ (1 —w?) dw = 0.
~1 1

Svolgimento (Esercizio 2). Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma wu(z,t) = U(t)X(x). Sostituendo
nell’equazione si ha:
U)X (z) + U)X (x) — U)X (z) =0
e dividendo per U(¢) X (x) si ottiene:
Ut)+20(t)  X(x)
U X()

207

pertanto si ha:
X(z) = AX(z) =0
U(t) +2U(t) — \U(t) = 0,
Dai dati iniziali si ricava ue(0,t) = U(t)X(0) = 0 e ug(m,t) = U(t)X(x) = 0 da cui X(0) = X(x) = 0.

Cerchiamo quindi soluzioni non nulle di:

al variare di A € R. L’equazione caratteristica & u? = \.
Se A > 0 la soluzione é:
X(x) :cleﬁ‘m—che_ Az ci,c2 €R

X(J:) = c1\f/\eﬁz - CQ\/Xe_\/Xz, ci,c2 €R
Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha 0 = X(0) = (¢; — ¢2)VA da cui ¢; = ¢, € 0 = X(7) =
c1 \A(e‘ﬂ7r — e_ﬁ”) il che implica ¢; = 0, quindi I'unica soluzione ¢ quella identicamente nulla, non accettabile.
Se A = 0 la soluzione ¢ X (z) = ¢1 + cox al variare di ¢1,co € R. Poiché X(a:) = ¢9, si ottiene co = 0 e si ha la
soluzione accettabile X (z) = ¢; € R\ {0}.
Se A < 0, posto w = /|A[, la soluzione & X () = ¢; cos(wz) + casin(wz) al variare di c1,co € R. Si ottiene
X (z) = —ciwsin(wz)+caw cos(wz), e sostituendo siha 0 = X (0) = cow dacuicy =0e0 = X (1) = —cjwsin(wz)
da cui w € Z, pertanto A = —n?, n € N, n # 0.
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Quindi I'equazione per X (x) ammette soluzioni accettabili per A = —n?, n € N e si ha X,,(z) = ¢, cos(nz), il
che comprende anche il caso A = n = 0. L’equazione per U(t) risulta:

U(t) + 20 (t) +n2U(t) =

U(0) =0.

L’equazione caratteristica & u? + 2 +n? = 0, il cui discriminante & A = 4(1 —n?). Studiamo i vari casi in base
al segno del discriminante, tenendo presente che n € N.

Se n =0 si ha A > 0 e le radici sono p; = 0 e ps = —2, pertanto le soluzioni sono U(t) = dy + doe~2t al variare
di dy,dy € R. Sostituendo la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene d; = —ds e quindi Up(t) = d1(1 — e™2t).
Sen =1 si ha A = 0 e 'unica radice doppia ¢ u = —1, pertanto le soluzioni sono U(t) = die™? + date™" al

variare di dy,ds € R. Sostituendo la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene d; =0 e quindi Ui (t) = datel.

Sen > 1si ha A <0 e si hanno le due radici complesse coniugate = —1+ivn?2—1, uyo = -1 —ivn? —1,
pertanto le soluzioni sono U(t) = dye~t cos(v/n2 — 1t) +dge b sin(v/n? — 1t). Sostltuendo la condizione 1mzlale
U(0) = 0 si ottiene d; = 0 e quindi U, (t) = d,e” ! sin(v/n? — 1t).

Definiamo uy, (z,t) = U, (t) X, (z), si ha:

ug(z,t) = do(1 — e ")y = ap(1 — e™%)
up(z,t) = dite bcy cosz = ajte ' cosx
Up(x,t) = dpe sin(yv/n2 — 1t) ¢, cos(nz) = ane " sin( \/715 ) cos(nx)
Derivando in ¢ e valutando in 0:
Oruo(z,0) = 2ag
Opuq(x,0) = aq cosx

Opun(2,0) = ap v/ n? — 1cos(nx).

oo

Cerchiamo soluzioni del tipo u(z,t) = Z un(x,t), derivando in ¢ e valutando per ¢t = 0 si deve avere:
n=0
oo o0
x = Opu(z,0) = Z O, (z,0) = 2a9 + ay cosx + Z an\V/n? — 1cos(nx)
n=0 n=2

Pertanto & necessario calcolare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f(z) = x definita in [0, 7] estesa per
parita in [—m, 7] e per 2m-periodicita a tutto R. Se n > 1 si ha:

1 (" T

il de = =

or Jy T T 2
2 (7 2 [ si o2 7 2(1— (=1)"
/xmmwwzkmmm}_ sin(nz) do = - 22— D)
™ Jo s n 0 nm Jo ™

Pertanto si ha per || <

2= (1—(=1)" 4 2301 — (—1)™

$gw;(722))cos(nx)gﬁcosx7r;T(ﬂ)cos(nx),

da confrontare con

o0
x = 2ap + aj cosx + Z anV/n? —1cos(nx).

n=2
4 4 1 .
ya1 = ——,eag, =0¢€aggy1 = —— per k € N, k < 1. Pertanto si
& 4k(1 + k)(2k + 1)2

Ne segue che ag =

N

ottiene:
sin(4/4k(1 + k) t)

T 4
wz,t) == (1—e ) — —te tcosx — =
(2,7) 4( ) T Z\/4k1—|—k (2k + 1)

il termine generale della serie & maggiorato uniformemente rispetto a (¢,2) in modulo da 1/(2k + 1)? che &
termine generale di una serie convergente, quindi la serie converge totalmente, dunque uniformemente.

cos((2k 4 1)x),
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Svolgimento (Esercizio 3). Il sistema puo essere scritto nella forma:

i=Az+ B(t) Conz:<§), A:(;l 21>, B(t):<4%5t).

Si ha detA = —10 # 0 quindi Az = 0 se e solo se z = 0. Pertanto le soluzioni stazionarie dell’omogeneo
associato sono z(t) = 0 e y(t) = 0. Calcoliamo autovalori e autovettori di A: gli autovalori risolvono ’equazione
A2 —trAX+det A =0, ovvero A2 — 3\ — 10 = 0 le cui soluzioni sono \; = —2 e Ay = 5. Tali valori sono reali

di segno discorde, per cui le soluzioni stazionarie dell’omogeneo associato sono nodi instabili. Calcoliamo gli
autovettori relativi agli autovalori:

vy 6 2 vy
0—(A)\11dR2)<U%>—(3 1)()

da cui si ottiene 3vf + v{ = 0, e possiamo scegliere v; = (1, —3).

_ B vs \ _ [ -1 2 vy
o= ana) ()= (5 %) ()

da cui si ottiene —v§ + 20§ = 0, e possiamo scegliere vy = (2,1).
Sia P la matrice le cui colonne sono gli autovettori e P~! la sua inversa (det P = 7 # 0).

_ 1 2 ()7 =27
P_(B 1)’ P _<3/7 1/7
Posto w = P~ 'z, e ricordando che P~' AP ¢ la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori di A e tutti gli altri
valori pari a 0, si ottiene

_ 5t
=P 2= PlAz+ PTIB(t) = PTIAP w4 PTIB(t) = ( o 3 ) o ( 142665//77 )

Risolviamo quindi le due equazioni:

U, = —2w, + 47,
Wy = bw, + 127 /7.

La soluzione generale dell’omogenea associata all’equazione per w, ¢ cie”2*. Per trovare una soluzione parti-
colare utilizziamo il metodo dei coefficienti indeterminati: dato che il temine noto & del tipo e®! con o # —2,
cerchiamo una soluzione della forma Ae®. Sostituendo nell’equazione si ottiene 5A4e%! 4 2A4e5t = 4¢° /7 da cui
A =4/49. Quindi si ha w,(t) = cie™2" + 45! /49. La soluzione generale dell’omogenea associata all’equazione
per wy ¢ coe5t. Per trovare una soluzione particolare utilizziamo il metodo dei coefficienti indeterminati: dato
che il temine noto & del tipo e** con a = 5, cerchiamo una soluzione della forma Cte®. Sostituendo nell’equa-
zione si ottiene Ce® 4 5Ce’'t — 5Ce® = 12¢% /7 da cui C = 12/7. Quindi si ha wy,(t) = c2e®* + 12€7t/7. Si ha

z = Pw, per cui:
z(t) N\ (1 2 cre™?t 4 4e5t /49
yit) )\ =3 1 coe®t +12e% /7

4 24
z(t) =cre ™+ 4—965t + 2c9e%t + 7e5tt,

La soluzione ¢ allora:

12 12
y(t) = —3cre™ % — 4—965t + coedt + 765tt.

Svolgimento (Esercizio 4).

(1) Si ha div(F)(z) = 1223 + 22 e rot(F)(z) = (—1,0,4).
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(2) Si ha:

F o~(0)%(0) do

(3cos* @ + 2sin 6, 5cos6,0) - (—sinf, 2 cos b, 0) db

(—3 cos* 0sin @ — 2sin? 6 + 10 cos? 9) df

Infatti si ha: )
/ cos46’sin9d9:/ cos*fsinfdd =0
0

—Tr
perché l'integranda & 2m-periodica, dispari e nell’ultimo integrale si ha che I'intervallo di integrazione &
simmetrico rispetto all’origine; inoltre per periodicita si ottiene

27 27 5/2m 27
/ cos? 0 df = / sin?( + 7 /2) df = / sin? o do = / sin?(o) do,
0 0 /2 0

che permette di calcolare:
27 2T
27 = / (cos® § 4 sin? ) df = 2/ cos? 0 df.
0 0

Si puo anche osservare che la curva assegnata e il bordo della superficie
C:={(z,y,2): 2=0, 2> +y*/4 < 1}

orientata con normale (0,0, 1). Dal teorema di Stokes si ricava allora che:
fﬁds = / rot(F) - ido = 4Area(C) = 8,
¥ c

che conferma il calcolo precedente.
(3) La matrice Jacobiana della parametrizzazione é:

—sinf(s®> +1) 2scosd

Jac(p) = (s+2)cosb sin @
0 352
Posti:
B _ —sinf(s> +1) 2scosd
te (s+2)cosf sin 6 ’
—sinf(s? +1) 2scosd
Bz = 0 352 )¢
(s+2)cosf sinf
Bs = 0 3s2 )

per il teorema di Binet ’elemento d’area risulta quindi:

do = (\/ det® By + det’B; + det233> df ds

= \/9(5 +2)2 cos?(t)st + 9 (s2 + 1) sin?(t)s* + (2s(s +2) cos(t) + (s> + 1) sinQ(t))2 df ds.

(4) Siha ¢(7/2,1) = (0,3,1) e la normale indotta dalla parametrizzazione in tale punto vale:

i i =2 0
Dop(m/2,1) N dsp(m/2,1) =det | j | Jacy =det| j 0 1 |=(0,6-2).
k ko 3

(0,8)=(7/2,1)

Si ha quindi 7(0,3,1) = (G5=3% = 59=(0,6,-2).
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(5) 1l flusso richiesto eé:
—1 —sinf(s®2+1) 2scosf

2 1
/ rot(F) - ido = / / det [ O (s +2)cosb sin 0 dsdb
2 o Jo 4 0 352

27 1
:/ / (—35%(s +2) cos 0 + 4(—(s* + 1) sin® @ — 25(s + 2) cos® §))) dsdb
o Jo

1
= / —47 (332 +4s + 1) ds = —16m.
0

Svolgimento (Esercizio 5). Cerchiamo soluzioni u(t,z) = U(t) X (x), sostituendo nell’equazione si ha:

U)X (z) — U)X (z) — 2U ()X (z) — U(t) X (x) = 0,
e supponendo che u(t,x) = U(t) X (x) # 0 per ogni (¢, x) si ottiene dividendo per tale espressione:
ue) X X

U0 X@) X

OVVero: U(t) - X(z) +2X ()
uiy  X(z)

Consideriamo a questo punto le equazioni:

{U(t) = \U(1)

+1=X€eR,

X(x)+2X(z) + (1 - NX(z) = 0.
Dalle condizioni al contorno u(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni ¢ > 0, si ricava che X(0) = X(m) = 0, pertanto
cerchiamo i A € R tali per cui vi sia soluzione non identicamente nulla per:

{X(x) +2X(2)+ (1 - AN)X(2) =0

X(0)=X(m) =0.
L’equazione caratteristica dell’equazione & u? + 24+ 1 — X = 0, da cui si ricavano
p=—-1—/1—(1—=X)=-1-V2x e = -1+ VA

Quindi per A > 0 si ottiene che ’equazione ammette al variare di ¢1,co € R le soluzioni
X(x) = creM? + cpet2t,

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; + ¢z = 0, e da X (7) = 0 si ha:
0 = c¢1(e"™ —et2™). Poiché uy # ps si ottiene che I'unica possibilita & avere ¢; = ¢o = 0, quindi se A > 0 'unica
soluzione compatibile ¢ la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Se A =0, si ha yu; = puo = —1. L’equazione ammette al variare di ¢q, co € R le soluzioni

X(x) = cre” " + cote™ .
Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; = 0 e da X (7) = 0 si ottiene
come” ™ = 0, quindi ¢y = 0 e si ottiene solo la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Studiamo ora il caso A < 0 e poniamo w = 1/|A|. Per A < 0 si ottiene che le radici dell’equazione caratteristica
sono pu; = —1 —iw e ps = —1 44w, e quindi 'equazione ammette al variare di ¢1,co € C, dy,ds € R le soluzioni
X(z) = cre te ™ £ cpe e =7 (cle_i“”” + czei“’x) =e ¥ (dy coswr + da sinwz) .
Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali: da X(0) = 0 si ottiene dy = 0 e da X(7) = 0 si ottiene
dg sinTw = 0. Poiché si cercano soluzioni non identicamente nulle, si ottiene ds # 0 e quindi w = n € N\ {0}.

In definitiva, si ottiene che A = —n? al variare di n € N'\ {0}, e le soluzioni di:

X (x) +2X,(x) + (1 —n®) X, (2) =0
X,(0)=X(m)=0.
sono tutte della forma X,,(z) = d,e~* sinnz al variare di d,, € R. L’equazione U, (t) = —n?U(t) ammette come

soluzione U, (t) = U, (0)e=""t. Poniamo wu,, (t, ) = U, ()X, (). Per ogni n, essa ¢ una soluzione dell’equazione
data soddisfacente u,,(0,t) = wun(7,t) = 0 per ogni ¢ > 0. Posto b, = U,(0)d, € R si ottiene per ogni
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n € N\ {0} upn(t,x) = bye " te~ sinna. Cerchiamo di soddisfare il dato iniziale con una serie di tali funzioni.
oo o0

Cerchiamo i coefficienti b, in modo che Z up(2,0) = u(x,0) ovvero Z bpe Fsinnx = x(r — x)e” ", quindi

n=1 n=1
oo
x(r—x) = Z b, sinnz. Se ne deduce che i coeflicienti b,, sono i coeflicienti di Fourier della funzione ottenuta
n=1
prolungando z(m — x) a tutto [—m, 7] per disparita, e poi a tutto R per 27-periodicita.
2 (7 2 (7
by, = 7/ z(m — z)sinnx dx = f/ (—2? + 7z sin nz da
T Jo T Jo
271 cosnx ™ 2 (7 2 [
=— [f (—x? + ﬂl’)i| + —/ cosnz(—2x + ) dr = —/ cosnz(—2x + 7) dzx
T n o 7 Jo ™ Jo
2 [sinnz T 4 [T 4 (7
—[ (—21’+7T):| —|——2/ sinnxdx:—g/ sinnx dx
™m | n o ™% Jo ™2 Jo

4 cosnx]™ 4
S - 21— (-"
™2 { n }o 7m3( (=1)"%)
Quindi boy = 0 e bog1 = 8/(m(2k + 1)3) per k € N. Si ha allora:

o0

8 1 2
_9° —(2k+1)%t—z _;
u(t,z) = sz_o (2k+1)3e sin ((2k + 1)z).
Studiamo la convergenza della serie cosi ottenuta. Per ogni ¢t > 0 e x € [0, 7]
1 2 1
—(2k+1) t—x : 2k 1 <
2k +1)3° sin (2% + 1)z)| < 2k + 1)3
quindi
> 1 2 > 1
—(2k+1)“t—z ; 2%k 1 < <
2 |G sin (26100 < 2 gy < oo
Y zel0,7] =

infatti il termine generale della serie di sinistra (2k + 1)73 < 273k~ < 1/(8k?), termine generale di una serie
convergente. Pertanto la serie che definisce u(t, z) converge totalmente, quindi uniformemente.

3 -2
2 -2
il trasposto) si ha 2 = Az + b(t). Cerchiamo autovalori e autovettori di A. L’equazione degli autovalori ¢
A2 —tr(A)A +det(A) = 0, ossia A2 =X —2 =0, quindi A\; = 2 e Ay = —1. Poiché det(A) # 0, si ha che Az =0 se
e solo se z = T(0,0). Pertanto I'unica soluzione stazionaria del sistema omogeneo associato & z(t) = 0, y(t) = 0,
e poiché gli autovalori sono reali di segno discorde, si che ha tale punto € una sella, quindi un equilibrio instabile.

2 .
4>v1—0dacul

Svolgimento (Esercizio 6). Posto z = T(z,y), A = ( ) e b(t) = T(e%,0) (dove il segno T indica

Gli autovettori di A sono le soluzioni vy, ve € R? di (A4 — \Id)v; = 0, i = 1,2, ossia < ; :
4 =2
2 -1

cui colonne sono i vettori vy, v e la sua inversa:

(21 L1 2 -1
P=(13) i)

Moltiplicando il sistema per P~! e posto P~z = w, si ottiene:

%w =P '2=P 'APw+ P 'b(t)

(i )= ) () ermo=(0 5 ) (o )+ (2 )

Si ottengono quindi le equazioni w; = 2w; + 2/3e® e 1wy = —wy — 1/3e3. Le omogenee associate hanno
soluzione c1e?t e cpe™t al variare di ¢j,co € R. Per cercare le soluzioni particolari, applichiamo il metodo
dei coefficienti indeterminati osservando che 3! non & soluzione delle omogenee associate. Cerchiamo quindi

v = T(2,1), e vg = 0 da cui v = T(1,2). Definiamo quindi la matrice del cambiamento di base le

quindi
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soluzioni particolari nella forma C;e3! per la prima e Coe3! per la seconda. Sostituendo, si ha 3C; = 2C; +2/3
dacui C; = 2/3e3Cy = —Cy—1/3 da cui Cy = —1/12. Pertanto wy(t) = c1e?!+2/3e3 e wa(t) = cae™ ! —e3t/12.

Si ha infine:
o z(t) ) (21 cre?t +2/3¢e3
#(t) = ( y(t) ) = Pult) = ( 1 2 ) < coet—e3t/12
e pertanto la soluzione generale del sistema risulta:

x(t) = 2c1€?" + 5/4€3" + cpe ™,

y(t) = c1e®® +1/2e3 4+ 2che 7,
al variare di ¢y, co € R.

Svolgimento (Esercizio 7).

(1) Posto F = (Fy, Fy, F3), si ha:

" F F. F
dlvF—81 OF, %f@cz—zsmy
y
% 8;3 Fl 2 ax 1‘42’2
rot F=det| j 0, Fp |=det| j 9, =zcosy = (2y — cosy, 2z(z%2 — 1),0)
k 0, F3 E 0, z?+9?
(2) La matrice Jacobiana di ¢ = (¢1, 2, @3) €
au@l av@l vel et
Jacp(u,v) = | Oupe 0Oypa = 2u 0
8u<p3 81)()03 0 —1

Indicate con By, Ba, Bs le tre sottomatrici quadrate 2 x 2 di Jac¢(u,v), si ha:

2u 0 ve e¥ ve e*
Bl(o —1>’BQ< 0 —1)’B3<2u 0)'

e elemento d’area risulta

do = \/ det®B; + det?Bs + det?B; du dv
= /(—2u)? + (—vew)? + (—2uev)? du dv
= V4u2 + v2e2u + du2e2t du dv.

(3) Per il teorema di Stokes si ha che tale circuitazione & il flusso del rotore di F attraverso X. Posto
rot F' = (G1,Ga,Gs), si ha:

1 1 Giop
/ﬁ-ds:/rotﬁ-ﬁda:/ / det | Goop |Jacy | dudv
v b —iJ-1 Gsop
2u? — cos u? vet e
/ / det [ —2vev(vie3* +1) 2u 0 du dv
0 0 -1

/ / —2u(2u? — cosu?) — 202 (v e + 1)) dudv

/,
-/

1
/ (—2e70° — 2e*"v? — 4u® + 2u cos(u?)) du dv
—1

S5u
2e5Uy0 — 2624 2) du dv.

1J-1
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perché il termine —4u?® + 2u cos(u?) & dispari e integrato in un intervallo simmetrico rispetto all’origine.
Sviluppando l'integrale si ha:

. 1 1 1 A A
/F -ds = 2/ </ ( — 278 — 262“112) dv) du = / (—65“ — 62“> du
ol —1 0 —1 7 3

_ 8sinh(5)  4sinh(2)
35 3

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il bordo di I'" & costituito dalla curva formata dalla
giustapposizione delle quattro curve:

71(t) = o(=1,1) = (t/e, 1, -), f(t) = (e7,0,-1)
Y2(t) = ¢(t, 1) = (¢, 1%, 1), 2(t) = (e, 2t,0)
73(t) = (1, —t) = (—te, —1,1), Y3(t) = (—e,0,1)
n(t) = o(=t,=1) = (=e 7", %, 1) Aa(t) = (e7",2t,0),

per —1 <t < 1. Si ha quindi (ricordando che ﬁ(aj,y, z) = (222, zcosy, 22 + y?)):

4
/ﬁ-dsz Z/ ﬁow(t)%(t)dt
v i=1 i
1

1
= / (t5/e*, —tcos1,t?/e* +1) - (e™*,0,—1)dt +/ (e*, —cost?, e 4+ t*) - (e, 2t,0) dt+
—1 -1
1 1
+/ (t%*, tcos(—1),t%e* 4+ 1) - (—e,0,1) dt +/ (e7* cost?, e 2 +t1) - (e7%,2t,0) dt
—1 —1

1
= / ((tGe*E’ —t?e7? — 1) + (e’ — 2tcost?) + (—t%° + t?e* + 1) + (e ' + 2t cost2)> dt
1

! 2 6
- / (e*“ +eo =10’ + 17 — — + —5) dt
1 (& e

4 2
= ()P e =

= +8sinh(5) n 4Sinh(2).

35 3

Per determinare se 'orientamento scelto per il bordo sia quello corretto, ovvero quello indotto dalla
parametrizzazione, osserviamo come nello spazio dei parametri (u,v) in bordo del quadrato [—1,1] x
[—1,1] venga percorso in senso orario, quindi negativo. Pertanto & necessario invertire il segno del
risultato, che conferma cosi il risultato ottenuto con il Teorema di Stokes.

(4) si ha ¢(0,1/2) = (1/2,0,—1/2). La normale indotta in tale punto é:

i Oupr Ovpr i 1/2 1
Oup(0,1/2) A 0,p(0,1/2) = 'Z Oup2 Oy =\ J 0 0 =(0,1/2,0),
k augoii av‘PS (0,1/2) k 0 -1

da cui

A  0upl0,1/2) A0,0(0,1/2)  (0,1/2,0)
/20212 = 5 o Aaweo ) 1z B0
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(5) posto H = (Hy, Ha, Hs), il flusso di H attraverso ¥ ¢ dato da:

Hyop

1,1
/ﬁ-ﬁdaz/ / det | Hyop | Jacy | dudv
b —1J-1 Hsop

—v2e* pet e

1 1
= / / det R 2u 0 du dv
—1J-1 0 0 -1

1,1
= / / (2uv26“ + v3u2e“) du dv
—1J-1

u

Il termine con potenza dispari di v si annulla per disparita nell’integrazione su un intervallo simmetrico,

e quindi
. 11 4 1 8
/H~ﬁd0:/ / 2u026“dvdu:f/ ue du = —.
by -1J-1 3J-1 3e
Svolgimento (Esercizio 8). Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(t,z) = U(t)X(z). Sostituendo
nell’equazione si ottiene U(¢) X (z) — 5U(t) X (x) = 0, da cui dividendo per 5U ()X (z) si ha
U _ X
ZW _ 2y eR
500 X(x)  C

Si ottengono quindi le equazioni:

da accoppiare con le condizioni iniziali u,(0,t) = U(t)X(0) = 0 e uy(m,t) = U(t)X(x) = 0 che porgono
X (0) = X(7) = 0. Studiamo quindi:

X(z) = AX(z) =0,
X(0)=X(n) =0

L’equazione caratteristica ¢ u2 — A = 0. Distinguiamo quindi i vari casi in base al segno del discriminante
dell’equazione. Se A > 0 abbiamo come radici u = £v/X e le soluzioni dell’equazione data sono

X(z) = cleﬁm + 0267\51,
al variare di c¢1, co € R. Derivando si ottiene:
X(z) = e1VaeVr — epvre VA7,

Valutando la derivata in 0 e ponendola pari a zero si ottiene ¢; = c¢g, sostituendo questo fatto e valutando la
derivata in 7 si ottiene che per soddisfare X (7) = 0 si deve avere ¢; = ¢; = 0, ma la soluzione nulla non &
accettabile.

Se A = 0 l'equazione ha per soluzioni X (x) = ¢; + cox al variare di ¢1, co € R, la cui derivata X(x) = c¢1. Sideve
avere quindi ¢; = 0 e la soluzione risulta essere X (z) = ¢;. Affinché tale soluzione sia accettabile, & necessario
richiedere ¢y # 0.

Se A < 0, posto w = \/W lequazione ha per soluzioni X(x) = ¢; cos(wz) + cosin(wz), la cui derivata &

X (z) = —wey sin(wz) + weg cos(wz). Valutando tale derivata in 0 e in 7 e ponendola pari a zero si ricava ¢ = 0
e sin(wm) = 0 da cui w = /|A| € Z.

Il sistema pertanto ammette soluzioni accettabili solo per A = —n?, con n € N e detta X,, la soluzione corri-
spondente a A = —n?, tali soluzioni sono date da X, (x) = c¢; cos (nz). Tale scrittura comprende anche il caso
n=0.

L’equazione per U, ovvero Uy (t) = —5n2U,(t) ha per soluzione U, (t) = U, (0)e=5""t, si ha quindi al variare di
n eN:

Un(t,2) = Up(t) X (z) = ane " cos (nz)
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dove si & posto a, = U(0)cy, quindi a,, € R\ {0}. Cerchiamo di raggiungere il dato iniziale con una serie di
queste soluzioni:

oo o0
u(0,2) =2z = Zun(Oﬂr) =ao+ Z cos (nx) ,
7=0 n=1
quindi i coefficienti a,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli coseni della funzione f(z) = 2z,
mentre ag ¢ il doppio del coefliciente di ordine 0 dello sviluppo in serie di Fourier di f. Prolunghiamo quindi f
per parita a tutto [—m, 7] e poi per 2w-periodicita a tutto R. Si ha:

1 ™
ang/ 2edr =7
T Jo

2 (7 4 i o4 7
ap, = f/ 2z cosnx dr = — {xsmnx} - — sin(nz) dz
™ Jo m n 0 nm Jo
(-1 1

4
:nQﬂ_[cos(m:)}o 4 i

Quindi ag = 7, asx = 0 e agp_1 = —8/(7(2k — 1)?) per k € N, k > 1. La soluzione risulta quindi:
8 X e 5(2h=1) oo ((2k — 1))

ta)=m— —
uh o) =m— 3 2 2k — 1)2
La serie converge totalmente quindi uniformemente, infatti si ha:
> e~5(2k=1)t cg ((2k — 1)z >
I;Sup (2k — 1)2 ; 2k T <o

(ad esempio per confronto con la serie di termine generale 1/k2).

Svolgimento (Esercizio 9). Moltiplicando la prima equazione per 2 e sottraendo la seconda si ottiene 2z’ —y’ =
6t2, da cui 2x(t) — y(t) = 2t3 + ¢;. Sostituendo, si ha y’ + 2(y + 2t> + ¢1) — 6y = 0 ossia y/ — 4y = —4t3 — 2¢;.
L’omogenea associata ¢ 3’ = 4y che ha per soluzione y(t) = coe®?, per trovare la soluzione della non omogenea
cerchiamo una soluzione particolare con il metodo dei coefficienti indeterminati nella forma At3 + Bt? + Ct+ D.
Sostituendo nell’equazione, si ottiene: A =1, B=3/4, C =3/8, D = 3% + & . Pertanto si ha:
y(t) = coe™ + 17 + Zt“" + zt—i- 3% +2
C2 _at 3 3 3 3

z(t) = + t3+3t2+—t+ + ~ci.
2 T3 8 16 ' 64 4

-2 3
—4 6
doppio della prima, tale matrice ha determinante nullo. Le soluzioni stazionarie sono date da tutti i punti della
retta —2z + 3y = 0. Gli autovalori risolvono I'equazione A\? — tr(A) A + det(A) = 0, ovvero A2 — 4\ = 0 ovvero
A =0e A =4. Pertanto si tratta di equilibri instabili.

Per la determinazione della soluzione, si poteva anche procedere nel modo seguente. Derivando la prima equa-
zione si ottiene ¥ + 22 — 3y = 6t. Dalla seconda equazione si ha § = 6y — 4z, per cui sostituendo nella prima
si ha & 4+ 2& — 18y + 122 = 6t. Dalla prima equazione si ha 3y = & + 2z — 3t?, sostituendo si ha quindi
i+ 2% — 62 — 122 — 18t2 + 122 = 6t, quindi 'equazione per la funzione x(t) risulta essere & — 44 = 18t + 6t.
L’omogenea associata & & — 4% = 0, l’equazione caratteristica ¢ A2 — 4\ = 0 che ha come soluzioni A\; = 0 e
X2 = 4, pertanto le soluzioni dell’omogenea associata sono d; + dee*® al variare di di,ds> € R. Per risolvere
I’equazione, utilizziamo il metodo dei coeflicienti indeterminati e cerchiamo quindi una soluzione particolare
nella forma At3+ Bt? 4+ Ct+ D. Sostituendo nell’equazione si ottiene 6 At +2B — 4(3At? + 2Bt +C) = 18t% +6t,
da cui A =3/2, B=3/8, C = 3/16. 1l valore della costante D & aribitrario, possiamo scegliere D = 0. Quindi
si ottiene

Il sistema omogeneo associato, posto z = (z,y) ¢ 2 = Az con A = ( . Essendo la seconda riga il

3 3 3
4t 3 2
x(t) =di+dae +2t +8t +16
32 3t 2d, 1

1
t 2 —3t2) =3 + T + = 4 2doe™ + —.
y(t) 3(3&—1— x ) + 1 + g + KN +16
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Le soluzioni ottenute con i due differenti procedimenti sono equivalenti: basta infatti porre 2ds = co e dy =
3/64 + 3/4cq, infatti in questo modo si ha da = ¢2/2 € 2/3d; +1/16 =1/32+1/2¢; +1/16 = 3/32+ ¢1 /2, il che
mostra 'equivalenza delle soluzioni.

Svolgimento (Esercizio 10). Poniamo ¢(6,x) = (v1(6, ), p2(0,x), ¢3(0,2)) e

F($7yaz> = (Fl(x,y7z),Fg(x,y,z),F3($7y,z)).

(1) Siha:

— 2

le(F) = axFl —+ 3yF2 —+ ang = m —+ 2y —+ 21‘2,
er 0, I

rot(F ) det [ & 0y I
53 az FB

2222 222y
= 2 — 2 e A e S AR
(xy SN TR N Z’(y2+z2+1)2)

Poiché rot(F) # 0, il campo non & conservativo.
(2) La circuitazione richiesta é:

. 27 . 27 1
fF-ds: Foy(&)-*’y(@)d@z/ (2,62762> -(0,—esinf, ecosf) df = 0.
o 0 o \et+1
(3) La matrice Jacobiana é:

0 1
Jac(p) = | —e*"~lsin® 2ze* ~!cosh

z2—1 z2—1

e cosf 2ze sin 0

Per la formula di Binet, ’elemento di superficie 2-dimensionale ¢ dato dalla somma dei quadrati dei
determinanti delle sottomatrici 2 x 2 ovvero:

do = /422642 —1) 1 2(22=1) df dy = ¢ ~1\/2222=2-1) 4 1 df du.

(4) Siha ¢(7/2,1) = (1,0, 1), in questo punto si ha

0 1
Jac(p)(m/2,0) = [ 1 0 |,
0 2

Dette v1 e vy le colonne di tale matrice, si ha:

—-2,0,1 2
A(1,0,1) = aAve _ (E20D) 25 V5
|’Ul A ’02| \/ET) 5 5
(5) 11 flusso richiesto eé:
27 52(12 1)+1 0 1
F S) / / det 62(9”2’1) —e**lgin® 2ze* ~lcosh | dxdf
2@ =1 ow'1loogh 2per ~lging

27 25%-2,.3
2
/ / ( 2 1) g sin() + e 2 ) cos(t) — ;UL) dwdf =0.
es\T"—

Svolgimento (Esercizio 11). Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma wu(z,t) = U(¢)X (x), sostituendo si
ottiene

~Ut)X (z) +2U() X (z) + 3U () X (z) + U(t) X (z) = 0
e dividendo per U(t)X (x) si ha:
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Si ottengono quindi le due equazioni (A € R):

~U(t)+ (1 = \U(t) =0,
2X (x) + 3X (z) + AX (x) = 0.

al variare di A € R. Studiamo l'equazione per X(z), la sua equazione caratteristica al variare di A € R ¢
202 +3u+X = 0, il cui discriminante & A = 9—8\. Dalle condizioni al contorno, si ricava u(0,t) = U(t) X (0) = 0
per ogni t e u(m,t) = U(t) X (7) = 0 per ogni ¢, il che implica X (0) = X (7) = 0.
Se A > 0, equazione caratteristica ammette le radici reali distinte A; e Ay, e ’equazione per X (x) ammette
come soluzione generale X(z) = c1eM?® 4 coe?2®. Sostituendo, si ottiene 0 = ¢; + ¢o dalla prima e quindi
X(z) = c1(eM® — e*2?). Sostituendo X(7) = 0, si ha 0 = ¢;(eM™ — ™), ed essendo A\; # Mg, si ottiene
c1 = ¢o = 0, soluzione non accettabile.
Se A = 0, 'equazione caratteristica ammette la radice reale doppia A1, e I’equazione per X (z) ammette come
soluzione generale X (z) = c1eM? + coxe®. Sostituendo le condizioni al contorno si ha ¢; = 0 e 0 = come™M™,
il che implica ¢a = 0 e anche questa soluzione non ¢ accettabile. Supponiamo A < 0, in tal caso ’equazione
caratteristica ammette le radici complesse coniugate A\; = a+iw e Ay = a—iw dove a = —3/4ew = \/|A[/4 # 0.
La soluzione generale dell’equazione ¢ X (z) = e**(¢1 coswz + ¢ sinwz), sostituendo le condizioni al contorno
sihac; =0e0 = coe® sinwr. Cid implica w € Z \ {0}. In particolare, poiché 4w = /A si deve avere
w=mn € N\ {0} e quindi 16n? = —A perché A < 0, pertanto si ha 16n? = —9 + 8\, e A, = (2n? — 9/8).
Pertanto al variare di n € N la soluzione relativa a A, &

X,(z) = cne 3% sinna.
Studiamo ora I'equazione per U(t), essa & —U = (A — 1)U, la cui soluzione generale & U(t) = U(0)e~(A~1*,
Sostituendo i valori di A accettabili, ovvero i valori A, si ottengono soluzioni Uy, (t) = U, (0)e~ 2"’ +1/8)t Poniamo
by, = Uy, (0)ey, e costruiamo le soluzioni elementari

Up(z,t) = bpe~ @n*H1/8)te=8/4z gin .

Per coprire il dato iniziale si deve avere

da cui
’x — f’ = Zb sinnz.

pertanto i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sv11upp0 in serie (di soli seni) della funzione
22 —|o -7

definita su [0, 7] e prolungata per disparita a [—, Tl'] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Pertanto i coefficienti

b,, sono dati da:
by, g/ (z—‘x—z‘)sinmcdx

2 w/2 T
:—/ xsinnxdx+/ (m — ) sinnz dx
™Jo /2

4 . ( 7r)
= —=sin({n—=).
mn2 2

Quindi la soluzione risulta essere:

4 X sin (nZ
u(z,t) = = Z 7752 2) e~ (2n*+1/8)t —3/4a sin(nzx).
n=1

Essa converge uniformemente, infatti si ha:
o0

sup
ne1 (z,t)€[0,7] % [0,400[

sin (n5) (20 “3/aa o 1
m; (2 +1/8)t 3/4 sm n:v ZTT

che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie.
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Svolgimento (Esercizio 12). Posto z = (z,y), il sistema si riscrive nella forma z = Az + B(t) con

(33) me (%)

Si ha T = tr(A) = =3 e D = det(A) = —13. L’equazione degli autovalori & A> — TA + D = 0 ovvero
A2 4+ 3)\ — 13 = 0, che ammette come soluzioni i due autovalori reali

M= (-3 VEI), Yo =5 (84 VEL).

Poiché D # 0, 'unico punto di equilibrio per 'omogeneo associato ¢ (0,0), e poiché gli autovalori sono di segno
discorde tale punto ¢ una sella.

—3y==a+2x—3e %
Riscrivendo il sistema dato, si ha: < Y +

y=-—5z—y
Derivando la prima equazione, si ottiene —3gy = & + 2& + 6e~2¢.
Sostituiamo ’espressione di § ottenuta dalla seconda equazione:

—3(—5z —y) = & + 2@ + 6e .

Riscrivendo tale espressione si ha & + 24 — 152 — 3y + 6e=2¢ = 0.
Sostituiamo ’espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

&+ 2% — 152 + (& + 22 — 3e™ ") + 62" = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
i+ 24 — 152 + & + 22 — 3% + 6e 2 = 0.
Tale equazione si riscrive come:
F—(=2-1Di+(2-15)z —3e? + 672 =0

In notazione compatta, si ha # —Ti@+ Dz = —3e~2!. L’omogenea associata ha soluzione generale c;e*? + cyet2?
Cerchiamo una soluzione particolare di tale equazione con il metodo dei coefficienti indeterminati. Poiché —2
non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione nella forma ge~2* con g € R. Sostituendo
e semplificando e, si ottiene 4q — 6¢ — 13¢ = —3 da cui ¢ = 1/5, quindi si ottiene

1
z(t) = cre™Mt 4+ cqe™t + ge_%

Derivando, si ha:
2
z(t) = A eMt 4 co gt — ge

Si ha percio:

1 2 1
y(t) = —3 (cl)\le/\lt + 02)\26/\2t — ge_% +2 (cle’\lt + 026)‘275 + 56_2t) — 36_2t>

= ée_%(?ﬂ"/a)t (— (1 + \/6>1) cle\/at + (\/6>1 — 1) co + Geé(m_l)t) .
La soluzione del sistema ¢ quindi:
x(t) = cle_%(g_‘/a)t + cze_%(%‘/a)t + %
y(t) = %eié(i”m)t (— (1 + \/671) cle‘/at + (\/671 - 1) co + Geé(mfl)t)
con c1,co € R.
Svolgimento (Esercizio 13). Poniamo ¢(6,y) = (@1, 2, 3) e F = (Fy, Fy, Fs).
(1) Siha:
div F = 0, F) + 0, Fy + 8. F3 = 0,

. &1 0y 3y*+22
rot F=det | & 0, 1-8z° | =(-12y,0,—242% — 6y).
ey 0, 2x—6y?

Poiché il rotore non & nullo, il campo non e conservativo.
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Utilizziamo il teorema di Stokes: I" € bordo di un’ellisse £ appartenente al piano z = 1. La normale uni-
taria a tale ellisse sara quindi (0,0, £1). Parametrizziamo tale ellisse con 1 (r,8) = (5r cos 6, 2rsin 6, 1),
0<r<1,6e]l0,2n]. Lo Jacobiano di tale parametrizzazione &

5cosf —brsinf
Jac(y)) = | 2sinf  2rcosé
0 0

e I’elemento d’area risulta do = \/(107" sin? 6 4 10r cos2 )2 = 10r. Si ha poi che la normale alla superficie
in ogni punto concorde con l'orientamento di questa parametrizzazione dell’ellisse &

1 e; —bsinf 5cosl
(0,1) = —det [ ez 2cosf 2sinf | =(0,0,1).
|do s 0 0

Questa parametrizzazione dell’ellisse per la regola della mano destra induce lo stesso orientamento su
I’ della parametrizzazione assegnata. Dal teorema di Stokes si ricava (sfruttando la simmetria del

dominio):
% F.ds= / rot(F) - ido = /(—24:32 — 6y)do
r £ £

27 1
= —24/ 22 do = —24/ / 2512 cos? 0 - 10r dr df = —15007.
£ 0 0

Per calcolo diretto si ha:

éﬁ-d8=/2wﬁoy(0)~"}/(9)d9

0

2m
= / (3(2s5in0)% 42,1 — 8(5cos ), 2(5 cos ) — 6(2sin H)?)(—5sin,2cos,0) df
0

27 27
= / (—60sin® @ — 10sin 0 + 2 cos  — 2000 cos §) df = 72000/ cos® 0 df = —15007
0 0

che conferma il calcolo precedente.
Nell’ultimo passaggio si e sfruttato il fatto che:

2m 2m 2
/ cos® 6 = [sinf cos® 0)2™ + 3 / sin 0 cos? 0 df = 3 / sin? § cos? 0 df
0 0 0

27 27 27
/ cos? 0 = / (1 —sin®#) cos’0dh =7 — / sin? @ cos® 0 d#,
0 0 0

pertanto:
27 27
T™— / sin® 6 cos® 0 dh = 3/ sin® 6 cos? 0 do
0 0

da cui )

/ sin? 6 cos? 0. df = il

O 4
27‘!‘ 3

e quindi cos* 0 = Yk

0
La matrice Jacobiana e

—rsinf cosf
Jacp(f,r) = rcosf  sinf
0 — 473
Il prodotto vettoriale delle colonne di tale matrice &

ey —rsinf cosf
det | ex rcosf sinf = (4r* cos 0, 4r* sin 0, —r).
es 0 —4p3
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L’elemento d’area ¢ il modulo di tale prodotto vettoriale, quindi

do =r+/(16r5 + 1).
- o N (=1/40,-1/2) 5, _
(4) si ha ¢(0,1/2) =(1/2,0,15/16). La normale & # = “ijierys — 8 (-1,0,-2)
Consideriamo la superficie ausiliaria C' = {(x,9,0) : 2% + y? < 1}. Si ha che S U C @& superficie chiusa che
racchiude il volume V. Per il teorema della divergenza si ha che, orientando S U C con la normale esterna a V:

oz/divﬁdvz/ ﬁ~ﬁda:/ﬁ-fzda+/ﬁ-ﬁda.
\% suC S C
Pertanto, orientando S e C' con la normale esterna a V' si ottiene:

/ﬁ-ﬁdoz—/ﬁ-ﬁda.
S C

La normale a C ¢ (0,0,—1). Dal punto precedente, si ¢ visto come tale orientamento sia 'opposto di quello
definito dalla parametrizzazione assegnata su S, infatti il vettore n & normale unitaria interna a V. Pertanto si
ha, passando in coordinate polari piane:

@(S,ﬁ):/F’~(0,0,71)d0:f/C(Qx—Gyz)dxdy:(S/Cdexdy

c
27 1 3
= 6/ / r3sin?0drdd = =r.
0 0 2

Procedendo per calcolo diretto, si ha:

. 2r 1 Fiop —rsinf cosf
O(S,F) = / / det [ Foop rcosf sinf | drdf
0o Jo Fs0¢p 0 493

27 1
= / / (3(7“ sin )% 4+ 2(1 — r4))4r4 cos 0 dr do+
o Jo

2w 1
—|—/ / (1 — 8(rcos 0)3)4r4 sin 0 dr d0+
o Jo

_ /027r /Olr(2(rcosﬁ) ~ 6(rsin6)?) drdo

Il primo integrale & nullo perché fo% sin® 0 cos0df = 2 foﬂ sinfcosfdf = 2 fl_l tdt =0 (si ponga t = cos@), il
secondo perché 'integranda come funzione di 6 & dispari e 27-periodica.

2m 1
- 3
O(S, F) = —/ / —6r3sin® O dr df = ~,
o Jo 2
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 14). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando soluzioni non nulle
nella forma u(z,t) = U(t)X (z). Dalle condizioni iniziali si ricava X (0) = X (7) = 0 Sostituendo, si ottiene al
variare di A € R:
~Ut)X (z) 4+ 3U ()X (x) = 0,
e dividendo per U(t)X (x) si ha:
—U(t) B —3X(2) )
U(t) X (x) '

Si ha dunque il seguente sistema:
—U(t) — \U(t) =0,
3X(z) + A\X (z) = 0.

Risolviamo I’equazione in X (z) accoppiata con i dati X (0) = X (7) = 0. L’equazione caratteristica & 32+ = 0,
il cui discriminante ¢ A = —12X. Se A > 0 allora necessariamente A\ < 0, I’equazione caratteristica ammette
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due radici reali, distinte e non nulle. La soluzione generale & X () = ¢1e/'" + cpe”2® la cui derivata & X () =
crp1e1® + copget2®. Sostituendo i dati X (0) =0 e X () = 0 si otterrebbe il sistema (nelle incognite ¢1 e ¢3):

cipr + copg =0
cp1eft™ + copget?™ =0

Il determinante di tale sistema & uq pa(e”2™ —e#1™) # 0, pertanto 'unica soluzione & ¢; = ¢a = 0 non accettabile.
Se A = 0 allora necessariamente A = 0 e p; = 0 & l'unica radice dell’equazione caratteristica. Si ha X (z) =
c1 + cox come soluzione generale, derivando si ha X (z) = co e sostituendo le condizioni date si ottiene ¢y = 0,
pertanto si ottiene la soluzione accettabile X (x) = ¢1, ¢1 € R\ {0}.

Se A < 0 allora necessariamente A > 0 e si ottengono le radici complesse coniugate +iw dove w = /A/3.
La soluzione generale & X (x) = ¢; cos(wz) + ¢osin(wz), derivando si ha X (z) = —we; sin(wz) + wey cos(we) e
sostituendo X (0) = 0 si ha ¢y = 0, pertanto X (x) = ¢; cos(wz). Affinché sia X (7) = 0 si deve avere w € N e
per avere A < 0 si deve avere w # 0, quindi A = 3n?, n # 0.

Si ha dunque X,,(z) = ¢, cos(nz), n € N che comprende le soluzioni accettabili per A < 0.

Risolviamo I'equazione per U corrispondente a A = 3n2, n € N, ovvero U(t) + 3n2U(t) = 0 con la condizione
iniziale U(0) = 0. Se n = 0 si ha la soluzione U(t) = ¢; + cat e sostituendo la condizione iniziale, si ottiene
U(t) = cot Se n # 0, si ha che I'equazione caratteristica & u? + 3n? = 0, le cui soluzioni sono p; = inv3 e la
complessa coniugata pp = —iny/3, la soluzione generale pertanto & U(t) = c; cos(nv/3t) + ca sin(n/3t) e poiché
U(0) = 0 si ha ¢; = 0, quindi U, (t) = d,, sin(n\/3t). Si ha quindi, posto k,, = c,d,,

uo(x,t) = U(t) X (x) = kot
U (,t) = U(t) X (x) = ky, sin(nv/3t) cos(nz)

da cui
8tu0(x70) = ko

Opun (z,0) = nV3k, cos(nx)

Sviluppiamo il dato iniziale in serie di coseni

1/7r 7r
ag = — ==
0 Vs 0 2

2 (7 2
ap, = 7/ x cos(nx) dx = — [
0 ™

™

rsin(nz)]*"" 2 [T . 2
n o

2
-0 nm Jo nem

da cui

% Z cos(nx).

wm

Per confronto, si ha:

Opu(z,0) = ko + Z nV3k, cos(nx)

n=1
da cui si ottiene kg = 7/2 e nv3k,, = fr 1= ( D” , quindi &, 2\[ 1= ( 1) . La soluzione ¢ quindi:
2v/3 1—(=1)"
u(z,t) = gt - ?:7{ Z T(L3 ) sin(nv/3t) cos(nz)

n=1

T, 43 1 _
= 5t — - kz:;) OEE sin((2k + 1)V/3t) cos((2k + 1)z).

Il termine generale della serie & maggiorato da 1/n?, termine generale di una serie convergente. Pertanto la
serie converge totalmente, quindi uniformemente.

Svolgimento (Esercizio 15). Poniamo z(t) = (z(t),y(t)), A = ( _3724 _91é8/4 >’ B— ( sin(()Qt) >

Il sistema diviene 2 = Az + B. Calcoliamo gli autovalori di A, essi sono soluzioni di A\? — tr(A)\ + det(A) = 0,
ossia A2 + 5\ +4 = 0. Quindi A\ = —1 e Ay = —4. Poiché det(A) = 4 # 0 I'unica soluzione stazionaria
dell’omogeneo associato ¢ z(t) = y(t) = 0 per ogni ¢t € R, ed essendo gli autovalori con parte reale strettamente
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negativa lorigine ¢ un nodo proprio stabile per 'omogeneo associato. Calcoliamo gli autovettori v; = (v],vY)
_ Y.
e vy = (v3,v3):

. [ —=3/4 9/8 vy . 3 ..,9 4
0=(A—X\Idge)v; = ( 32 —9/4 ) ( oY ) da cui — g +§U1 =0,

9/4 9/8 : 9., 9
0= (A — Aoldge)ve = ( 3;2 3§4 ) < 52, ) da cui 12 +§vg =0.

Possiamo quindi prendere v1 = (3,2) e v = (—1,2). Pertanto si ha:

r=(5 7). res( %)= (L 3s)

Si ha quindi, posto w(t) = P71z(t), w(t) = (ws(t), wy(t)):

W = %(P‘lz) =P '2=P A2+ B)=P Y(APw+B)=P 'APw+ P 'B=Dw+ P 'B

dove D = < _01 _O 4 > ¢ la matrice diagonale degli autovalori. Cio equivale al seguente sistema:
y = —w, + % sin(2t)
Wy = —4w, — 1 sin(2t)

Risolviamo la prima equazione: ’'omogenea & w, + w, = 0, il polinomio caratteristico &  — A; = 0, pertanto la
soluzione generale dell’omogenea & w,(t) = cie”t. Per trovare una soluzione particolare applichiamo il metodo
dei coefficienti indeterminati, essendo il termine noto della forma sin(at). Poiché 2 = o # A; = —1, cerchiamo
una soluzione nella forma A cos(at) + Bsin(at). Sostituendo e ricordando che oo = 2 si ottiene:

1
—2A5sin(2t) 4+ 2B cos(2t) + A cos(2t) + Bsin(2t) = 1 sin(2t)
che implica A+ 2B =0e B—2A =1/4, quindi A = —2B e B+ 4B = 1/4 per cui B = 1/20, A = —1/10.
Pertanto:
1 1
wy(t) = cre”" — o cos(2t) + % sin(2t).

Risolviamo la seconda equazione: I’'omogenea e 1, +4w, = 0, il polinomio caratteristico & p— A9 = 0, pertanto la
soluzione generale dell’omogenea & wy(t) = coe~ %, Per trovare una soluzione particolare applichiamo il metodo

dei coefficienti indeterminati, essendo il termine noto della forma sin(at). Poiché 2 = a # A; = —4, cerchiamo
una soluzione nella forma A cos(at) + Bsin(at). Sostituendo e ricordando che ao = 2 si ottiene:

1
—2A5sin(2t) 4+ 2B cos(2t) + 4A cos(2t) + 4B sin(2t) = ~1 sin(2t)

che implica 2B+4A =0e —2A+4B = —1/4, quindi B = —2A e B+4B = —1/4 per cui B = —1/20, A = 1/40.
Pertanto:
1 1
e L
wy(t) = coe™ ™ + 10 cos(2t) 50 sin(2t).
Poiché z(t) = Pw(t), si ottiene:

1 1
z(t) = 3wy (t) —wy(t) = 3cre™" — coge ™ — £ cos(2t) + £ sin(2t)

3
y(t) = 2w, (t) + 2wy (t) = 2cie™" + 2coe™ — 20 cos(2t).
Svolgimento (Esercizio 16). Poniamo:
flx,y) = (2 +y? = 22)* — (2% + )

E utile osservare come f(xz, —y) = f(z,y) pertanto 'insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse.
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In coordinate polari si ha:
f(pcos®, psinf) = (p* — 2pcos0)* — p* = p*((p — 2cos6)* — 1)
= p*(p—2cosf —1)(p —2cosf + 1)
Quindi I' =Ty UT5 dove:
Iy ={(pcosh,psinf): p—2cosfd —1=0,p>0,6€0,2n]}
'y ={(pcosb,psinb): p—2cosf@+1=0,p>0,0¢€[0,2n]}

e questa scrittura! comprende anche 1’origine (0, 0).

Poiché f(0,0) =0 si ha (0,0) € T'. Studiamo le intersezioni con lasse delle y ponendo x = 0: f(0,y) =
y* — y? = 0 quindi le intersezioni sono O = (0,0), P, = (0,1), P> = (0,—1). Analogamente, studiamo
le intersezioni con 'asse delle x ponendo y = 0:

f(2,0) = (2% — 22)* — 2 = (2 — 22 — 2)(2® — 22+ 2) = 2%(x — 3)(z — 1),

quindi le intersezioni sono P3 = (1,0), P, = (3,0) e O = (0,0).
Calcoliamo il differenziale di f:

df (z,y) = 0. f (x,y) dz + 0, f(z, y) dy
= (4(z* +y* —22)(x — 1) — 2z) do + (4(z* + y* — 22)y — 2y) dy.

Si ha quindi df (P;) = —4dx + 2dy, pertanto esiste g; € R tale per cui la retta —4x 4+ 2y = ¢ sia
tangente a I' in P;. Sostituendo si ha ¢ = 2 e la retta tangente € y = 2z + 1. Poiché I" & simmetrico
rispetto alle ascisse, e P» € il simmetrico rispetto a tale asse di P, si ha che la retta tangente a I' in P
e la simmetrica rispetto all’asse delle ascisse di quella tangente in P;, ovvero y = —2z — 1. Si ha poi
df (Ps) = —2dx, pertanto la tangente a I' in questo punto ¢ la retta verticale x = 1, e analogamente si
ha df (P,) = 18dx, pertanto la tangente a I' in questo punto ¢ la retta verticale z = 3.

Osserviamo che 9, f(Ps) = 9, f(Py4) = 0, quindi in questi punti il Teorema di Dini non ¢ applicabile (la
tangente a I' ¢ verticale). Invece si ha 0, f(P1) = —0, f(P2) # 0 e quindi per il Teorema di Dini esistono
1 € g con le proprieta richieste. Si ha che ¢} (0) e ¢5(0) sono i coefficienti angolari delle tangenti a T’
rispettivamente in P; e Py, ovvero ¢} (0) = —¢5(0) = 2.

Si ha h(z,y) > 0 e 'uguaglianza vale solo nell’origine. Quindi l'origine & I'unico minimo assoluto per h.
Inoltre essa appartiene a I', quindi & 'unico minimo assoluto vincolato e h(0,0) = 0. Studiamo i massimi
e minimi vincolati di h su 'y e su I'y separatamente. In coordinate polari si ha che h(pcos8, psinf) = p,
I'; ¢ dato? da py(f) = 2cosf + 1, py > 0 e I'y & dato da pa() = 2cos@ — 1, py > 0. Individuiamo
il dominio in cui sono definite p; e p2 alla luce della condizione p > 0. Si ha che p; ¢ definito per
cosf > —1/2, quindi 0 € dom(p1) := [0, 27/3] U [47/3, 27], mentre po & definita per cosf > 1/2, quindi
dom(ps) :=0 € [0,7/3] U [5/3m, 27].

Se si sceglie di parametrizzare § tra —m e 7 (& assolutamente la stessa cosa), si ottiene dom(p;) :=
[—27/3,27/3] e dom(ps) := [-7/3,7/3]. Questa scelta che, ribadiamo, & perfettamente equivalente al
parametrizzare 6 tra 0 e 27, presenta il vantaggio permettere una scrittura piu semplice.

Si tratta di studiare i massimi e minimi delle funzioni p; e p2 sotto i vincoli p1, p2 > 0, ovvero rispetti-
vamente in dom(p;) e in dom(py). Cominciamo con lo studiare tale funzioni nell’interno dei domini in
cui sono definite. Si ha p}(6) = p5(0) = —2sind. Si ha p}(6) = p5(#) < 0 per 0 < 6 < 7 e Puguaglianza
vale per 6 € {0, 7}.

Osserviamo che m ¢ dom(p;) e m# ¢ dom(pz), quindi 7 non ¢ un valore accettabile: infatti si ha
p1(m) = =1 e pa(m) = —3 non accettabile alla luce della condizione p; > 0 e pa > 0.

Per quanto riguarda 0, calcoliamo pf (0) = ph(8) = —2cosf e p{(0) = p5(0) = —2 < 0, quindi si ha che
p1(0) = 3 accettabile e massimo relativo, p2(0) = 1 accettabile massimo relativo.

Rimangono da studiare i punti sulla frontiera dei domini: si ha p1(+£27/3) = p1(47/3) = pa(£7/3) =

1Era importante osservare come I' in coordinate polari fosse espresso da due rami differenti ovvero da |p — 2cosf| = 1. In

generale non & lecito passare da (p — 2cos6)2 = 1 a p — 2cos# = 1, perché in questo modo si sta escludendo uno dei due rami.

Ricordiamo che Va2 = |a| per ogni a € R. Inoltre & necessario aggiungere la condizione p > 0, come risulterd evidente nel calcolo
del massimo e minimo vincolato.

2Qui risulta fondamentale I’aver correttamente individuato i due rami e il richiedere comunque p > 0.



SOLUZIONI 39

p2(57/3) = 0. Tutti questi punti corrispondono quindi in coordinate cartesiane all’origine (p = 0 carat-
terizza lorigine) pertanto si ottiene nuovamente che l'origine ¢ minimo assoluto. Il massimo assoluto &
raggiunto nel punto corrispondente a ppr = p1(0) e 8y = 0, quindi e (pas cosOps, parsinbyr) = (3,0) e
vale h(3,0) = 3, I’altro massimo relativo & raggiunto nel punto corrispondente a p,, = p1(0) e 6,, = 0,
quindi & (p,, o8Oy, prm sinby,) = (1,0) e vale h(1,0) = 1.

L’insieme I" & chiuso perché f & continua e si € appena visto che e limitato perché contenuto nella palla
chiusa centrata nell’origine e di raggio 3, quindi e compatto.

(5) Vogliamo ora dare un’idea dell’andamento qualitativo.

4

1. Ecco la situazione iniziale con i punti e le tangenti finora
trovate.

2. Vi & una simmetria rispetto all’asse z. Inoltre osser-
viamo che (3,0) ¢ max. ass. per la distanza dall’origine.
Non vi sono punti di I a dx della retta z = 3. Attorno a
tale punto non si ha un’esplicitazione y = y(z), perd si ha
un’esplicitazione = z(y). Analogamente (1,0) ¢ massimo
relativo per la distanza dall’origine, pertanto vicino a ta-
le punto non vi sono punti a dx della retta x = 1, non si
ha un’esplicitazione y = y(z), perd si ha un’esplicitazione
z = a(y).

")

Fn

3. Ricordiamo che il ramo corrispondente in coordinate po-
lari a p2(6) raggiunge la sua massima distanza dall’origine
proprio in (1,0) e poi agli estremi del dominio, ovvero per
6 = +m/3 tale ramo ritorna in 0. Inoltre si ha sempre che
p2 < p1. In figura sono riportate anche le due rette cor-
ripondenti ad un angolo di £7/3 con asse delle ascisse.
Sfruttando la simmetria rispetto all’asse delle ascisse ci si
porta nella situazione indicata.
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4. Studiamo ora il ramo corrispondente a p;. Poiché 1,"'
+7/2 € dom(py), si ha che tale ramo congiunge il punto o/
(3,0) (massima distanza dall’origine) con i punti (0, £1) che
sono le uniche due intersezioni di I' con ’asse delle ascis- |
se. Tale ramo deve inoltre essere tangente alle due rette
passanti per (0,+£1) Inoltre non puo intersercare il ramo di

p2-

5. Partendo dai punti (0, +1), sappiamo che il ramo p; deve
ritornare nell’origine perché agli estremi del dominio di p;

+ * siha p; = 0. Quindi si ha un cappio nell’origine, come ci si
poteva attendere da V f(0,0) = (0, 0).

Questo concludeva lo studio qualitativo richiesto dall’esercizio.

Con ulteriori calcoli, un po’ lunghi ma non particolarmente complicati, si puo essere ancora piu precisi
ed arrivare a tracciare un grafico piu dettagliato.

Ribadiamo che comunque, questa parte, esulava dalle richieste dell’esercizio, la riportiamo solo per
completezza.

Consideriamo una retta x = k, e studiamo il numero di soluzioni y dell’equazione f(k,y) = 0. Si ha

0= f(k,y) = (K +y* = 2k)* — (k* +¢?)
=yt + (2K — 4k — 1)y? + (k* — 2k)% — K2
=yt + (2K — 4k — )y? + K2 (k- 3)(k—1)

Posto t = y?, cerchiamo soluzioni non negative di py(t) = t* + (2k? — 4k — 1)t + k?(k — 3)(k — 1) = 0.

Si ha limy—y4 00 pr(t) = +00 e pr(0) = k%(k — 3)(k — 1). Si ha px(0) >0 per k< 1ok > 3.

(a) se 1 < k < 3 I'equazione pi(t) = 0 ammette due soluzioni distinte ¢~ e t* di segno discorde perché
pr(0) < 0 e limg 400 pr(t) = +o00. Sia tT > 0, allora si ottiene y; = Vit e yo = —Vt—. Dato
1 <z < 3 esistono quindi 1 (x) e pg(x), distinti, @1(x) < 0 < p4(x) tali che (z,y) € T se e solo se
y € {p1(@), pa(x)}.

(b) se k < 1ok >3mak #0, allora p;(0) > 0, quindi le soluzioni reali di py(y) = 0, se esistono,
sono entrambe strettamente positive o entrambe strettamente negative: se I’ascissa del vertice delle
parabola z = pi(t) & positiva, allora se esistono sono entrambe strettamente positive, altrimenti o
non esistono oppure sono entrambe strettamente negative. Le radici negative non sono accettabili.
Tale ascissa & zp = —(2k* — 4k — 1)/2. Si ha z; > 0 per % (2—v/6) <k < 3 (24 V6). Poiché

(2—\/6)<0<1<%(2+\/6)<3,

N |
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si ottiene che se pi(y) = 0 ammette radici reali, esse sono due radici strettamente positive per
1(2—V6) <k <0eper0<k< LIl discriminante di py(t) =0 &
A= (2k* —4k — 1) —4k*(k — 3)(k — 1) = 1 + 8k.
Per 0 < k < 1e —1/8 < k < 0 tale discriminante & positivo, quindi si hanno due soluzioni
strettamente positive. Pertanto per k €]0,1[U] — 1/8,0[ , la retta z = k interseca I' in quattro
punti distinti, due a due simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Dato (2 — V6) < z < 1 esistono
quindi ¢1 (z )#Pz( ), p3(2), pa(x), distinti, 1 (x) < @2(2) <0 < p3(z) < pa(2) tali che (z,y) € T
se e solo se y € {p;(x):i=1,2,3,4}.
(¢) per k = 0, si hanno le intersezioni con l'asse y, quindi O = (0,0), P, = (0,1), P, = 0. Poniamo
01(0) = =1, ¢4(0) =1 € @3(0) = 2(0) = 0.
df(z,y) = (4(a® +y* = 22)(2 = 1) — 2z) dz + (4(2® + y* — 20)y — 2y) dy
Si ha
(i) df(0,0) =0, quindi in un intorno di (0,0) non & possibile applicare il Teorema di Dini.
(i1) df(0,1) = —4dx + 2 dy quindi in un intorno di (0,1) & possibile applicare il Teorema di Dini.
In un intorno di tale punto ¢4 & di classe C! e p4(0) =1/2 >0
(iii) df(0,—1) = —4dz — 2dy quindi in un intorno di (0,—1) & possibile applicare il Teorema di
Dini. In un intorno di tale punto ¢; ¢ di classe C* e 1(0) = —1/2 <0
(d) per k = 1, si ha p;(y) = y*(y®> — 3) da cui si ottengono le intersezioni (1,0), (1,v/3) e (1,—/3).
Poniamo ¢3(0) = ¢2(0) =0, ¢1(0) = —1, p4(0) = 1.
(e) per k=3, si ha p3(y) = (y + 11) da cui si ottiene la sola intersezione (3,0). Poniamo ¢;(3) =
¢a(3) =0
(f) per k = —1/8 si ha p_y,5(y) = —(1/64) — y* + (17/64 + y*)* da cui si ottengono le due inter-
sezioni (—1/8, —/15/8) e (—1/8,++/15/8). Poniamo p4(—1/8) = p3(—1/8) = (—1/8,+/15/8) e
p1(=1/8) = p2(~1/8) = (~1/8,-V15/8)
Le quattro funzioni ¢;, i = 1,2, 3,4 sono due a due simmetriche rispetto all’asse delle ascisse. Inoltre la
tangente a I' nei punti (z,y) con  # 0, 1,3 non & mai verticale. Per il teorema di Dini, queste funzioni
sono quindi C' negli intervalli aperti che non contengano x = 0,1,3 e in cui siano definite. Per quanto
visto al punto precedente, si ha che ¢; e ¢4 sono C! all’interno di tutto il loro dominio.
Studiamo ora i massimi e minimi relativi di y = psiné vincolati a I', ovvero i massimi e minimi
delle funzioni g;(f) = 2sinfcos + sinf = sin260 + sind con 0 € [0,27/3] U [47/3,27] e la funzione
92(0) = 2sinfcosf —sinf = sin 20 — sin b con 4 € [0, 7/3] U [5/37,2x]. Se h & nulla anche g; e g2 sono
nulle, quindi ¢;(27/3) = g1(47/3) = g2(7/3) = g2(57/3) = 0. Si ha quindi
g1(0) = 2cos260 + cos = 4cos? O + cos ) — 2

che si annulla per
cos@fzé(—l—i—\/ﬁ), cosﬁgz—é (1—1—\/@).
Si ha cos 0 > —1/2, quindi 67 ¢ accettabile, cos§5 < —1/2 non accettabile. Analogamente:
gh(0) = 20820 — cosf = 4cos® § — cos ) — 2
che si annulla per
cos9§:é<1+\/?g), COS@ZZ%(I*\/@).

Si ha cos@35 > 1/2, quindi 6*3 & accettabile, cos@5 < 1/2 non accettabile. Posto pi = 2cosf] + 1 e
p3 = 2cos 03 — 1, si ottengono quindi gli unici punti critici:

21 = pycosfy = <2 (; (—1+\/§))+1>;(—1+\/§) _ 15433

16
x3 = p3cosby = (2 (; <1+\/3§)> —1);(1—1—\/@) 215_17(;/@.

Vogliamo ora stabilire una corrispondenza tra le curve p1(6) e p2(6) e le curve p;(x), i =1,2,3,4. A tal
proposito ricordiamo che p4(z) & sempre maggiore di ¢3(x) > 0, e che @1 e w2 sono le simmetriche di 4
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e 3 rispetto all’asse delle asccisse. Quindi, nel primo quadrante laddove esistono entrambe le curve in
coordinate polari p1(0) e pa2(@), la curva tra le due che in coordinate cartesiane ha 'ordinata maggiore
rappresentera ¢4 e l'altra rappresentera ¢s. Ricordo che l'ordinata ¢ data da p;(6)siné e pa(6) sin 6.
Osserviamo che se 6 € [0, 7] Ndom(p1) N dom(pz), si ha p1(6)sin€ > p2(6)sind. Quindi nei punti del
primo quadrante la curva p1(6) descrive ¢4 e la curva py descrive ¢3. Per cui 3} & punto critico di ¢4,
e quindi anche della sua simmetrica ¢, e x5 € punto critico di ¢3, e quindi anche della sua simmetrica
2. Si ha che ¢3(0) = ¢3(3) = 0, @3(x) > 0 in ]0,1], e ¢3 ha un solo punto critico, tale punto deve
essere di massimo relativo per 3 e quindi di minimo relativo per ,.

Poiché z7 > 0 e ¢4(0) > 0 si ha che 7, unico punto critico per 0 < z < 3, deve essere un massimo
assoluto per ¢4 e simmetricamente un minimo assoluto per (1.

Determiniamo esattamente i valori di z* e y*:

(a) Sostituendo nell’equazione per determinare i valori del massimo, si ha:

—3(693 + 283v/33) — 128(175 + v/33)y? + 8192y
8192

che ha come soluzioni reali (si pone y = ¢2 e si sceglie I'unica soluzione ¢ positiva. Allora y = ++/%)

1 3
,/ 69+11 <P4(x*{):§\/§(69+11\/§>.

(b) Sostituendo il valore di z3, si ha:

§ 8192y* + 128 (v/33 — 175) y* + 849/33 — 2079

Con la sostituzione y? = ¢ si ottiene un’equazione di secondo grado in t che ha due radici positive.
I valori di pa(x3) e @3(x%) sono i valori dati da £+/t dove t & la radice di modulo minimo dell’e-
quazione: infatti laltra radice da luogo ai valori di ¢1(z3) e @4(x3) (che infatti in modulo sono
strettamente maggiori dei precedenti).

,/ 69—11 <P3(x§):+é\/g(69—11\/£).

In figura le rette verticali da sinistra a destra sono:
(a) la retta x = —1/8, tangente a I' nei punti (—1/8,4+/15/8). Non vi sono punti di I con ascissa
strettamente minore di —1/8;
(b) la retta x = 0, che interseca I nei punti (0,0), (0, £1);
(c) la retta z = 15— ‘F che interseca I' in quattro punti, i due punti piu vicini all’asse delle ascis-
se sono estremah per le funzioni implicitamente definite da « passanti per essi, tali punti sono

(1516@75 3 (69_ 11\/@);

(d) la retta z = 15+ 3 3 che interseca I' in due punti, esso sono i punti di ordinata massima e minima

O:f(x?f’y) =

appartenenti a I', e sono (15%/@, :I:% % (69 + 11v/ 33))

(e) laretta z = 3, tangente a I' nell’'unico punto (3,0). Non vi sono punti di I" con ascissa strettamente
maggiore di 3.
La Chiocciola di Pascal € quindi inscritta nel rettangolo

R:[—1/8,3]><[ é\/3(69+11\/>> \/ (69+11f)]

Osservazione 1. Nella seconda versione del compito, 'insieme era dato da

I'={(z,y) € R%: (22 + 42 +2x)2 = 22 +y2}.

Pertanto tale insieme ¢ il simmetrico rispetto all’asse delle ascisse di quello studiato nell’esercizio precedente,
quindi tutti i risultati dell’esercizio precedente valgono in questo caso qualora si mandi x in —z, y rimanga
invariato, e in coordinate polari si mandi 6 in 7 — 8 (quindi cos(m — 0) = — cos @ e sin(m — 0) = sin6).
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FiGURA 1. La Chiocciola di Pascal e alcune rette significative

Svolgimento (Esercizio 17). La retta y = x e l'iperbole xy = 1 si incontrano nel primo quadrante solo nel
punto (1,1), inoltre per x €]0,1[ si ha 1/x > x. Il dominio D & normale rispetto all’asse x, decomponiamolo

nelle due parti DN {(z,y) : 0 <z <1} e DN{(z,y): > 1}. Si ha:
1 1 z 400 1/x 1
I(a):/ —adxdy:/ (/ ady) d:c—i—/ / —dy | dz
DX 0 o T 1 o
1 +o00 dx
o 11—«
_/0 T dx—|—/1 pRETE

Se a < 0 il secondo integrale vale 400, mentre il primo € sempre maggiorato da 1 perché I'integranda & minore
o uguale a 1 e lintervallo di integrazione ha lunghezza 1, quindi I(«) = 400 se a < 0.
Se o > 2 il primo integrale vale +00, mentre il secondo & finito quindi I(a) = 400 se a > 2.
Per 0 < a < 2 entrambi gli integrali sono convergenti, inoltre se 0 < @ < 2 non si ha mai 1 — a« = —1 oppure
1+ a =1, e quindi

1 1

I = — 4+ —.
(a) 2—a+a

Altro modo per procedere, consideriamo il dominio D normale rispetto all’asse delle y. Fissiamo y € [0, 1].

Allora x varia tra y e 1/y, quindi:
I(«) :/ / —dz | dy
0 Y x
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Si ha allora

1 1/y 1 1
I(1) :/0 (/y ;d:v> dy:/o (log(1/y) —log(y)) dy = —2/0 log(y) dy = —2[ylogy — yl§

=242 lim (ylogy —y) =2 < +o0.
y—0t+

Supponiamo ora « # 1, si ha:

oy = [ ([ ) [ty
0 y T —a+1 )/

_ 1 1( a—1 —a+1)d _ 1 li ! a—1 1 d
“1-a)y Y 4 YT\ 4

Sea#1eas#0, a2 siottiene

1 1 1
I(a) = lim {y"‘ - y“”‘ﬂ
a

1—aesot

Se av < 0 0 a > 2 il limite risulta +oo. Inoltre:

che conferma il risultato precedente.

Osservazione 2. Nella seconda versione del compito, si aveva come D la regione illimitata del primo quadrante
compresa tra I'iperbole di equazione xy = 1, la retta y = x e I’asse delle y e si calcolava

1
// — dx dy.
DY

Rispetto alla versione dell’esercizio precedente si ¢ applicata una simmetria rispetto alla bisettrice del primo e
terzo quadrante. Il risultato e il procedimento sono gli stessi: si scambi semplicemente x con y.

Svolgimento (Esercizio 18). Maggioriamo il termine generale della serie in modo appropriato. Si ha:

(V53" . s-3m| 2 |(v5-3\"|_ 2 |/5-3
2 )|V

n

cos(nz)| <

Wo=9 . Wom9)
2n-1./5 2n-1V5 | VB 2
Poiché |(v/5 — 3)/2| < 1, la serie geometrica di ragione (v/5 — 3)/2 & convergente® e si ha
%) n

5-3 1 -3 -5
Z(f >:1 e

2 Viss T 545 10

n=1

Pertanto ’estremo superiore del termine generale ¢ in modulo maggiorato dal termine generale di una serie

convergente, quindi la serie converge totalmente e di conseguenza uniformemente e puntualmente su [0, 1] x
.2 -3 2 -3 1 1

[0, 27], e la sua somma per (¢,x) = (0,0) & proprio V5 = V5 == - —.

VB5—v5 5v5-1 5 5

oo
1
3Ricordiamo che se g €C, g <1siha E q" = 1—a tuttavia nell’esercizio la somma non parte da 0 ma da 1, quindi
—q

n=0

1 [eS) oo e [eS) 1
17=an=q0+2qn=1+2q" dacuiZq":lifl.
—4q n=0 n=1 n=1 n=1 -4
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F1GURA 2. La superficie S.

Osservazione 3. Nella seconda versione del compito, la serie era data da

o~ (VT=3)" 1
2 st

Esattamente come prima si riconosce che |(v/7 — 3)/2| < 1, e vale la maggiorazione

(VT=3)" i (VT3 <ﬁ—3>"'
2

—¢ cos(nx)| < |————
27171\/5 ( ) 2n71\/5
> (Vi-3)" 1 74
Z <\/—2 ) = -1= V7 < +o0.
n=1

cos(nx).

n=1

_ 2
VB

Ancora come prima si ottiene

VT -4

2
Si ha ancora convergenza totale, uniforme e puntuale e la somma per (¢,2) = (0,0) vale N

Svolgimento (Esercizio 19). Poniamo F(z,y,z) = (Fy, Fy, F3).

(1) Siha:
div F(z,y, z) = 0, Fy + 0,Fy + 0. F3 = 0,
. & 0, B
rot _F(.’E,y7 Z) = det €o 8y Fy = 61(8yF3 — ang) + é'g(azFl — 8zF3) + é’g(@zFQ — 8yF1)
és 0, I3

= (34 2y, —12z + 2z, —1 + 8x).

Il rotore non & nullo, per cui il campo non & conservativo.

(2) La curva v ¢ il bordo del cerchio D centrato in (0, 2,0) di raggio 5 contenuto nel piano y = 2. La normale
unitaria a D & costante e vale n(D) = (0,+1,0). Determiniamo il verso positivo dell’orientamento della
normale indotta dalla parametrizzazione: si deve avere per la regola della mano destra (D) = (0, —1,0).
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Altro modo: un osservatore con i piedi su D vede il bordo (t) percorso in senso antiorario solo se il
vettore che va dai suoi piedi alla testa ¢ parallelo e concorde a 7(D). Per il teorema di Stokes si ha:

j{ﬁde:/ F - fdo,
o D

nel nostro caso si ha che tali integrali sono:

/ﬁ.ﬁda:/(mx—zz)da:o
D D

perché D & simmetrico rispetto alla sostituzione z — —x, y — y e z — —z e Uintegranda e dispari
rispetto alla medesima sostituzione.
Verifichiamo il risultato ottenuto per calcolo diretto:

N 27
jépdz:/
0% 0

27
= / (2 + 25sin®t,100 cos® t — 15sint, 150 cos® t 4+ 4) - (=5sint,0, 5 cost) dt
0

Fy())3(t) dt

27
/ (—10sint — 125sin®t + 750 cos® t + 20 cost) dt = 0,
0

per le simmetrie di seno e coseno e la periodicita.

Si ha
2rcos(d) — (r* + 1) sin(6)
Jacp(r,0) = | 3r2 +2r 0
2rsin(@)  (r® 4 1) cos()
Posto:
2rcos(d) — (r? + 1) sin(@ .
A= ( 3r2 +(27)’ ( 0) ) ) ) det Ay =7 (37“3 +2r% 4+ 3r + 2) sin(0),
_( 2rcos(d) —(r?+1)sin(9) - ,
2= ( 2rsin(d)  (r?+41)cos(d) )’ det Ay = 2r(1 +r7),
. 3r2 4+ 2r 0 B , ,
A= ( 2rsin(f) (r? + 1) cos(6) ) ’ det Ag =7 (3r° + 2r* + 3r + 2) cos(6),

Per il Teorema di Binet si ha:

do = \/det2A1 + det? Ay + det? A3 dr df = r(r? +1)v/9r2 + 12r + 8.
Dobbiamo trovare (r,8) €]0, 1[x]0, 27 tali per cui ¢(r, ) = (5/4,3/8,0) ossia:

((r> +1)cosf = 5/4,
rd+ 12 =3/8,
(r? 4+ 1)sinf =0
Dall’ultima relazione si ha § = 0 oppure 6 = 7. Sostituendo nella prima, si ha che # =0e r?+1 =5/4,

quindi r = 1/2. Dette 0,¢ e Jpy le colonne di Jac p, si ha 0,¢(1/2,0) = (1,7/4,0) e 9ypp(0,0,5/4). 1
prodotto vettoriale di questi vettori porge:

€1 1
8TW<1/250>/\6990(1/2a0): 62 7/4 0 = (35a_570> = ? (77_13()) 5
i 16" 4 4\ 4
€3 0 5/4
per cui
5/4,3/8,0) = = -, —1,0].
PO 318:0) = 15 o(1/2,0) A depl(1/2,0)] — Vs \ 4
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(5) Utilizziamo il teorema della divergenza. Poniamo:
Do ={(z,y,2) R’ : y=0,2" +y* =1}
Dy = {(z,y,2) €ER3: y=2,2% +y* =4}

La superficie formata dall’unione di Dy, Dy e S € una superficie chiusa che racchiude il volume V. Per
il teorema della divergenza, se la normale e orientata in modo da essere uscente da V, si ha:

/ ﬁ-ﬁdoz/divﬁ(m,y,z)dxdydz
DoUD;US v

Poiché la divergenza ¢ nulla, si ottiene:

/ﬁ-ﬁdaz—/ F.iado=— ﬁ~ﬁd0—/ F-ado
S DoUDUS Do D,

La normale uscente a V' in Dy & costante e vale (0, —1,0), mentre in D; vale (0,1,0). Quindi (ricordando
che Dy e D7 sono simmetrici rispetto alla sostituzione z — —z):

1 2
/ ﬁ-ﬁdazf/ (4x273z)d0:74/ x2d0:—4/ / p*cos’Opdpdfd = —.
Do Do Do 0 Jo

2 2
/ ﬁ~ﬁdo=—/ (4x2—3z)da:4/ x2d0:4/ / p?cos? 0 pdpdf = 16.
D, Do D, 0 Jo

Orientando pertanto 7 in modo da essere uscenti da V, si ottiene:
/ F . fdo = —157.
s

L’orientamento uscente da V ¢ effettivamente quello indotto dalla parametrizzazione: per verificarlo
osserviamo che 7(5/4,3/8,0) = \/% (I,-1,0). Sezionando S con il piano y = 3/8 si ottiene la circon-
ferenza (5/4 cosf,3/8,5/4sin0) e se proiettiamo la normale sul piano zz si ottiene \/%(7/4, 0,0). Tale
proiezione nel punto (5/4,3/8,0) & uscente dal cerchio racchiuso dal tale circonferenza.

Verifichiamo il risultato per calcolo diretto:

Fiop 2rcos(d) — (r?+1)sin(f)

1 27
D(S, F) :/ / det | Foop 3r2+2r 0 dr df
0 70 Fzop 2rsin(f)  (r?+41)cos(d)
1 pon 2+ (r2 +1)%sin? 0 2rcos(d) — (r? + 1) sin(6)
= / / det | 4(r? +1)%cos?6 — 3(r2 + 1)sin® 3r% +2r 0 dr df
o Jo

6(r* +1)%cos? 0+ (r* + %)% 2rsin(d)  (r*+1) cos(6)

Sviluppiamo il determinante D che compare nell'integranda secondo Iultima colonna:
D= (r+1) cos(@) (312 +20) (* + (2 + 1) sin®(8) +7%) +
—2rcos(0) (4 (% +1)" cos(6) 3 (r* + 1) sin(6) ) ) +
+ (=2 = 1) sin(6) (2rsin(0) (4 (* + 1) cos?(9) =3 (r* + 1) sin(6) ) +
~ 32+ 2r) (6 (2 +1)" cos?(0) + (1 +12)°))

Nell’integrazione, i termini che contengono potenze dispari di seno e coseno si cancellano, quindi resta
solo:

1 2 1 2
/ Ddrdf = / / (—ST (r* + 1)3 cos(0) — 8r (r* + 1)3 sin?(6) 0052(9)) drdf
o Jo o Jo
1 2m
= / / —8r (r* + 1)3 (cos*(6) + sin®(0) cos®(0)) dr df
o Jo
27

1
= —8/ (r+ 3r3 315 + T7) dr - / cos?(0) df = —15m,
0 0
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che conferma il calcolo precedente.
Svolgimento (Esercizio 20). In forma di equazione totale si ha
w(z,y) = p(z,y) dx + q(z,y) dy = y(1 — zy) dz — xdy = 0.
La forma w non & esatta, tuttavia si ha:
2
Oyp(x,y) — Ouq(w,y) =1 —2xy +1=2—2ay = ;p(ﬂc, Y)
pertanto I’equazione ammette il fattore integrante
1
?.

i~ (3) - () o(5)(3-5)

Pertanto le soluzioni in forma implicita sono date da:

_r2 _ ~log 42
k(y) =e J2dy _ ,—2loglyl _ ,~logy® _

Si ha:

1,2

5 -5 =c,ceR
ovvero (ridefinendo la costante c)
(@) 2z
x) = .
Y ¢+ a2
Sostituendo le condizioni y(1) =1 si ottiene:
2z
v =

che ¢ prolungabile per continuitd su tutto R (inizialmente il problema & posto in R\ {0}) e per z — +oo
ammette asintoto orizzontale y = 0. Essa e simmetrica rispetto all’origine. La sua derivata e nulla per z = +1,
cui corrispondono y(1) = 1 e y(—1) = —1. Il punto con ascissa positiva ¢ di massimo assoluto e l'altro & di
minimo assoluto.
Altro metodo per trovare la soluzione: riscriviamo 1’equazione

Y 2

!
Yy ——=Y
x

L’equazione data & della forma y'+p(z)y = q(x)y™ con n = 2, n # 0, 1, pertanto essa & un’equazione di Bernoulli,
e poiché n > 0 essa ammette la soluzione identicamente nulla. Procediamo con la sostituzione z = y'=" = 1/y,
si ha allora
. Yy’ 1 z
f=—-—5=—-——-1=——-1
Y Ty €T
L’equazione si riduce quindi all’equazione lineare 2’ + z/x = 1, la cui soluzione generale & data da:

2z)=e T [/1-efdwwdzda;+c} = e~ losle] [/|xdm+0]

z?+d
2x

= ﬁ (sgn(x)x2/2 + c) =

dove si & posto d = 2sgn(z)c, ¢ € R da cui d € R. Poiché y = 1/z, si ottiene ancora

2x
= 5 7 d € R7
y(@) 2 +d
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 21). Cerchiamo una soluzione del problema nella forma u(t, z) = U(t) X (z) con U(t) #
0, X (z) # 0. Si ottiene U(t)X (z) — U(t) X (t) = 0. . )
Uut) Xz _\eR

Dividendo per U(t)X (x) e separando le variabili si ha 00~ X()
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F1GURA 3. La soluzione di % = f“'ylzT_y con y(1) =1.

Si ottengono quindi le due equazioni U(t) = AU(t), da cui U(t) = U(0)e* e X(z) = AX(z), quest’ultima da
accoppiarsi con le condizioni iniziali X (0) = X (7) = 0. Le soluzioni dell’equazione per X (x) sono date da

coe‘ﬂz + cle_‘agJ se A >0
X(x)=<co+ciz seA=0
co cos(vV—Az) + c1sin(v/—Az) se A <0

Se A >0 siha X(0) =0 =co+c; da cui ¢g = —¢; quindi X (z) = co(e¥V>* — e=V2%), Sostituendo = = 7 si ha
allora X(7) = 0 = co(eY ™ — e=VA™) ed essendo A # 0 si conclude che deve essere ¢o = ¢1 = 0, soluzione non
accettabile.

Se A =0, si ha X(0) = 0 = ¢, quindi X(x) = c;2 e sostituendo X (7) = 0 = ¢;7 si conclude che deve essere
co = c¢1 = 0, soluzione non accettabile.

Se A < 0, si ha X(0) =0 = ¢, quindi X (z) = ¢; sin(v/—Az) e sostituendo X () = 0 = ¢; sin(v/—\z), per avere
soluzioni non nulle si deve avere A = —n?. Si ottengono quindi le soluzioni X,,(z) = ¢, sin(nz), n € N, ¢, € R.
Le soluzioni dell’equazione in U corrispondenti a tali valori di A sono U, (t) = dne*”{zt, pertanto le soluzioni
elementari sono

I o

— 2 .
U (t, ) = bpe ™ ' sin(nx)
ove si e posto b, = ¢,d,, € R.
Cerchiamo di coprire il dato iniziale mediante una serie di soluzioni elementari:

u(0,z) = x(r —x) = Z by, sin(nx),
n=1

pertanto i b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli seni del dato iniziale: cio vuol dire
prolungare per disparita la funzione z(m — x) da [0,7] a [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si ha,
integrando per parti:

2 [T 2 - A
by, = f/ x(m —x)sinnxder = — |:$(7T - m)cos(nx)} + — | (7 —2x)cos(nz)dx
™ Jo '/T 2=0 nm Jo
2 (" 2 i = 4 T
= — —2x cos(nzx) de = — {erm(nx)] + == sinnx dx
nr Jo nmw no ..o 12T Jo
41— (-1)"

In particolare se n = 2k, k € Nsiha by, =0esen =2k+1, k € Nsiha b1 = m. Pertanto la soluzione
e data da:

u(t,x) =

8 X e @R  gin((2k + 1))
m

3
s 2k + 1)
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Il termine generale della serie ¢ maggiorato in modulo da 1/(2k + 1)3, termine generale di una serie numerica
convergente. Quindi la serie converge totalmente, uniformemente e puntualmente.

Svolgimento (Esercizio 22). Poniamo f(x,y) = —2® — 32%y? — 322y* + 422 + 8xy — y5 + 4y%. Osserviamo che

fz,y)
(1)

= f(y,z) e f(z,y) = f(—z,—y) quindi 'insieme & simmetrico rispetto all’origine e alla bisettrice y = x.

In coordinate polari piane si ha:

f(pcost, psin@) = —pbsin®(0) — p° cos®(0) — 3p°sin?(0) cos® (A) — 3p° sin*(0) cos?(0)

+ 4p? sin?(0) + 4p? cos* () + 8p* sin(8) cos(6)

—p5(sin®(0) 4 cos®(8) + 3sin?(0) cos*(0) + 3sin(8) cos?(#)) + 4p> + 8p? sin(#) cos(h)
—p5(sin? 0 + cos? 0)* 4 4p* + 8p? sin(#) cos(8)

= p*(4+ 8sinfcosh — r*) = p*(4 + 4sin 20 — r*)

pertanto si ha:
I' = {(pcos®,psinf) : r* =4 4 45sin 26},

e questa scrittura comprende anche lorigine. Si osservi che 4 + 4sin26 > 0 per ogni 6, pertanto r(6)
ha dominio [0, 27].

Si ha f(z,0) = —2% 4 422, nullo per x = +v/2 e x = 0. Per simmetria, si ricava che I' N {zy = 0} =
{(0,0), (£v/2,0), (0,4£+/2)}. Calcoliamo:

df (z,y) = (—62° — 1223y* — 62y* 4 8z + 8y) da + (—6z*y — 122%y> + 8z — 6y° + 8y) dy,

e pertanto df(v/2,0) = —16v/2dx + 8v/2dy. Quindi la retta tangente in P;(v/2,0) ha equazione
—16v22 4 8v2y = ¢, da cui, sostituendo, si ha ¢ = —32 e quindi la tangente in P;(v/2,0) ha equazione
—22 +y = —2v/2. Ricaviamo per simmetria rispetto all’origine e alla bisettrice le altre tangenti: la tan-
gente in Py(—+/2,0) ha equazione 2z +y = —2v/2, la tangente in P3(0,v/2) ha equazione 2z —y = —2v/2
e la tangente in Py (0, —1/2) ha equazione 2y — x = —2v/2. Poiché nessuna di queste tangenti & verticale,
il teorema di Dini ¢ applicabile in tutti questi punti, fornendo localmente la funzione implicita richiesta.
In coordinate polari, si ha h(p,8) = h(pcos@, psinf) = p?, pertanto il problema si riconduce allo studio
dei massimi e minimi di p*(0) = 4(1 +sin 26), 6 € [0, 27[. 1l massimo di p* & 8, raggiunto nei punti con
20 = /2 4 2km, k € Z, quindi § = 7/4,5/4r. Tali punti di massimo corrispondono a +(2v/2,2v/2),
mentre il minimo ¢ raggiunto nell’origine (ovvero 0 = 3/4w,7/4w).

L’insieme & limitato perché inscritto nella circonferenza centrata nell’origine di raggio v/8, inoltre &
chiuso perché f e continua. Pertanto ¢ compatto.

Per tracciare il grafico di T, osserviamo che & sufficiente stabilire il grafico per 8 € [—n/4,3/4x] e poi
sfruttare le simmetrie. In tale intervallo, p cresce strettamente fino a raggiungere il suo massimo per
0 = /4 e poi decresce strettamente a zero. Ne segue che I" ha aspetto di un otto ruotato di /4 in senso
orario. Questo conclude il grafico qualitativo richiesto, possiamo pero essere piu precisi: Consideriamo
la funzione

f(z,mz) = —m®z% — 3m*2® — 3m22® + 4m?2? 4 8ma? — 2 + 4a2?
raccogliendo e semplificando 22, si ottiene f(x, mx) = 0 se vale m® (—x4) — 3miz? — m? (3:104 — 4) +
8m — x* +4 = 0, da cui si ottiene

o]t = 4(m? +2m + 1) _ A(m+1)?
 (mS4+3mA4+3m2+1)  (1+m2)3’

La derivata di tale espressione ¢

d _
am® (M) ==

8 (2m® + 5m? + 2m — 1)
(m? +1)°
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/

FIGURA 4. L’insieme —2% — 32492 — 322y + 422 4+ 82y — y5 + 4% = 0 e alcune rette significative.
che si annulla nei punti m$ = —1, mf = (=3 — V/17)/4, m3 = (=3 +/17) /4. Ad essi, corrispondono i
punti:
(z(mg), mgz(mg)) = (0,0)
49— V1T (=3 —V17) 4v9-VIT
BEevm)”t 4 pEev)T
AVI+VIT  (=3+VIT) 49+ V1T
(21-3v1n)”* 4 (21-3y1n)*

e tali punti sono i massimi e minimi di |z|, per simmetria si ricavano massimi e minimi di |y|.

(z(mq), myz(m7)) =

(x(m3), maw(m3)) =

Svolgimento (Esercizio 23). Poniamo u = zy e v = y?/x, dacuiy = Juv = w303 = u2 /v = u?/3v=1/3
e quindi
p(u,0) = (u'P03 P13, oz, y) = (zy,y° /).
Si ha Q = {e(u,v) : ue[l,2], v e[l/4,1]}. Calcoliamo la matrice Jacobiana della parametrizzazione ¢:
1,-2/3,1/3  1,1/3,-2/3
w5 ul/B
Jacp(u,v) = ( %3u71/3vf1/3 _3% 2/3,,—4/3 )»

il cui modulo del determinante & 1/|3v|. Si pud anche calcolare la matrice Jacobiana di ¢~!

Jaco Nz, y) = y . ) ,

o (2,9) ( —y2/z2 2y /x

il cui modulo del determinante vale |3y?/z| = |3v| e osservare che |det Jac o(u,v)| = |det Jac o~ (z,y)|~! =
1/|3v|. Pertanto I'integrale vale:

2 1 2 1 v=1
d 1 1 2
/dmdy:/ / |det Jac (u,v)|dv du:/ / Y=~ {log} = —log2.
Q 1 \Jija 1 Jija 3v 3 V]ym1/a 3
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FIGURA 5. L’insieme Q = {(z,y) € R? : 1 <2y <2, z/4 < y* < z}.

Altro modo: il dominio 2 ¢ contenuto nel primo quadrante, calcoliamo i punti di intersezione delle quattro
curve che delimitano il dominio 2: I'intersezione di 2y = 1 con x = y? porge (1, 1), I'intersezione di zy = 1 con
x/4 = y? porge (2%/3,272/3) Vintersezione di zy = 2 con x = y? porge (22/3, /2) e l'intersezione di zy = 2 con
x/4 = y? porge (24/3,271/3),

Si ha quindi:

223z 243 o)
// dxdy :/ / dy der/ / dydzx
Q 1 1/ 22/3 J/z/2
92/3 94/3
1 2
:/ <\/5) da:+/ (‘/5> dyda
1 X 22/3 T 2
2 r:22/3 1 1224/3
= {z3/2 — log :1:] + {2 log x — xS/Q}
3 z=1 3 z=22/3

4 2 2 8 4 4 2 2
208221 %1052 — 2~ 210g24+ 2 = Z1og2
3 3 08fT g T glgsm g glogat g =508

che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 24). Si veda Esercizio 19.

Svolgimento (Esercizio 25). Si veda Esercizio 20.

(

( )-

Svolgimento (Esercizio 26). Si veda Esercizio 19.
Svolgimento (Esercizio 27).

Si veda Esercizio 21.

%y =4 — 3 — 4t
Svolgimento (Esercizio 28). Riscrivendo il sistema dato, si ha: { ymamerme

y=—06x+y
Derivando la prima equazione, si ottiene —2j = & — 3@ — 4e*!.
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Sostituiamo ’espressione di § ottenuta dalla seconda equazione:
—2(—6x +y) = & — 3& — 4.

Riscrivendo tale espressione si ha & — 3¢ — 122 + 2 — 4et = 0.
Sostituiamo ’espressione di —2y ottenuta dalla prima equazione:

& — 3% — 122 — (& — 3z — ') — 4e* = 0.
Otteniamo quindi ’equazione nella sola variabile x:
i—3@— 12z — i+ 3z + ' — 4e' = 0.
Tale equazione si riscrive come:
i — 43 — 9z = 3e*.

L’equazione caratteristica dell’omogenea associata & A2 — 4\ — 9 = 0 le cui soluzioni sono \; = 2 — /13,
X2 = 2 +/13. Tali valori sono gli autovalori della matrice del sistema omogeneo associato: essi sono reali non
nulli di segno discorde, quindi si ha una sella e I'unica soluzione stazionaria & l'origine.

La soluzione generale dell’lomogenea associata ¢ ®(cy,ca,t) = creMt + coe*?t al variare di ¢1,¢2 € R. Per
trovare la soluzione t — z(¢), & necessario sommare a ®(cq, ca,t) una soluzione particolare x,(t) dell’equazione
& — 4@ — 9z = 3e’. Poiché 4 non & radice dell’equazione caratteristica, cerchiamo z,(t) = Ae*': si ha
16Ae? — 16Ae? — 9Ae?® = 3et! da cui A = —1/3 e quindi

el
(2—V13)t + C2€(2+\/ﬁ)t _ &

x(t) = cre 3
(1) = er(2 — VIB)e@ VI | o) (2 4 \/IF)eHVIDE _ %e“.
Dalla prima equazione si ha:
y(t) = f%(i — 3a(t) — e*/3) = %e*(\/ﬁ”)t (73 (\/ﬁ - 1) eVt 4 3 (1 + \/ﬁ) 1+ 46(2+\/ﬁ)t) .

Svolgimento (Esercizio 29). Poniamo

I’zy

T

Poiché f(z,y) = f(—z,y) si ha che I'insieme & simmetrico rispetto all’asse y. In coordinate polari = pcos#,
y = psin @ si ha, ricordando che p # 0:

flz,y) + 2t + 2222 + ¢t

p>sin 6 cos? 0
\/p2 sin 0 + p2 cos?(6)

= p*(sin® 0 + cos® 6 + 2sin? @ cos? §) — p? sin f cos? O

f(pcosh, psinf) = p*sin® 6 + p* cos® 6 + 2p* sin? f cos? 6 —

= p*(sin® 0 4 cos? 0)? — p? sin 0 cos® 0
= p?(p? —sinf cos? 0).
Poiché p > 0 possiamo dividere per p? ottenendo p? = sin @ cos? § accoppiato con le condizioni p > 0, p # 0. Si
ha quindi che il dominio di 6 ¢ ]0, w[\{7/2} ovvero
T = {(p(8) cos b, p(0) sin ) : p(0) = Vsinf|cosb)| : 0 €]0, 7[\{r/2}}.

L’insieme I" non & chiuso: si prenda una successione {6, },en tale che 8, — 07. Se r,, :=sin 6, cos? 6, si ha che
(T, Yn) = (pn cos O, ppsinb,,) & una successione in I' convergente a (0,0) € R?\I'. Poiché I non & chiuso, non
puo essere compatto. D’altra parte, la funzione p(f) puod essere estesa per continuita all’intervallo compatto
[0, 7], e quindi I'insieme

T = {(p(6) cos, p(f)sinf) : p(f) = Vsinf|cosb| : 6 € [0, 7]},

€ immagine continua di un compatto, quindi compatto.
L’insieme C'NT & contenuto nel semipiano y > 0, per cui da x? = y? si ottiene |z| = |y| e quindi y = |z|, da cui
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y = 2. Dobbiamo quindi risolvere F(z,4z) =0, z # 0, da cui x = £2%/4 ¢ y = 275/4, 1l differenziale di f &
dato da
3 2xy z’y 2 z?y? z? 2 3

df (z,y) = <4x - NZEaT + (2 +y2)3/2 +4dxy ) dzr + ((m2+y2)3/2 - NZZEeT + 4y + 4y ) dy
Sostituendo, si ottiene df (27°5/4,275/4) = 2=11/4 gy 3.2711/4 gy = 27 11/4 (dx+3dy), pertanto la retta tangente
avra equazione z+3y = c¢. Imponendo il passaggio per (2*5/4, 2’5/4) si ottiene x4 3y = 23/4. Simmetricamente,
la tangente in (275/%,275/4) & —z + 3y = 23/%. Entrambe le tangenti non sono verticali, il teorema di Dini
fornisce le applicazioni implicitamente definite richieste.
Si ha che h(pcosf, psinf) = p?sinf. Se cerchiamo massimi e minimi vincolati a T il problema si riduce a
determinare massimi e minimi di p?(f)sinf = sin®6@cos?f = %sin2 20 vincolati a 6 € [0,n]. Il minimo &
assunto in § = 0,7/2, 7 e vale 0, il punto corrispondente & origine. Il massimo & assunto in § = 7/4,3/4x, cui
corrisponde il punto (£275/4,275/4) ¢ il valore massimo di h & 1/4.
Per quanto riguarda il grafico qualitativo, poniamo g() = p?(6) e studiamo per @ € [0, 7]. Siha g(0) = g(r) = 0,
e

g’ (8) = cos® @ — 2sin? 6 cos @ = cos (cos? § — 2sin? §) = cos (1 — 3sin? 0).
Tale derivata per 6 €]0,n[ ¢ nulla nel punto 6,, = 7/2, e g(7/2) = 0, punto di minimo, oppure nei punti
corrispondenti a @y per cui vale sin®6y = 1/3 e quindi cos?6y; = 2/3. Si ha p(y) = 2v/3/9. T punti
corrispondenti in coordinate cartesiane sono (£2v/2/9,2/9) e sono i punti di T' pilt lontani dall’origine.
Per disegnare l'insieme, quindi, partiamo dall’angolo § = 0 e dall’origine, la distanza cresce con l’angolo fino
al suo valore massimo e poi decresce fino a 0 per = m/2. Si ricostruisce il grafico per simmetria nel secondo
quadrante. L’aspetto & quello di un quadrifoglio tagliato a meta.
Questo conclude lo studio qualitativo richiesto. Per completezza forniamo ulteriori dati. Studiamo il massimo
di y2(0) := p?(0) sin? § = sin® f cos? 6. Si ha
d
@(y2(9)) = —2cosfsin? § + 3sin” f cos? § = sin” A(3 cos? § — 2sin” A) = sin? O(5 cos? § — 2).
Tale derivata per  €]0,7[ & nulla se cos?# = 2/5, cui corrisponde sin? @ = 3/5 e p?(f) = v/60/25. T punti di
ordinata massima sono quindi (£+/2/5v/60/5,+/3/5v/60/5).
Studiamo il massimo di 22(0) := p?(0) cos? § = sin @ cos* 6
d
@(xQ(H)) = cos® § — 4 cos® fsin? § = cos® f(cos? § — 4sin® §) = cos® H(1 — 5sin?h).
Tale derivata se 6 €]0, w[\{m/2} si annulla per sin®?@ = 1/5 cui corrisponde cos?§ = 4/5 e p?(0) = 4-573/2 1
punti di ascissa di modulo massimo sono quindi (44 - 575/4,2.575/4 L’insieme ¢ inscritto nel rettangolo con

lati paralleli agli assi
Q= [~4-57/1,4. 575/ x [0,/3/5V/60/5].
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Svolgimento (Esercizio 30). Si ha ( ponendo t=y/x):
2

22 2 (222 z 2 2z T
2x
/ / —— dtdr —/ (arctan(2z) — arctan x) dzx
1

2
_ 2
(per parti) = [z(arctan(2z) — arctan x)]*=7 — /1 <1 —1—2352 7 f:ﬂ) dz

d
4 4 1+ 422 2 1+ 22

[log(l +2?)353

1?8 1?2
=2(arctan4—arctan2)—arctan?—kz—f/ 7xdx—|—f/ =L i
1 1

1
= 2arctan4 — 3arctan2 + g — Z[log(l +42?))* 22 4 2

1 — -
= 2arctan4 — 3arctan2 + g - z[log(l + 42?))* 22 + §[log(1 +2))r=2

1 1

= 2arctan4 — 3arctan2 + % ~1 log(17/5) — B log(2/5)
1 1

= 2arctan4 — 3arctan 2 + % ~1 log(17/5) — 1 log(4/25)

1
= 2arctan4 — 3arctan 2 + % + 1 log(125/68).

Svolgimento (Esercizio 31). Poniamo F(z,y, z) = (Fi(x,y, ), Fa(z,y, 2), F3(z,y, 2)).
(1) Si ha:

div ﬁ(:c,y, z) = o%ﬁ(a:,y, z) + 0, a: Y, 2) + 0. F(z,y, = z) = —4y° + 10y — 4z
. €1 Oy 1 T,Y,z ) €1 O Gy
rot F(z,y,z) =det | € 0, 2 T,Y, 2 ) =det | & 0, 6x—4yz?+52°
€s 0, F3(x,y,z es O 10yz — 4y*z
= ((10z — 8yz) — (—8yz + 102 ),0,6 —6) = (0,0,0).

Poiché il rotore e nullo, il campo & conservativo.

(2) Poiché il campo & conservativo, l'integrale di linea non dipende dal cammino, ma solo dagli estremi:
7(0) = (1,0,0) e y(27) = (1,1,0). Possiamo quindi integrare sul segmento 7 : [0,1] — R3, F(¢) =
(1,¢,0). Si ottiene quindi:

1 1
/ﬁd@:/ foi(t)i’(t)dt:/ (6¢,6,0)(0,1,0) dt = 6.
v 0 0

(3) Si ha:
2u—3v —3u
Jacp(u,v) = | v*+1  3uv?
2u 2v
Determiniamo ’elemento d’area con la regola di Binet: formiamo le tre sottomatrici quadrate:
_f 2u—3v —3u — 6202 _ Gand .
By = < Bl 3u? > , det By = 6u“v” — 6uv” + 3u;
o 2u—-3v —3u a2 2.
B, ,_< o 2 >, det By = 6u” + 4uv — 6v7;
B e v+ 1 3uv? det Bs = —6u20? + 20" + 2
3= o % ) et B3 = —6u“v v v.
Per Binet:

do = \/det2 By + det? By + det? Bs du dv

= \/(6u2 + duv — 602)° + (—6uv? + 20* + 20)° + (6u2v2 — 6uv3 + 3u)® du dv.
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E necessario trovare (up,vp) € [—1,1] x [~1,1] tali per cui P = (up,vp), ovvero risolvere il sistema:

uw?—3uww+1=1,

uv® 4+ u = 3/1600 + 3/(2/10),

u? + 0% =1/4.
Dalla prima equazione si ottiene u? — 3uv = 0, quindi u(u — 3v) = 0 per cui u = 0 o u = 3v. Se u = 0 la
seconda non puo essere risolta. Quindi u = 3v. Dalla terza si ottiene v = +1/(2v/10), per cui u = £3/(2v/10).
La seconda equazione & soddisfatta prendendo i segni positivi up = 3/(2v/10), vp = 1/(2v/10). Si ha quindi:

3 9
2V19 _2§@
Jacp(up,vp)=| 1+
S W U
10 V10
La normale indotta & quindi:
¢ R B
' oLV 2y10 1 13 3 9 9
det | & | Jacp(up,vp) —det| & 1+ =L 9 — (_7_’4_ >
2 2, §oVI0 80yT0 V10 4007 27400 ' 2v/10
V10 V10

Il versore normale &
1l B 39 9
V10 4007 27400  2v/10

LB 9 99 Y
V10 400 4 400 210

Posto G = (G1, G2, Gs), il flusso richiesto é:

n(P) =

. 1 1 G1op(u,v) 11 6 (v +u) 2u—3v —3u
®(G,S) = / / det [ Gaoe(u,v) | Jacp(up,vp) | dudv = / / det 1 v +1 3uw?
-1/l G3 o p(u,v) —1J-1 1 2u 2v

1,1 1,1
= / / 6 (uv® +u) (2v(v® + 1) — 6u*v?) dv du + / / —(2v(2u — 3v) + 6u?) du dv+
—1J-1 -1J-1

11
+ / / ((2u — 3v)3uv? + 3u(v® + 1)) dudv
—1J-1

Tutti i termini nello sviluppo che contengono potenze dispari di u 0 v sono nulli perché tali termini sono funzioni
dispari di u o di v integrate su un intervallo simmetrico. Si ha quindi che il primo integrale ¢ nullo e:

. 1l 1,1 1,1 11
O(F,S) ::/ / (61}2—6u2+6u2v2)dudv=6/ / v2—6/ / u2—|—6/ / u?v? du dv
—1J-1 —1J-1 —1J-1 —1J-1

1ol
:6/ / u?v? dudv = 8/3.
—1J-1

Svolgimento (Esercizio 32). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili, cerchiamo soluzioni non

nulle nella forma u(t,z) = U(t)X(z). Si ottiene: U(t)X(x) — U(t)X(z) + 4U(t)X (z) = 0. Dividendo per
u(t,z) = U(t) X (x) si ottiene allora:

Si ottiene quindi il sistema:

Consideriamo I’equazione per X (z) accoppiata con le condizioni X (0) = X (7) = 0. L’equazione caratteristica
¢ u? — X =0, il cui discriminante & A = 4\. Se A > 0 allora A > 0 e I’equazione ammette due radici reali
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distinte non nulle py, ps, la soluzione generale diviene X () = ¢1e#1® + coet2®. Derivando, si ha X(z) =
c1p1eM® + couger?® da cui il sistema nelle incognite ¢ e co.

X(O) =cip1 + cops =0
X(Tf) = c1eM Ty + ety = 0.

Poiché py # o, le due equazioni sono indipendenti e quindi 'unica soluzione ¢ ¢; = co = 0 non accettabile. Se
A =0, si ha u1 = po = 0, quindi la soluzione generale dell’equazione ¢ X (z) = ¢g+c12. Derivando, e sostituendo
le condizioni al contorno si ottiene ¢; = 0. Quindi si ha la soluzione accettabile Xo(x) = co, co € R\ {0}. Se
A < 0, si ottengono due radici complesse coniugate 1 = iv/—\, po = —iv/—\, quindi la soluzione generale &
X () = ¢1 cos vV—Az + cosin v/—Az, la cui derivata risulta

X (z) = V=X(—cy sin V=Az + ¢3 cos V—Az).

Sostituendo la condizioni al contorno X(O) = 0 si ha cg = 0, da cui X(sc) = —c1V—Asinv—Azx, e dato che
X(m) =0ec; #0,si deve avere v/—X € N e percido A\, = —n?, n € N. La soluzione corrispondente risulta
quindi X,,(z) = ¢, cos(nx), n € N, che include anche il caso precedente. L’equazione per U(t) con i valori A,

ha soluzione U, (t) = dne_("2‘*‘4)t7 pertanto le soluzioni elementari sono del tipo
un(t,x) = U, (1) X (x) = ane” (Tt cos(nx).

Cerchiamo soluzioni in forma di serie, quindi:

o0
u(t,x) = Zun(t,x),
n=0
in particolare:

o0 o0

s

u(0,2) = '5 - m’ = Zun(t,x) =ap+ Zan cos(nx)
n=0 n=1

Per confronto, siricava che i coefficienti a,,, n > 0 sono i coeflicienti dello sviluppo di Fourier della funzione (0, x)

prolungata per parita in [—7, 7| e per 2r-periodicita a tutto R, mentre ag & meta del coefficiente corrispondente

di tale sviluppo.

12 [T
a0 =5 / g - :z:‘ dx = % (& Parea di un triangolo moltiplicata per un coefficiente.)
T Jo
[~y 2 [ (5] et [ (o 3) o
ap = — — —z| cos(nz)dr = — — — ) cos(nz)dx + — z — — | cos(nx) dx
™ Jo 2 ™ Jo 2 7T /2 2
. r=m/2 /2 . =T P
2 2 2 2
=— [sm(nx) (W:z:)} + — sinnx dr + — [sm(nx) (zﬂ)} - — sinnx dz
T n 2 =0 nw Jo T n 2 o=r/2 T Jas2
_ 2(1+ (=1)™ —2cos(nm/2))
N n2m ’

dove si ¢ integrato per parti e osservato che i termini tra quadre sono nulli. La soluzione ¢ quindi:

u(t,z) =e 4 <Z + % Z et L+ (21" = 2cos(nm/2) cos(m:)) .
n=1

n2m

Il termine generale delle serie & maggiorato in modulo da 4/n?, termine generale di serie convergente. La serie
converge totalmente, quindi uniformemente e puntualmente. Si puo anche fare la seguente osservazione: per n
dispari si ha a, = 0. Per n > 0 pari e multiplo di 4, ovvero n = 4k, k > 0 si ha ancora a4y, = 0. Per n > 0 pari
ma non multiplo di 4, ovvero n =4k — 2, k > 0, si ha aq;_2 = W, quindi la soluzione diviene:

00 o—4(2k—1)%t

u(t,x) = et (Z + ikZ =1 cos(2(2k — 1):0)) .

Svolgimento (Esercizio 33). Osserviamo che F(z,y) = F(—z,y), F(z,—y) = F(z,y) quindi l'insieme T" &
simmetrico rispetto agli assi.



(1)

SOLUZIONI 59

2
FIGURA 7. L'insieme ——————— + 2% + y* = 0.
(2 +y?)
In coordinate polari piane si ha
29
Flpcos, psin6) = p* — p#0,
p

p' = cos® 8, p # 0}

I non ¢ chiuso perché data {p,}tnen CJO,+0[, p, — 07, per n sufficientemente grande ¢ possibile
determinare 6,, := arccos p? in modo da avere (p, cos®,,p,siné,) € I'. Tuttavia tale successione di
punti di I' converge a (0,0) ¢ I'. La chiusura di I' ¢ T'= T U {(0,0)}.

Si ha F(x,0) = 2% — 1/2? che si annulla per = 41, da cui i punti (£1,0), invece F(0,y) = y? che si
annulla in y = 0, pero il punto (0,0) ¢ I'. Pertanto I' interseca gli assi in (£1, 0).

Si ha:

I'={(pcosh, psinb :

NG 2+u2>2 + Gty + 2

3+2y

- ($2+y2)
Nella fattispecie 9, F(£1,0) = 0 e 0,F(£1,0) = £4, pertanto ¢ possibile applicare il teorema di Dini
e concludere l'esistenza di funzioni z = ¢7(y) e x = ¢~ (y) definite in un intorno di 0 tali per cui

{&F(%y)
8yF(xvy)

¢ (0) = 1. Poiché F € C* tali funzioni sono C'. Si ha
@5 ) _OFCELO)
dy 7 0,F(£1,0)

Le tangenti a I" in tali punti sono verticali e quindi sono z = +1.

Osserviamo che h & una funzione strettamente monotona di p?, pertanto massimi e minimi di » sono
raggiunti nei massimi e minimi di p?. In particolare vi & un minimo in (0,0) che vale h(0,0) = 0. p
raggiunge il suo massimo per cos?§ = 1, pertanto i massimi sono in (£1,0) e h(£1,0) = arctan log 2.
I" non & compatto perché non & chiuso. Dall’espressione in coordinate polari sua chiusura I' si ricava
che p ¢ limitato, quindi I' & compatto.

Oltre alle gia citate simmetrie rispetto agli assi, osserviamo che la funzione 6 +— cos?# & m-periodica,
pertanto l'insieme & invariante per rotazioni di angolo w. I massimi di |z| coincidono con i massimi
di p in quanto questi ultimi sono assunti su punti dell’asse z. La funzione § — cos? @ & strettamente
monotona decrescente da 0 a 7/2, e in /2 vale 0. Per simmetria ¢ possibile ricostruire da questo il
grafico di I
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Svolgimento (Esercizio 34). Definiamo la seguente mappa ¢ : Q — [0,2] x [0,27], p(z,y) = (x + y,x — y).

Tale mappa ¢ invertibile:
1 1
sact)en = (1 )

il cui determinante & —2 # 0. La sua funzione inversa ¢ : [0,2] x [0,2] — Q ha determinante Jacobiano pari a

1 1
Tae)lw ) = ) 2

Si ha allora:

1 2 2
// cos?(x + y) sin(3(x — y)) dr dy = / cos? usin 3v|det(Jac(v)(u, v))| dudv = 3 / / cos? u sin 3v du dv
Q e (Q) 0 0

27 2
(/ sinSUdU) . (/ coszudu) =0.
0 0

Svolgimento (Esercizio 35). Poniamo F= (Fy, Fy, F3)
(1) Siha

M| =

div F(z,y, 2) = 0,F, + OyFs + 0, F5 =0,

. eﬂl a@ Fl(xayaz)
rot F(z,y,z) =det | & 0, Fs(z,y,2) | =(—162,3 —12z,1 — 18y).
_)3 82 Fg(.’E,y,Z)

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non & conservativo.
(2) Posto C ={(z,0,y) : 2% +y? < 1}, si hay = dC. Il bordo di C ¢ 7, e la normale indotta positivamente
¢ (0,—1,0). Per il teorema di Stokes, la circuitazione su « ¢ il flusso del rotore attraverso C, quindi:

j{ //rot ﬁa—// —162,3 — 12z,1 — 18y)(0, da—// (122 — 3)dady = —37

dove si e sfruttata nell’ultimo passaggio la simmetria del dominio C. Verifichiamo il risultato per calcolo

diretto:
L. 2 2m
%Fd = / Fo~y(t)%(t)dt = / (3sint,cost,6cos? t)(—sint,0,cost) dt
v 0 0
2T 2m
= / (—3sint + 6.cos® t) dt = —3/ sin?t = —3r.
0 0
(3) Si ha:
1 0
Jac p(u,v) = 0 1
—2u  —4v3

Dalla regola di Binet si ricava do = v/1 + 16v% + 4u? du dv.
(4) Tl punto P = ¢(1//2,0), pertanto la normale & data dal prodotto vettoriale delle colonne dello Jacobiano
della parametrizzazione. Dividendo per il modulo di tale vettore (ossia per do(P)) si ottiene il versore

normale richiesto:
(v2,0,1)

V3

(5) Consideriamo la superficie ¥ := {(u,v,0) : u? +v* < 1}. Si ha che ¥ U S & superficie chiusa, inoltre la
normale uscente da S indotta dalla parametrizzazione € la normale esterna al volume V racchiuso da
3 US. Se orientiamo X con la normale verso il basso, dal Teorema della divergenza si ha:

/ ﬁ.ﬁda:/divﬁdxdydz:o
Sux 14

(P) =
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Pertanto

/ﬁ-ﬁdaz—/ﬁ~ﬁda
s b
1 1—y?t
—/(9y2+3z,822+x,6w2)(0,07—1) :6/ wgdacdy:6/ / z?dz | dy
= X -1 \/—-(1-y%)

1 1
1024
:4/ <1—y4)3dy:8/<1—y4>3dy:—0 .
-1 0 195

Svolgimento (Esercizio 36). In forma di equazione totale si ha
w(z,y) = p(,y) de + q(z,y) dy = —y de + (1 — zy) dy = 0.

La forma w non ¢ esatta, tuttavia si ha:
2
Oyp(,y) = Ouq(a,y) = =1 =1 =22y = ——q(z,y)
pertanto I’equazione ammette il fattore integrante

k(z) = exp (/f(x) dx) — e rman L

X
Si ha: .
y
k(z,y)w(z,y) = —zdrt+ —(1-zy)dy

Moltiplicando '’equazione data per w%, si ottiene:

1 2
Oz—%dsc—kdy—ydy:d(y—y)
T T T 2

Pertanto in forma implicita le soluzioni sono descritte da
2

% — % =c, ceR.
Si ricavano le due soluzioni al variare di ¢ € R
1+ +vV1—2cz2
y(z) = :
T
Se y(1) =3, si ha
1+ 14+ 322
yla) = 2

61

Tale soluzione & definita in ]0, +-00[ e ammette un asintoto orizzontale y = /3 e verticale per = 0, il limite a

0" & +o00 ed & strettamente decrescente.

Svolgimento (Esercizio 37). Poniamo F(z,y) = 22 + y? — cos(6zy) — 1. Si ha che I'insieme & simmetrico

rispetto agli assi e alle bisettrici perché F(z,y) = F(y,z) = F(z,—y) = F(—z,y).
(1) In coordinate polari, si ha
F(pcosf, psin@) = p? — cos(6p? cos@sinf) — 1 = p* — cos(3p*sin 260) — 1.
Quindi:
I' = {(pcosh, psinh) : p*> —cos(3p*sin260) —1=0,p >0, 6 € [0,27]}.

(2) Si ha F(x,0) = 2% — 2 da cui, sfruttando anche le simmetrie, le quattro intesezioni con gli assi sono

(£v/2,0), (0,4+/2). 1l differenziale di F &

F F
dF(z,y) = g—x(x, y) dx + aa—y(m, y) dy = (2z + 6y sin(6zy)) dz + (2y + 62 sin(6xy)) dy.

Nei punti (£v/2,0) si ha 0F,(+v?2,0) = 0, quindi le tangenti sono verticali e sono 2 = +v/2. Per
simmetria, nei punti (0,/2) le tangenti sono orizzontali e sono y = 41/2. Nei punti (0,/2) il teorema
di Dini & applicabile per ottenere una funzione implicita y = ¢(z) che esplicita I'. Nei punti (£+/2,0)

invece no.
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-2 -1 0 1 2

FIGURA 8. L’insieme 22 + y* — cos(6zy) — 1 = 0.

(3) Dall’espressione in coordinate polari si ha
p? = cos(3p*sin20) +1 < 2,

e l'uguaglianza vale per 3p%sin 20 = 0 o in generale per 3p?sin 20 = 2kn, k € Z. Si ha che F(0,0) # 0,
quindi p # 0. Allora dalla prima deve essere sin20 = 0 da cui § = 0,7/2,7,37/2. D’altra parte se
3p?sin 26 = 2k, si ottiene p?> = 2 quindi 6sin20 = 2km quindi sin20 = kr/3. Ma se k # 0, si ha
|k7/3| > 1 quindi non ci sono soluzioni. Allora p? raggiunge il suo massimo nei punti di intersezione con
gli assi e tale massimo vale 2. Essendo h composizione di funzioni strettamente monotone, il massimo
di h e raggiunto nelle intersezioni con gli assi e vale eV2 + 1. Sebbene non richiesto, osserviamo che
d’altra parte la derivata rispetto a 6 di

g(p,0) = p* — cos(3p*sin 26) — 1

% = 6p* cos(26) sin(3p? sin(26))
che si annulla per p = 0 (non accettabile), sin(26) = 0 (gia discusso), cos20 = 0 il che implica § =
7 /4,3 /4,57 /4, 7w /4. In tali punti, si ha p? = cos(3p?) + 1 e tali punti sono punti di minimo per p?.

(4) Si ha p? < 2 quindi I'insieme & limitato, poiché F' & continua, I'insieme & chiuso quindi & compatto.

(5) Vinsieme ¢ invariante per rotazioni di periodo 7/2 (dall’equazione in coordinate polari) e inoltre &
simmetrico rispetto alle bisettrici del primo quadrante.

Svolgimento (Esercizio 38). Consideriamo la mappa ¢ : R? — R? definita da p(z,y) = (v +y, 2 —y) =: (u,v).

Si ha:
1 1
Jacyp(z,y) = ( 1 -1 )

Il determinante di tale matrice & —2 # 0, Quindi la trasformazione & globalmente invertibile. Sia 1) = ¢~!. Si
ha Q@ = ¢(D) con D := {(u,v) : |u| <2, |v] < w}. L’elemento d’area & dato dal modulo del determinante dello
Jacobiano di ¢, ovvero 'inverso del medesimo di ¢, quindi 1/2. Pertanto l'integrale richiesto vale:

1 2 ™ 3
§L2[W%sin2vdudv20.

in quanto funzione dispari di u estesa ad un intervallo simmetrico rispetto all’origine.

Svolgimento (Esercizio 39). Poniamo F = (Fy, Fy, F3).
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Si ha:
div ﬁ(x, Y,2) = 0, F1 + 0y Fo + 0,F5 = 0.

rot F(z,y,2) = det | & Oy Fa(z,y,2) | =(—102,6 —4x,4 — 4y).

Poiché il rotore non & nullo, il campo non & conservativo.

La curva € bordo del cerchio C' centrato nell’origine, di raggio 1 e appartenente al piano z = 0. Per
ottenere l'orientamento dato, ¢ necessario orientare il cerchio con la normale verso ’alto, ovvero (0,0, 1).
A questo punto per il teorema di Stokes si ha:

fﬁdi:/ rotﬁ~ﬁd0:/(4—4y)d0:47r.
o C C
Verifichiamo il risultato per calcolo diretto:
. N 2m . 2m
%F ~dl = Fo~r-4df = / (2sin?, 4 cos 6, 2 cos?) - (—sinh, cos #,0) df
¥ 0 0

27
:/ (—2sin® 6 + 4 cos? 0) df = 4.
0

Si ha:
(3r2 —2r)cos — (r® —r%+1)sin()
Jaco(r,0) = | (3r —2r)sind  (r® —r? +1) cos(f)
1 0

L’elemento d’area do, per la formula di Binet, ¢ dato dalla radice della somma dei quadrati dei
determinanti delle sottomatrici di ordine 2:

._ 3r2 —2r)cosf — (r® —r?+1)sin(0)
(Ea )

By = ( (3r2 —2r) cos® — (r® —r? +1)sin(0) )

1 0
B [ 3% =2r)sing (r®—7r®+1)cos(0)
s 1 0

do = \/det2B1 +det?By + det’ By = [ — % + 1| V/Or* — 1213 + 472 + 1.

si ha (1,0,1) = ¢(1,0). La normale & quindi il prodotto vettoriale delle colonne di Jac ¢(1,0), ovvero il
prodotto vettoriale di (1,0,1) e (0,1,0) quindi (—1,0,1). La normale unitaria si ottiene dividendo tale
prodotto per il modulo:

2(1,0,1) = ~2(=1,0,1).

|

Il campo assegnato ha divergenza nulla. La superficie S non € una superficie chiusa, e il suo bordo &
dato dalle circonferenze (6 € [0, 27]):

~v1(t) = (cost,sint,0), v2(t) = (5cosf,5sin 6, 2)

Consideriamo quindi i due cerchi ausiliari C; e Cs, di cui 71 e 72 sono i bordi. Orientiamo C; con la
normale (0,0, —1), Cy con la normale (0,0,1) e S con la normale uscente a C; UCy U S. Per il teorema
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della divergenza si ha:

JL o= ([ i 7
S C Cy
( (2y*,4z,22°)(0,0, —1) d:cdy+/
Ca
2/ xdedy—Q/ :CQda:dy
Cq Co
2 1 2 5
:2/ / PQCOSZQPdeQ—Q/ / p?cos® 0 pdpdf
0 0 0 0

27 1 2m 5
:2/ 00529d9~/ p?’dp—2/ 60829d9~/ p2dp
0 0 0 0

= —312m.

(2y* + 12,20 + 4z, 22%)(0,0,1) dx dy)
C1

Se sezioniamo S con il piano z = 1, otteniamo il cerchio di raggio 1. La normale esterna a tale cerchio
nel punto (1,0) & (1,0), mentre la proiezione della normale indotta dalla parametrizzazione & (—1,0).
Pertanto il flusso richiesto ¢ 'opposto di quello calcolato, ossia 3127. Verifichiamo il risultato per calcolo

diretto:
B 2 nor Fiop
//F-ﬁdaz/ / det | Frop | Jacy | dpdb
s o Jo Fyo

2 om 2(rd—r?+ 1)2 sin®(t) +6r  (3r2 —2r) cos(t) (—r3+r? —1)sin(t)

= / / det | 5r24+4(r®—r?2+1)cos(t) (3r?—2r)sin(t) (r® —r?+1)cos(t) dr dt

0 70 2(r3—r?+ 1)2 cos?(t) 1 0
= 312m,
che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 40). Per applicare il metodo di separazione delle variabili cerchiamo soluzioni non
nulle u(z,t) = U(t) X (z). Sostituendo nell’equazione e dividendo per U(t)X (z) si ha:
U _ X

U~ X()

=) eR,

le equazioni divengono allora:

Ut) = \U(t), 3X(z) — A\X(z) =0

e dalle condizioni al contorno si ricava X (0) = X (r) = 0. L’equazione caratteristica per X (z) & 3u? — X = 0.
Se A > 0 si ottiene la soluzione

X(z) = coe\/mw + cle_\/mz
Derivando:
X(z) = co\/%e\/mz —c Me_mm
Valutando in 0 e ricordando le condizioni al contorno si ha ¢y = ¢; perché A\ # 0, da cui:

X (@) = coy/Af3(eVAPr — o=V

che valutata in 7 si annulla solo per ¢g = ¢; = 0, quindi non & accettabile. Se A = 0 si ottiene la soluzione
Xo(x) = co+ ¢z, derivando e sostituendo le condizioni in 0, 7 si ottiene ¢; = 0, quindi la soluzione Xg = ¢y € R
e accettabile. Se A < 0 si ottiene

X (x) = ¢ cos(v/|A|/3z) + c1 sin(+/|A]/3x).
X (x) = —co/|N|/3sin(y/|N]/3z) + c1v/|A|/3 cos(v/]\|/3z).

Sostituendo la condizione in 0 si ottiene ¢; = 0 da cui:

X (z) = —co/|\|/3sin(\/|\|/3z).

Derivando:
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e sostituendo la condizione in 7 (e richiedendo cg # 0) si ha y/|\|/3 = n da cui A = —3n? (si ricordi che A < 0).
Si ottiene quindi la soluzione accettabile X, (x) = ¢, cos(nz) relativa a A = —3n?, e questa scrittura comprende
anche il caso n = 0. La soluzione per U(t) relativa a questo dato & Uy (t) = dn,e 3"t. Pertanto rimangono
definite le soluzioni elementari:

Un(x,t) = U, (1) X (2) = ane 3t cos(nx).

Cerchiamo di realizzare il dato iniziale con una sovrapposizione di soluzioni elementari. A tal proposito, con-
sideriamo lo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni di z(m — z). Prolunghiamo tale funzione per parita in
[—7, 7] e poi per 2m-periodicita:

1 (7 2 (7 2

an = — /—n |z|(7m — |z|) cos(nzx) dx = ;/0 x(m — x) cosnx dx = —ﬁ(l + (=)™
1 s 1 s 2

ag = — |x|(7r—|x\)dx:f/ x(ﬂ'—x)dﬂ::l
2m J_, T Jo 6

I coefficienti dispari sono nulli. Si ricava ponendo n = 2k:

La soluzione risulta allora:
(1) = L i e~ 12Kt cos(2ka)
’ 6 k2 '
k=1
Il termine generale della serie ¢ maggiorato in modulo da 1/k2, quindi la serie converge totalmente e quindi
assolutamente e uniformemente. Derivando due volte in = o una volta in ¢ (per ¢ > 0) si ottiene che il
termine generale ¢ maggiorato da una costante moltiplicata per k2e~ 12kt termine generale di serie geometrica
convergente, quindi la serie delle derivata prima in ¢ e seconda in x convergono per ¢t > 0, fornendo quindi una

soluzione del problema.

Svolgimento (Esercizio 41). Poniamo F(x,y) = 22 +y? — 4 +23y3. L’insieme & simmetrico rispetto all’origine
perché F(x,y) = F(—xz,—y) e alla bisettrice del primo e terzo quadrante perché F(z,y) = F(y,x).

(1) In coordinate polari si ha:
I' = {(pcos®, psinf) € R*: p? — 4 = p°sin®(26)/8}.

(2) Si ha F(x,0) = 22 — 4 nullo in & = £2. Pertanto i punti cercati sono (£2,0) e i simmetrici rispetto
alla bisettrice (0,£2). Calcoliamo il differenziale di F' ricordando che 0,F(x,y) = 0yF(y,x) per le
simmetrie:

dF(z,y) = 0, F(z,y) dv + 0, F (v,y) dy = (32> + 2x) dz + (3y°2> + 2y) dy

In particolare dF'(2,0) = 4dx, quindi la retta tangente in (2,0) & verticale ed ha equazione x = 2. Per
simmetria, la tangente in (—2,0) ha equazione © = —2 e le tangenti in (0, +2) hanno equazione y = £2.
Per il teorema di Dini, si ha la definizione di una funzione implicita y = () in un intorno dei punti
(0,£2), in quanto ivi 9y F(0,+2) # 0, mentre 0, F(£2,0) = 0.

(3) T & chiuso perché F & continua. Osserviamo che

24
g’ e = sin®(26).
0
Per p > 0 sufficientemente grande, il membro di sinistra e piu piccolo di 1, ed & positivo, quindi la sua
radice cubica & piu piccola di 1 e quindi si ha

24
sin(20) = ¢/8 7=,
P
che e risolubile in #. Pertanto per ogni valore di p > 0 sufficientemente grande si ha che esiste un valore
di 6 tale per cui il punto (pcosd, psinf) € T', quindi T" non ¢ limitato, percid non & compatto.
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(4) In T si ha p? — 4 = —p%sin®(20)/8, da cui h(pcosf,psinf)p = %e*pz/‘l. Studiamo la funzione
h(r) = %e‘rz/‘* per r > 0: essa ammette un unico punto di minimo assoluto in r = 0 e si ha h(0) = 0,
inoltre per r — +o0 si ha h(r) — 0. La derivata &

1 -2
h'(r) = —g¢ T (r* —4),
che si annulla in 7 = 2. Ivi la funzione raggiunge il suo massimo e vale 1/e. Si ha che (0,0) # I, quindi
p = 0 non e accettabile. Osserviamo che poiché I" non e limitato, esiste una successione di punti in I'

lungo cui h tende a zero, pertanto non esistono punti di minimo. L’estremo inferiore di h € 0 che non &
assunto. Invece esistono punti in I' tali per cui p = 2. Infatti tali punti soddisfano

0 = —4sin®(20)/8

da cui sin20 = 0 quindi § = 0,7/2, 7,37 /2. I punti di massimo vincolato sono quindi (£2,0) e (0, £2).
(5) Studiamo i segni di 9,F e 0,F. Si ha 9,F(z,y) > 0 per 3z%y> + 2z > 0 da cui z(3zy® +2) > 0.
Consideriamo le curve x = 0, 3zy> +2 = 0 da cui = —2/(3y?) e le simmetriche y = 0, y = —2/(323)
dividono il piano in varie regioni. Le curve z = —2/(3y®) e y = —2/(32?) si incontrano nel punto della
bisettrice y = —x dato da z* = 2/3 ossia 2 = £{/2/3. 1l piano risulta quindi diviso in varie regioni
a seconda del segno delle derivate parziali di F. In particolare, sappiamo che attorno al punto (2,0)
& possibile esplicitare I' come funzione y = ¢(z), il che vuol dire che attorno a (0,2) vi sono punti di
I del primo quadrante ossia con x > 0, y > 0. In tutto il primo quadrante si ha 9,F(z,y) > 0 e
Oy F(x,y)
0yF(z,y) > 0 quindi aF( o)
I' attorno a tale punto e graﬁco di una funzione strettamente decrescente. Pertanto da (0,2) parte
una curva y = ¥(x) nel primo quadrante strettamente decrescente e simmetrica rispetto a y = x che
raggiunge 'unica intersezione con ’asse delle = ovvero (2,0). Poiché VF(z,y) # 0 in tutto il quadrante,
non si hanno altri rami di I' nel primo quadrante.
Per = < 0 sufficientemente piccolo, e y vicino a 2, si ha che 9, F (z,y) > 0 (in quanto 9, F(0,2) =4 > 0),
mentre 0, F(z,y) < 0 in quanto per z piccolo tale derivata & 2z+(2—¢)x? < 2z+22y® < 22+(2+¢)2? <0
se & < 0 & sufficientemente piccolo. Pertanto il punto = 0 & un massimo locale per la curva y = p(x)
che esplicita localmente I'. Osserviamo ora i seguenti fatti: nel punto x = —1/3, sostituendo nella
curva 3y3z + 2 = 0 si ottiene y = V/2 e si ha F(—1/3,+/2) < 0, mentre per  — 0~ si ha y — +oo e
F(z,y) — +oo per (r,y) vincolato a 3y®z + 2 = 0. Quindi la curva che esplicita I' incontra la curva
3y3z + 2 = 0 in un punto compreso tra x = —1/3 e 0, entrando cosi in una regione di crescita, da cui
non esce piu. Per simmetria, si ricostruisce il grafico completo.

< 0, quindi se (zg,yo) € T appartiene a questa regione, localmente

Svolgimento (Esercizio 42). Consideriamo la mappa ¢ : Q — R? data da p(x,y) = (x—y,z+y). Lo Jacobiano

di tale mappa &
1 1
Jacp(r,y) = _; | )

il cui determinante & 2. Poiché esso e diverso da zero, la trasformazione e invertibile, sia ¥ = ¢
D = ¢(Q). Si ha D = [—m, 7] x [-1,1] dalla definizione di Q e di ¢, inoltre Q = (D) e

Jacy(u,v) = [Jac @] (o(u,v))

—1, Poniamo

da cui detJac ¢ (u,v) = 1/2, pertanto

//Q fl@,y)dedy = //Dfoib(U,v)lJan(u,v)mudy.
//le—tlg—i_-z drdy =5 //ff:;cludv_o,

Svolgimento (Esercizio 43). Poniamo ¢(6,y) = (@1, @2, @3) e F = (Fy, Fy, Fy).
(1) Siha

Nel nostro caso si ha:

divF(z,y,2) = 0, Fy + OyFy +0.F3 = =3,
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FIGURA 9. L’insieme 22 + y2 — 4 + 233> = 0 e alcune curve significative.

. &1 0, By
rotF=det| & 0, F» | =(1,2z+ 8z —1).
és 0, F3

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non & conservativo.
(2) Per calcolo diretto si ha:

2
/ Fdy= F(cost,sint,0) - (—sint,cost,0) dt
vy 0
2
= / (3 cos(t), —6sin(t) — cos(t) + 2,sin(t) — cosQ(t)> - (—sint, cost,0) dd
0

27 2
:/ —cost(—2—|—cost+9sint)dt:/ —cos’tdt = —
0 0

Quindi la circuitazione non & nulla, il che conferma come F non sia conservativo.
(3) La matrice Jacobiana &
(v? + 1)2 cos(u)  4v (v? + 1) sin(u)
Jacp(0,y) = 0 403
—(v® + 1)2 sin(u) 4v (v? + 1) cos(u)
Per la formula di Binet, ’elemento d’area e:

wy = \/ det?B; + det?By + det?Bs

67
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dove
0 43
B = ( (v? + 1) sin(u) 4v (v? + 1) cos(u) ) ’
B,y = (v + 1) cos(u) 4v (v? + 1) sin(u)
— (v + 1) sin(u) 4v (v? + 1) cos(u) 7
_ v2—|—12(:os (u) 4v (v?+1)sin(u)

pm () (< st )

da cui

wy = 4y/v2 (02 + 1) (20 + 202 + 1) = 4o (v* + 1)° V20! + 202 + 1,
ove si puo omettere il modulo su v perché 0 <wv < 1.
(4) Una base dello spazio tangente & data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In particolare, nel
punto (22, L 0) = ¢(7/2,1/2) si ha (0,0,—25/16) e (5/2,1/2,0). La normale (non unitaria) & data dal
prodotto vettoriale di tali vettori ed ¢ pari a

0 5/2

€1
2 12
& —25/16 0

Pertanto

. 16\/% 25 125 1 5
== (5 50) = (737w )

(5) Per il teorema di Stokes, il flusso del rotore ¢ pari alla circuitazione del campo sul bordo della superficie
con l'orientamento indotto. Tale bordo & contenuto nell’insieme parametrizzato dalle curve 1,73 :
[0,27] — R3 e 72,74 : [0,1] — R3 che descrivono I'immagine tramite ¢ della frontiera dello spazio dei
parametri percorsa in senso antiorario, ossia

71(t) = (,0) = (sin(t), 0, cos(t)),
Ya(t) = (27, 1) = (O,t4, — (P + 1)2) ,

73(t) = p(2m — £,1) = (4sin(t), 1, ~4 cos(t)),
7a(t) = (0,1 — ) = (0, (1 — )%, (1 = ) +1)7).

Il contributo dato da 1 e 73 deve essere complessivamente nullo, in quanto si tratta della stessa curva
percorsa nei due sensi opposti. Per il teorema di Stokes:

®(S,rot F) = | F-dl+ ﬁ-d€+/ ﬁ-de+/ F-dl

71 Y2 3 Y4

2m 1
— / sin®(t) + cos(t) (3sin(t) + 4 cos?(t)) dt + / 4 +1)1° +4(2-6t") 3 dt+
0 0
27
—|—/ —4sin(t) (1 — 16sin(t)) — 4 cos(t) (64 cos®(t) — 12sin(t)) dt+

0

+/14((1t)2+1) (1—t)°—4(2-6(1—t)*) (1—t)3at.
0

Gli integrali estesi da 0 a 27 si annullano in quanto:

27 T
/ sin® ¢ dt = / sin® t dt = O(periodicita e disparita della funzione seno),
0

—T

2 2m 2m 2m
/ cos® tdt = / cost(l —sint) dt = / costdt — / sin? t cost dt = —[sin®]!=2" /6 = 0.
0 0 0 0

27 1 27
/ sintcostdt:f/ sin 2t dt = 0.
0 2 Jo
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Risulta quindi:
1
®(S,rot F) = / (—40t" 4 140t5 — 412> 4 680t* — 6441 + 356t — 96t + 8) dt = 0.
0

Per calcolo diretto si ha:

1 pon 1 (v? + 1)2 cos(u)  4v (v? + 1) sin(u)
(S, ot F) = / / det [ 8cos(u) (v? + 1)2 + 2sin(u) (v + 1)2 0 493 du dv
0 -0 -1 —(v®+ 1)2 sin(u) 4v (v? + 1) cos(u)

1 27
= / / — (2 (v + 1)2 sin(u) + 8 (v + 1)2 cos(u)) (41} (v + 1)3sin2(u) +4v (v + 1)3cosz(u)) +
0o Jo
— 423 ((v2 + 1)2 cos(u) — (v + 1)2 sin(u)) dudv =0,
che conferma il risultato precedente.
Svolgimento (Esercizio 44). In forma di equazione totale si ha

y3

w(z,y) = p(z,y) de + q(z,y) dy = (23:9 + 2%y + 3> dz + (2* +y*)dy = 0.

Si ha
Oyp— 0uq =" +y* =1-q(z,y),

quindi si ha un fattore integrante della forma h(z) = el 147 — ¢ Pertanto 'equazione totale
Y3
e’ <2xy + 2%y + 3) dr +e*(z? +y*)dy =0

¢ esatta. Per trovare una primitiva, integriamo la forma lungo una spezzata con i lati paralleli agli assi
congiungente (0,0) al generico punto (z,yo):

Yo
/w N / ™ (xf +y°) dy = €™ yo (x5 + y5/3)
0% 0
Pertanto V(x,y) = ye®(z? + y?/3) e la soluzione in forma implicita ¢ V(x,y) = C, C € R. La soluzione
corrispondente alle condizioni iniziali si ottiene ponenedo C' = V (0, V/2) = 1, ossia: ye®(z? + y%/3) = 1.

Svolgimento (Esercizio 45). Poniamo F(z,y) = (2 + y2)5/2 — (22 + y2)2 — (322 + y2)2. L’insieme ¢ simme-
trico rispetto agli assi e origine: F'(f+x,+y) = F(x,y) per ogni scelta possibile dei segni.

(1) In coordinate polari si ha:
I = {(pcosf, psinf) € R*: p* (— (2cos®(0) + 1)2 +p- 1) =0}

={(pcos0,psind) e R*: p=1+ (2cos*(0) + 1)2} U {(0,0)}

(2) Per § = 0,7, si ottiene p = 10 e per p = 7/2,37/2 si ha p = 2. Quindi i punti cercati sono (10, 0),
(0,+£2), (0,0). Calcoliamo il differenziale di F":

dF(z,y) = 0, F (z,y) do + 0y F (z,y) dy
=2 (5(a* + %) - 402% - 16y da+
ty (5 (22 + 12" — 1622 — 8y2> dy.

In particolare 0, F'(£10,0) = 0, quindi le retta tangenti in (£10,0) sono verticali ed hanno equazione
x = £10. Analogamente, 0,F(0,+£2) = 0 e le tangenti in (0,+2) hanno equazione y = +2 (rette
orizzontali). Per il teorema di Dini, si ha la definizione di una funzione implicita y = ¢(x) in un intorno
dei punti (0, £2), in quanto ivi 9, F (0, £2) # 0, mentre 9, F(£10,0) = 0.

3/2
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FIcURA 10. L’insieme (22 + y2)5/2 — (2 + y2)2 — (322 + y2)2 =0.

(3) T & chiuso perché F' & continua. Dall’equazione in coordinate polari, abbiamo che p & limitato, quindi I"
& compatto. Sempre dall’equazione in coordinate polari, osserviamo che se (pcosf, psinf) € T') allora o
p = 0 oppure p > 1, quindi l'origine & un punto isolato. Pertanto I\ {(0,0)} e chiuso e limitato (perché
T lo &) quindi compatto.

(4) Osserviamo che h(pcos @, psin @) = log arctan p? & una funzione strettamente crescente di p, quindi i suoi
massimi e minimi sono raggiunti in corrispondenza dei massimi e minimi di p vincolati a I" \ {(0,0)}.
Tali massimi sono raggiunti per p = 10, § € {0,7}, quindi nei punti (£10,0) e il valore massimo
¢ logarctan(100), mentre i minimi sono raggiunti per p = 2 quindi nei punti con cos = 0, ovvero
0 =m/2,31/2, ossia (0,£2), e il valore minimo & log arctan 4.

(5) Osserviamo che per 0 < 6 < 7/2 si ha che p & strettamente crescente dal suo massimo 10 al suo minimo
2. Si ricostruisce grazie alle simmetrie il grafico completo.

Svolgimento (Esercizio 46). Consideriamo la mappa ¢ : Q — R? data da ¢(x,y) = (x—y,x+%). Lo Jacobiano

di tale mappa e
1 1
Jacp(z,y) = ( 11 )

il cui determinante € 2. Poiché esso e diverso da zero, la trasformazione e invertibile, sia ¥ = ¢
D = ¢(Q). Si ha D = [-m, 7] x [-1,1] dalla definizione di Q e di ¢, inoltre Q = (D) e

—1. Poniamo

Jac(u,v) = [Jacg] ™ (p(u,v))

da cui detJac ¥ (u,v) = 1/2, pertanto

J[ t@adzan= [[ rovtulmncito)dud,
// 1+x+;)y) du dy = //1+U’2dudv0,

Svolgimento (Esercizio 43). Poniamo ¢(6,y) = (@1, @2, @3) e F = (Fy, Fy, Fy).
(1) Siha

Nel nostro caso si ha:

divﬁ(w, y,2) = 0, F1 + 0y Fo + 0, F5 = 4,

~ e 0, F
rotF=det| e 0, I = (3,2z + 8z, —4).
€z 0, F3

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non & conservativo.
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(2) Per calcolo diretto si ha:
— 2m —
/ Fdy= / F(cost,sint,0) - (—sint, 3 cost,0)dt
v 0
2m
= / (6 sin(t) + 5 cos(t), —3sin(t) — 2 cos(t), 12sin(t) — cos? (t)) - (—sint, cost,0) dd
0
27
:/ —6 — 7sin2t dt = —127.
0

Quindi la circuitazione non & nulla, il che conferma come F non sia conservativo.

Piu brevemente: la curva -y ¢ il bordo di un’ellisse £ nel piano z = 0 centrata nell’origine e di semiassi 1
e 3. Dalla regola della mano destra, per indurre ’orientamento richiesto sul bordo, & necessario che la
normale a tale ellisse sia rivolta verso l'alto, ossia 7 = (0,0, 1). Per il teorema di Stokes, la circuitazione
¢ il flusso del rotore, quindi

/ﬁd’y:/ rotfoﬁdazfél/ do = —4 Area(€) = —12m,
¥ & &

essendo 'area di un’ellisse pari a m moltiplicato per il prodotto dei semiassi.
(3) La matrice Jacobiana &

0 2v
Jacp(0,y) = v? cos(u) 20 sin(u)

— (v* 4+ 1) sin(u) 2vcos(u)

Per la formula di Binet, ’elemento d’area e:

Wo = \/det231 + det232 + det2Bg

dove
pi= (e ),
By = < — (v? +01) sin(u)  2v ciz(u) )
By = ( V2 C(())s(u) 20 sZiz(u) )

da cui

Wy = \/4116 cos?(u) + (—v cos(2u) + 203 + v)? 4+ 4 (v2 + 1)* v2 sin?(u).

Allo stesso risultato si ottiene calcolando il prodotto esterno delle colonne della matrice Jacobiana della

parametrizzazione.

(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In particolare, nel
punto P(2,1,0) = ¢(w/2,1) si ha (0,0,—2) e (2,2,0). La normale (non unitaria) & data dal prodotto
vettoriale di tali vettori ed & pari a

er 0 2
e 0 2 = (4,—4,0).
e&s —2 0
Pertanto
1
n(P)=—(1,-1,0).

V2

(5) Per il teorema di Stokes, il flusso del rotore & pari alla circuitazione del campo sul bordo della superficie
con l'orientamento indotto. Tale bordo e contenuto nell’insieme parametrizzato dalle curve 1,73 :
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[0,27] — R3 e ¥2,74 : [0,1] — R3 che descrivono I'immagine tramite ¢ della frontiera dello spazio dei
parametri percorsa in senso antiorario, ossia

71(t) = ¢(t,0) = (1,0, cos(t)),

Y2(t) = p(2m,t) = (* + 1,0,t* + 1),

v3(t) = (27 — t,1) = (2, — sin(t), 2 cos(t)),

Ya(t) = (0,1 —t) = (1 —1)* + 1,0, (1 — t)* + 1).

Il contributo dato da 5 e 74 deve essere complessivamente nullo, in quanto si tratta della stessa curva
percorsa nei due sensi opposti. Per il teorema di Stokes:

q»(s,rotﬁ):/ ﬁ~d€+/ ﬁ~d€+/ ﬁ~d€+/ F-de
71 Y2 V3 Y4

= /Qﬂ(4 cos?(t) + 5, cos(t) — 2, —1)(0,0, — sin(t)) dt+
0
+/1 (42 +1)7+5(2+1),2 =2 (2 +1) + 1,- (2 +1)°) (21,0, 20) dt+
0
+ /27T (—2sin(t) + 16 cos®(t) + 10, sin(t) + 2 cos(t) — 4, —4sin(t) — 4) (0, — cos(t), —2sin(t)) dt+
0

+/1(4((1_t)2+1)2+5((1—t)2+1),(l—t)2—2((1—t)2+1)+1,—((1_t)2+1)2).
0
(=2(1 = 1),0,—2(1 — t)) dt.

Gli integrali estesi da 0 a 1 sono 1'uno opposto dell’altro (si usi il cambio di variabile y = 1 —t) Risulta
quindi:

. 2m 27
O(S,rot F) = /0 sint dt + /0 (—2(—4sin(t) — 4) sin(t) — cos(t)(sin(t) + 2 cos(t) — 4)) dt

= /%(8 sin?(t) + 8sin(t) — 2 cos®(t) 4 4 cos(t) — sin(t) cos(t)) dt = 6x
0

Per calcolo diretto si ha:

27 3 0 2v
®(S,rot F) = / / det | 8cos(u) (v? + 1) +2(v?+1) v? cos(u) 2usin(u) | dudv

— (v* 4+ 1) sin(u) 2vcos(u)
/ /% (02 cos(u) (60 cos(u) + 8v)+
+ (v? + 1) sin(u) (—16v® cos(u) + 6vsin(u) — 16v cos(u) — 40> — 4v)) dudv
= / / QW (—4v° sin(u) — 16v° sin(u) cos(u) + 6v° sin®(u) — 8v? sin(u) + 6v° cos?(u) + 8v® cos(u) +

—32v% sin(u) cos(u) + 6vsin®(u) — 4vsin(u) — 16vsin(u) cos(u)) dudv = 6,

(ricordando che i termini in cui compaiono potenze dispari di seno e coseno si annullano nell’integrazione)
che conferma il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 48). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando soluzioni non
identicamente nulle della forma w(¢, ) = U(t) X (x). Sostituendo e dividendo per U(¢)X (z), si ottiene:

U)X 20X (x)
Ut)X(z) U@®)X(x)

+1=0

da cui:
ve) 2X(@)
00~ X@ L-NER
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pertanto si ottiene il sistema:

Uty =aU(@),
2X(x) =+ )X (x).

L’equazione per U ha soluzione U(t) = de ™. Le condizioni al contorno u,(0,t) = u(m,t) = 0 porgono
X (0) = X(m) = 0. L’equazione caratteristica per X (z) & 2u® — (A41) = 0. Se A > 1 si ottengono due soluzioni
reali distinte 1, p2, di cui almeno una diversa da zero e di segno opposto. e la soluzione & X (z) = cjet1® +cqet2”.
Derivando, X(:z:) = cypu1eM* + copget?® Imponendo le condizioni al contorno in 0 si ha ¢; + ¢o = 0, quindi
X(w) = c1(u1e"?® — pget2®) Le condizioni in m impongono o ¢; = 0 oppure p1ef™ = psef2™. La seconda
eventualita va esclusa, perché le soluzioni hanno segno opposto e non nulle. Quindi ¢; = ¢o = 0, ma questo non
& accettabile.

Se A = —1 si ha la soluzione doppia p = 0, la soluzione generale ¢ X () = ¢; + cox, la cui derivata ¢ identica-
mente ¢z, che quindi deve essere nulla. Allora si ha la soluzione costante X (z) = ¢1, ¢ # 0.
Se A < —1 si hanno due soluzioni puramente immaginarie di segno opposto: p1 = iv/|A+1|/2, pe =

—i4/]A + 1]/2. La soluzione generale ha forma X (z) = ¢ cos(y/|A — 1]/2x) + easin(+/|A + 1|/2 z), la cui deri-
vata & X (z) = /A + 1[/2(—cy sin(\/[X + 1]/2 ) 4 ¢3 cos(y/[A + 1]/2z)). La condizione in 2 = 0 porge ¢, = 0,
e la condizione in 7 porge ¢; = 0 (non accettabile) oppure \/|\ + 1|/2 = n, n € Z. Quindi A = —2n? —1 tenendo
conto del fatto che A+ 1 < 0. Si ottiene quindi la soluzione X,,(x) = ¢, cosnx relativa a A = —2n% — 1. Questa
scrittura comprende anche il caso A = —1. Sostituendo i valori di A accettabili, si ottiene U, (t) = dne(_2”2_1)t.
Quindi si hanno le soluzioni elementari, posto a, = ¢,dy:

up(t,2) = U,y (t) Xp(x) = ane2" "Dt cos na.

Per determinare i coefficienti a,,, sviluppiamo in serie di Fourier di soli coseni il dato iniziale, ovvero prolunghiamo
il dato iniziale ad una funzione pari definita in [—m, 7] e poi per 27-periodicita a tutto R.

1 ™ 1 w/2
- dz = - dz =1
7T/ X[0,7/2(|2]) dx 7T/O =1,

—T
/2 9 o )
/ cosnz dr = —[sin nz|, _ 3/2 M
0 nw nm

3=
I
3 3
EREN

X[0,x/2(|2]) cosnz dz =

Quindi:

1 X 2sin(nm/2)
Xjo,/2)(|z]) = 5T Z I

cos(nx).
La soluzione ¢ pertanto:
—t

o0 2 . 2
u(t,z) = £ 4 Z Me(_%z—l)t cos(nx).

2 nmw
n=1

Si ha per t > 0, x €]0,7[:

2sin(nm/2) o(—2n2— 1)t

n
] =

n t (—2n%-1)t
Z | (t, ) 2 e cos(nx) Z
N N . N
2sin(nm/2 on?_ 1 on2+1 ,_ n2_
Z |8tun t QL' = ; %(72,’12 o 1)6( 2 1)t COS(TLI’) < ; ngl Te( 2 1)t7

2si 2 :
sin(n/ )6(7%2
nm

Zne 271)t.

2 2 2
2nn+1e(—2n 1)t < 2nn+1e(—2n —1)t07

Dt COS Tll’

n
Mz

Z | Oz tin (t, x)

Se tg > 0 e fissato, per n sufficientemente grande e t > ty, si ha che

3
Il
—

ne(=2n° =Dt < pe(=2n*=Dto ¢ o(=20"=t jpy < o(=20°~Dto Iy ¢ tutti e tre sono minori di 1/n2, quindi le serie
convergono puntualmente e uniformemente su ogni sottinsieme [e, +00[x]0, 7[ con € > 0, e pertanto u(t,x) &
soluzione del problema.

Svolgimento (Esercizio 49).
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a. Osserviamo che raccogliendo n al numeratore e n® al denominatore si ha per n sufficientemente grande

5
n+5n1/2_i 1+ﬁ 1
n’/2 —6 _n2n1/2_£ n5/2’
n3
3n+9 39 .3n 3 n
= =3%.16( 2
923n—4 2748” <8>
Quindi
n + 5n1/2 N 3n+9 ) 1 . 3 n
E_6 cosnx + (—1) 33— sinnx| < e +3%.16 (8) )

I termini di destra sono il termine generale rispettivamente della serie armonica generalizzata di espo-
nente 2 > 1 e della serie geometrica di ragione 3/8 < 1. Entrambe tali serie sono a termini positivi e
convergono, quindi la serie costituita dalla somma dei termini generali converge e pertanto la serie in S
converge totalmente, quindi uniformemente. Se deriviamo il termine generale della serie, compare un
fattore n a numeratore, tuttavia

n 4+ 5nl/? 1

n =V
n’/2 _6 n3/2’

3n+9 39.3n 9 3\" a3\ 3\"
Per quanto riguarda il primo termine, a destra abbiamo il termine generale della serie armonica genera-
lizzata di esponente 3/2 > 1 e nel secondo abbiamo la serie geometrica di ragione 3/4 < 1, quindi anche
la serie derivata converge totalmente. Per il teorema di derivazione per serie, S & derivabile. Poiché

Iintervallo di integrazione ¢ compatto e la serie converge uniformemente, & possibile integrare termine
a termine. I termini contenenti coseni e seni hanno integrale nullo per periodicita, quindi

2m 2m
S(x)dx:/ 3dx = 67.
0 0

. Procediamo in modo analogo al precedente:

n'/2 —4 1

8n® —3n2 | 8nd/2’
24n+9 29 .16™ 1 n
3sn—4 3427 27

La conclusione su convergenza e derivabilita e analoga al punto precedente per gli stessi motivi. Poiché
Iintervallo di integrazione € compatto e la serie converge uniformemente, € possibile integrare termine
a termine. I termini contenenti coseni e seni hanno integrale nullo per periodicita, quindi

27 27
S(x)dx = / 7dx = 14m.
0 0

Svolgimento (Esercizio 50).

a. Se f(x,y) = 2® + 3> — 3xy — 3, si ha grad f(z,y) = 3(z% — y,y? — x). I punti critici sono quelli ove

tale gradiente ¢ nullo. Sostituendo, si ottiene y* —y = 0 che ammette come radici reali y = 0, y = 1.
Pertanto i punti critici sono (0,0) e (1,1). La matrice Hessiana ¢

Hess f(x,y) = ( Eig) gj ) , Hess f(0,0) = < _03 _03 )7 Hess f(1,1) = < _63 —63 >

Gli autovalori si possono calcolare come radici di A?> — A\TracciaHess f + det Hess f = 0. Nel caso
del punto (0,0), la traccia & nulla e il determinante & —9, quindi gli autovalori sono le soluzioni di
A2 — 9 = 0 ovvero +9. Essendo di segno discorde, questo & un punto di sella. Nel caso del punto (1, 1),
la traccia ¢ 12 e il determinante & 27, quindi gli autovalori sono le soluzioni di A2 — 12 + 27 = 0, quindi
A=6++36—27=6+3 >0, pertanto questo ¢ un punto di minimo.
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b. Se f(z,y) = 23 — ¥ — 3xy + 3, si ha grad f(z,y) = 3(2? — y, —y? — x). I punti critici sono quelli ove
tale gradiente ¢ nullo. Sostituendo, si ottiene y* —y = 1 che ammette come radici reali y = 0, y = 1.
Pertanto i punti critici sono (0,0) e (—1,1). La matrice Hessiana ¢

Hess f(z,y) = ( Eg; :63y )Hessf(0,0) = < 93 _03 )7 Hess f(—1,1) = ( :g :2 )

Gli autovalori si possono calcolare come radici di A?> — A\Traccia Hess f + det Hess f = 0. Nel caso del
punto (0,0), la traccia & nulla e il determinante & —9, quindi gli autovalori sono le soluzioni di A2 —9 = 0
ovvero +9. Essendo di segno discorde, questo € un punto di sella. Nel caso del punto (—1,1), la traccia
¢ —12 e il determinante & 27, quindi gli autovalori sono le soluzioni di A? 4+ 12\ — 27 = 0, quindi
A=—-6=£+36—27=—6=+3 < 0. Essendo negativi, questo ¢ un punto di massimo.

Svolgimento (Esercizio 51).
a. Sia f(x,y,2) = 22 — 9?2, V = {(x,y,2) € R® : 22 +¢y? + 22 =9, 22 + ¢y — 2? = 4}. Riscriviamo le

equazioni del vincolo: 3% + 22 = 9 — 22, 22 + y? = 4 + 22, da cui si ricava 9 — 22 = 4 + 22 quindi
x = £4/5/2. Pertanto il vincolo si riduce a

V={(z,y,2) € R® : x = +1/5/29* + 2% = 13/2}
= {(x,pcosf,psinf) € R® : x = ++/5/2p = \/13/2,0 € [-~,7[},
quindi il vincolo & parametrizzato da v*(0) = (£1/5/2,/13/2 cos 6, \/13/2 sin ) percio

13v2 13+/2
9(0) 5:f07i(9):g— 3\2/76008295in9:g— 3\2/76

La funzione & continua sul compatto V', quindi ammette massimo e minimo assoluto. Derivando, si ha

_13\/26 cos 6 B 13v/26 cos 6
2 4

(sinf — sin® 0).

(%fo*yi(ﬁ): (cosf — 3sin® fcos ) =

Tale derivata si annulla nell’intervallo della parametrizzazione per cosf = 0, ovvero § = +7/2, e
cos? 0 = 2/3, quindi # = 4 arccos(£+/2/3). Derivando ancora, si ottiene

d2

(—2cos @ + 3cos® 0)

13+/26
Wf oyE(0) = — > (2sin @ — 9 cos? O sin 0)
Valutando nei punti in questione, si ottiene che il punto corrispondente a = 7/2 & di massimo relativo,
quello corrispondente a §# = —7/2 & di minimo relativo. Nei punti 6 corrispondenti a cos? § = 2/3 si ha
d? = -
e vE(0) = 13v26sin 0

. Pertanto i minimi relativi sono per 6 = arccos(y/2/3) e —arccos(—+/2/3) e i massimi relativi sono
per —arccos(£+/2/3) e arccos(—4/2/3). Per quanto riguarda il valore di massimi e minimi, si ottiene:

gdn/2) = 5/2,

g(arccos(++/2/3)) = 5/2 — 13\3/%\}?: = 45717\/?/% <5/2,
13v26 1 45+ VI13V/78

g(—arccos(£+/2/3)) = 5/2 + 5 =

quindi i punti (£+/5/2, £+/13/3, 1/13/6) sono di massimo assoluto e i punti (+1/5/2, +1/13/3, —/13/6)

sono di minimo assoluto.
b. Se f(z,y,2) = 22+ 2%y, V = {(z,9,2) € R® : 22 + y? + 22 = 16, 22 + y? — 22 = 4}, con passaggi
analoghi al punto precedente si ottiene

V={(x,y,2) eR*: 2= £V62° + y* = 10}
= {(peost, psinf,2) € R® s 2 = £v6p = V10,0 € [-m,7[},

5/2,
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quindi il vincolo & parametrizzato da y*(6) = (v/10 cos 8, /10 + v/6) percio
g(0) := f oyE(0) = 6 4+ 10v/10 cos? Osin 6.

La funzione ¢ continua sul compatto V, quindi ammette massimo e minimo assoluto. Trascurando
le costanti inessenziali, la funzione ¢ la stessa del punto precedente. Tenendo conto della differenza
di segno del secondo addendo rispetto al punto precedente, si ha quindi che i punti corrispondenti a
0 = m/2, — arccos(£4/2/3) e arccos(—+/2/3) sono di minimo relativo, quelli corrispondenti a § = —7/2,
6 = arccos(/2/3) e — arccos(—+/2/3) sono di massimo relativo, Per quanto riguarda il valore di massimi
e minimi, si ottiene:

g(£7/2) = 6,
204/ %
g(arccos(++/2/3)) = 6 + > 6,

3
20,/ %
3
g(—arccos(£+/2/3)) =6 — 3 <6,
In definitiva, i punti (:I:Z\/%, \/1—30, :i:\/é) sono di massimo assoluto e i punti (:I:Q\/g, —4/ %,i\/@)

sono di minimo assoluto
Svolgimento (Esercizio 52). Poniamo F(x,y,2) = (22 + 2% + y?)? — (2% — % — 22).
a. Si ha
grad F(z,y,2) = (4o (2® + y* + 2%) — 22,4y (2° + y* + 2°) + 2y, 42 (2° + y* + 2°) + 22)..
Effettivamente, F(py) = 0, inoltre grad F(po) = (0,v/2,0), pertanto 9,F(py) # 0 e per il teorema di
Dini F' definisce implicitamente una funzione y = g(z, z) intorno al punto pg = (\/é V2 0). Si ha

4074
(0. F(2,y,2),0.F(x,y,2)
8yF({L'7y7Z)

gradg(z,z) = —

y=g(x,2)
Sostituendo, si ha che in pg tali derivate sono entrambe nulle. I punti intorno cui non si puo esplicitare y
in funzione di x, z sono quelli dove 9, F'(x,y, z) = 0, ovvero il piano y = 0. I punti intorno cui non & possi-
bile esplicitare nessuna delle variabili in funzione delle rimanenti due sono quelli dove grad F(z,y, z) = 0.
Da 0y F(z,y,z) = 0,F(z,y,2) = 0 ricaviamo z = y = 0. Sostituendo nell’espressione di 0, F otteniamo
x = 0 oppure z = :I:%, pertanto i punti in questione sono (0,0,0) e (:t%, 0,0).

b. Poniamo F(z,y,2) = y? — 22 — 22 — (2% + 22 + 9%)%. Si ha

grad F(z,y,z) = (—436 (m2 +y? + 22) — 22,2y — 4y (£C2 +y? + z2) ,—4z (w2 + 2+ 22) — 22) .

Effettivamente, F(pg) = 0, inoltre grad F(po) = (—+/2,0,0), pertanto 9, F (po) # 0 e per il teorema di
Dini F' definisce implicitamente una funzione x = f(y, z) intorno al punto pg = (ﬁ, %, 0). Si ha

(ayF(l',y,Z),azF(l',y,Z)
8yF(x7y’z)

grad f(y, z) = — ~
y=F(y,2)

Sostituendo, si ha che in pq tali derivate sono entrambe nulle. I punti intorno cui non si puo esplicitare x
in funzione di y, z sono quelli dove 9, F(z,y, z) = 0, ovvero il piano = 0. I punti intorno cui non & possi-
bile esplicitare nessuna delle variabili in funzione delle rimanenti due sono quelli dove grad F'(z,y, z) = 0.
Da 0,F(x,y,%) = 0,F(x,y,2) = 0 ricaviamo z = x = 0. Sostituendo nell’espressione di J, F otteniamo
y = 0 oppure y = :i:%7 pertanto i punti in questione sono (0,0,0) e (0, :I:%, 0).

Svolgimento (Esercizio 53).
a. Il dominio D & lintersezione del cerchio centrato nell’origine e di raggio 2 con il semipiano y > 1,

in particolare esso & simmetrico rispetto all’asse x. Poiché si ha f(x,y) = —f(—=x,y), si ottiene che
I'integrale ¢ nullo.
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b. L’integrale richiesto ¢

1 2 3 3—a 2 0 3 0
I::/ (/ J:Zdy) dz—l—/ (/ J:Qdy> dI+/ </ $2dy> das—|—/ </ x2dy> dx
0 0 1 0 0 — 2 2(z—3)
1 3 2 3
::/ 2x3dx+/ (B—m)xzdx—i—/ x3dx+/ 2(3 — 2)x? dx = 16.
0 1 0 2

Svolgimento (Esercizio 54). Poniamo F = (Fy, Fy, F3).
(1) Siha
divﬁ(x, Y,2) = 0, F1 + 0y Fy + 0,F5 = 2z,

) & 0. B
rotFF=det| & 0, F» | =(—y,z,0).
és 0, F3

Anche se non richiesto, osserviamo che poiché il rotore non & nullo, il campo non & conservativo.

(2) Lacurval ¢ una circonferenza giacente nel piano z = 3, centrata in (0, 0, 3) di raggio 4. parametrizziamo
la circonferenza in modo opportuno definendo v : [0,27] — R3, ~v(t) = (4cost,4sint, 3), e osserviamo
che l'orientamento richiesto e rispettato. La circuitazione ¢ quindi:

2 27
fﬁd@:/ ﬂﬁ(*y(t))"ydt:/ (12cost, 12sint, 1) - (—4sint, 4 cost,0) dt = 0,
¥ 0 0

ricordando che l'integrale esteso da 0 a 27 di sinxz cosx € nullo.

Si poteva anche procedere nel modo seguente: la curva I' € bordo della superficie Sy. Se orientiamo
S con la normale (costante) verso l'alto 7» = (0,0, 1), abbiamo che il bordo ha lorientamento antiorario
richiesto dall’esercizio. A questo punto possiamo applicare il Teorema di Stokes:

fﬁdi:/ rotﬁ-ﬁd@:/ (—=y,2,0)-(0,0,1) doy = 0,
o SQ S2

che conferma il risultato precedente.
(3) Parametrizziamo S in coordinate cilindriche

p1(0,2) = (V25 — 22 cos0,1/25 — 22sin b, 2), 0 el0,2n],3 < z<5.

Lo Jacobiano della parametrizzazione &

6
V25— 2sing -
V25 — 22

Jacp1(0,2) = 5 zsin 6
’ V25— z22c0s0 ——ne
V25 — 22
0 1

La normale & data dal prodotto vettoriale delle colonne della matrice Jac¢1(,2), diviso per la sua
norma, quindi:

n(6,z) = D1 N D1 = 1 (\/25 —2%2cosf,v/25 —zQSine,z) .
|0pp1 N Ozp1] 5

L’elemento d’area ¢ dato dalla norma del prodotto vettoriale delle colonne della matrice Jac 1 (0, z),
pertanto esso &
doy = |0pp1 N O201| dOdz =5d0 dz

Osserviamo che poiché z > 0 si ha che la normale & rivolta verso I'alto, quindi la parametrizzazione &
concorde con quella richiesta dall’esercizio.
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11 flusso e
. Fiop
O(S1,F):=det | Fropy | Jacyr dz df
F3o0¢p

z cos(0)

2V25 — z2cos(0) —v25 — 22sin(f) —
V25 — 22

2w 5
_/0 /?)det 2v/25 — 22sin() /25 — 22 cos(h) _j;;rli; dz df

1 0 1

2m 5
= / / —2(—26 + 2%) dz df = 144n~.
o J3

Per quanto riguarda la superficie Sy, essa € parametrizzata da
©2(p,0) = (pcost, psind, 3), 0<p<4

L’elemento d’area & semplicemente do = p dp df, la normale unitaria & costante e vale ii(p, 6) = (0,0, 1),
quindi il flusso e

27 4
OS5y, F) = / F.-ndo= / / (3pcosB,3psind, 1) - (0,0,1)pdpdd = 167.
Sy o Jo
Si poteva procedere anche nel modo seguente: le superfici S; e S5 costituiscono rispettivamente la
superficie curva e la base di una calotta sferica C' di raggio 4 e altezza 2 con base costituita dal circolo

giacente nel piano z = 3 e centrato in (0,0, 3). Per il teorema della divergenza, si ha:
/ div FdV = &(5, F) — ®(Ss, F),
c

dove il segno negativo e dovuto al fatto che, nell’applicazione del teorema della divergenza, la normale de-
ve essere esterna a C, quindi la normale a S5 deve essere rivolta verso il basso. Quindi, parametrizzando
in coordinate cilindriche

- 5 p2m /2522
/ div FdV = / / / 2zdpdfdz = 128m.
c 3 Jo Jo

1l valore di ®(S,, F) & facile da calcolare, e quindi si ha ®(Sy, F) = 1287 + 167 = 144, che conferma
il risultato precedente.

Svolgimento (Esercizio 55). Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando soluzioni non
identicamente nulle della forma u(t,z) = T'(t) X (x). Sostituendo e dividendo per T'(t) X (z), si ottiene
) _ X(x)

Si ottengono cosi:

{70 = AT X (@) - AX (@) = 0.
Le condizioni al contorno si scrivono X (0) = X (7) = 0. L’equazione caratteristica per X () ¢ data da p? = A.
Distinguiamo tre casi:

(1) Se A > 0 le radici sono +v/\ si ottiene X (z) = c1eV™ 4 cem VA da cui X(z) = \A(Cle‘ﬁm - cze’ﬁm)
Dovendo soddisfare X (0) = 0 si ha ¢; = ¢, da cui X () = c; VA (€Y — e VA7) ¢ poiché X () = 0 si
ottiene ¢; = ¢y = 0, quindi il caso A > 0 non ¢ accettabile.

(2) Se A =0, la soluzione & X (x) = ¢o+ 12, sostituendo le condizioni al contorno si ha X (z) = ¢y € R\{0}.

(3) Se A < 0 le radici sono complesse coniugate e si ha X (z) = ¢ cos(y/|A\|x) + cosin(—+/|\|z) da cui
X (z) = —/[M (e sin(y/[A[z) + 2 cos(—+/|N|z)) Sostituendo X (0) = 0, si ottiene ¢; = 0, da cui X (z) =
—c14/| A sin(y/|A|z) e sostituendo X (7) = 0 si ha \/|]A\| =n € Z da cui A = —n? < 0.
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Pertanto si ottengono le soluzioni X,,(x) = ¢, cos(nz), n € N, ¢, € R\ {0}, che comprende anche il caso n = 0.

Le soluzioni T, relative ai valori accettabili di A sono quindi T, (t) = dne_"Qt. Posto a,, = ¢, d.,, si ottengono le
soluzioni elementari

un(t,z) = T,() Xy (z) = ane ™t cos(nx).

Cerchiamo una soluzione nella forma
oo
u(t,x) = Z ane ™! cos(nx),
n=0
da cui
o0 oo
u(0,2) = Z ap, cos(nz) = ag + Z ap, cos(nx)
n=0 n=1

Per determinare i coefficienti a,, prolunghiamo per parita il dato iniziale ad una funzione definita in [—7, 7] e
per 2m-periodicita a tutto R. I coefficienti sono dati da:

1 /" 2 (7 21— (-1
ap = 7/ (m — ) cos(nzx) dex = 7/ —z cos(nz) dx = 7#,
T T Jo T n
in particolare per n = 2(k + 1), k € N, cioé n pari non nullo, si ha a,, = 0, e per n = 2k + 1, k € N si ha
=———.Sih i:
a2k+1 2k 1172 i ha poi
2 T
2a¢ = —/ (m—z)de ==
™ —T
Quindi:
r 4 67(2k+1)2t
t = -4 — ———cos((2k + 1)x).
u(t, ) 5 + " kT 1) cos((2k + 1)x)
Poniamo
e~ (2k+1)%t
gr(t,x) = e cos((2k + 1)x)
e osserviamo che la serie che definisce u converge totalmente, infatti:
96(t )| < 5
su )| < ——,
1ap Ik 2k +1)2

z€[0,m]

dove a sinistra abbiamo il termine generale di una serie geometrica convergente, pertanto la serie converge
uniformemente. Inoltre si ha

e~ (2k+1)%t

W Sln((Qk -+ 1)1’)

sup |Ozgr(t,x)| =
>0

z€[0,m]

Sia m € N. Se t > 0, per k sufficientemente grande si ha (2k 4 1)™e~*+D*t < 1/(2k + 1), da cui si ottiene
1029k (t, )| < 1/(2k + 1)2, |0pagr(t, )| < 1/(2k + 1)?, |Orgr(t,z)| < 1/(2k + 1)2. Quindi le derivate prima e
seconda di u rispetto alla x e la derivata prima rispetto a u convergono totalmente e uniformemente se ¢ > 0,
x €]0,7[. In tale insieme, la serie & derivabile termine a termine. La funzione u pertanto risolve ’equazione.
Le derivate rispetto alla x non convergono in ¢ = 0 Per ¢ = 0, il dato & assunto in quanto la serie converge
uniformemente in ¢t > 0, x € [—7, 7| Per ¢ > 0, la derivata rispetto a = converge uniformemente per = € [—m, 7],
quindi anche i dati di tipo Neumann sono assunti.

Svolgimento (Esercizio 56). Osserviamo preliminarmente la simmetria f(z,y) = — f(—xz, —y). Siha grad f(z,y) =
(322 — 3y? — 27, —6xy — 120).
(1) 1l gradiente si annulla se
22— g2 =
zy = —20.
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Sostituendo la seconda equazione nella prima si ha y = —20/2 da cui 2 —400/2? = 9 quindi 2* — 922 —
400 = 0. Le soluzioni reali sono = +5. Si ottengono quindi i punti critici Py = (5,—4) e P—(—5,4).
La matrice Hessiana di f &

6x —6
Hess f(x,y) = < 6y _GZ >

da cui
-30 —24
Hess f(—5,4) = ( o4 30 )

Gli autovalori di questa matrice sono le soluzioni dell’equazione
A — ATracciaHess f(—5,4) + detHess f(—5,4) = 0

ossia A2 = 1476 e percid A = +6+v/41. Sono di segno discorde, quindi il punto & di sella. Per simmetria,
anche ’altro punto sara di sella.

(2) Siha 9,f(1,—1) = —144 # 0, quindi localmente ¢ possibile esprimere la curva di livello di f passante
per questo punto come funzione y = p(x).

(3) Parametrizziamo il vincolo: |z] = 1—|y| dacui -1 <y <lexz = +(1—|y|) (quindi -1 < z < 1).
Studiamo separatamente i vari casi. Sihachez =0solosey=+ley=0solosez=+1Se0<x <1,
0<y<1lsiha

FA=yy) = =31 —y) + (1 —y)* = 27(1 —y) — 120y
La derivata di tale espressione & 3y? —3(1—%)? —6y(1—y) —93 = 2(—13—48y+1°) < 0. Se 0 < z < 1,
—1<y<0siha

FA+yy) ==3y(y+ 1)+ (y+1)° = 27(y + 1) — 120y
La derivata di tale espressione ¢ —3y? — 6(y + 1)y + 3(y + 1)> — 147 = —6 (y* + 24) < 0. Quindi in
Dn{(x,y) : 0 <z < 1} non vi sono estremali. Per simmetria di f e D, non ve ne sono nemmeno in
Dn{(z,y) : =1 <z < 0}. Studiamo i punti (0, £1) e (£1,0). Siha f(+1,0) = F26 e f(0,£1) = —F120.
Quindi (0,1) & di minimo assoluto vincolato e (0,—1) & di massimo assoluto vincolato. Osserviamo che
in un intorno di (1, 0) escluso il vincolo & parametrizzato rispettivamente da (14+y,y) sey < 0e (1—y,y)
se y > 0 Sia per y < 0 che per y > 0 in tale intorno la funzione composta con la parametrizzazione e

strettamente decrescente, perché ha derivata negativa, quindi (1,0) non & di massimo o minimo relativo.
Ragionamento analogo per (—1,0).

Svolgimento (Esercizio 57). Parametrizziamo il volume dato K in coordinate cilindriche:
1
o(p,0,2) = (pcosb, psinb, z), 0<p< 2 0 €[0,27],0 < z < /1 —p?

Lo Jacobiano della parametrizzazione ¢

cos —psinf 0
Jacp(p,0,z) = | sin@ pcosf 0
0 0 1

L’elemento di volume & dV = |det Jac ¢(p, 0, 2)| dpdf dz = pdp df dz. Quindi:

oar p1/2 py/1-p2 1/2 1/4 9
/ dV:/ / / pdzdpd9=27r/ p\/l—dep:ﬂ/ \/1—tdt=<3—\{l§>7r
K o Jo 0 0 0

Svolgimento (Esercizio 58). Poniamo
1
n(r) = ———=
@) = A

Si ha |f,(x)| < n~3/2 per > 0, e poiche la serie " n~3/2 & convergente, si ha che la serie converge totalmente
e uniformemente in [0, +o0c[. Osservando poi che

e~ " sin(sin nx).

/1 ()] = n®/?ne™"*| sin(sin nx) 4 cossin nz - cos nx| < 2n® ne” "

si ha che in ogni compatto di ]0,+oo[ le derivate convergono totalmente, quindi uniformemente infatti sia K
compatto di 0, 400] e o = inf K > 0. Si ha per z € K |f,(x)| < n3/?2ne="% e per n sufficientemente grande
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si ha 2ne™ "% < 1. Quindi la serie & derivabile termine a termine. Per le derivate successive, osserviamo che in
modulo la derivata d-esima di f,, & limitata da n=3/2dn% " e quindi, ragionando come prima sia K compatto
di ]0,4+o00[ e 7o = inf K > 0. Per x € K, n sufficientemente grande si ha dne™"® < 1 e percio |9%f,| < n®/2.
Quindi la somma & C'°.

Svolgimento (Esercizio 59). Si veda Esercizio 54.

Svolgimento (Esercizio 60). Si veda Esercizio 55.

Svolgimento (Esercizio 61). Osserviamo preliminarmente la simmetria f(x,y) = f(y, ).

(1)

Calcoliamo grad f(z,y) = (322 + 3y, 3y* + 3x). 1l gradiente & nullo se si ha 22 +y =0e y?> + 2 =0. Si
ricava quindi y* 4+ y = 0 da cui (x,y) = (0,0), (x,y) = (=1, —1). La matrice Hessiana di f &

Hess f(x,y) = ( 6; 6?;; ), Hess £(0,0) = ( g ?) >, Hess f(—1,-1) = < _36 —36 )

Gli autovalori sono le radici dell’equazione A? — ATraccia (Hess f) + Det (Hess f) = 0. Nel punto (0, 0)
si ha A2 = 9 da cui A = £3. Gli autovalori sono di segno discorde, quindi (0,0) ¢ punto di sella. Nel
punto (—1,—1) si ha A2 = 12X\ +27 =0 da cui A = —3 e A = —9. Gli autovalori sono negativi, quindi
(—1,—1) & punto di massimo locale.

Poniamo F(x,y) = 2% + y® — 1. La funzione F' € C*°(R?) e inoltre VF(x,y) = 3(x2,y?). Nei punti di
I" si ha sempre VF # 0, quindi per il teorema di Dini I' & localmente grafico di una funzione y = ¢(z)
di classe C'! oppure = 1)(y) di classe C, pertanto & una curva regolare. In (0,1) si ha 9, F(0,1) = 3,
quindi il Teorema di Dini & applicabile e quindi in un intorno di (0,1) I'insieme I'" pud essere espresso
come grafico di una funzione regolare di z. In generale, si ha 0,F(x,y) = 0 se y = 0, cui corrisponde il
punto (1,0) di . Attorno a tali punti il Teorema di Dini non ¢ applicabile per ottenere I' come grafico di
una funzione di . Cio non basta a concludere che sia impossibile farlo, perché il Teorema di Dini porge
condizioni sufficienti. Tuttavia & sufficiente notare come per ogni zg fissato, I'equazione y> = 1 — a3
ammetta una sola soluzione reale, quindi I' si puo esprimere come grafico di una funzione della sola x,
tuttavia tale funzione non ¢ regolare: infatti la tangente al grafico in (1,0) ¢ grad f(1,0) - (x —1,y) =0

ossia x = 1, verticale. Tale funzione & y = sign (1 — 23) - ¢/|1 — 23|

Per ogni (z,y) € T si ha f(z,y) = g(x) = 1 + 3x sign( 1 —2%) /|1 — x3|. Osserviamo che
lim —00
Lpimg) =

e questo esclude la presenza di minimi assoluti. Per z > 1 si ha:

g(x) =1—3zv/a3 -1
! x)z—3€/ﬁ—3x%(m3 1)72/3.322 <0
pertanto per x > 1 si ha che g e strettamente decrescente. Per x < 1 si ha:
g(z) =1+ 30y/1— 23
"(x) =3Y1— a3 — 3z - %(1 —2%)7Y3 . 342
=3(1- 333)72/3(1 —3—2%) =31 - m3)72/3(1 — 223)

1/3 1/3

Tale derivata e nulla per x = 27'/°, negativa per 2~ <z < 1 e positiva per z < 273, Quindi
esiste un unico estremale relativo e assoluto, esso ¢ un massimo assoluto e viene raggiunto nel punto
(2713 271/3) e vale 1 +3-272/3,

Svolgimento (Esercizio 62). Parametrizziamo D in coordinate cilindriche:

o(r,0,z) = (rcosf,rsiné, z), 0<r<1,0€el0,2x], z € [-1,1].

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

cosf —rsinf 0
Jacp(r,0,z) = | sinf rcosf O
0 0 1
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L’elemento di volume ¢ il modulo del determinante Jacobiano di tale matrice, cioé |det Jaco(r, 0, 2)]
L’integrale é:

2 1 gl 2 1 gl
/(y2+22)dxdydz:/ / / (r281n20+z2)rdzdrd9:2/ / / (r?sin 0 + 2%) r dz dr df
D o Jo Ja1 o Jo Jo

27 1 1
:2/ / r2sin29—|—} rdrd9:2/ 771“34-@ drzﬁ.
0 0 3 0 3 6

Svolgimento (Esercizio 63). Poniamo ﬁ(x,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F5(z,y, 2)).
(1) La divergenza &:
div ﬁ(l‘7 Y, Z) = axFl(-Ta Y, Z) + ang(Jf, Y, Z) + azF3(-Ta Y, Z) =L

Il rotore é:

[y

rotﬁ(m,y,z): =0

DL S o

O
ay
8

Il campo & definito su R? che ¢ convesso, quindi semplicemente connesso, e pertanto, essendo irrotazio-
nale, & conservativo. Il potenziale scalare V' deve soddisfare grad V' = F'. Si puo procedere o osservando

direttamente la struttura del campo (¢ un campo molto semplice), in tal caso posto
2
z

V(l’,y,Z) = ez COSy—|— ?a

si ha la funzione V & un potenziale scalare per F , oppure integrando F lungo la curva congiungente
(0,0,0) a (z,y, z) formata dalle spezzate v (t) = (¢,0,0) da (0,0,0) a (,0,0), v2(t) = (z,t,0) da (x,0,0)

a (x,y,0) e infine y3(¢t) = (x,y,t) da (x,y,0) a (z,y, 2).

V(e y,2) = / CF(n(0) A (1) di + / " F(alt)) - 3u(t) di + / T F(a(0) - A () dt

r.

T y z
= / (€',0,0) (1,0,0) dt + / (e* cost, —e*sint,0) (0,1,0) dt + / (e” cosy, —e" siny, ) (0,0,1) dt
0 0 0

=e" —1+e"cosy—e +22/2=V(z,y,2) - 1,

che conferma il risultato precedente (due potenziali differiscono per una costante).
(2) Dato che il campo & conservativo, si ha

/ﬁ ~dl =V (y(1)) = V(4(0)) = V(1,1,1) — V(0,0,0) = ecos 1 — %

(3) Le superfici S1 e S sono rispettivamente la base e la superficie laterale di un paraboloide retto a
sezione circolare la cui base & il cerchio centrato in (0,0,1) di raggio 1 e giacente nel piano z = 1
e il vertice e nell’origine. La normale alla superficie S; € costante e, dovendo essere orientata verso
Palto, & semplicemente (0,0,1). La superficie S; & parametrizzata in coordinate polari da ¢(r,0) =

(pcosf, psind, 1), da cui do = pdpdf. Si ha quindi

27 1
@(ﬁ751):/ ﬁ~ﬁdoz/ / Fs(rcosf,rsind, 1) rdrdf = .
5 o Jo

La superficie S; U S; € una superficie chiusa che racchiude il volume C. Se dotiamo Ss della normale

verso il basso (ovvero uscente da C') il Teorema della Divergenza porge:

/ div F dz dy dz = ®(F, Sy) + ®(F, S5).
C

Il termine di destra e il volume del paraboloide. In coordinate cilindriche si ha x = pcosf, y = psinf,
z=zcom0<z<1 60€][0,2n] e0<p < +/2. Lelemento di volume il determinante dello Jacobiano

della parametrizzazione, ovvero p. Quindi il volume é:

1 21 vz 1
/ / / pdpd@dz:%r/ fga=T,
0 0 0 0 2 2
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N

Esso ¢ 7/2, da cui ®(F, S5 ) = —7/2, e quindi il flusso richiesto (dove la normale S & verso il basso) &
q)(F, SQ) = 7T/2.

Svolgimento (Esercizio 64). Cerchiamo soluzioni non nulle della forma w(t,z) = T(¢t)X(z). Sostituendo

nell'equazione si ha T'(t)X (z) = T(t)X (z). Dividendo per T'(¢)X (z) e separando le variabili si ottiene

) _ X(x)

Tt X(x)

=XeR.

Imponendo a T'(t) X (0) = T(t) X (w) = 0 si ottiene X(0) = X (7) = 0, e inoltre imponendo T'(0)X (z) = 0 si ha
T(0) = 0 da cui:

T(t) = XT'(t), t>0, X(z) = A\X (z), x €] —m, 7,
X(0) = X () = 0.

Studiamo 'equazione per la funzione X (-). Il polinomio caratteristico & u? = .

i. Se A > 0 si ottiene 4 = +v/X e la soluzione generale & X (z) = cre™VA 4 VAT Sostituendo le
condizioni al contorno, si ha X(0) = ¢; +¢; = 0 da cui ¢1 = —¢z ¢ X(z) = ¢1(e” V> — ¢V22),
Sostituendo X (7) = ¢ (.e_‘ﬁ7r — eVA™) = 0 il che implica ¢; = ¢3 = 0 perché A # 0, ma la soluzione
identicamente nulla non ¢ accettabile.

ii. Se A = 0 si ottiene come soluzione generale X () = ¢; + cox. Dovendo essere X(0) =0sihac; =0e
dovendo essere X () = 0 si ottiene che anche ¢z = 0, quindi anche questo caso non ¢ accettabile.

ili. Se A < 0 si ottiene come soluzione generale X (x) = ¢ cos(y/|A|x) + ca2sin(4/|Alx). Siha X(0) =0 se
c1=0e X(m)=0se+/[]\| =n, n € N\ {0}. Quindi, poiché X < 0, si ha A = —n? con n € N, n # 0.
Si ottiene quindi X, (z) = ¢, sin(nz), n € N\ {0}, ¢, € R\ {0}. Consideriamo ora ’equazione per T'(t)
subordinata ai valori accettabili di A = —n? < 0. Si ottiene T),(t) = d,, cos(nt) + e, sin(nt) e sostituendo la
condizione T(0) = 0 si ha d,, = 0. Posto b, = e,c,, si costruiscono cosi le soluzioni elementari u, (t,z) =
by, sin(nx) sin(nt). Cercheremo una soluzione in forma di serie

u(t,z) =Y up(t,x) = Y _ bysin(nz) sin(nt).

n=1

Per determinare i coefficienti b, calcoliamo dyuy, (t, ) = nb, sin(nz) cos(nt) e quindi dyuy, (0, ) = nby, sin(nz).
Cerchiamo di raggiungere il dato d;u(0,x)) = sin® 2 con una sovrapposizione di tali funzioni:

Owu(0,z)) = sin® z = Z Opun (0,2) = Z nby, sin(nx)
n=1

n=1

D’altra parte, dall’identita trigonometrica suggerita si ha:

3 1 >
sin® 2 = 1 sinz — 1 sin3z = nz::l nby, sin(nz),

pertanto si ha b, = 0 se n # 1,3, e quindi:
1
1 sinz — 1 sin 3z = by sin(z) 4 3bs sin(3z),
da cui by = 3/4 e by = —1/12. Quindi la soluzione & data da

3 1
u(t,x) = 1 sinasint — 5 sin 3z sin 3t.

La serie € in realta una somma finita, quindi converge in tutti i sensi, la soluzione &€ C*°, assume il dato al bordo
e soddisfa I'equazione.
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Pur non essendo richiesto dall’esercizio, dimostriamo l'identita trigonometrica data grazie alle formule di
Eulero:

3 et _ g 6311_6 3zr+3ezze 22?5_3622?56 T
sin-xr =
8

_ 1 el _ =3z +§ e~ — 3¢t _ sin 3x _ 3sinx
4 2 4 2 4 4
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