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Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO

(1) Il piano Π passa per il punto P (1,−2, 3) ed è ortogonale al vettore ~u = (2, 0,−1), mentre la
retta r passa per P ed è parallela a ~u: trovare forma parametrica e cartesiana sia di Π che di r.
Trovare poi tutti i punti di Π e di r la cui distanza da P è 4.

(2) Studiare l’andamento(1) di f(x) = log(x +
√
|x|) , e tracciarne il grafico.

(3) (a) Calcolare

∫ 1

0

e2x − 4ex + 6

3− ex
dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : |x + y| ≤ x , y ≥ x2 − 3} , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =
3xy − 1

x + 3
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, disegnando

i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali punti di massimo e minimo locale.

(b) Determinare massimo e minimo assoluti di g sui punti del triangolo T (chiuso, lati compresi)
di vertici l’origine O(0, 0) e i punti A(1, 0) e B(0, 1).

(5) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y′′ − y′ − 2y = 4x2 e tutte quelle
dell’equazione differenziale (1 + x2)y′ = xy che in x = 0 hanno un punto di minimo locale.

(1)Non si richiede lo studio della convessità.
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Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare. IIII Tabella sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA

(1) Il piano Π passante per il punto P (1,−2, 3) ed ortogonale al vettore ~u = (2, 0,−1) ha forma cartesiana del tipo
2x − z + k = 0, e il passaggio per P dà k = 1; quanto a una forma parametrica, due vettori ortogonali a ~u e
dunque paralleli a Π (ma non tra loro) sono (1, 0, 2) e (0, 1, 0), da cui Π = {(1,−2, 3) + s(1, 0, 2) + t(0, 1, 0) : s, t ∈
R} = {(1 + s,−2 + t, 3 + 2s) : s, t ∈ R}. Una forma parametrica per la retta r è r = {(1,−2, 3) + t(2, 0,−1) :
t ∈ R} = {(1 + 2t,−2, 3 − t) : t ∈ R}; sostituendo t = 3 − z in x = 1 + 2t e y = −2 si ottiene poi una forma
cartesiana dal sistema tra le equazioni x+2z−7 = 0 e y = −2. • Usando sia per Π che per r la forma parametrica
precedentemente trovata (che è centrata nel punto P ), il fatto che la distanza da P debba essere 4 per il piano
Π diventa ((1 + s) − 1)2 + ((−2 + t) − (−2))2 + ((3 + 2s) − 3)2 = 42 ovvero 5s2 + t2 = 16: i punti cercati di
Π sono dunque quelli della precedente forma parametrica in cui i parametri s e t sono legati dalla condizione
trovata (si tratta ovviamente di una circonferenza nel piano centrata in P e di raggio 4). Similmente, per r si
trova ((1 + 2t) − 1)2 + ((−2) − (−2))2 + ((3 − t) − 3)2 = 42 ovvero 5t2 = 16, da cui t = ∓ 2

5

√
5: come previsto i

punti sono due, opposti tra loro rispetto a P .

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = log(x+
√
|x|) è definita quando x+

√
|x| > 0: se x > 0 ciò è sempre vero, ed è falso

per x = 0; invece quando x < 0 equivale a
√
−x > −x, ovvero −x > x2, vero per x > −1. Ricapitolando, il dominio

di f(x) è dato da x > −1 con x 6= 0 (era possibile, e forse ancora più semplice, ragionare per confronto grafico). I
limiti interessanti sono tutti determinati, e valgono limx→−1+ f(x) = limx→0∓ f(x) = −∞ e limx→+∞ f(x) = +∞.

Si ha poi f(x) ≥ 0 se e solo se x +
√
|x| ≥ 1, cioè x +

√
|x| − 1 ≥ 0. Se x ≥ 0 poniamo t =

√
x, ottenendo

t2 + t − 1 ≥ 0, vero per t ≥
√

5−1
2

, ovvero x ≥ 3−
√

5
2
∼ 0,4; se invece x < 0 scriviamo

√
−x ≥ 1 − x, ovvero

−x ≥ 1 + x2 − 2x, ovvero x2 − x + 1 ≤ 0, falso. Non vi sono asintoti obliqui (in effetti, f tende a +∞ con

andamento logaritmico). La derivata è f ′(x) =
1+ σ

2
√
|x|

x+
√
|x|

, ove σ = signx: se x > 0 essa è sempre > 0, mentre se

x < 0 si ha f ′(x) ≥ 0 quando 2
√
|x| ≥ 1, ovvero per −1 < x ≤ 1

4
. Dunque x = − 1

4
è un punto di massimo locale,

con f(− 1
4
) = log 1

4
= −2 log 2 ∼ −1,4.

(3) (a) Posto ex = t, da cui dx = 1
t
dt, si ottiene

∫ 1

0
e2x−4ex+6

3−ex
dx =

∫ e

1
t2−4t+6
t(3−t)

dt =
∫ e

1
(−1 + 2

t
+ 1

3−t
) dt = (−t +

2 log |t| − log |3− t|]e1 = (−e+ 2− log(3− e))− (−1− log 2) = 3− e+ log 2
3−e
∼ 2,2.

(b) (Figura 2) L’insieme S = {(x, y) : |x+ y| ≤ x , y ≥ x2− 3} è rappresentato in figura: riguardo alla condizione
|x + y| ≤ x, se x + y ≥ 0 (ovvero sopra la bisettrice y = −x) essa equivale a x + y ≤ x, ovvero y ≤ 0, mentre
se x + y < 0 (ovvero sotto la bisettrice y = −x) essa equivale a −(x + y) ≤ x, ovvero y ≥ −2x. Poiché la
retta y = −2x e la parabola y = x2 − 3 si intersecano per x = 1, l’area risulta

∫ 1√
3
(x2 − 3) dx +

∫ 0

1
(−2x) dx =

( 1
3
x3 − 3x]1√

3
+ (−x2]01 = (− 8

3
)− (−2

√
3) + (0)− (−1) = 2

√
3− 5

3
∼ 1,8.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = 3xy−1
x+3

è dato da x 6= −3 (va dunque esclusa una retta verticale). La funzione

si annulla sui punti dei due rami dell’iperbole equilatera xy = 1
3

(tranne ovviamente il punto P (−3,− 1
9
), che è

fuori dal dominio); il numeratore è positivo nelle due falde all’interno dei rami dell’iperbole, il denominatore lo è
a destra della retta x = −3, e il segno di g ne segue per quoziente. I limiti interessanti sono nei punti della retta
x = −3 e in ∞2; in un qualsiasi punto della retta diverso da P il limite è ∓∞ (a seconda del segno di g nella
zona da cui si tende al punto in questione), mentre non esiste ne’ in P ne’ in ∞2: in entrambi i casi basta notare
che sui rami dell’iperbole la funzione è nulla, mentre avvicinandosi alla retta x = −3 la funzione tende a ∞. Le
derivate parziali sono ∂g

∂x
= 9y+1

(x+3)2
e ∂g

∂y
= 3x

x+3
, e il sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 dà il solo punto stazionario Q(0,− 1

9
).

Per vedere se Q sia un estremante locale o una sella usiamo il criterio dell’hessiano: essendo ∂2g
∂x2 = −2(9y+1)

(x+3)3
,

∂2g
∂x∂y

= 9
(x+3)2

e ∂2g
∂y2 = 0, la matrice hessiana di g in Q è

(
0 1
1 0

)
, e il criterio dice allora che Q è una sella.

(b) Il massimo e minimo assoluti di g sul triangolo T (che esistono in base a Weierstrass, visto che g è continua
e T è chiuso e limitato; e che saranno entrambi negativi, visto che T è contenuto in una zona del piano in cui
g < 0) non potranno essere assunti in alcun punto all’interno di T , perché un tale punto dovrebbe in particolare
essere stazionario e all’interno di T , come detto, non ve ne è. Gli estremi di g su T dovrenno dunque essere
assunti su qualche punto di bordo. Notiamo che su tutti i punti dell’asse y (dunque in particolare su tutto il lato
OB) la funzione vale costantemente − 1

3
, e in A vale − 1

4
. Sul lato OA (cioè il tratto di asse x con 0 < x < 1) la
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funzione vale g(x, 0) = − 1
x−3

; anche in questo caso, un eventuale punto estremante dovrebbe in particolare essere

stazionario, ma la derivata g(x, 0) = 1
(x−3)2

non si annulla mai. Resta da esaminare il lato obliquo AB, in cui g vale

ϕ(x) := g(x, 1− x) = 3x−3x2−1
x+3

con 0 < x < 1: poiché in tale intervallo la derivata ϕ′(x) = 3x2+18x−10
(x+3)2

si annulla

solo in x0 :=
√

111−9
3

∼ 0,51, troviamo il punto R(x0, 1 − x0) in cui g vale 3x0(1−x0)−1
x0+3

= 21 − 2
√

111 ∼ −0,07.

Confrontando i valori messi in evidenza (ovvero − 1
3
, − 1

4
e 21−2

√
111) possiamo concludere che il massimo assoluto

di g su T è 21− 2
√

111 (assunto nel punto R), e il minimo assoluto è − 1
3

(assunto in tutti i punti del lato OB).

(5) L’equazione differenziale y′′ − y′ − 2y = 4x2 è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2 − t− 2 = 0 ha soluzioni reali −1 e 2, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono
del tipo Ae−x + Be2x con A,B ∈ R. Una soluzione particolare per b(x) = 4x2 sarà del tipo ỹ(x) = ax2 + bx+ c,
e imponendo che ỹ′′ − ỹ′ − 2ỹ = 4x2 si ottiene (a, b, c) = (−2, 2,−3). Pertanto tutte le soluzioni della prima
equazione differenziale sono y(x) = Ae−x + Be2x − 2x2 + 2x − 3, con A,B ∈ R. • L’equazione differenziale
(1 + x2)y′ = xy è del primo ordine a variabili separabili; dopo aver notato che y = 0 è soluzione, separando
le variabili e integrando si ha log |y| = log

√
1 + x2 + k, da cui y(x) = h

√
1 + x2 al variare di h ∈ R. • Quanto

alle soluzioni che in x = 0 hanno un punto di minimo locale, ricordiamo che se f(x) è una funzione derivabile
allora condizione necessaria è che il punto sia stazionario, cioè che f ′(0) = 0; se inoltre è derivabile due volte, la
condizione f ′′(0) ≥ 0 è necessaria, mentre f ′′(0) > 0 è addirittura sufficiente. Per le soluzioni dell’equazione del
2o ordine, la derivate sono y′(x) = −Ae−x + 2Be2x − 4x + 2 e y′′(x) = Ae−x + 4Be2x − 4, da cui le condizioni
necessarie y′(0) = 0 e y′′(0) ≥ 0 danno −A+ 2B+ 2 = 0 e A+ 4B− 4 ≥ 0, ovvero A = 2B+ 2 e B ≥ 1

3
. Se B > 1

3

la condizione è anche sufficiente; nel caso particolare B = 1
3

notiamo che y′′′(0) = (−Ae−x + 8Be2x)x=0 = 0 e

che y(4)(0) = (Ae−x + 16Be2x)x=0 = 8 > 0, dunque anche in questo caso si tratta di punto di minimo. Passando
alle soluzioni dell’equazione del 1o ordine, derivando si ha y′(x) = h x√

1+x2
, dunque per ognuna di esse il punto

x = 0 è stazionario (come si poteva notare a priori, in quanto (1 + 02)y′(0) = 0 · y(0) da cui y′(0) = 0); derivando
ancora si ha y′′(x) = h 1

(1+x2)
√

1+x2
, da cui necessariamente y′′(0) = h ≥ 0; per h > 0 tale condizione è sufficiente,

mentre per h = 0 si ottiene la soluzione nulla (anche per la quale, ovviamente, x = 0 è di minimo locale).

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g; in

azzurro il triangolo T .
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