
Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova d’esame (04/02/2011)
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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) (04/02/2011)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR · · · · · · A-E / F-O / P-Z

Tema A

*** Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in seguito i punti (b). *** IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) (a) Dato il punto A(2, 3,−1) e i vettori ~u = (1,−2,−1) e ~v = (0, 3, 2) , determinare in forma
parametrica e cartesiana il piano Π passante per A e ortogonale a ~u e la retta r passante
per A e parallela a ~v. Calcolare poi l’area del parallelogramma compreso tra ~u e ~v.

(b) Detta Γ la parabola y = x− x2 del piano orizzontale, trovare il punto di Γ più vicino a Π.

(2) Studiare l’andamento di f(x) =
ex − 2

|x| − 1
, e tracciarne il grafico.(1)

(3) (a) Calcolare

∫ 3

0

(√
x+ 1− 2x log(x+ 1)

)
dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : y ≤ e−x , |y| − 1 ≤ x ≤ 1} , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =
x2 + y2 − 2y

x− y
, determinarne dominio, zeri, segno, curve di livello e limiti

interessanti, disegnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.

(b) Disegnare T = {(x, y) : x ≤ y − 2 ≤ 0 , x + 2 ≥ 0}, e determinare gli estremi assoluti di g
su T . Si può cercare di dare un’interpretazione geometrica dei risultati?

(5) (a) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni y(x) dell’equazione differenziale (x2 − 1)y′ +
2y = 0 , e determinarne (possibilmente in due modi) la soluzione tale che y(0) = 2 e la
soluzione tale che y(2) = 0 .

(b) Determinare, prima per α = 1 e poi eventualmente al variare di α ∈ R, l’unica soluzione
dell’equazione differenziale y′′ − 2y′ + y = 2eαx + x tale che y(0) = 2 e y′(0) = 0 .

(1)Non è richiesto lo studio della convessità.
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Matematica e Statistica (A-E)

Prova di STATISTICA (A-E) - Gobbi (04/02/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema A

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma (04/02/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema A

*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti ! *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Tema A - Soluzioni

MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z)

(1) (a) Il piano Π passante per A(2, 3,−1) e ortogonale a ~u = (1,−2,−1) ha equazione cartesiana del tipo x − 2y −
z + k = 0, e il passaggio per A dà k = 3: dunque x − 2y − z + 3 = 0. Due vettori ortogonali a ~u (dunque
paralleli a Π) e non paralleli tra loro sono ad esempio ~v1 = (2, 1, 0) e ~v2 = (1, 0, 1), da cui la forma parametrica
Π = {(x, y, z) = (2, 3,−1)+s(2, 1, 0)+t(1, 0, 1) : s, t ∈ R} = {(x, y, z) = (2+2s+t, 3+s,−1+t) : s, t ∈ R}. D’altra
parte, la retta r passante per A e parallela a ~v = (0, 3, 2) ha forma parametrica r = {(x, y, z) = (2, 3,−1)+t(0, 3, 2) :
t ∈ R} = {(x, y, z) = (2, 3 + 3t,−1 + 2t) : s, t ∈ R}; sostituendo t = 1

2
(z + 1) in (x, y) = (2, 3 + 3t) si ottiene

la forma cartesiana data dal sistema tra x = 2 e 2y − 3z − 9 = 0. Infine, il prodotto vettoriale tra ~u e ~v risulta
~u ∧ ~v = (−1,−2, 3), dunque l’area del parallelogramma compreso tra ~u e ~v vale ‖~u ∧ ~v‖ =

√
14.

(b) La distanza di un punto generico P (x) = (x, x−x2, 0) della parabola Γ dal piano Π è d(x) = |x−2(x−x2)−0+3|√
6

=

2x2−x+3√
6

. Derivando si ottiene d′(x) = 4x−1√
6

, dunque d′(x) ≥ 0 quando x = 1
4
: ne otteniamo che il punto di Γ più

vicino a Π è P ( 1
4
) = ( 1

4
, 3

16
, 0), la cui distanza è d( 1

4
) = 23

8
√

6
∼ 1,2.

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = ex−2
|x|−1

è definita per x 6= ∓1, ed è derivabile infinite volte nel suo dominio tranne

che in x = 0 dove è continua (con f(0) = 1) ma è previsto un punto angoloso a causa del modulo; non ha parità
ne’ periodicità. Si ha f(x) = 0 quando x = log 2 ∼ 0,7; quanto al segno, il numeratore è > 0 per x > log 2 e il
denominatore per x < −1 oppure x > 1, dunque vale f(x) > 0 per −1 < x < log 2 e per x > 1. I limiti interessanti
valgono limx→−∞ f(x) = 0−, limx→−1∓ f(x) = limx→1∓ f(x) = ∓∞ e limx→+∞ f(x) = limx→+∞

ex−2
x−1

= +∞
(l’unico limite in forma indeterminata era quest’ultimo, e per calcolarlo basta ricordare che limx→+∞

ex

x
= +∞ o

applicare de l’Hôpital). Pertanto y = 0 è asintoto orizzontale a −∞, mentre a +∞ non c’è alcun asintoto lineare

(infatti limx→+∞
f(x)
x

= +∞). Derivando per x 6= 0 e posto σ := signx, si ottiene f ′(x) = ex(|x|−1)−σ(ex−2)

(|x|−1)2
. Per

x < 0 si ha f ′(x) = ex(−x−1)−(−1)(ex−2)

(−x−1)2
= − xex+2

(x+1)2
: si ha xex + 2 > 0 se e solo se x < −2e−x, che un confronto

grafico mostra essere sempre vero, pertanto f ′(x) < 0 per ogni x < 0, dunque f decresce strettamente per x < 0.

Per x > 0 si ha invece f ′(x) = ex(x−1)−(ex−2)

(x−1)2
= (x−2)ex+2

(x−1)2
: vale dunque f ′(x) ≥ 0 se e solo se (x − 2) > −2e−x,

e un altro confronto grafico mostra che esiste un punto x0 ∈]1, 2[ (vale in realtà x0 ∼ 1,6) tale che che ciò accade
per x > x0. Pertanto f decresce in [1, x0] e cresce dopo: ammette dunque un minimo relativo in x0. Notiamo
anche che i limiti limx→0− f ′(x) = −2 e limx→0+ f ′(x) = 0 esistono finiti ma diversi tra loro, dunque in 0 c’è il
previsto punto angoloso.

(3) (a) Vale
∫

(
√
x+ 1−2x log(x+1)) dx =

∫ √
x+ 1 dx−

∫
2x log(x+1) dx = (x+1)3/2

3/2
−(x2 log(x+1)−

∫
x2 1

x+1
dx) =

(x+1)3/2

3/2
− x2 log(x + 1) +

∫
(x − 1 + 1

x+1
) dx = (x+1)3/2

3/2
− x2 log(x + 1) + 1

2
x2 − x + log(x + 1) + k, dunque∫ 3

0
(
√
x+ 1− 2x log(x+ 1)) dx = ( (x+1)3/2

3/2
− (x2 − 1) log(x+ 1) + 1

2
x2 − x]30 = ( (4)3/2

3/2
− 8 log 4 + 9

2
− 3)− ( 13/2

3/2
) =

37
6
− 16 log 2 ∼ −4,9.

(b) (Figura 2) La zona di piano S = {(x, y) : y ≤ e−x , |y| − 1 ≤ x ≤ 1} ha area
∫ 0

−1
(x + 1) dx +

∫ 1

0
e−x dx +∫ −1

1
(−x−1) dx = ( 1

2
x2 +x]0−1 +(−e−x]10 +(− 1

2
x2−x]−1

1 = (0)−(− 1
2
)+(−e−1)−(−1)+( 1

2
)−(− 3

2
) = 7

2
− 1
e
∼ 3,1.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = x2+y2−2y
x−y è dato da x − y 6= 0 (vanno tolti i punti della retta bisettrice

y = x); si tratta di una funzione differenziabile, in quanto le derivate parziali (vedi sotto) risultano continue.
La funzione si annulla quando x2 + y2 − 2y = 0, ovvero sui punti della circonferenza di centro C(0, 1) e raggio
1; vanno però esclusi i punti O(0, 0) e A(1, 1), che sono le intersezioni della circonferenza con la retta y = x e
dunque non stanno nel dominio. Il numeratore è > 0 fuori della circonferenza e < 0 dentro; il denominatore è > 0
sotto la bisettrice e < 0 sopra; il segno di g ne segue per quoziente. Le curve di livello g(x, y) = k sono date da
x2 + y2 − 2y = k(x− y), ovvero x2 + y2 − kx− (2− k)y = 0: si tratta dunque di circonferenze tutte passanti per
l’origine e di centro variabile Ck( k

2
, 1− k

2
) (naturalmente vale C0 = C): da (x, y) = ( k

2
, 1− k

2
) si ricava y = 1− x,

dunque è su tale retta che si muovono i centri Ck al variare di k ∈ R. I limiti interessanti sono nei vari punti della
retta bisettrice y = x e in∞2. In un qualsiasi punto della bisettrice diverso da O e da A il limite vale chiaramente
∓∞ a seconda del lato del dominio da cui si tende al punto stesso. Invece in 0 e in A il limite non esiste: per
vederlo notiamo che tendendo a tali punti lungo la circonferenza x2 + y2 − 2y = 0 il limite sarebbe 0, mentre
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tendendo a O lungo l’asse y (o tendendo a A lungo la retta y = 1) il limite sarebbe 2. Un po’ più delicata è la
questione del limite in ∞2: preso un qualsiasi k > 0 la disequazione |g(x, y)| > k è soddisfatta al di fuori delle
circonferenze g(x, y) = ∓k, dunque più si va lontani dall’origine e più la funzione ha valore assoluto alto, e ciò
indica che il limite vale ∓∞, a seconda che si tenda a ∞2 da sopra o da sotto la bisettrice y = x.

Le derivate parziali sono ∂g
∂x

= 2x(x−y)−(x2+y2−2y)

(x−y)2
e ∂g

∂y
= (2y−2)(x−y)+(x2+y2−2y)

(x−y)2
; dal sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 si

ricava x2 + y2 − 2y = 2x(x− y) = −2(y − 1)(x− y), da cui necessariamente 2x(x− y) = −(2y − 2)(x− y) ovvero
(x+ y − 1)(x− y) = 0, che dà y = x oppure y = 1− x; nel primo caso, da x2 + y2 − 2y = 2x(x− y) si ottengono
le soluzioni O(0, 0) e A(1, 1) che però non sono accettabili in quanto fuori dal dominio, mentre nel secondo non
si ottengono soluzioni. Pertanto la funzione è priva di punti stazionari e dunque, essendo differenziabile, non ha
alcun estremo locale.

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sul triangolo T = {(x, y) : x ≤ y − 2 ≤ 0 , x + 2 ≥ 0}
(che esistono in base a Weierstrass) dividiamo T nelle zone T0 dei suoi punti interni; T1 = {(x, 2) : −2 <
x < 0}, T2 = {(−2, y) : 0 < y < 2} e T3 = {(x, x + 2) : −2 < x < 0} dei suoi lati privati dei vertici; e
T4 = {D(−2, 0), E(−2, 2), F (0, 2)} dei vertici. • Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di
T0, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g ma, come visto, non ce ne sono. • Sul lato T1

la funzione vale ϕ1(x) := g(x, 2) = x2

x−2
con −2 < x < 0. Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un

punto di T1, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ϕ′1(x) = x(x−4)

(x−2)2
, ma ciò avviene per x = 0 e x = 4,

che non sono accettabili. • Sul lato T2 la funzione vale ϕ2(y) := g(−2, y) = − y
2−2y+4
y+2

con 0 < y < 2. La

derivata ϕ′2(y) = y2+4y−8
(y+2)2

si annulla per y = 2(∓
√

3 − 1), delle quali solo 2(
√

3 − 1) ∼ 1,4 è accettabile. Si

trova dunque un nuovo punto G(−2, 2(
√

3− 1)). • Sul lato T3 la funzione vale ϕ3(x) := g(x, x+ 2) = −(x2 + x)
con −2 < x < 0. La derivata ϕ′3(x) = −(2x + 1) si annulla per x = − 1

2
, e si trova dunque un ulteriore nuovo

punto H(− 1
2
, 3

2
). • Infine, i tre punti D, E, F di T4 vanno tutti tenuti presenti. • Gli estremi assoluti di g su

T potranno dunque assunti solo nell’ambito dei cinque punti D, E, F, G, H: poiché f(D) = −2, f(E) = −1,
f(F ) = 0, f(G) = 6 − 4

√
3 ∼ −0,8 e f(H) = 1

4
, il massimo assoluto di g su T è 1

4
(assunto in H) e il minimo

assoluto è −2 (assunto in D). L’interpretazione grafica richiesta è legata alla conoscenza delle curve di livello fatta
in precedenza: si noti (vedi Figura 3) che H e D sono proprio i punti di T che giacciono sulle curve di livello di g
di valore rispettivamente più basso e più alto possibile.

(5) (a) (Figura 4) Da (x2−1)y′+2y = 0 si ricava che (x2−1)y′ = −2y: ciò implica che eventuali soluzioni y(x) definite
in x = ∓1 devono necessariamente annullarsi in tali punti. Al di fuori di quei due punti si ha y′ = − 2y

x2−1
, dunque

le soluzioni sono crescenti dove la funzione al secondo membro è positiva (vedi figura). • Iniziamo risolvendo
l’equazione come a variabili separabili. La soluzione tale che y(2) = 0 è quella nulla y ≡ 0. Invece per la
soluzione con y(0) = 2, separando le variabili e integrando si ottiene

∫
1
y
dy =

∫
(− 2

x2−1
) dx =

∫
( 1
x+1
− 1

x−1
) dx

da cui log |y| = log
∣∣∣ x+1
x−1

∣∣∣ + k, ovvero y = h x+1
x−1

con h ∈ R (essendo il dato iniziale riferito a x = 0, si intende

che −1 < x < 1): imponendo infine che y(0) = 2 si ottiene h = −2, da cui y(x) = −2 x+1
x−1

. • Interpretando

invece l’equazione come lineare, portata nella forma y′ + p(x)y = q(x) con p(x) = 2
x2−1

e q(x) = 0, essendo

P (x) =
∫
p(x) dx = log

∣∣∣x−1
x+1

∣∣∣, si ottiene y = h x+1
x−1

con h ∈ R; imponendo poi che y(0) = 2 oppure che y(2) = 0

si ottiene rispettivamente h = −2 oppure h = 0.

(b) L’equazione differenziale y′′−2y′+y = 2eαx+x è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2−2t+1 = 0 ha soluzione doppia t = 1, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono
del tipo y(x) = (A+Bx)ex al variare di A,B ∈ R. • Posto α = 1, il secondo membro diventa b(x) = b1(x) + b2(x)
con b1(x) = 2ex e b2(x) = x. Una soluzione particolare per b1(x) sarà del tipo ỹ1(x) = ux2ex per un certo u ∈ R:
essendo ỹ′1(x) = u(x2 +2x)ex e ỹ′′1 (x) = u(x2 +4x+2)ex si ricava ỹ′′1 −2ỹ′1 + ỹ1 = 2uex = 2ex da cui u = 1, pertanto
ỹ1(x) = x2ex. Una soluzione particolare per b2(x) sarà invece del tipo ỹ2(x) = ux+ v per certi u, v ∈ R: essendo
ỹ′2(x) = u e ỹ′′2 (x) = 0 si ricava ỹ′′2 −2ỹ′2 + ỹ2 = ux+(v−2u) = x da cui u = 1 e v = 2u = 2, pertanto ỹ2(x) = x+2.
Le soluzioni dell’equazione completa saranno pertanto y(x) = (A+ Bx)ex + x2ex + x+ 2 al variare di A,B ∈ R;
imponendo infine che y(0) = 2 e y′(0) = 0 si ottiene A = 0 e B = −1, ovvero y(x) = (x2 − x)ex + x + 2. • Nel
caso in cui invece α 6= 1, cambia solo la soluzione particolare di y′′−2y′+y = 2eαx che sarà del tipo ỹ1(x) = ueαx

per un certo u ∈ R: essendo ỹ′1(x) = uαeαx e ỹ′′1 (x) = uα2eαx si ricava ỹ′′1 − 2ỹ′1 + ỹ1 = u(α2 − 2α + 1)eαx =
2eαx da cui u = 2

α2−2α+1
, pertanto ỹ1(x) = 2

(α−1)2
eαx. Le soluzioni dell’equazione completa saranno pertanto

y(x) = (A + Bx)ex + 2
(α−1)2

eαx + x + 2 al variare di A,B ∈ R; e imponendo che y(0) = 2 e y′(0) = 0 si ottiene

A = − 2
(α−1)2

e B = −α+1
α−1

.
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1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g; il

triangolo T (azzurro), e le curve di livello (grigie) che toccano T col valore più alto e più basso possibili per g. 4. Ex. (5.a): zone di crescenza (giallo),

alcune soluzioni (grigio), la soluzione tale che y(0) = 2 (rosso).
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Prova d’esame (04/02/2011)
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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) (04/02/2011)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR · · · · · · A-E / F-O / P-Z

Tema B

*** Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in seguito i punti (b). *** IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) (a) Dati i vettori ~u = (1, 2,−1) e ~v = (0, 3,−2) , e il punto P (−2, 3, 1) determinare in forma
parametrica e cartesiana r passante per P e parallela a ~v e il piano Π passante per P e
ortogonale a ~u. Calcolare poi l’area del parallelogramma compreso tra ~u e ~v.

(b) Detta Γ la parabola y = −x2−x del piano orizzontale, trovare il punto di Γ più vicino a Π.

(2) Studiare l’andamento di f(x) =
|x| − 1

ex − 2
, e tracciarne il grafico.(1)

(3) (a) Calcolare

∫ 3

0

(
4x log(x+ 1)−

√
x+ 1

)
dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1− |y| , y ≤ ex} , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =
x2 + y2 − 2x

y − x
, determinarne dominio, zeri, segno, curve di livello e limiti

interessanti, disegnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.

(b) Disegnare T = {(x, y) : y ≤ x − 2 ≤ 0 , y + 2 ≥ 0}, e determinare gli estremi assoluti di g
su T . Si può cercare di dare un’interpretazione geometrica dei risultati?

(5) (a) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni y(x) dell’equazione differenziale (x2−4)y′ = 4y ,
e determinarne (possibilmente in due modi) la soluzione tale che y(0) = 3 e la soluzione
tale che y(3) = 0 .

(b) Determinare, prima per α = −1 e poi eventualmente al variare di α ∈ R, l’unica soluzione
dell’equazione differenziale y′′ + 2y′ + y = x+ 2eαx tale che y(0) = −2 e y′(0) = 0 .

(1)Non è richiesto lo studio della convessità.
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Matematica e Statistica (A-E)

Prova di STATISTICA (A-E) - Gobbi (04/02/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema B

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** IIII Test a quiz sul retro IIII

1



Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma (04/02/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

Tema B

*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti ! *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Tema B - Soluzioni

MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z)

(1) (a) La retta r passante per P (−2, 3, 1) e parallela a ~v = (0, 3,−2) ha forma parametrica r = {(x, y, z) = (−2, 3, 1)+
t(0, 3,−2) : t ∈ R} = {(x, y, z) = (−2, 3 + 3t, 1− 2t) : s, t ∈ R}; sostituendo t = − 1

2
(z − 1) in (x, y) = (−2, 3 + 3t)

si ottiene la forma cartesiana data dal sistema tra x = −2 e 2y + 3z − 9 = 0. D’altra parte, il piano Π passante
per P (−2, 3, 1) e ortogonale a ~u = (1, 2,−1) ha equazione cartesiana del tipo x + 2y − z + k = 0, e il passaggio
per P dà k = −3: dunque x + 2y − z − 3 = 0. Due vettori ortogonali a ~u (dunque paralleli a Π) e non
paralleli tra loro sono ad esempio ~v1 = (2,−1, 0) e ~v2 = (1, 0, 1), da cui la forma parametrica Π = {(x, y, z) =
(−2, 3, 1) + s(2,−1, 0) + t(1, 0, 1) : s, t ∈ R} = {(x, y, z) = (−2 + 2s + t, 3 − s, 1 + t) : s, t ∈ R}. Infine, il
prodotto vettoriale tra ~u e ~v risulta ~u∧ ~v = (−1, 2, 3), dunque l’area del parallelogramma compreso tra ~u e ~v vale
‖~u ∧ ~v‖ =

√
14.

(b) La distanza di un punto generico P (x) = (x,−x−x2, 0) della parabola Γ dal piano Π è d(x) = |x+2(−x−x2)−0−3|√
6

=

|−2x2−x−3|√
6

= 2x2+x+3√
6

. Derivando si ottiene d′(x) = 4x+1√
6

, dunque d′(x) ≥ 0 quando x = − 1
4
: ne otteniamo che il

punto di Γ più vicino a Π è P (− 1
4
) = (− 1

4
, 3

16
, 0), la cui distanza è d(− 1

4
) = 23

8
√

6
∼ 1,2.

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = |x|−1
ex−2

è definita per x 6= log 2 ∼ 0,7, ed è derivabile infinite volte nel suo dominio
tranne che in x = 0 dove è continua (con f(0) = 1) ma è previsto un punto angoloso a causa del modulo; non ha
parità ne’ periodicità. Si ha f(x) = 0 quando x = ∓1; quanto al segno, il denominatore è > 0 per x > log 2 e il
numeratore per x < −1 oppure x > 1, dunque vale f(x) > 0 per −1 < x < log 2 e per x > 1. I limiti interessanti
valgono limx→−∞ f(x) = −∞, limx→log 2∓ f(x) = ±∞ e limx→+∞ f(x) = limx→+∞

x−1
ex−2

= 0+ (l’unico limite

in forma indeterminata era quest’ultimo, e per calcolarlo basta ricordare che limx→+∞
ex

x
= +∞ o applicare de

l’Hôpital). Pertanto y = 0 è asintoto orizzontale a +∞; a −∞ si ha invece limx→−∞
f(x)
x

= limx→−∞
−x−1
x(ex−2)

= 1
2

e

limx→−∞(f(x)− 1
2
x) = limx→−∞

−x−1− 1
2
xex+x

ex−2
= limx→−∞

−1− 1
2
xex

ex−2
= 1

2
(si noti che limx→−∞ xe

x = 0), dunque

y = 1
2
(x+ 1) è asintoto a −∞. Derivando per x 6= 0 e posto σ := signx, si ottiene f ′(x) = σ(ex−2)−ex(|x|−1)

(ex−2)2
. Per

x < 0 si ha f ′(x) = (−1)(ex−2)−ex(−x−1)

(ex−2)2
= xex+2

(ex−2)2
: si ha xex + 2 > 0 se e solo se x < −2e−x, che un confronto

grafico mostra essere sempre vero, pertanto f ′(x) > 0 (ovvero f cresce strettamente) per x < 0. Per x > 0 si

ha invece f ′(x) = (ex−2)−ex(x−1)

(ex−2)2
= − (x−2)ex+2

(ex−2)2
: vale dunque f ′(x) ≥ 0 se e solo se (x − 2) ≤ −2e−x, e un altro

confronto grafico mostra che esiste un punto x0 ∈]1, 2[ (vale in realtà x0 ∼ 1,6) tale che che ciò accade per x < x0.
Pertanto f cresce in ]0, log 2[ e ] log 2, x0] e decresce dopo: ammette dunque un massimo relativo in x0. Notiamo
anche che i limiti limx→0− f ′(x) = 2 e limx→0+ f ′(x) = 0 esistono finiti ma diversi tra loro, dunque in 0 c’è il
previsto punto angoloso.

(3) (a) Vale
∫

(4x log(x+1)−
√
x+ 1) dx =

∫
4x log(x+1) dx−

∫ √
x+ 1 dx = 2x2 log(x+1)−

∫
2x2 1

x+1
dx− (x+1)3/2

3/2
=

2x2 log(x+ 1)− 2
∫

(x− 1 + 1
x+1

) dx− (x+1)3/2

3/2
= 2x2 log(x+ 1)− (x2 − 2x+ 2 log(x+ 1))− (x+1)3/2

3/2
+ k, dunque∫ 3

0
(4x log(x+ 1)−

√
x+ 1) dx = (2x2 log(x+ 1)− x2 + 2x− 2 log(x+ 1)− (x+1)3/2

3/2
]30 = (18 log 4− 9 + 6− 2 log 4−

16
3

)− (− 2
3
) = 32 log 2− 23

3
∼ 14,4.

(b) (Figura 2) La zona di piano S = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1 − |y| , y ≤ ex} ha area
∫ 0

−1
ex dx +

∫ 1

0
(1 − x) dx +∫ −1

1
(x− 1) dx = (ex]0−1 + (x− 1

2
x2]10 + ( 1

2
x2 − x]−1

1 = (1)− (e−1) + ( 1
2
)− (0) + ( 3

2
)− (− 1

2
) = 7

2
− 1

e
∼ 3,1.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = x2+y2−2x
y−x è dato da y − x 6= 0 (vanno tolti i punti della retta bisettrice

y = x); si tratta di una funzione differenziabile, in quanto le derivate parziali (vedi sotto) risultano continue.
La funzione si annulla quando x2 + y2 − 2x = 0, ovvero sui punti della circonferenza di centro C(1, 0) e raggio
1; vanno però esclusi i punti O(0, 0) e A(1, 1), che sono le intersezioni della circonferenza con la retta y = x e
dunque non stanno nel dominio. Il numeratore è > 0 fuori della circonferenza e < 0 dentro; il denominatore è > 0
sopra la bisettrice e < 0 sotto; il segno di g ne segue per quoziente. Le curve di livello g(x, y) = k sono date da
x2 + y2 − 2x = k(y − x), ovvero x2 + y2 − (2− k)x− ky = 0: si tratta dunque di circonferenze tutte passanti per
l’origine e di centro variabile Ck(1− k

2
, k

2
) (naturalmente vale C0 = C): da (x, y) = (1− k

2
, k

2
) si ricava y = 1− x,

dunque è su tale retta che si muovono i centri Ck al variare di k ∈ R. I limiti interessanti sono nei vari punti della

1



retta bisettrice y = x e in∞2. In un qualsiasi punto della bisettrice diverso da O e da A il limite vale chiaramente
∓∞ a seconda del lato del dominio da cui si tende al punto stesso. Invece in 0 e in A il limite non esiste: per
vederlo notiamo che tendendo a tali punti lungo la circonferenza x2 + y2 − 2x = 0 il limite sarebbe 0, mentre
tendendo a O lungo l’asse x (o tendendo a A lungo la retta x = 1) il limite sarebbe 2. Un po’ più delicata è la
questione del limite in ∞2: preso un qualsiasi k > 0 la disequazione |g(x, y)| > k è soddisfatta al di fuori delle
circonferenze g(x, y) = ∓k, dunque più si va lontani dall’origine e più la funzione ha valore assoluto alto, e ciò
indica che il limite vale ∓∞, a seconda che si tenda a ∞2 da sotto o da sopra la bisettrice y = x.

Le derivate parziali sono ∂g
∂x

= (2x−2)(y−x)+(x2+y2−2x)

(y−x)2
e ∂g

∂y
= 2y(y−x)−(x2+y2−2x)

(y−x)2
; dal sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 si

ricava x2 + y2 − 2x = 2y(y − x) = −2(x− 1)(y − x), da cui necessariamente 2y(y − x) = −(2x− 2)(y − x) ovvero
(y + x− 1)(y − x) = 0, che dà y = x oppure y = 1− x; nel primo caso, da x2 + y2 − 2x = 2y(y − x) si ottengono
le soluzioni O(0, 0) e A(1, 1) che però non sono accettabili in quanto fuori dal dominio, mentre nel secondo non
si ottengono soluzioni. Pertanto la funzione è priva di punti stazionari e dunque, essendo differenziabile, non ha
alcun estremo locale.

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sul triangolo T = {(x, y) : y ≤ x − 2 ≤ 0 , y + 2 ≥ 0}
(che esistono in base a Weierstrass) dividiamo T nelle zone T0 dei suoi punti interni; T1 = {(2, y) : −2 <
y < 0}, T2 = {(x,−2) : 0 < x < 2} e T3 = {(x, x − 2) : 0 < x < 2} dei suoi lati privati dei vertici; e
T4 = {D(0,−2), E(2,−2), F (2, 0)} dei vertici. • Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di
T0, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g ma, come visto, non ce ne sono. • Sul lato T1

la funzione vale ϕ1(x) := g(2, y) = y2

y−2
con −2 < y < 0. Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un

punto di T1, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ϕ′1(y) = y(y−4)

(y−2)2
, ma ciò avviene per y = 0 e y = 4,

che non sono accettabili. • Sul lato T2 la funzione vale ϕ2(x) := g(x,−2) = −x
2−2x+4
x+2

con 0 < x < 2. La

derivata ϕ′2(x) = x2+4x−8
(x+2)2

si annulla per x = 2(∓
√

3− 1), delle quali solo 2(
√

3− 1) ∼ 1,4 è accettabile. Si trova

dunque un nuovo punto G(2(
√

3 − 1),−2). • Sul lato T3 la funzione vale ϕ3(x) := g(x, x − 2) = −(x2 − 3x + 2)
con 0 < x < 2. La derivata ϕ′3(x) = −(2x − 3) si annulla per x = 3

2
, e si trova dunque un ulteriore nuovo

punto H( 3
2
,− 1

2
). • Infine, i tre punti D, E, F di T4 vanno tutti tenuti presenti. • Gli estremi assoluti di g su

T potranno dunque assunti solo nell’ambito dei cinque punti D, E, F, G, H: poiché f(D) = −2, f(E) = −1,
f(F ) = 0, f(G) = 6 − 4

√
3 ∼ −0,8 e f(H) = 1

4
, il massimo assoluto di g su T è 1

4
(assunto in H) e il minimo

assoluto è −2 (assunto in D). L’interpretazione grafica richiesta è legata alla conoscenza delle curve di livello fatta
in precedenza: si noti (vedi Figura 3) che H e D sono proprio i punti di T che giacciono sulle curve di livello di g
di valore rispettivamente più basso e più alto possibile.

(5) (a) (Figura 4) Da (x2− 4)y′ = 4y si ricava che eventuali soluzioni y(x) definite in x = ∓2 devono necessariamente
annullarsi in tali punti. Al di fuori di quei due punti si ha y′ = 4y

x2−4
, dunque le soluzioni sono crescenti dove la

funzione al secondo membro è positiva (vedi figura). • Iniziamo risolvendo l’equazione come a variabili separabili.
La soluzione tale che y(3) = 0 è quella nulla y ≡ 0. Invece per la soluzione con y(0) = 3, separando le variabili

e integrando si ottiene
∫

1
y
dy =

∫
( 4
x2−4

) dx =
∫

( 1
x−2
− 1

x+2
) dx da cui log |y| = log

∣∣∣x−2
x+2

∣∣∣ + k, ovvero y = hx−2
x+2

con h ∈ R (essendo il dato iniziale riferito a x = 0, si intende che −2 < x < 2): imponendo infine che y(0) = 3
si ottiene h = −3, da cui y(x) = −3x−2

x+2
. • Interpretando invece l’equazione come lineare, portata nella forma

y′ + p(x)y = q(x) con p(x) = − 4
x2−4

e q(x) = 0, essendo P (x) =
∫
p(x) dx = log

∣∣∣ x+2
x−2

∣∣∣, si ottiene y = hx−2
x+2

con

h ∈ R; imponendo poi che y(0) = 3 oppure che y(3) = 0 si ottiene rispettivamente h = −3 oppure h = 0.

(b) L’equazione differenziale y′′+2y′+y = x+2eαx è lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2 + 2t+ 1 = 0 ha soluzione doppia t = −1, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata
sono del tipo y(x) = (A + Bx)e−x al variare di A,B ∈ R. • Posto α = −1, il secondo membro diventa b(x) =
b1(x) + b2(x) con b1(x) = x e b2(x) = 2e−x. Una soluzione particolare per b1(x) sarà del tipo ỹ1(x) = ux + v
per certi u, v ∈ R: essendo ỹ′1(x) = u e ỹ′′1 (x) = 0 si ricava ỹ′′1 + 2ỹ′1 + ỹ1 = ux + (2u + v) = x da cui
u = 1 e v = −2u = −2, pertanto ỹ1(x) = x − 2. Una soluzione particolare per b2(x) sarà invece del tipo
ỹ2(x) = ux2e−x per un certo u ∈ R: essendo ỹ′2(x) = u(2x − x2)e−x e ỹ′′1 (x) = u(2 − 4x + x2)e−x si ricava
ỹ′′2 − 2ỹ′2 + ỹ2 = 2ue−x = 2e−x da cui u = 1, pertanto ỹ2(x) = x2e−x. Le soluzioni dell’equazione completa
saranno pertanto y(x) = (A+Bx)e−x + x2e−x + x− 2 al variare di A,B ∈ R; imponendo infine che y(0) = −2 e
y′(0) = 0 si ottiene A = 0 e B = −1, ovvero y(x) = (x2 − x)ex + x− 2. • Nel caso in cui invece α 6= −1, cambia
solo la soluzione particolare di y′′ − 2y′ + y = 2eαx che sarà del tipo ỹ2(x) = ueαx per un certo u ∈ R: essendo
ỹ′2(x) = uαeαx e ỹ′′2 (x) = uα2eαx si ricava ỹ′′2 +2ỹ′2 + ỹ2 = u(α2 +2α+1)eαx = 2eαx da cui u = 2

α2+2α+1
, pertanto

ỹ2(x) = 2
(α+1)2

eαx. Le soluzioni dell’equazione completa saranno pertanto y(x) = (A+Bx)e−x+ 2
(α+1)2

eαx+x−2

al variare di A,B ∈ R; e imponendo che y(0) = −2 e y′(0) = 0 si ottiene A = − 2
(α+1)2

e B = −α+3
α+1

.
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1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g; il

triangolo T (azzurro), e le curve di livello (grigie) che toccano T col valore più alto e più basso possibili per g. 4. Ex. (5.a): zone di crescenza (giallo),

alcune soluzioni (grigio), la soluzione tale che y(0) = 3 (rosso).
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STATISTICA (A-E) - Gobbi
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STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma
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