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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di | MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) | (04/02/2011)

Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR - v A-E /F-O/P-Z

#5% Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in sequito i punti (b). **% [»»»» Test a quiz sul retro »rrr

(1) (a) Dato il punto A(2,3,—1) e ivettori @ = (1,—-2,—1) e ¥=(0,3,2), determinare in forma
parametrica e cartesiana il piano II passante per A e ortogonale a i e la retta r passante
per A e parallela a ¢. Calcolare poi 'area del parallelogramma compreso tra o e .

(b) Detta I' la parabola y = x — 22 del piano orizzontale, trovare il punto di I' pitl vicino a II.

et =2
e -1

(2) Studiare 'andamento di f(x) e tracciarne il grafico.(V)

(3) (a) Calcolare /03 (Vz +1—2zlog(z+ 1)) da.

(b) Disegnare S = {(z,y):y<e ™, |yl —1<z <1}, e calcolarne l'area.

2 2
e+ Yy —2 . . . - N
#, determinarne dominio, zeri, segno, curve di livello e limiti

(1) () Data glr,y) =
interessanti, disegnando 1 risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.
(b) Disegnare T = {(z,y) 1z <y—2<0,z+2 > 0}, e determinare gli estremi assoluti di g
su 7. Si puo cercare di dare un’interpretazione geometrica dei risultati?

(5) (a) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni y(z) dell’equazione differenziale (2% — 1)y’ +
2y = 0, e determinarne (possibilmente in due modi) la soluzione tale che y(0) =2 e la
soluzione tale che y(2) =0.

(b) Determinare, prima per & = 1 e poi eventualmente al variare di o € R, I'unica soluzione
dell’equazione differenziale y” — 2y’ + y = 2e** + = tale che y(0) =2 e 3'(0)=0.

(M Non ¢ richiesto lo studio della convessita.



Matematica e Statistica (A-E)

Prova di | STATISTICA (A-E) - Gobbi | (04/02/2011)
Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR -voo.-

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** | »»»» Test a quiz sul retro prr»

ESERCIZIO 1

Data la seguente distribuzione di frequenze presentata in tabella:
X f
2 25
4 50
5 44
10 61

Calcolare:

a) media aritmetica, media armonica e media geometrica;
b) mediana e moda;

¢) la varianza con un metodo a scelta.

ESERCIZIO 2
Sui dati presentati in tabella effettuare un test di omogeneita fra la distribuzione di frequenze
osservate f e la distribuzione teorica F ad un livello di significativita del 2,5%.

X f F

1 60 42
2 40 66
3 45 49
4 55 43

ESERCIZIO 3
Una ricerca sulla relazione fra quantita assunta di un integratore a base di vitamina D e il rischio di
osteoporosi ha dato i seguenti risultati:

Quantita di vitamina D Rischio osteoporosi
0 45
4 20
7 27
14 8

Sui dati presentati in tabella:

(a) interpolare le due distribuzioni con una retta Y’ '=a+bX;

(b) calcolare il coefficiente di correlazione lineare, commentandolo brevemente;
(c) giudicare la bonta di accostamento.

Allegato: valori della variabile “Chi Quadrato” che sottendono una coda destra di ammontare alpha

G.d.l. alpha %
99,5 99 97,5 95 5 2,5 1 0,5
1 0,00 0,00 0,00 0,00 3,84 5,02 6,64 7,88
2 0,01 0,02 0,05 0,10 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,12 0,22 0,35 7,82 9,35 11,35 | 12,84
4 0,21 0,30 0,48 0,71 9,49 1114 | 1328 | 14,86
5 0,41 0,55 0,83 1,15 1107 | 1283 | 1509 | 1675




Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di | STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma | (04/02/2011)
Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.

IN STAMPATELLO VR -v o e-

*¥* Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti | *** |»»»» Test a quiz sul retro »rr» |

Esercizio 1)
Nella tabella seguente viene riportata la distribuzione delle assenze relative al'intero anno scolastico
2009/2010 di una classe IV superiore.

Giomi di assenza 4 5 8 11 16 18 19 25 28
Frequenza 3 2 1 4 5 2 1 4 6
Determinare

a) La tipologia del carattere.

b) Un indice sintetico di posizione.

c¢) Se possibile, un indice sintetico di variabilita.
d) Una rappresentazione grafica adeguata.

e) L'eventuale presenza di outlier.

Esercizio 2)
E' data la seguente tabella di ricavata da un indagine svolta su 200 lavoratrici di un industria per
conoscere le preferenze riguardo all'orario di lavoro in relazione allo stato civile.

Y:stato civile
Nubili Coniugate Vedove

Diviso (oltre 2 ore

di pausa) 12 20 I8

. . Continuato con
X:orario preferito . . 36 50 14
breve interruzione

Continuato senza

. . 20 20 10
interruzione

Il candidato
a) Se possibile, indichi e calcoli per la serie ottenuta un opportuno indice di posizione
b) Se possibile, indichi e calcoli per la serie ottenuta un opportuno indice di variabilita
c) Verifichi, ad un opportuno livello di significativita, se i due caratteri si possono dire
indipendenti.

Esercizio 3)

L'istituto descritto nell'esercizio 1 dichiarava nel A.S. 2008/2009 che il valore atteso delle assenze
fosse di 10 gg per una classe IV. Considerando la classe illustrata nell'esercizo 1 come campione &
possibile confermare tale asserzione?

Esercizio 4)
Si considerino i seguenti eventi legati all'estrazione di una delle lavoratrici descritte nell'Esercizio 2.

E;: si estragga una lavoratrice sposata
E>: si estragga una lavoratrice che preferirebbe avere un orario continuato

a) 1l candiato calcoli le seguenti Probabilita P(E;); P(E,); P(E, U E,) P(E,;| E>).
b) Il candiato indichi se i due eventi £, ed E, sono indipendenti.



Tavola I

Integrali della variabile
casuale normale
standardizzata z

Tavola II

Integrali della variabile
casuale chi quadrato a v
gradi di liberta.

z .00 o0t 0.0z 0.03 004 0.05 0.06 0.07 008 0.09
0.0 0.0000 00040 0.0080 0.0120 0.0160 00199 0.0239 00279 0.0319 0.0358
o1 0.0398 00438 00478 D.0517 00557 0059 00636 00675 00714 0.0753
02 00793 0O0B32 D0O0B71 00910 00048 O000B7 0.1026 D.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 01255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1285 02019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 0.2257 02291 02324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 02517 0.254%9
0.7 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 02881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0318 03212 03238 0.3264 03289 0.3315 03340 03385 0.3389
1.0 0.3413 03438 03461 03485 03508 03531 0.3554 03577 0.3599 0.3621
1.1 D 3843 03865 03688 03708 03729 03749 03770 03750 03810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3838 03907 0.2925 03944 0.3962 0.3580 03997 04015
1.3 0.4032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
1.4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1.5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04429 04441
1.6 0.4452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0.4545
1.7 0.4554 04564 04573 D 4582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1.8 D.46417 04649 D4656 D4664 04671 D4B7B D A46B6 D4693 D 4899 04708
1.9 D 4713 04719 D4726 D 4732 04738 D4744 04750 DA7T5E8 D4761 D 4767
2.0 04772 04778 D4TB3 04788 04793 04798 04803 0.48B08B 04812 04817
2.1 0.4821 04826 04830 04834 04838 D.4842 0.4846 0.4850 0.4B54 04857
2.2 0.4861 04864 04868 04871 04875 04878 0.4881 0.4884 04887 0.48%0
23 04893 04896 04898 049071 04904 04906 04909 04911 04913 04916
2.4 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 0.4936
25 D. 4938 04940 04941 04943 04945 04946 04948 04940 04951 0.4852
26 0.4953 04955 04956 0.4957 04959 04960 04961 04962 04963 0.4964
27 D 4965 04966 04967 D.4968B 04969 04970 04971 04972 D4973 04974
28 0.4874 04975 0D4976 D 4977 04977 04978 049579 04979 04980 0.49%981
2.9 0.4981 04982 04982 04983 04984 04984 04985 0.4985 04986 0.4986
3.0 04987 04987 04987 04988 04988 049859 045895 04982 0.4990 04990
’\, P oos| 001 002 o0 010 | 025 | 050 | 078 00 | 095 0875 098 u.sss,m;'

1 10,0000{0,0002 0,0010/0,0039/0,0158 0,102 {0,455 | 192 2,71 | 384 . 502 | 663 | 7,88 | 8

2 0,010010,0201/0,0508/ 0,103 | 0,211 0,576 135 | 277 461 | 599 | 7.3 | 821 | 10,5 | 128

3 100717/ 0,150,216 0352 | 0584 | 121 | 237 | 4,11 625 | 781 {83 | 113 | 128 | 163

4 0207|0297 0,484 0711|108 | 182 | 338 | 530 | 7.78 | 9.49 | 11,1 [ 13,3 | 148 [ 165

5 0412(0554 (0831 115 | 161 | 267 436 | 863 [ 024 | 11,0 | 128 | 151 | 167 | 208

6 | 0676|0872 124 184 | 220 | 345 535|784 | 106 | 128 | 144 | 88 | 185 | 225

700,089 1,24 [ 169 | 217 | 283 [ 425 6,35 | 9,04 | 120 | 141 | 460 185 | 203 | 243

8 | 134 165|218 | 273 | 343 | 507 | 7.3 | 102 | 134 | 165 [ 175 [ 20,1 | 220 | 261

9173 209|270 383 417 590 (834 114 | 147 189 190 | 217 238|279

10 | 216 256 | 325 | 304 487 | 674 (034 | 125 160 183 | 205 [232 252 | 202

11| 260 | 305 482 (45 558 [ 758 | 103 | 187 | 173 167|219 | 247 268 | 313

12| 307 | 357 | 440 (529 | 630 | 844 | 113|148 | 185 210 | 233 |62 203 | a29

13 | 357 | 411 501 | 509 | 7,04 | 830 (123 | 160 | 198 | 224 | 2¢7 [ 277 | 298 | M5

141 4,07 | <66 589 6567 | 779 | 102 {193 171 |2t | 23,7 1281 | 204 | 313 | 361

16| 460 | 528 | 6,26 | 726 | 855 | 110 | 143 182 |23 250 275 | 308 | 398 277

6| 54 | 581 | 651 | 788 | D&t | 118 | 153 | 194 | 235 | 263 288 | 320 | 348 | G0a

17 | 570 | 641 | 7.56 | 887/ 10,7 128 (183 | 205 248 | 276 | 202 [ 204 | 357 |4

181626 | 701 | 823 (939 | 109 137 | 173 (216 280 | 289 | 315 | 344 | ar2 | 423

19.| 684 | 763|881 (104 | 117 746 | 183 (227 272 | 301 | 329 | 382 | 385 | 438

201743 | 826 | 059 | 109 | 12¢ 155|193 | 238 284 [ 314 [342 | 376 | 400 | 453

21 B3 | 880 (103 116 | 132 | 183 |20 | 249 | 296 | 827 | 355 | 389 | 414 | 468

2 B4 | 954 | 11,0 23 | 140 | 122 | 213 | 260 | 308 | 33,9 | 36,5 403 | 428 | 483

23| 926 | 102 | 10,7 130 | 145 | 181 229|271 | 830 | 352 | 38,1 416 | 442 | 497

24| 989 | 109 | 126 [ 138 | 157 [ 190 233 | 28,2 | 332 | 364 | 394 430 | 456 | 51.2

26 | 105 115|131 | 146 | 165 | 199 | 243 | 203 | 344 | 377 | 405 443 | 480 | 528

2 | 112 122 (138 | 154 173 | 208 | 253 | 304 | 350 359 | 419 | 456 | 483 | 4,1

&7 | 118 | 129 | 148 (182 81 [ 21,7 | 263 | 315 | 367 40,1 |432 | 470 498 | 65,3

2 | 125 | 146 | 153 (168 | 189 [ 227 | 273 | 326 | 478 413|445 | 483 510 | 58

20 1131|143 1160 | 177 | 108 | 238 | 283 (337 | 20,1 426 | 457 | 496 | 523 | 58,3

0 138 150 168 | 185 | 206 245 | 293 | 348 | 4023 | 438 | 470 | 509 | 537 | 9.7




(1)

(2)

(3)

(4)

- Soluzioni

’MATEMATICA (A-E, F-O, P-7) \

(a) 11 piano II passante per A(2,3,—1) e ortogonale a & = (1,—2,—1) ha equazione cartesiana del tipo x — 2y —
z+ k = 0, e il passaggio per A da k = 3: dunque z — 2y — z + 3 = 0. Due vettori ortogonali a @ (dunque
paralleli a IT) e non paralleli tra loro sono ad esempio 1 = (2,1,0) e %> = (1,0,1), da cui la forma parametrica
II=A{(z,y,2) = (2,3,-1)+s(2,1,0)+t(1,0,1) : s,t € R} = {(z,y,2) = (2+2s+1,3+s,—1+¢) : s,t € R}. D’altra
parte, la retta r passante per A e parallela a v = (0, 3, 2) ha forma parametrica r = {(z,y, z) = (2,3, —-1)+t(0,3,2) :
t € R} = {(z,y,2) = (2,3+3t,—1+2t) : s,t € R}; sostituendo t = (2 + 1) in (2,y) = (2,3 + 3t) si ottiene
la forma cartesiana data dal sistema tra £ = 2 e 2y — 3z — 9 = 0. Infine, il prodotto vettoriale tra @ e ¥ risulta
@AV =(—1,-2,3), dunque I'area del parallelogramma compreso tra i e ¥ vale ||[@ A 7] = v/14.

(b) La distanza di un punto generico P(z) = (z,z—22,0) della parabola I dal piano I & d(x) = w =

20243 Derivando si ottiene d(z) =1 "(z ) > 0 quando = §: ne otteniamo che il punto di I" pilt

V6
vicino a Il & P(3) = (3, 3,0), la cui distanza & d(}) = sf ~1,2.
(Figura 1) La funzione f(z) = IS;I:? ¢ definita per © # F1, ed & derivabile infinite volte nel suo dominio tranne

che in = 0 dove & continua (con f(0) = 1) ma & previsto un punto angoloso a causa del modulo; non ha parita
ne’ periodicita. Si ha f(z) = 0 quando x = log2 ~ 0,7; quanto al segno, il numeratore ¢ > 0 per > log2 e il
denominatore per z < —1 oppure z > 1, dunque vale f(z) > 0 per —1 < x < log2 e per z > 1. I limiti interessanti
valgono limy—_o f(z) = 07, lim,_, 3 f(z) = lim,_,;5 f(x) = Foo e limz—too f(z) = limg—y 400 ez712 = 400
(P'unico limite in forma indeterminata era quest’ultimo, e per calcolarlo basta ricordare che limy— oo % =400 0
applicare de ’Hopital). Pertanto y = 0 & asintoto orizzontale a —oo, mentre a +0co non c’¢ alcun asintoto lineare

(infatti limgy— 4 oo f(f) = 400). Derivando per z # 0 e posto ¢ := signz, si ottiene f'(z) = W Per
z < 0siha f/(z) = < (1)35 (1;)(6172) —(x;:;")% si ha ze® +2 > 0 se e solo se < —2e~ ", che un confronto

grafico mostra essere sempre vero, pertanto f'(z) < 0 per ogni z < 0, dunque f decresce strettamente per z < 0.
Per z > 0 si ha invece f'(z) = <= (zl) 1§§ —2) — (’“(;)F);Q. vale dunque f'(z) > 0 se e solo se (z —2) > —2e™ %,
e un altro confronto grafico mostra che esiste un punto xg €]1,2[ (vale in realtd zo ~ 1,6) tale che che cid accade
per © > xo. Pertanto f decresce in [1,xzo] e cresce dopo: ammette dunque un minimo relativo in zo. Notiamo
anche che i limiti lim,_,o— f'(z) = —2 e lim,_,o+ f'(x) = 0 esistono finiti ma diversi tra loro, dunque in 0 c’¢ il
previsto punto angoloso.

(a) Vale [(vx +1—2zlog(z+1)) dv = [z + 1dz — [ 2zlog(z+1) dx = % (z?log(z+1)— [ z* z+1 dr) =

% —2?log(z + 1) + [(z — 1 + ) de = % z?log(z + 1) + 12* — z + log(z + 1) + k, dunque

fos(\/ﬁ— 2z log(z + 1)) do = (% —(z* = 1) log(z+1) + 12® —z]§ = ((43)/2/ —8logd+2-3)— (133//22) =
—16log2 ~ —4,9.

(b) (Figura 2) La zona di piano S = {(z,y) : y < e ®, |y — 1 < z < 1} ha area f + 1)dz + fol e “dx +

S (e = de = (32% +2)%0 + (e "5+ (— 32 —a]y (0)—(—%)+(—671)—(—1)+(%)—(—%) =3¢ ~3L

(a) (Figura 3) Il dominio di g(z,y) = % ¢ dato da  — y # 0 (vanno tolti i punti della retta bisettrice
y = z); si tratta di una funzione differenziabile, in quanto le derivate parziali (vedi sotto) risultano continue.
La funzione si annulla quando z? 4+ y? — 2y = 0, ovvero sui punti della circonferenza di centro C(0,1) e raggio
1; vanno perd esclusi i punti O(0,0) e A(1,1), che sono le intersezioni della circonferenza con la retta y = z e
dunque non stanno nel dominio. Il numeratore &€ > 0 fuori della circonferenza e < 0 dentro; il denominatore ¢ > 0
sotto la bisettrice e < 0 sopra,; il segno di g ne segue per quoziente. Le curve di livello g(x,y) = k sono date da
22 +y? — 2y = k(z —y), ovvero 2° + y* — kx — (2 — k)y = 0: si tratta dunque di circonferenze tutte passanti per
I'origine e di centro variabile C(%,1 — %) (naturalmente vale Co = C): da (z,y) = (£,1— %) si ricavay = 1 — =,
dunque & su tale retta che si muovono i centri C}, al variare di k£ € R. I limiti interessanti sono nei vari punti della
retta bisettrice y = x e in co2. In un qualsiasi punto della bisettrice diverso da O e da A il limite vale chiaramente
Foo a seconda del lato del dominio da cui si tende al punto stesso. Invece in 0 e in A il limite non esiste: per
vederlo notiamo che tendendo a tali punti lungo la circonferenza x? + y? — 2y = 0 il limite sarebbe 0, mentre



(5)

tendendo a O lungo l'asse y (o tendendo a A lungo la retta y = 1) il limite sarebbe 2. Un po’ piu delicata ¢ la
questione del limite in cog: preso un qualsiasi k > 0 la disequazione |g(z,y)| > k & soddisfatta al di fuori delle
circonferenze g(x,y) = Fk, dunque piu si va lontani dall’origine e piu la funzione ha valore assoluto alto, e cio
indica che il limite vale oo, a seconda che si tenda a co2 da sopra o da sotto la bisettrice y = x.

% _ 2z(z—y)— (2 +y>—2y) gig _ (2y=2)(z— y)+(ﬂg +y°—2y) . 99 _ 9g

(z—y)2 € By =" ; dal sistema 52 = g% = 0 si

Le derivate parziali sono

ricava 22 + % — 2y = 22(x — y) = —2(y — 1)(x — y), da cui necessariamente 2z(x — y) —(2y — 2)(z — y) ovvero
(z4+y—1)(z —y) =0, che da y = = oppure y = 1 — z; nel primo caso, da z? 4+ y* — 2y = 2z(z — y) si ottengono
le soluzioni O(0,0) e A(1,1) che perd non sono accettabili in quanto fuori dal dominio, mentre nel secondo non
si ottengono soluzioni. Pertanto la funzione & priva di punti stazionari e dunque, essendo differenziabile, non ha
alcun estremo locale.

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sul triangolo 7 = {(z,y) : 2 < y—2<0,z+2 > 0}
(che esistono in base a Weierstrass) dividiamo 7 nelle zone 7o dei suoi punti interni; 71 = {(z,2) : -2 <
x <0} T2 ={(-2,y) :0<y<2teTzs={(z,z+2): -2 < x < 0} dei suoi lati privati dei vertici; e

= {D(-2,0), E(—2,2), F(0,2)} dei vertici. e Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di
To, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g ma, come visto, non ce ne sono. e Sul lato 71

. 2 . . . . . .
la funzione vale p1(z) := g(z,2) = 5 con —2 < x < 0. Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un

x—2
punto di 77, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ¢} (z) = f;f;;lz), ma cid avviene per x = 0 e z = 4,
2y+4

che non sono accettabili. e Sul lato 72 la funzione vale ¢2(y) := g(—2,y) = —yz;T con 0 < y < 2. La

derivata ¢5(y) = % si annulla per y = 2(Fv3 — 1), delle quali solo 2(v/3 — 1) ~ 1,4 & accettabile. Si

trova dunque un nuovo punto G(—2,2(v/3 — 1)). e Sul lato 73 la funzione vale p3(z) := g(z,z + 2) = — (2 + )
con —2 < z < 0. La derivata ¢3(z) = —(2z + 1) si annulla per z = —1, e si trova dunque un ulteriore nuovo
punto H(fi, 5) e Infine, i tre punti D, E, F' di 74 vanno tutti tenuti presenti. e Gli estremi assoluti di g su
T potranno dunque assunti solo nell’ambito dei cinque punti D, E, F, G, H: poiché f(D) = =2, f(E) = —1,
f(F) =0, f(G)=6—4V3 ~ —0,8 e f(H) = 1, il massimo assoluto di g su 7 & 1 (assunto in H) e il minimo
assoluto & —2 (assunto in D). L’interpretazione graﬁca richiesta ¢ legata alla conoscenza delle curve di livello fatta
in precedenza: si noti (vedi Figura 3) che H e D sono proprio i punti di 7 che giacciono sulle curve di livello di g

di valore rispettivamente piu basso e piu alto possibile.

(a) (Figura 4) Da (z* — 1)y’ +2y = 0 si ricava che (2® —1)y’ = —2y: cid implica che eventuali soluzioni y(x) definite
in x = F1 devono necessariamente annullarsi in tali punti. Al di fuori di quei due punti si ha 3’ = —%, dunque
le soluzioni sono crescenti dove la funzione al secondo membro & positiva (vedi figura). e Iniziamo risolvendo
lequazione come a variabili separabili. La soluzione tale che y(2) = 0 & quella nulla y = 0. Invece per la

soluzione con y(0) = 2, separando le variabili e integrando si ottiene [ i dy = [(- Yde = [(Z7 — 727) d=
x+1

da cui log |y| = log |2

1271

) + k, ovvero y = hi—ﬂ con h € R (essendo il dato iniziale riferito a x = 0, si intende
Lo . o . . o . - 1

che =1 < # < 1): imponendo infine che y(0) = 2 si ottiene h = —2, da cui y(z) = —22%;. e Interpretando

e q(z) = 0, essendo

invece l’equazione come lineare, portata nella forma y’ + p(z)y = ¢(x) con p(r) = =
z) = [ p(z)dz = log z—_‘__}

si ottiene rispettivamente h = —2 oppure h = 0.

. . 1
, si ottiene y = h%

: con h € R; imponendo poi che y(0) = 2 oppure che y(2) =0

(b) L’equazione differenziale y" — 2y’ +y = 2e** 4z ¢ lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. I’equazione
caratteristica t2 — 2t +1 = 0 ha soluzione doppia t = 1, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono
del tipo y(z) = (A+ Bx)e® al variare di A, B € R. e Posto a = 1, il secondo membro diventa b(x) = b1 (z) + b2 (z)
con by (x) = 2 e ba(2) = . Una soluzione particolare per by (x) sara del tipo i (z) = ux?e® per un certo u € R:
essendo 91 (z) = u(z? +2z)e” e 7 (x) = u(x? +4x+2)e” siricava §i — 271 +71 = 2ue® = 2¢” da cui u = 1, pertanto
91(z) = z%e®. Una soluzione particolare per ba(x) sard invece del tipo §a(z) = uz + v per certi u,v € R: essendo
ga(x) =u e gy (z) = 0 siricava g5 — 275+ 92 = ur+ (v—2u) = z dacuiu = 1 e v = 2u = 2, pertanto g2(z) = z+2.
Le soluzioni dell’equazione completa saranno pertanto y(x) = (A + Bx)e” + x?e” 4+ + 2 al variare di A, B € R;
imponendo infine che y(0) = 2 e y'(0) = 0 si ottiene A = 0 e B = —1, ovvero y(z) = (z* — x)e” + x + 2. o Nel
caso in cui invece a # 1, cambia solo la soluzione particolare di y”' — 2y’ +y = 2e“* che sara del tipo 71(x) = ue‘m

per un certo u € R: essendo 7} (x) = uae®® e §7(x) = ua’e®® si ricava § — 241 + 1 = u(a® — 2a + 1)e*

2¢*® da cui u = ﬁa“, pertanto gi1(x) = ﬁe #. Le soluzioni dell’equazione completa saranno pertanto
y(z) = (A+ Br)e” + 1)26 ¥ + 2+ 2 al variare di A, B € R; e imponendo che y(0) = 2 e y'(0) = 0 si ottiene
A== 1)2eB_ o



2} 23 H i

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g; il
triangolo T (azzurro), e le curve di livello (grigie) che toccano T col valore pil alto e piut basso possibili per g. 4. Ex. (5.a): zone di crescenza (giallo),

alcune soluzioni (grigio), la soluzione tale che y(0) = 2 (rosso).



STATISTICA (A-E) - Gobbi |

ESERCIZIO 1

Sulla distribuzione di frequenze presentata in tabella, calcolare:
a) la media aritmetica, la media armonica e la media geometrica;
b) la mediana e la moda;

c) la varianza con un metodo a scelta.

X f X X In(X) In(X)*f X2 X2f
2 25 50 12,5 0,6931 17,3287 4 100
4 50 200 12,5 1,3863 69,3147 16 800
5 44 220 8,8 1,6094 70,8153 25 1100
10 61 610 6,1 2,3026 140,4577 100 6100

180 | 1080 39,9 59915 297,9164 8100

a) Calcolo della media aritmetica, armonica e geometrica:

M(X) = X"t = 1080 = 6
zf 180

Ma(X) = zf = 180 = 4,511
T fix 39,9

In{(Mg(X))=_Z In(X) * f = 297,9164 = 1,6551 Mg(X)= &%= 5,234
zf 180

b) Calcolo della mediana e della moda:
X90° =< mediana =< X91°: me=5

moda =10

c) Calcolo della varianza (usando ad esempio il secondo metodo):

V(X) = M(X?) - m(X)® = 8100/180- 62 =9

ESERCIZIO 2

Sui dati presentati in tabella effettuare un test di omogeneita fra la distribuzione di frequenze osservate f e la distribuzione teorica
F ad un livello di significativita del 2,5%.

X f F (-F)*/F
1 40 42 0,095
2 60 66 0,545
3 45 49 0,327
4 55 43 3,349

200 200 | 4,316

Calcolo del Chi Quadrato:

ChiQc= 4,316

Si individua sulle tavole del Chi Quadrato il valore teorico da confrontare:
ni=n-1=4-1= 3 gdl alpha = 2,5%

ChiQt= 9,35

Poiché ChiQc < ChiQt si accetta l'ipotesi di omogeneita fra le due distribuzioni.



ESERCIZIO 3

Una ricerca sulla relazione fra guantita assunta di un integratore a base di vitamina D e il rischio di osteoporosi ha dato i seguenti
risultati:

X Y X*Y X2 \a
0 45 0 0 2025
4 20 80 16 400
7 27 189 49 729
14 8 112 196 64
25 100 | 381 261 3218

Sui dati presentati in tabella:

a) interpolare le due distribuzioni con una retta;

b) calcolare il coefficiente di correlazione lineare, commentandolo brevemente;
c) giudicare la bonta di accostamento.

a) Calcolo dei parametri della retta interpolante Y'=a+bX :

Calcolo attraverso le formule dirette (ma si poteva anche sviluppare il sistema):

b= Cov(X;Y) a = M(Y) - bM(X)
V(X)
M(X) = 25 = 6,25
4
M(Y) = 100 = 25
4
Cov(X;Y) = M{X*Y) - M(X)*M{Y)= 381 -6,26*25= -61
4
VX)) = MX3) - M(X)® = 261 -6,252= 26,1875
4
b= Cov(X;Y) = -61 = -2,3204
VI(X) 26,1875
a= M(Y)-bM(X)=  25-3,1036°6,25= 39,5585

b) Calcolo del coefficiente di correlazione lineare e suo breve commento:

r= Cov(X;Y
o(X) oY)
V(Y) = 3218 - 25"2= 179,5
4
o(Y)= RADQ(179.5) = 13,3978
ofX)= RADQ(26,1875) = 5,1174
r= -61 = -0,8897 Si registra una forte relazione lineare indiretta

13,3978 * 5,174

c) Giudicare la bonta di accostamento:
Per giudicare la bonta di accostamento del modello teorico, calcolo il coefficiente di determinazione:
2

= (-0,8897)"2=0,7916

Il modello teorico spiega in maniera buona la variabilita delle frequenze osservate.



STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma

Esercizio 1)
a) Determinare la tipologia del carattere.

Il carattere ¢ di tipo quantitativo (in quanto espresso da numeri) discreto (in quanto le modalita sono
numero naturali e concettualmente limitate ad un numero massimo pari ai giorni di lezione presenti nell'anno
scolastico)

b) Un indice sintetico di posizione.

Un carattere di tipo quantitativo ammette tre indici sintetici di posizione: la moda, la mediana e media. Un
indice idoneo in questo caso ¢ la mediana, in quanto risulta poco affetto dalla presenza di eventuali outlier (una
persona che ha fatto una grave malattia o un incidente...)

Per calcolare la mediana si deve valutare la numerosita della popolazione (N=28) facilmente ottenubile
comulando le frequenze assolute

Giorni di assenza 4 5 8 11 16 18 19 25 28
Frequenza 3 2 1 4 5 2 1 4 6
F. ass. cumulata 3 5 6 10 15 17 18 22 28

Dopo di che, la mediana ¢ il valore che bipartisce la popolazione, ovvero, una volta ordinate le osservazioni si
ricerca quella che lascia alla sua destra (N-1)/2 = 13,5 elementi. Poiché non esiste il 'osservazione di posto 14,5
viene preso come mediana la media fra il 14° ed 15° valore. Analizzando le frequenze cumulate si ottiene che
ambo le osservazioni mostrano la modalita 16. Pertanto la mediana (q2) ¢ 16

¢) Se possibile, un indice sintetico di variabilita.

Un carattere di tipo quantitativo ammette quattro indici sintetici di varaibilita: il range (o campo di
variazione) la distanza interquartile, la varianza e la devizione standard (o scarto quadratico medio). Avendo
illustrato la mediana come indice di posizione la scelta piu logica per l'indice di variabilita connesso ¢ quella di
utilizzare la distanza interquartile che si basa sullo stesso concetto. Infatti essa rappresenta la differenza fra il
primo (q1) edi 1 terzo (q3) quartile. Dave ql, una volta ordinate le osservazioni, lascia alla propria sinistra (N-1)/4
= 6,75 osservazioni mentre q3 lascia alla proria destra (N-1)/4 = 6,75 osservazioni. Anche in questo caso non
ottenendo numeri interi dovremo mediare le posizioni intere piu vicine. Si ha dunque che

ql = media 7° e 8° valore =11 q3 = media 21° e 22° valore =25
Si ha che la distanza interquartile D=q3 -q1 =25-11=14

d) Una rappresentazione grafica adeguata.

Un carattere di tipo quantitativo le cui le modalita abbiano
frequenze superiori all'unita viene solitamente rappresentato mediante
un diagramma a barre.

Questo diagramma ¢ composto da barre orizzontali (o verticali)

.
6
5
inserite in un piano cartesiano. Il grafico riposta una barra per ogni
modalita, la cui base (o altezza) viene fissata e centrata nel valore della 3
modalitad corrispondente mentre la sua altezza (o base) raggiunge la 2
relativa frequenza assoluta. 1 I I
A lato si riporta il digramma a barre ricavato dalla distribuzione I I

in esame 4 5 8 11 16 18 19 25 28

e) L'eventuale presenza di outlier.

Un modo per individuare gli outlier (ovvero valori troppo distanti dalla statistica e probabilmente erronei)
¢ quello di ricorrere alla definizione di Valore Adiacente Superiore e di Valore Adiacente Inferiore, per individuare
i valori rispettivamente troppo alti o troppo bassi. Questi limiti vengono calcolati sottraendo al primo quatile K
volte la distanza interquartile (VAI) e sommando al terzo quartile K volte la distanza interquartile (VAS). I valori
esterni all'intervallo VAI-VAS vengono considerati outlier. Tipici valori di K sono 1, 1.5 e 2. Utilizzando K =1 si



ha che
VAI=11-14=-3 VAS =25+ 1*14=139

Non esistendo alcuna osservazioni esterna all'intervallo [-3 ; 39] possiamo concludere che la popolazione
presumibilmente non presenta outlier.

Esercizio 2)
L'esercizio verte sull'analisi di una serie bivariata, ottenuta misurando due caratteri qualitativi non ordinabili.

a) Se possibile, indichi e calcoli per la serie ottenuta un opportuno indice di posizione

Una serie bivariata ottenuta misurando due caratteri qualitativi non ordinabili ammette un solo indice
sintetici di posizione: la moda. La moda di una bi-variata si ottiene valutando la modalita della serie
corrispondente alla frequenza (assoluta o relativa) maggiore. Nel caso in esame la frequenza assoluta maggiore ¢
50 da cui si ha le seguente moda

(Continuato con breve interruzione ; Coniugate)

b) Se possibile, indichi e calcoli per la serie ottenuta un opportuno indice di variabilita
Una serie bivariata ottenuta misurando due caratteri qualitativi non ordinabili non ammette indice sintetici
di variabilita in quanto non ¢ possibile ottenere il concetto di distanza in maniera oggettiva.

¢) Verifichi, ad un opportuno livello di significativita, se i due caratteri si possono dire
indipendenti.

Per verificare se i due caratteri sono indipiendeti si pud effettuare un test di ipotesi volto a verificare se le
frequenze delle osservazioni rilevate nel campione sono sufficiente mente vicine (ad un determinato livello di
significativita) a quelle teoriche ottenute dall'ipotesi di indipendeza. Il test viene fatto sfruttando la distribuzione
limite dello stimatore di Pizzetti Pearson che viene ad essere un chi quadranto avente gradi di liberta paria quelli
del numero di parametri liberi della distribuzione teorica.

I1 primo punto di questa procedura consiste nel calcolo delle frequenze teoriche ricavate dalle frequenze marginali
ottenute orlando la tabella delle frequenze .

P
ni ) =npi;=

Yi,j
n
nella tabella si ripotano le frequenze marginali e quelle teoriche fra parentesi
Y:stato civile

Totali
Nubili Coniugate Vedove
Diviso (oltre 2
ore di pausa) 12 (17) 20 (22,5) 18 (10,5) 50
Continuato con
Xeorario preferito . brevg 36 (34) 50 (45) 14 (21) 100
interruzione
Continuato
senza 20 (17) 20 (22,5) 10 (10,5) 50
interruzione
Totali 68 90 42 200

A questo punto ¢ possibile valutare la convergenza dell stimatore di Pizzetti Pearson, possibile solo se tutte le
frequenze teoriche sono superiori a 5. Constatato che la condizione ¢ verificata si puod procedere al calcolo della
regione di accettazione fissato il livello di significativita al 5%.

A=[0:X0 (M = 1)(M =1)]|=[0, X} (3=1)(3=1))]=[0, X} (4] =[0,,9.49]

Si puo ora procedere al calcolo dello stimatore vero e proprio



}'l,v'j
_(12=17) | (20-225  (18—10.5"  (36—34)"  (50—45) 114—21)z+(2()—17,)2 (20-22.57 (10-10.5) _
BT 25 105 34 45 21 17 225 105
25 625 5625 4 25 49 9 625 025

17225 105 T3a a5 T T 17 T2 Tr0s 10

Poiche il valore dello stimatore ¢ esterno all'intervallo di accettazione posso dire che i due caratteri non sono
indipendenti ad un livello di significativita del 5 per cento.

Esercizio 3)

Nel testo viene richiesto di verificare se il valore atteso della popolazione da cui si ¢ estratto il campione indicato
nell'esercizio 1 e pari a 10.

Questo test si appoggia allo stimatore media campionaria e richiede un campione la cui dimensione sia di almeno
30 elementi. Non soddisfacendo questa ipotesi non ¢ possibie confermare o smentire l'ipotesi.

Esercizio 4)

a) Il candiato calcoli le seguenti Probabilita: P(E,); P(E,); P(E, UE;) P(E,| E>).

Essendo gli eventi elementari equiprobabili, le probabilita degli eventi £, ed E; e dell'evento intersezione (estrarre
donne coniugate che prefriscono orairio continuato) possono essere ricavate utilizzando la definizione classica;

P(E)==2=045 P(E,)

_ 100450
~ 200 -

200

=0.75 P(Elr\Ez):%:O.}S

Le restanti probabilita possono essere ricavate utilizzando la definizione assiomatica

ENE
0.85 P(El\Ez):Pi(l J)_ 70 200_ 7.

_90+150—70 _
N B P(E,) ~ 200170 17

P(E\UE,)=P(E\)+P(E,)-P(E\NE,) 200
b) Il candiato indichi se i due eventi E,| ed E, sono indipendenti.

Se due eventi sono indipendenti si ha che la probabilita condizionata ¢ data dal prodotto delle probabilita, pertanto
essendo

90 150 27 7
= __¢_:P(E1|E2)

PLE)PIE)=00500= 807 17

Gli eventi non sono indipendenti.



Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)
Prova d’esame (04/02/2011)

Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Tema B



Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di | MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) | (04/02/2011)

Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR - v A-E /F-O/P-Z

#5% Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in sequito i punti (b). **% [»»»» Test a quiz sul retro »rrr

(1) (a) Datiivettori @=(1,2,-1) e ¥=(0,3,—2), e il punto P(—2,3,1) determinare in forma
parametrica e cartesiana r passante per P e parallela a v e il piano II passante per P e
ortogonale a . Calcolare poi I’area del parallelogramma compreso tra 4 e .

(b) Detta I' la parabola y = —? — 2 del piano orizzontale, trovare il punto di I" pit1 vicino a II.

x| —

er —2

(2) Studiare 'andamento di f(z) = , e tracciarne il grafico.()

(3) (a) Calcolare /03 (4zlog(z + 1) — Vo + 1) dx.

(b) Disegnare S = {(z,y): —1<z<1-]y|, y <e"}, e calcolarne l'area.

22 +y? - 22

(4) (a) Data g(x,y) = , determinarne dominio, zeri, segno, curve di livello e limiti

interessanti, disegnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.

(b) Disegnare T = {(x,y) :y <2z —2<0,y+ 2 > 0}, e determinare gli estremi assoluti di g
su 7. Si puo cercare di dare un’interpretazione geometrica dei risultati?

(5) (a) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni y(x) dell’equazione differenziale (v2—4)y’ = 4y,
e determinarne (possibilmente in due modi) la soluzione tale che y(0) = 3 e la soluzione
tale che y(3) =0.

(b) Determinare, prima per o = —1 e poi eventualmente al variare di o € R, I"unica soluzione
dell’equazione differenziale y” + 2y’ +y = z + 2e** tale che y(0) =—-2 e ' (0) =0.

(M Non ¢ richiesto lo studio della convessita.



Matematica e Statistica (A-E)

Prova di | STATISTICA (A-E) - Gobbi | (04/02/2011)
Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR -voo.-

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** | »»»» Test a quiz sul retro prr»

ESERCIZIO 1

Data la seguente distribuzione di frequenze presentata in tabella:
X f
1 30
5 40
15 57
20 23

Calcolare:

a) media aritmetica, media armonica e media geometrica;
b) mediana e moda;

¢) la varianza con un metodo a scelta.

ESERCIZIO 2
Sui dati presentati in tabella effettuare un test di omogeneita fra la distribuzione di frequenze
osservate f e la distribuzione teorica F ad un livello di significativita del 5%.

X f F
2 40 36
4 50 52
6 25 26
8 35 36

ESERCIZIO 3
Una ricerca sulla relazione fra quantita assunta di un integratore a base di vitamina C e il livello di
radicali liberi sulle pareti cellulari vascolari ha dato i seguenti risultati:

Quantita di vitamina C Livello radicali liberi
58
27
10
5

;Mo

Sui dati presentati in tabella:

(a) interpolare le due distribuzioni con una retta Y '=a+bX;

(b) calcolare il coefficiente di correlazione lineare, commentandolo brevemente;
(c) giudicare la bonta di accostamento.

Allegato: valori della variabile “Chi Quadrato” che sottendono una coda destra di ammontare alpha

Gl alpha %
T 99,5 99 97,5 95 5 2,5 1 0,5
1 0,00 0,00 0,00 0,00 3,84 5,02 6,64 7,88
2 0,01 0,02 0,05 0,10 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,12 0,22 0,35 7,82 9,35 11,35 12,84
4 0,21 0.30 0,48 0,71 9.49 11,14 13,28 14,86
5 0,41 0,55 0,83 1,15 11,07 12,83 15,09 16,75




Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di | STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma | (04/02/2011)
Universita di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.

IN STAMPATELLO VR e

*¥* Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti | *** |»»»» Test a quiz sul retro »rr»

Esercizio 1)
Nella tabella seguente viene riportata la valutazione del livello di gradimento del corso di statistica
dell A.A. 2007/2008 per una facolta di Economia.

Gradimento  Ottimo Buono Discreto Sufficiente Insufficiente Gravemente Insufficiente

Frequenza 3 2 1 4 5 2

Determinare
a) Latipologia del carattere.
b) Tutti gli indici sintetici di posizione possibili da calcolare.
¢) Se possibile, un indice sintetico di variabilita.
d) Una rappresentazione grafica adeguata.

Esercizio 2)

Da un'indagine si sono rilevate in 6 piccole aziende italiane (indicate con lettere A-F) il profitto ed il
valore delle spese sostenute per ammodernare gli impianti espressi in migliaia di euro. I dati ottenuti
sono rappresentati nella forma Azienda(Profitto; Spesa).

A(50; 20) B(60; 40) C(30; 14) D(85;50) E(95;60) F(40;26)
11 candidato,
a) Indichi e fornisca una rappresentazione grafica adeguata alla serie ottenuta.
b) Se possibile, indichi e calcoli un opportuno indice di variabilita
c) Ipotizzando un legame di tipo lineare,
1. Calcoli l'opportuna regressione
2. Ipotizzi quale sarebbe l'investimento previsto nel caso si riscontrasse un profitto di 100
mila euro
3. Il legame ipotizzato ¢ attendibile? Motivare numericamente la risposta.

Esercizio 3)
Si vuole verficare la bonta di una roulette classica composta da 36 numeri (18 neri ¢ 18 rossi), ¢ due
numeri detti "verdi" (zero e doppio zero). In particolare, si ¢ interessati a verificare che la
probabilita che vinca il banco (esca zero o doppio zero) sia equa.
11 candiato:

a) determini il numero di osservazioni necessarie affinché si possa procedere a tale verifica

b) supposto di aver eseguito 380 prove, indicare se la roulette ¢ equa a fronte delle seguenti

frequenze assolute

Esito Rosso Nero "o "oo"
Frequenza 176 188 10 6

Esercizio 4)
Si considerino i seguenti eventi legati all'estrazione di una delle 6 aziende descritte nell'Esercizio 2.

E;: si estragga un'azienda che spende oltre 45 mila euro
E>: si estragga un'azienda che ricava oltre 45 mila euro

a) Il candiato calcoli le seguenti Probabilita: P(E;); P(E.); P(E; UE,) P(E;| E>).
b) Il candidato indichi se gli eventi £, ed E, possono ritenersi statisticamente indipendenti.



Tavola I

Integrali della variabile
casuale normale
standardizzata z

Tavola II

Integrali della variabile
casuale chi quadrato a v
gradi di liberta.

z .00 o0t 0.0z 0.03 004 0.05 0.06 0.07 008 0.09
0.0 0.0000 00040 0.0080 0.0120 0.0160 00199 0.0239 00279 0.0319 0.0358
o1 0.0398 00438 00478 D.0517 00557 0059 00636 00675 00714 0.0753
02 00793 0O0B32 D0O0B71 00910 00048 O000B7 0.1026 D.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 01255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1285 02019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 0.2257 02291 02324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 02517 0.254%9
0.7 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 02881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0318 03212 03238 0.3264 03289 0.3315 03340 03385 0.3389
1.0 0.3413 03438 03461 03485 03508 03531 0.3554 03577 0.3599 0.3621
1.1 D 3843 03865 03688 03708 03729 03749 03770 03750 03810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3838 03907 0.2925 03944 0.3962 0.3580 03997 04015
1.3 0.4032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
1.4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1.5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04429 04441
1.6 0.4452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0.4545
1.7 0.4554 04564 04573 D 4582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1.8 D.46417 04649 D4656 D4664 04671 D4B7B D A46B6 D4693 D 4899 04708
1.9 D 4713 04719 D4726 D 4732 04738 D4744 04750 DA7T5E8 D4761 D 4767
2.0 04772 04778 D4TB3 04788 04793 04798 04803 0.48B08B 04812 04817
2.1 0.4821 04826 04830 04834 04838 D.4842 0.4846 0.4850 0.4B54 04857
2.2 0.4861 04864 04868 04871 04875 04878 0.4881 0.4884 04887 0.48%0
23 04893 04896 04898 049071 04904 04906 04909 04911 04913 04916
2.4 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 0.4936
25 D. 4938 04940 04941 04943 04945 04946 04948 04940 04951 0.4852
26 0.4953 04955 04956 0.4957 04959 04960 04961 04962 04963 0.4964
27 D 4965 04966 04967 D.4968B 04969 04970 04971 04972 D4973 04974
28 0.4874 04975 0D4976 D 4977 04977 04978 049579 04979 04980 0.49%981
2.9 0.4981 04982 04982 04983 04984 04984 04985 0.4985 04986 0.4986
3.0 04987 04987 04987 04988 04988 049859 045895 04982 0.4990 04990
’\, P oos| 001 002 o0 010 | 025 | 050 | 078 00 | 095 0875 098 u.sss,m;'

1 10,0000{0,0002 0,0010/0,0039/0,0158 0,102 {0,455 | 192 2,71 | 384 . 502 | 663 | 7,88 | 8

2 0,010010,0201/0,0508/ 0,103 | 0,211 0,576 135 | 277 461 | 599 | 7.3 | 821 | 10,5 | 128

3 100717/ 0,150,216 0352 | 0584 | 121 | 237 | 4,11 625 | 781 {83 | 113 | 128 | 163

4 0207|0297 0,484 0711|108 | 182 | 338 | 530 | 7.78 | 9.49 | 11,1 [ 13,3 | 148 [ 165

5 0412(0554 (0831 115 | 161 | 267 436 | 863 [ 024 | 11,0 | 128 | 151 | 167 | 208

6 | 0676|0872 124 184 | 220 | 345 535|784 | 106 | 128 | 144 | 88 | 185 | 225

700,089 1,24 [ 169 | 217 | 283 [ 425 6,35 | 9,04 | 120 | 141 | 460 185 | 203 | 243

8 | 134 165|218 | 273 | 343 | 507 | 7.3 | 102 | 134 | 165 [ 175 [ 20,1 | 220 | 261

9173 209|270 383 417 590 (834 114 | 147 189 190 | 217 238|279

10 | 216 256 | 325 | 304 487 | 674 (034 | 125 160 183 | 205 [232 252 | 202

11| 260 | 305 482 (45 558 [ 758 | 103 | 187 | 173 167|219 | 247 268 | 313

12| 307 | 357 | 440 (529 | 630 | 844 | 113|148 | 185 210 | 233 |62 203 | a29

13 | 357 | 411 501 | 509 | 7,04 | 830 (123 | 160 | 198 | 224 | 2¢7 [ 277 | 298 | M5

141 4,07 | <66 589 6567 | 779 | 102 {193 171 |2t | 23,7 1281 | 204 | 313 | 361

16| 460 | 528 | 6,26 | 726 | 855 | 110 | 143 182 |23 250 275 | 308 | 398 277

6| 54 | 581 | 651 | 788 | D&t | 118 | 153 | 194 | 235 | 263 288 | 320 | 348 | G0a

17 | 570 | 641 | 7.56 | 887/ 10,7 128 (183 | 205 248 | 276 | 202 [ 204 | 357 |4

181626 | 701 | 823 (939 | 109 137 | 173 (216 280 | 289 | 315 | 344 | ar2 | 423

19.| 684 | 763|881 (104 | 117 746 | 183 (227 272 | 301 | 329 | 382 | 385 | 438

201743 | 826 | 059 | 109 | 12¢ 155|193 | 238 284 [ 314 [342 | 376 | 400 | 453

21 B3 | 880 (103 116 | 132 | 183 |20 | 249 | 296 | 827 | 355 | 389 | 414 | 468

2 B4 | 954 | 11,0 23 | 140 | 122 | 213 | 260 | 308 | 33,9 | 36,5 403 | 428 | 483

23| 926 | 102 | 10,7 130 | 145 | 181 229|271 | 830 | 352 | 38,1 416 | 442 | 497

24| 989 | 109 | 126 [ 138 | 157 [ 190 233 | 28,2 | 332 | 364 | 394 430 | 456 | 51.2

26 | 105 115|131 | 146 | 165 | 199 | 243 | 203 | 344 | 377 | 405 443 | 480 | 528

2 | 112 122 (138 | 154 173 | 208 | 253 | 304 | 350 359 | 419 | 456 | 483 | 4,1

&7 | 118 | 129 | 148 (182 81 [ 21,7 | 263 | 315 | 367 40,1 |432 | 470 498 | 65,3

2 | 125 | 146 | 153 (168 | 189 [ 227 | 273 | 326 | 478 413|445 | 483 510 | 58

20 1131|143 1160 | 177 | 108 | 238 | 283 (337 | 20,1 426 | 457 | 496 | 523 | 58,3

0 138 150 168 | 185 | 206 245 | 293 | 348 | 4023 | 438 | 470 | 509 | 537 | 9.7




(1)

(2)

(3)

(4)

- Soluzioni

’MATEMATICA (A-E, F-O, P-7) \

(a) La retta r passante per P(—2,3,1) e parallela a ¥ = (0, 3, —2) ha forma parametrica r = {(z,y,2) = (=2,3,1)+
t(0,3,-2) : t € R} = {(w,y,2) = (—2,3+3t,1 — 2t) : 5,t € R}; sostituendo t = —3(z — 1) in (z,y) = (—2,3 + 3t)
si ottiene la forma cartesiana data dal sistema tra © = —2 e 2y 4+ 3z — 9 = 0. D’altra parte, il piano Il passante
per P(—2,3,1) e ortogonale a @ = (1,2,—1) ha equazione cartesiana del tipo = + 2y — z + k = 0, e il passaggio
per P da k = —3: dunque = + 2y — z — 3 = 0. Due vettori ortogonali a @ (dunque paralleli a II) e non
paralleli tra loro sono ad esempio #7 = (2,—1,0) e 72 = (1,0,1), da cui la forma parametrica II = {(z,y,2) =
(-2,3,1) + s(2,—-1,0) + t(1,0,1) : s,t € R} = {(z,y,2) = (-2 + 25 +¢,3 — 5,1 +t) : s,t € R}. Infine, il
prodotto vettoriale tra @ e ¥ risulta @ A ¥ = (—1, 2, 3), dunque l’area del parallelogramma compreso tra i e ¥ vale

@ A7) = V4.

(b) La distanza di un punto generico P(z) = (2, —z—x2,0) della parabola I" dal piano IT & d(z) = let2(zw—2%)-0-3] _

V6
‘721?/%17“ = 2“’2%”. Derivando si ottiene d'(z) = 4’”“ , dunque d'(z) > 0 quando z = —1: ne otteniamo che il
punto di I' pit vicino a IT & P(—1) = (=%, %,0), la cui dlstanza ed(—1)= V ~1,2.
(Figura 1) La funzione f(z) = Lﬁl—:; & definita per x # log2 ~ 0,7, ed & derivabile infinite volte nel suo dominio

tranne che in = 0 dove & continua (con f(0) = 1) ma & previsto un punto angoloso a causa del modulo; non ha
parita ne’ periodicita. Si ha f(x) = 0 quando z = F1; quanto al segno, il denominatore & > 0 per > log?2 e il
numeratore per < —1 oppure z > 1, dunque vale f(z) > 0 per —1 < z < log2 e per > 1. I limiti interessanti

valgono lima oo f(x) = —00, lim, ,oz07 f(z) = £00 € limss oo f(#) = limas oo =5 = 07 (unico limite
in forma indeterminata era quest’ultimo, e per calcolarlo basta ricordare che limg—; 400 % = +o00 o applicare de
I’Hopital). Pertanto y = 0 & asintoto orizzontale a +00; a —oo si ha invece limg—, — oo @ = limz oo cc(_cii_—lQ) = % e
limg oo (f(x) — %m) =lim,_ oo %%ze”rz =lim;_ oo 71;7%267 = % (si noti che limg—, — oo ze® = 0), dunque
y= %(w + 1) & asintoto a —oo. Derivando per z # 0 e posto o := sign z, si ottiene f'(z) = % Per
x < 0siha f'(z) = = 1)(8I(;3) ;)2< o=l) (:',‘fz_g)%: si ha ze® +2 > 0 se e solo se x < —2e~ %, che un confronto
grafico mostra essere sempre vero, pertanto f'(xz) > 0 (ovvero f cresce strettamente) per x < 0. Per z > 0 si
ha invece f'(z) = (& =2=c o= _ _(2=2e'£2. \1]6 dunque f'(z) > 0 se e solo se (z — 2) < —2¢~“, e un altro

T _9)2 T _9)2
confronto grafico mostlga che)z esiste un pl(mto Zco €]1, 2] (vale in realta zo ~ 1,6) tale che che cid accade per z < zo.
Pertanto f cresce in ]0,log2[ e ]log 2, x¢] e decresce dopo: ammette dunque un massimo relativo in zo. Notiamo
anche che i limiti lim,_,,— f'(z) = 2 e lim,_, o+ f'(z) = O esistono finiti ma diversi tra loro, dunque in 0 c’¢ il
previsto punto angoloso.

(a) Vale [(4zlog(z+1)—vz + 1) dv = [4zlog(z+1) dz— [ vz + 1dr = 22° log(z+1)— [ 22° —d —% =
2m210g(m+1)—2f(;r—1+z—+l)dac—% =22 log(z + 1) — (2? —2$+210g($+1))—%+k7 dunque
fo (4zlog(x +1) — Vo + 1) de = (222 log(x +1) — 2 + 22 — 2log(z + 1) — ‘”gl/);”]g = (18log4 —9+6 —2log4 —
P)—(—3) =32log2— 2 ~ 144

(b) (Figura 2) La zona di piano S = {(z, y) -1 <2<1-]y|l, y<e”} ha area fi)l e dx + fol(l —x)dzr +
S @ =1de = (% + (= 5276+ (3a® —ai = () = (e )+ (B) -0+ () - (-5 =T - ~3L

(a) (Figura 3) Il dominio di g(z,y) = szf_# ¢ dato da y — = # 0 (vanno tolti i punti della retta bisettrice
y = x); si tratta di una funzione differenziabile, in quanto le derivate parziali (vedi sotto) risultano continue.
La funzione si annulla quando 2? + y* — 2z = 0, ovvero sui punti della circonferenza di centro C(1,0) e raggio
1; vanno pero esclusi i punti O(0,0) e A(1,1), che sono le intersezioni della circonferenza con la retta y = x e
dunque non stanno nel dominio. Il numeratore ¢ > 0 fuori della circonferenza e < 0 dentro; il denominatore ¢ > 0
sopra la bisettrice e < 0 sotto; il segno di g ne segue per quoziente. Le curve di livello g(z,y) = k sono date da
22 +y? — 2z = k(y — ), ovvero 2 + ¢y — (2 — k) — ky = 0: si tratta dunque di circonferenze tutte passanti per
l'origine e di centro variabile Cx(1 — %, %) (naturalmente vale Co = C): da (z,y) = (1 — %, %) siricava y = 1 — z,
dunque ¢ su tale retta che si muovono i centri Cy, al variare di k € R. I limiti interessanti sono nei vari punti della



(5)

retta bisettrice y = x e in co2. In un qualsiasi punto della bisettrice diverso da O e da A il limite vale chiaramente
Foo a seconda del lato del dominio da cui si tende al punto stesso. Invece in 0 e in A il limite non esiste: per
vederlo notiamo che tendendo a tali punti lungo la circonferenza x> + y*> — 2z = 0 il limite sarebbe 0, mentre
tendendo a O lungo 'asse = (o tendendo a A lungo la retta = 1) il limite sarebbe 2. Un po’ piu delicata ¢ la
questione del limite in cog: preso un qualsiasi k > 0 la disequazione |g(z,y)| > k & soddisfatta al di fuori delle
circonferenze g(x,y) = Fk, dunque piu si va lontani dall’origine e piu la funzione ha valore assoluto alto, e cio
indica che il limite vale oo, a seconda che si tenda a coz da sotto o da sopra la bisettrice y = .
<2z72)(y7(z):;<)€2+y272z> e %Z = 2y(yiz>(;£z;);ry272z); dal sistema 52 = 3% = 0 si
ricava 2% + y? — 22 = 2y(y — x) = —2(z — 1)(y — ), da cui necessariamente 2y(y — z) = —(2x — 2)(y — ) ovvero
(y+z—1)(y —x) =0, che da y = = oppure y = 1 — z; nel primo caso, da z? 4+ y* — 2z = 2y(y — ) si ottengono
le soluzioni O(0,0) e A(1,1) che perd non sono accettabili in quanto fuori dal dominio, mentre nel secondo non
si ottengono soluzioni. Pertanto la funzione & priva di punti stazionari e dunque, essendo differenziabile, non ha
alcun estremo locale.

Le derivate parziali sono % = 99 99 _

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sul triangolo 7 = {(z,y) : y <z -2 <0,y +2 > 0}
(che esistono in base a Weierstrass) dividiamo 7 nelle zone 7o dei suoi punti interni; 71 = {(2,y) : —2 <
y <0}, T2 ={(z,-2) : 0 <z < 2eTs = {(z,z—2) : 0 < z < 2} dei suoi lati privati dei vertici; e
Ta = {D(0,-2), E(2,—2), F(2,0)} dei vertici. ® Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di
To, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g ma, come visto, non ce ne sono. e Sul lato 71
2
la funzione vale ¢1(z) := g(2,y) = 755 con —2 < y < 0. Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un
punto di 71, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ¢} (y) = 3(’;11;;12),
che non sono accettabili. e Sul lato 72 la funzione vale p2(x) = g(z,—2) = ,962;7?;4 con 0 < z < 2. La

derivata @h(z) = % si annulla per z = 2(Fv/3 — 1), delle quali solo 2(v/3 — 1) ~ 1,4 & accettabile. Si trova
dunque un nuovo punto G(2(v/3 — 1), —2). e Sul lato T3 la funzione vale @3(z) := g(z,z — 2) = —(2* — 3z + 2)

con 0 < z < 2. La derivata ¢3(x) = —(2z — 3) si annulla per z = 3, e si trova dunque un ulteriore nuovo
punto H(%7 —%) e Infine, i tre punti D, E, F' di 74 vanno tutti tenuti presenti. e Gli estremi assoluti di g su

T potranno dunque assunti solo nell’ambito dei cinque punti D, E, F, G, H: poiché f(D) = =2, f(FE) = —1,
f(F) =0, f(G)=6—4V3 ~ —08e f(H) = 1, il massimo assoluto di g su 7 & 1 (assunto in H) e il minimo
assoluto & —2 (assunto in D). L’interpretazione grafica richiesta & legata alla conoscenza delle curve di livello fatta
in precedenza: si noti (vedi Figura 3) che H e D sono proprio i punti di 7 che giacciono sulle curve di livello di g

di valore rispettivamente piu basso e piu alto possibile.

ma cio avviene per y = 0 e y = 4,

(a) (Figura 4) Da (22 — 4)y’ = 4y si ricava che eventuali soluzioni y(x) definite in z = F2 devono necessariamente
annullarsi in tali punti. Al di fuori di quei due punti si ha y' = %, dunque le soluzioni sono crescenti dove la
funzione al secondo membro ¢ positiva (vedi figura). e Iniziamo risolvendo ’equazione come a variabili separabili.
La soluzione tale che y(3) = 0 & quella nulla y = 0. Invece per la soluzione con y(0) = 3, separando le variabili

e integrando si ottiene [ % dy = [(=5)dz = [(55 — L}H) dz da cui log|y| = log f—;g‘ + k, ovvero y = hi;g

con h € R (essendo il dato iniziale riferito a © = 0, si intende che —2 < z < 2): imponendo infine che y(0) = 3

si ottiene h = —3, da cui y(z) = 73%. e Interpretando invece I’equazione come lineare, portata nella forma
T+2 r—2

Y +p(z)y = q(z) con p(x) = — 5 e q(z) = 0, essendo P(z) = [p(x)dz = log |23, si ottiene y = hi73

h € R; imponendo poi che y(0) = 3 oppure che y(3) = 0 si ottiene rispettivamente h = —3 oppure h = 0.

con

(b) L’equazione differenziale y" +2y’ +y = x+2e*” ¢ lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t? + 2t + 1 = 0 ha soluzione doppia t = —1, dunque le soluzioni dell’equazione omogenea associata
sono del tipo y(z) = (A + Bz)e™” al variare di A, B € R. e Posto @ = —1, il secondo membro diventa b(x) =
b1(z) + ba(x) con bi(z) = = e ba(x) = 2e~". Una soluzione particolare per bi(x) sara del tipo §1(z) = uz + v
per certi u,v € R: essendo §i(z) = u e 7y (z) = 0 si ricava g1 + 2§17 + 71 = uzr + (2u + v) = z da cui
u=1ewv = —2u = —2, pertanto g1(z) = = — 2. Una soluzione particolare per bz(x) sard invece del tipo
go(x) = ux?e™™ per un certo u € R: essendo gh(x) = u(2x — z?)e™™ e §{(x) = u(2 — 4o + 2%)e™" si ricava
Gy — 25 + G2 = 2ue ™ = 2% da cui u = 1, pertanto §2(x) = z?e~*. Le soluzioni dell’equazione completa
saranno pertanto y(z) = (A + Bx)e™™ + 2%¢™® 4+ & — 2 al variare di A, B € R; imponendo infine che y(0) = —2 e

y'(0) = 0 si ottiene A =0e B = —1, ovvero y(z) = (2% — )e” + 2 — 2. @ Nel caso in cui invece a # —1, cambia
solo la soluzione particolare di y” — 2y’ +y = 2e*® che sara del tipo g2(x) = ue®® per un certo u € R: essendo
Jh(x) = uae™® e §4 (x) = uae™® siricava g5 + 25 + 2 = u(a® 4+ 2a+1)e*® = 2¢*” da cui u = m, pertanto
J2(x) = ﬁe‘”. Le soluzioni dell’equazione completa saranno pertanto y(z) = (A+ Bx)e *+ ﬁe‘” +x—2
al variare di 4, B € R; e imponendo che y(0) = —2 e y'(0) = 0 si ottiene A = fﬁ eB= fg—ﬁ.



1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g; il
triangolo T (azzurro), e le curve di livello (grigie) che toccano 7 col valore piu alto e pilt basso possibili per g. 4. Ex. (5.a): zone di crescenza (giallo),

alcune soluzioni (grigio), la soluzione tale che y(0) = 3 (rosso).



STATISTICA (A-E) - Gobbi |

ESERCIZIO 1

Sulla distribuzione di frequenze presentata in tabella, calcolare:
a) la media aritmetica, la media armonica e la media geometrica;
b) la mediana e la moda;

¢) la varianza con un metodo a scelta.

X f X+ X In(X) In(X)*f X2 X2+
1 30 30 30,00 0,0000 0,0000 1 30
5 40 200 8,00 1,6094 64,3775 25 1000
15 57 855 3,8000 2,7081 154,359 225 12825
20 23 460 1,1500 2,9957 68,9018 400 9200
150 | 1545 42,9500 7,3132  287,6382 23055

a) Calcolo della media aritmetica, armonica e geometrica:

M(X) = Xt = 1545 = 10,3
Zf 150

Ma(X) = Ef = 150 = 3,492
X 42,9500

In(Mg(X))= _Z In(X) * f = 2876382 = 1,9176 Mg(X)= e"¥'"°= 6,8045
zf 150

b) Calcolo della mediana e della moda:
X75° =< mediana =< X76°: me = 15

moda = 15

¢) Calcolo della varianza (usando ad esempio il secondo metodo):

V(X) = M(X®) - m(X)® = 23055/150 - 10,3/2= 47,61

ESERCIZIO 2

Sui dati presentati in tabella effettuare un test di omogeneita fra la distribuzione di frequenze osservate f e la distribuzione
teorica F ad un livello di significativita del 5%.

X f F (f-FY*IF
2 40 36 0,4444
4 50 52 0,0769
6 25 26 0,0385
8 35 36 0,0278

150 150 | 0,5876

Calcolo del Chi Quadrato:

ChiQc = 0,5876

Si individua sulle tavole del Chi Quadrato il valore teorico da confrontare:
ni=n-1=4-1= 3 gd| alpha = 5%

chiat= 7,81

Poiché ChiQc < ChiQt si accetta I'ipotesi di omogeneita fra le due distribuzioni.



ESERCIZIO 3

Una ricerca sulla relazione fra quantita assunta di un integratore a base di vitamina C e il livello di radicali liberi sulle pareti
cellulari vascolari ha dato i seguenti risultati:

X Y X*Y X2 Y?
0 58 0 0 3364
2 27 54 4 729
5 10 50 25 100
9 5 45 81 25
16 100 | 149 110 4218

Sui dati presentati in tabella:

a) interpolare le due distribuzioni con una retta;

b) calcolare il coefficiente di correlazione lineare, commentandolo brevemente;
¢) giudicare la bonta di accostamento.

a) Calcolo dei parametri della retta interpolante Y'=a+bX :

Calcolo attraverso le formule dirette (ma si poteva anche sviluppare il sistema):

b= Cov(X;Y) a=M(Y) - bM(X)
V(X)
M(X) = 16 = a
4
M(Y) = 100 = 25
4
Cov(X:Y) = M{XY) - M(X)*M(Y)= 149 -4%25= -62,75
4
VX) = MEG) - M(X)° = 110 -4M2 = 11,5
4
b= Covgx;\r’ = -62,75 = -5,4565
V(X) 11,5
a= M(Y) - bBM(X) = 25 - 3,1036%4= 46,8261

b) Calcolo del coefficiente di correlazione lineare e suo breve commento:

r= Cov(X;Y
o(X) oY)
V(Y) = 4218 - 25M2= 429,5
4
o(Y)= RADQ(429,5) = 20,7244
o(X)= RADQ(11,5) = 3,3912
r= -62,75 = -0,8929 Si registra una forte relazione lineare indiretta

20,7244 * 3,3912

c) Giudicare la bonta di accostamento:
Per giudicare la bonta di accostamento del modello teorico, calcolo il coefficiente di determinazione:
2

r*=  (-0,8929)"2=0,7972

Il modello teorico spiega in maniera buona la variabilita delle frequenze osservate.



STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma

Esercizio 1)
a) Determinare la tipologia del carattere.

11 carattere ¢ di tipo qualitativo (in quanto non espresso da numeri) ordinabili (in quanto e possibile fissare
un ordine fra le modalita)

b) Tutti gli indici sintetici di posizione possibili da calcolare.
Un carattere di tipo qualitativo ordinabile ammette due indici sintetici di posizione: la moda e la mediana.

La moda ¢ che la modalita con la frequenza maggiore: pertanto la moda ¢ "Insufficiente"

Per calcolare la mediana si deve valutare la numerosita della popolazione (N=17) facilmente ottenubile
comulando le frequenze assolute

Gradimento  Ottimo Buono Discreto Sufficiente Insufficiente Gravemente Insufficiente
Frequenza 3 2 1 4 5 2
Cumulata 3 5 6 10 15 17

Dopo di che, la mediana ¢ il valore che bipartisce la popolazione, ovvero, una volta ordinate le osservazioni si
ricerca quella che lascia alla sua destra (N-1)/2 = 8 elementi; Ovvero il nono elemento. Analizzando le frequenze
cumulate si ottiene che la mediana indichera la modalita "Sufficiente" (che infatti raccoglie le osservazioni dal 7°
al 10 ° posto).

¢) Tutti gli indici sintetici di posizione possibili da calcolare.
Un carattere di tipo qualitativo non ammette alcun indici sintetici di variabilita.

d) Una rappresentazione grafica adeguata.
Un carattere di tipo qualitativo ordinabile le cui le modalita

Gravemente Insufficiente [ abbiano frequenze superiori all'unitd viene solitamente
- rappresentato mediante un diagramma a barre.
insufficiente | N
sufficiente || N RNNIIH Questo diagramma ¢ composto da barre orizzontali (o verticali)
inserite in un piano cartesiano. Il grafico riposta una barra per
Discreto [Hll ogni modalita, la cui base (o altezza) viene fissata e centrata nel
Buoro [ valore del'la modalita .corrlspondente mentre la sua altezza (o
base) raggiunge la relativa frequenza assoluta.
otimo [N

A lato si riporta il digramma a barre ricavato dalla distribuzione
0 1 2 3 4 5 6inesame

Esercizio 2) 70
a) Indicare e fornire una rappresentazione grafica adeguata. 60 u

Per serie bivariate continue o discrete cui le frequenze non siano 50 B
particolarmente alte si usa rappresentare la serie mediante diagrammi a o 40 =
dispersione. Questi diagrammi sono diagrammi cartesiani i cui le 9 30
modalita dei caratteri vengono posti sui due essa ed ogni osservazione & |
viene rappresentata da un punto. 20 - u

A lato si mostra il diagramma a dispersione ottenuto dai dati 10
forniti. 0

20 30 40 50 60 70 80 90 100

b) Se possibile, indichi e calcoli un opportuno indice di Profitto
variabilita

Per serie bivariate continue o discrete l'indice di variabilitd migliore ¢ dato dalla matrice
varianza/covarianza. Questa matrice si compone di 3 distinti valori le due varianze dei distinti caratteri e la
covarianza, della serie bivariata.



Si seguito riportiamo i calcoli per le due varianze per i singoli caratteri:

X: Profitto realizzato dall'aziende

__1 z:iﬂzlx’:50+60+30+85+95+40:60

UN 6

21 o 5 _p 2500436004+900+7225+9025+1600 24850—21600 3250
o=, X XK= ~3600= -
N =l 6 6 6
Y: Spesa per ammodernamento effettuata dall'aziende
Sl _20440+14+50+60+26
y= N i=1 yi_ 6 -
21 5 _> 400+1600+196+2500+3600+676 _8972—-7350 _ 1622
== y-y= —1225= =
N TEl 6 6 6
La covarianza si ottiene
1 n _ _
0= it (5= X) (7= 7)
I cui conti sono ripostati in tabella
X Y X —X y-y (x=x)(y -y)
50 20 -10 -15 150
60 40 0 5 0
30 14 -30 -21 630
85 50 25 15 375
95 60 35 25 875
40 26 -20 -9 180
somma 360 210 2210

Per tanto la matrice varianza covarianza risulta essere

3250 2210
| 6 6
2= 2210 1622
6 6

¢ 1) Ipotizzando un legame di tipo lineare, si calcoli l'opportuna regressione
La retta di regressione ha equazione

Oy o Ty ~_ 2210 _ 2210 . _
y= ix+y 3 y—3250x+35 —325060 $=0.68x—5.8

o

¢ 2) Ipotizzando un legame di tipo lineare, si ipotizzi quale sarebbe l'investimento previsto nel caso
si riscontrasse un profitto di 100 mila euro

La risposta a questo quesito si ottiene applicando la retta nel punto x= 100. si ottiene quindi un investimento
previsto di 62.2 mila euro.

¢ 3) Ipotizzando un legame di tipo lineare, si verifichi il legame ipotizzato é attendibile? Motivare
numericamente la risposta

Un buon indicatore della bonta del modello di regressione ¢ dato dall'indice di correlazione
di Pearson

2
R=-72-209265 R=0.9625

[oto



Poiche l'indice risulta superiore a 0.7 si pud asserire che il
legame ¢ buono. Ovviamente il dato deve essere confermato
dalla visualizzazione del modello. Infatti il coefficientei di 6° L
Pearson puu anche dare risultati molto errati. A lato si 50 [ ]
riportano le presevisioni effettuate dal modello lineare che ben ,, ™

descrivono 1'andamento dei dati 2

70

B Dati
30 ! 14 @ Previsioni
Esercizio 3) 20

L'indagine statistica mira a verificare mediante inferenza se la 1q
probabilita di ottenere uno zero od un doppio zero e onesta.
L'analisi ri riduce tutta a verficare le probabilita di due eventi
complementari

0
20 30 40 50 60 70 80 90 100

A esca un numero "verde" A: non esca un numero "verde"

Si ha inoltre che P(A) =2/38 = 1/19 e P(A) = 1- P(A) = 18/19
Pertanto ¢ possibile modellare la popolazione di riferimento mediante una bernoulliana P~Ber(1/19) dove
E[P]=1/19.

a) determinare il numero di osservazioni necessarie affinche si possa procedere a tale verifica

la dimensione nel campione varia a seconda del tipo di test da effettuare: se si utilizza il test di adattamento alla
distribuzione empirica o quello sul valore atteso.

Nell'ipotesi di agire usando il test sul valore atteso si ha che la dimensione del campione deve essere superiore alle
30 unita statistiche.

b) supposto di aver eseguito 380 prove, indicare se la roulette ¢ equa a fronte delle seguenti
frequenze assolute
11 test impostato € un test di ipotesi sul parametro valore atteso. Si hanno le seguenti ipotesi

H,:E|P|=1/19  H,:E[P]#1/19

Questo test utilizza come stimatore la media campionaria e, poiche la dimensione del campione ¢ superiore alle
30 unita, si ha la convergenza della sua distribuzione ad una normale, si ha infatti che

FoN(p, 2=l s oy L9

n 1_8,19*19*190)

Verificata la convergenza dello stimatore ¢ possibile determinare la regione di accettazione 4. Essendo 1'ipoesi
alternativa un ipotesi di disuguaglianza il test da eseguire ¢ di tipo bilaterale. Fissato un livello di significativita
del 5 % si ha che

A:[—z ;zitx]:A:[—l.%;l.%]
2

Si calcola ora il valore dello simatore standardizzato

16 1
3=10%6_, _ X—E[P]_380 19 __ (o4
380 VVar[P] 3
195180

Poiche il valore ottenuto ¢ interno alla regione di accettazione possiamo accettare 1'ipotesi nulla.

Esercizio 4)

a) Il candiato calcoli le seguenti Probabilita: P(E,); P(E,); P(E, UE;) P(E,| E>).

Essendo gli eventi elementari equiprobabili, le probabilita degli eventi £; ed E> e dell'evento intersezione (estrarre
un'azienda che spenda e ricavi oltre 45 mila euro) possono essere ricavate utilizzando la definizione classica;

P(Ez)=%=0.667 P(El)=%=0.5 P(ElﬂEz)=%= 0.333



Le restanti probabilita possono essere ricavate utilizzando la definizione assiomatica

4+3-2 (E\NE,) 2/6
P(E,UE,)=P(E)+P(E,)—P(E,NE,)=—=>—%=0. P(E||E,)=P—L—2=2",
(E\UE,)=P(E,)+P(E,)-P(ENE,) ; 0.833 (E\|E,) P(E) 316 0.667

b) 1l candiato indichi se i due eventi E, ed E, sono indipendenti.
Se due eventi sono indipendenti si ha che la probabilita condizionata ¢ data dal prodotto delle probabilita, pertanto
essendo

P(E)P(E,)==~=0.5#0.667=P(E |E,)

11
23

Gli eventi non sono indipendenti.



