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Parte 1

GRUPPI

1 Richiamo sui gruppi

1.1 Gruppo

Un gruppo (G,+) & costituito da un insieme non vuoto G e un’operazione + : G x G — G, (a,b) — a+b
su G che gode delle seguenti proprieta:

(G1) associativita: a + (b+¢) = (a + b) + ¢ per a,b,c € G;

(G2) elemento neutro: a + 0g = 0¢ + a = a per ogni a € G;

(G3) elemento inverso: per ogni a € G esiste b € G tale che a +b = b+ a = 0g;

11 gruppo (G, +) si dice abeliandﬂ se vale anche la proprietéa:

(G4) commutativa: a +b=b+ a per a,b € G.

OSSERVAZIONI
(1) O¢ & univocamente determinato e per ogni a € G ’elemento inverso € univocamente determinato e si

indica con —a.
(2) In un gruppo si ha la proprieta cancellativa: se a + x = a + y allora z = y per a,z,y € G.
(3) Si usa spesso la notazione moltiplicativa (G, -). In tal caso I’elemento neutro si indica con e oppure

con lg e lelemento inverso di a si indica con a™?.

1.2 Esempi

(1) (Z,+), (Q,+), (Q\{0},"), (R,+), (R\ {0},) sono gruppi abeliani. L’insieme Gl(n, K) di tutte le
matrici invertibili di ordine n su un campo K € un gruppo rispetto alla moltiplicazione di matrici, non &
abeliano per n > 2.

(2) Dati n € Ny e due numeri interi z, 2/, si ha che n divide z — 2’ se e solo se il resto della divisione di
z per n coincide con quello della divisione di 2z’ per n. Per 0 < r < n — 1 chiamiamo classe di resto di r
modulo n 'insieme

T={z€Z | r&il resto della divisione di z per n} = {nqg+r | ¢ € Z}
Abbiamo quindi che n divide z — 2’ se e solo se z e z’ appartengono alla stessa classe di resto.
Le classi di resto 0,1,...,n — 1 formano un gruppo abeliano (Z/nZ, +) rispetto all’'operazione
a+b=a-+bh.

(3) Sia A un insieme non vuoto e sia S(A) l'insieme di tutte le applicazioni biiettive f : A — A. La
composizione di applicazioni definisce un’operazione o : S(A) x S(4) — S(A), (f,g) — go f. Con questa
operazione (S(A), o) diventa un gruppo.

11 gruppo simmetrico S, = S({1,...,n}) con n > 3 non & abeliano. Ad esempio in

Ss3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}

si ha (12)(13) = (132) mentre (13)(12) = (123).
Quindi S5 & un gruppo di 6 elementi non abeliano, in particolare non isomorfo a Z/67Z.

INiels Abel, matematico norvegese (1802-1829)



2 1 RICHIAMO SUI GRUPPI

1.3 Sottogruppo

Sia (G, +) un gruppo. Un sottoinsieme non vuoto H C G si dice sottogruppo di G se H & un gruppo
rispetto all’operazione + di G. In tal caso si scrive H < G.

OSSERVAZIONE
Un sottoinsieme H C G & un sottogruppo se e solo se H # () e per tutti gli a,b € H si haa—b € H.

1.4 Esempi

(1) Ogni gruppo (G, -) possiede i sottogruppi banali {e} e G.

(2) Il sottogruppo generato da un elemento. Sia (G, -) un gruppo con elemento neutro e. Per a € G
e un intero n € Z si pone

a-a-..-a sen >0
—_———
n
a* =< e sen =20
al-al' .-al sen<0

L’insieme (a) = {a™ | n € Z} & un sottogruppo di G, detto il sottogruppo generato da a.

(3) 11 sottogruppo di (Z,+) generato da un elemento n ¢ < n >= {nz | z € Z} = nZ.
Tutti i sottogruppi di (Z,+) hanno questa forma.

1.5 Gruppo ciclico

Un gruppo (G, -) € detto ciclico se esiste un elemento a € G tale che G = (a).
In particolare, un gruppo ciclico & sempre abeliano.

1.6 Classificazione dei gruppi ciclici

Sia (G, -) un gruppo ciclico.
(1) Se | G |= o0, allora (G, -) = (Z,+).
(2) Se | G |=m allora (G,-) = (Z/mZ,+).

Qui % indica un isomorfismo di gruppi come in [3.3

1.7 Esempio

L’insieme
v ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C S4
¢ un sottogruppo di Sy, detto gruppo di KleiTEI, che e abeliano ma non ciclico, quindi in particolare non

isomorfo a Z/4Z. Si dimostra che, a meno di isomorfismo, esistono solo due gruppi di quattro elementi:
Z/AZ e V.

2Felix Klein, matematico tedesco (1849-1925)



2 Laterali

Le classi di resto 0,1,...,n — 1 di Z modulo n sono disgiunte a due a due, e la loro unione &
Z=0U1U...Un— 1. Pill in generale
2.1 Lemma
Sia A un insieme non vuoto con una relazione di equivalenza ~. Per a,b € A si ha
a~b e a=b< anb#0.

Quindi ~ induce una partizione su A: l'insieme A & 'unione di classi di equivalenza disgiunte a due a
due.

DIMOSTRAZIONE :

2.2 Laterale di G modulo H, ordine, indice.

Ogni sottogruppo H di gruppo (G, +) definisce una relazione di equivalenza su G

a~b se a—beH
La classe di equivalenza di un elemento a rispetto a ~
a={zreGlz~at={h+a|lheH}=H+a

si chiama laterale destro di G modulo H con rappresentante a.
L’insieme di tutti i laterali destri si indica con

G/H ={a | a € G}.
L’ordine di G/H (cio¢ il numero dei laterali destri di G modulo H) ¢ detto indice di H in G e si indica
con [G : HI.
DIMOSTRAZIONE :

ESEMPIOQO :1laterali (destri e sinistri) di Z modulo nZ sono esattamente le classi di resto 0,1,...,n — 1.
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2.3 Teorema di Lagrange
Sia (G,4+) un gruppo finito e sia H < G. Allora
(Gl =|H|-[G: ]

In particolare, ordine | H | divide lordine | G |.
DIMOSTRAZIONE :

COROLLARIO
Se | G |=n, allora ord(a) divide n e quindi a™ = e.

DIMOSTRAZIONE : Si ricordi che ord(a) & I'ordine del sottogruppo < a >. Se < a > & finito, allora
ord(a) € il minimo intero positivo tale che a™ = e.

Nel nostro caso G ¢ finito di ordine n, e per il Teorema di Lagrange si ha: ord(a) = m /n, quindi n = mgq,
e percio a” = a™¥ = (a™)?! =e. O

3 Il gruppo quoziente

Sia (G, -) un gruppo con sottogruppo H < G. Vogliamo definire un’operazione sui laterali come segue:
Ha-Hb=Hab

Affinché I'operazione sia ben definita, dobbiamo garantire che

serve quindi la condizione seguente:

3.1 Sottogruppo normale
Un sottogruppo H < G di un gruppo (G, -) si dice normale se soddisfa
aha™' € H per ogni a € G, h € H.

In tal caso scriviamo H <1 G.

OSSERVAZIONI : (1) H <G se e solo se aH = Ha per ogni a € G (Esercizio).

(2) Ogni sottogruppo di un gruppo abeliano ¢ normale. Per un esempio di un sottogruppo non normale
si vedano gli Esercizi.




3.2 1l gruppo quoziente. 5

3.2 1l gruppo quoziente.

Sia (G, ) un gruppo con sottogruppo normale H <1 G. Allora I'insieme dei laterali G/H con 'operazione

Ha - Hb= Hab, ovvero @-b= ab,

¢ un gruppo con elemento neutro eq,y =€ = H, detto gruppo quoziente di G modulo H.
Sihaa=-=eseesoloseacH.

Infatti

3.3 Omomorfismo, isomorfismo

Siano (G,-) e (G, *) due gruppi. Un’applicazione f : G — G’ si dice:

- omomorfismo se f(a-b) = f(a) * f(b) per a,b € G

- isomorfismo se f & un omomorfismo biiettivo.

Se esiste un isomorfismo f : G — G’ si dice che G e G’ sono isomorfi e si scrive G = G'.

3.4 Nucleo e immagine di un omomorfismo.

Siano (G,-) e (G’,*) due gruppi e sia f : G — G’ un omomorfismo.

(1) L’insieme Kerf = {a € G | f(a) = e} ¢ un sottogruppo normale di G, detto nucleo di f.
(2) L’insieme Imf = {f(a) | a € G} & un sottogruppo di G, detto immagine di f.

(3) eq € Kerf, e f ¢ iniettivo se e solo se Kerf = {eg}.

(4) Se H <1 G, allora I'applicazione

v:G—G/H,a—a=Ha

¢ un omomorfismo suriettivo con nucleo Kerv = H, detto epimorfismo canonico.

DIMOSTRAZIONE :
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3.5 Teorema di Fattorizzazione di Omomorfismi

Sia (G, ) un gruppo con sottogruppo normale H <1 G. Sia inoltre f : G — G’ un omomorfismo tale che
H C Kerf. Allora esiste uno e un solo omomorfismo f : G/H — G’ tale che

fv=*F

Si ha Kerf = Kerf/H = {Z | v € Kerf} e Imf = Imf.
DIMOSTRAZIONE

3.6 Teorema Fondamentale dell’Omomorfismo

Sia f : G — G’ un omomorfismo. Allora esiste uno e un solo omomorfismo f : G/Kerf — G’ tale che
fv = f. In particolare
R/Kerf = Imf.

DIMOSTRAZIONE



4 Gruppi risolubili

4.1 Definizione
Sia G un gruppo. Per a,b € G il commutatore di a e b € I’elemento
[a,b] =aba "t b~?
11 sottogruppo di G generato da tutti i commutatori [a, b] si denota con
K(G) =< {[a,b] | a,be G} >

ed ¢ detto sottogruppo commutatore di G.
Per iterazione definiamo

K*(G) = K(K(G))
K™HG) = K(K'(G))

4.2 Proprieta del sottogruppo commutatore
Sia G un gruppo.
1. G & abeliano se e solo se K(G) = {e}.

2. Per ogni omomorfismo di gruppi f : G — G’ si ha f(K(G)) € K(G'). Se f & suriettivo si ha
addirittura f(K(GQ)) = K(G).

3. K(G) & un sottogruppo normale di G. Piu in generale, K (V) ¢ un sottogruppo normale di G per
ogni sottogruppo normale N di G.

4. K(G) ¢ il pin piccolo sottogruppo normale N di G tale che G/N sia abeliano.
DIMOSTRAZIONE

(1) per definizione.
(2) Un elemento di K(G) ¢ di forma

[a1, b1] e [ag, bg} e [an, bn]

eperogni 1 <i<nsiha

F(laibi]) = flai) f(bi) flai) T ()71 = [f(ai), £(bi)]

Quindi f(K(G)) C K(G’). Analogamente si dimostra l’altra inclusione quando f & suriettivo.
(3) Sia N un sottogruppo normale di G e sia a € G. Allora aNa~! = N e per I'automorfismo

f:N—= N,z aza™!

abbiamo a K(N)a~! = f(K(N)) = K(N) per (2), quindi K(N) & un sottogruppo normale di G.

(4) G/K(G) ¢ abeliano: per tutti gli elementi a,b € G si ha ab(ba)™ = [a,b] € K(G), quindi nel
gruppo quoziente G'/K (G) otteniamo @b = ba. Se inoltre N & un sottogruppo normale tale che G/N sia
abeliano, allora per tutti gli elementi a,b € G abbiamo Na Nb = NbNa in G/N, ovvero N ab = N ba,
quindi [a,b] = ab(ba)~! € N, che dimostra K(G) C N.
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4.3 Gruppi risolubili
Per un gruppo G sono equivalenti i seguenti enunciati:
1. Esiste un n € Ny tale che K"G = {e}.
2. G possiede una catena finita di sottogruppi
{e} =N, <N, 1 <--- <N, <N, <G
con le proprieta
(a) N; & sottogruppo normale di N;_1,
(b) il gruppo quoziente N;_1/N; & abeliano.
Con queste proprieta G e detto un gruppo risolubile.

DIMOSTRAZIONE
=: Per[£.2(3) e (4)

{e}=K"(G)< K" YG)<...<K}G)<K(G) <G

¢ una catena di sottogruppi normali con quozienti abeliani.
«<: Sia

{e} =N, <Ny 1 < <N, <N, <G
una catena di sottogruppi tale che N; & sottogruppo normale di N;_; e il gruppo quoziente N;_;/N; &
abeliano per ogni 1 < i < n. Procediamo per induzione su n.
n = 1:in questo caso G & abeliano, quindi K(G) = {e}.
n — n+ 1 : per Iipotesi induttiva esiste m € N tale che K™ (N;) = {e}. Inoltre K(G/N1) = {eq/n,}
poiché G/N; ¢ abeliano. Applicando (2) all’omomorfismo v : G — G/N; vediamo che v(K(G)) =
{ec/n, }, quindi K(G) C Kerv = Ny e percid K™H(G) € K™(Ny) = {e}.

4.4 Corollario

Sia G un gruppo risolubile. Allora sono risolubili anche ogni sottogruppo H < G e ogni gruppo quoziente
G/N (dove N ¢ un sottogruppo normale). Inoltre G & risolubile se (e solo se) esiste un sottogruppo
normale N tale che N e G/N sono risolubili.

DIMOSTRAZIONE

Sia K"(G) = {e}. Applicando[4.2] (2) all'immersione H < G e all'epimorfismo canonico v : G — G/N si
ottiene K" (H) = {e} e K"(G/N) = {eg/n}

Dato infine un gruppo G con un sottogruppo normale N tale che N e G/N sono risolubili, si procede
come nella dimostrazione del passo induttivo in |4.3| per concludere che G é risolubile.

4.5 Richiamo: Il segno di una permutazione

Data una permutazione ¢ € S,,, una coppia di numeri (,7) con 1 < i < j < n & detta inversione per o
se o(i) > o(j). Se r & il numero delle inversioni per o, chiamiamo segno di ¢ il numero

do) =1y = ] TO=
1<i<j<n

Si dice che o & parise e(0) = 41, ovvero il numero delle inversioni & pari, altrimenti o & detta dispari.
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4.6 1l gruppo alterno

L’applicazione
e: S, = {1,-1}, 0 — (o)

¢ un omomorfismo suriettivo il cui nucleo A,, consiste delle permutazioni pari ed ¢ detto gruppo alterno.
Si ha
n!
Sn/An 2Z/27 e | A, |= 5
DIMOSTRAZIONE Si noti innanzitutto che {1,—1} & un gruppo rispetto alla moltiplicazione con
elemento neutro 1, e come tale & isomorfo a (Z/2Z,+). Resta quindi da verificare che e(o7) = e(0)e(7):

Abbiamo quindi che A,, = Kere ¢ un sottogruppo normale di S, e gli enunciati seguono dal Teorema
Fondamentale dell’Omomorfismo e dal Teorema di Lagrange.

4.7 Lemma
Dati un ciclo (x7 ...xz,,) € S, e una permutazione o € S,,, si ha
go(z1...xm)o0 = (o(x1)...0(zm))

Infatti. ..

4.8 Risolubilita del gruppo simmetrico

Il gruppo S,, € risolubile se e solo se n < 4.

DIMOSTRAZIONE

(1) Ogni gruppo abeliano & risolubile: si scelga {e} < G. Quindi S; e Sy sono risolubili.

(2) S5 & risolubile:
{id} < A3 < S3

¢ una catena di sottogruppi normali dove i quozienti A3 = Z/37Z e S5/As = 7Z/2Z sono tutti abeliani.

(3) Sy é risolubile:
{id}§V§A4§S4

& una catena di sottogruppi normali dove i quozienti V, Ay/V = Z/37 e Sy4/Ay = 7Z/27 sono tutti
abeliani.
Per verificare che V ¢ un sottogruppo normale di Sy si noti che per il Lemma [£.7]

0(12)(34) oo™t = 0(12)0 0 0(34)0™! = (6(1)0(2)) o (0(3)0(4)) € V

e analogamente per gli altri elementi.
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(4) S, non e risolubile se n > 5:

(i) Verifichiamo che se N ¢ un sottogruppo normale di S, che contiene tutti i 3-cicli, anche K(N) ¢
un sottogruppo normale di S,, che contiene tutti i 3-cicli: infatti K(N) & normale in S, per 3).
Inoltre N deve contenere a = (123) e b = (145) (stiamo usando n > 5), quindi K(N) contiene [a,b] =

1 2 4 e
(123) (145) (321) (541) = ( 5 4 g ) 2 " ) = (124), ed essendo un sottogruppo normale,
K(N) deve contenere anche o~ ! (124) o per tutte le permutazioni o € S,,. Allora ogni 3-ciclo (zyz)

con z,y,z € {1,...,n} appartiene a K(NN) poiché possiamo scrivere (ryz) = o~ ! (124) o scegliendo una
permutazione o con o(1) = z,0(2) = y,0(4) = z, vedi Lemma

(ii) Poiché G = S,, contiene tutti i 3-cicli, deduciamo da (i) che K (G) contiene tutti i 3-cicli, quindi anche
K?(G), anche K3(G),..., anche K™(G) per qualsiasi n € N. Da [4.3|segue che G non & risolubile.
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Parte 11

ANELLI

5 1l concetto di anello

5.1 Definizione

Un anello (R, +, ) € costituito da un insieme non vuoto R e due operazioni +,-: R x R — R su R che
godono delle proprieta:

(R1) (R,+) & un gruppo abeliano con elemento neutro Og;

(R2) (R, ) gode della proprieta associativa e possiede un elemento neutro 1g;

(R3) Leggi distributive:

a(b+ c¢) = ab + ac,

(a+b)e = ac+ be.

Un anello si dice commutativo se (R, -) gode della proprieta commutativa.

OSSERVAZIONI :

(1) a-0gr =0gr-a = 0g per a € R.

Infattia-Og+a-a=a-(0gr+a) =a-a quindi a-0r = 0p.

(2) (—a)-b=a-(-b) = —a-bpera,b€R.

(3) Og e 1R sono univocamente determinati. Se R # {Og} allora 1z # Og.

Da ora in poi i nostri anelli saranno tutti diversi da zero: R # {Og}.

5.2 Elemento invertibile. Campo

Sia (R, +, ) un anello.

(1) Un elemento a € R ¢ invertibile se esiste un elemento b € R tale che ab=ba = 1
In tal caso b & univocamente determinato e si indica con a~'.

(2) Sia R* I'insieme di tutti gli elementi invertibili dell’anello R. Sicuramente R* C R\ {0} e (R*,-) &
un gruppo con elemento neutro 1p.

(3) (R, +,-) si dice campo se R & commutativo e R* = R\ {0}, in altre parole, se (R\{0}, ) & un gruppo
abeliano.

(4) (R,+,-) si dice dominio (di integrita) se R & commutativo e non possiede divisori di zero, ovvero se

non esistono elementi z,y € R\ {0} tali che z -y = 0.

5.3 Sottoanello e sottocampo

Sia (R, +,-) un anello (un campo). Un sottoinsieme S C R si dice sottoanello (sottocampo) se 1 € S e
S & un anello (un campo) rispetto alle operazioni + e - definite in R.
OSSERVAZIONE:

(1) Un sottoinsieme S C R ¢ un sottoanello se e solo se:
(i) (S,+) ¢ un sottogruppo del gruppo abeliano (R, +),
(ii) 1p € S,

(iii) se z,y € S, allorax -y € S.

(2) Un sottoinsieme S C R & un sottocampo se e solo se:
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(i) (S,+) & un sottogruppo del gruppo abeliano (R, +),

(if) (S'\ {0}) & un sottogruppo del gruppo abeliano (R\{0}, ).

5.4 Esempi

1) (Z,+,") & un anello con Z* = {1, —1}.

)
2) (Q,+,-), (R, +,-) e (C,+,-) sono campi. Si ha una catena di sottocampi Q G R & C.
3) Ogm campo € un dominio. Z & un dominio, ma non un campo.
4) Le matrici quadrate di ordine n su un campo K formano un anello (K™*™,+,-) non commutativo,
12\ (0 1) _ (01
0 0 00/) \0O0
O 1y (1 2\ (00
0 0 00/ \00

Si ha (K™*™)* = {4 € K™*" | detA # 0} = Gl(n, K).
(5) Se Ry,...,R,, n > 2 sono anelli, anche il loro prodotto cartesiano R = Ry X ... X R, ¢ un anello

(
(
(Z,+,-) & sottoanello di (Q,+,-).
(
(

con divisori di zero. Ad esempio:

rispetto all’addizione e moltiplicazione per componenti. Si ha Ogr = (Og,,...,0r,) ¢ 1g = (1r,,...,1R,).
(6) Siano I un insieme non vuoto e R un anello. L’insieme R! di tutte le applicazioni f : I — R & un

anello rispetto a
f+g: I =R,z f(z)+g(x)

frg:I =R x— f(z) g(x)

Sihal: I >R, z—1e0: I —> R, x— 0.
Se I & uno spazio topologico, allora I'insieme C(I, R) di tutte le funzioni continue & un sottoanello di R’.
In particolare, per I = Ny = {0,1,2,...}, otteniamo I’anello R™° di tutte le successioni di elementi di R.

5.5 L’anello dei polinomi.

(1) Dato un anello R, I'insieme RMN) di tutte le successioni (ag, a1, as, ...) di elementi di R con a, =0
per quasi tutti gli n ¢ un anello rispetto a

(ao,al,...)—F(bo,bl,...):(a0+b07 aq +b1,)
(ao,ar,...) - (bo,br,...) = (ag - bo, aoby + arbo, ..., > @iby_i,...)
Siha0=(0,...)e1=(L0,...).

(2) Per x = (0,1,0,...) si ottiene 22 = (0,0,1,0,...), 23 = (0,0,0,1,0,...) ecc.

Quindi possiamo scrivere ogni elemento

n
(aop,a1,az2,...) = Zaix’
i=0
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dove a,, & 'ultima componente diversa da zero di (ag, ai,as,...).

Diremo che Z?:o a;x' & un polinomio in = su R con i coefficienti ay, . .., a,, dove a, & detto il coefficiente
direttivo e n = deg f il grado di f. 11 polinomio 0 = (0,0,...) per convenzione ha grado -1.

L’anello R™N) con queste operazioni ¢ detto anello dei polinomi in x su R e si indica con R|[z].

Identificando gli elementi di R con i polinomi costanti (di grado < 0), possiamo interpretare R come
sottoanello di R[x].

(3) Se R & un dominio, allora
(i) R[z] ¢ un dominio,

(ii) deg(fg) = deg f +degg per f,g € R[z]\ {0},
(ifi) R[z]* = R*.

Infatti:

6 Ideali

A. I’ANELLO QUOZIENTE.

6.1 Definizione.

Sia (R, +,-) un anello. Un sottoinsieme non vuoto I C R & detto ideale (bilatero) se per tutti gli elementi
a,bel,re Rsihaa+bel, racl ear € I. Se I # R si dice che I & un ideale proprio.

OSSERVAZIONI:
(1) Ogni anello possiede gli ideali banali R e 0 = {Og}.

(2) Se un ideale I di un anello R contiene un elemento invertibile a € R*, allora I = R.
Infatti per ognir € Rsihar=r-1g=7-(a"'a)=(r-a ') a €1.
SN~

ER el

(3) Ogni ideale I di R & un sottogruppo del gruppo abeliano (R, +).
Infatti pera,be Isihaa—b=_a +(-1) b €l
~— SN~
el c€R el
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6 IDEALI

(4) Data una famiglia (Ix)rex di ideali, anche la somma Y, Iy = {>7 1 a; | n € Nyap € I;}

e l'intersezione (), ¢ Ix sono ideali.

(5) Ogni sottoinsieme non vuoto A C R di un anello R definisce un ideale
(A) = ﬂ{[ | I C R & unideale con A C I},

il pit piccolo ideale di R che contiene l'insieme A, detto l’ideale generato da A.
Per A ={a4,...,a,} scriviamo

(4) = (a1,-..,a,).

Se R & commutativo, allora
n
(A4) = {Zmai | neNry,...,r, € Ryay,...,a, € A}
i=1
In particolare, ogni elemento a € R definisce un ideale

(a) ={ra | r € R}

detto ideale principale generato da a.

6.2 Esempi.

(1) Ogni campo possiede soltanto gli ideali banali 0 e K.

(2) Gli ideali di Z sono tutti principali.
Infatti:

(2) Siano A C I due insiemi e sia R un anello. Allora N'(A) = {f € R | f |a= 0} & un ideale di R’.

6.3 L’anello quoziente di R modulo /

Sia (R,+,-) un anello e sia I C R un ideale. Poiche I < (R, +) possiamo considerare i laterali (destri o

sinistri) di (R, +) modulo I. Per a € R si pone
a={reR|z—acl}={a+ylyel}=a+1

Sihachea@=a'seesolosea—a €1.

L’insieme di tutti i laterali di R modulo I si indica con R/I. Definiamo le operazioni seguenti su R/I:
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Le operazioni sono ben definite:

Con queste operazioni R/I diventa un anello, detto I’anello quoziente di R modulo I, con
Orr=0=0+1=1
13/1 =1=14+1

6.4 Esempio: Z/nZ.

Per n € N consideriamo (Z/nZ,+, ), 'anello quoziente di Z rispetto all’ideale I = nZ.
(1) Abbiamo
Z/nZ* ={a|0<a<n,MCD(a,n)=1}.

Infatti @ & invertibile se e solo se esiste @ tale che @a = 1, ovvero esistono «, 3 € Z tali che aa+ n = 1.
Ma c¢id significa proprio che i numeri a ed n sono primi tra loro (identitd di Bézout, vedi , cioe
MCD(a,n) = 1. Vedremo in [7.6| come determinare i numeri « e § attraverso I’Algoritmo Euclideo.
Concludiamo immediatamente che

(2) Z/nZ & un campo se e solo se n & un numero primo.

(3) La funzione di Euler(ﬂ: Per ogni n denotiamo con ¢(n) il numero di tutti i numeri naturali
0 < a < n che sono primi con n, ovvero

p(n) =| Z/nZ" |

Otteniamo cosi una funzione ¢ : N — N, detta funzione di Fulero, che si calcola come segue: Se p1,...,p,
sono i divisori primi distinti di n, ovvero n = p; ™! - p, ™", allora

1 1

e(n)=n-1-—)-...-(1-—)

b1 Dr

In particolare, per ogni numero primo p si ha
e(p)=p-1

(4) Teorema di Ferma‘rﬁ-Eulero. Dati due numeri naturali a,n € N che siano primi tra loro, in Z/nZ
si ha sempre
690(") =1

(5) Piccolo Teorema di Fermat. Dati un numero naturale a € N e un numero primo p che non divida
a, in Z/pZ si ha sempre
at =1

3Leonhard Euler, matematico svizzero (1707-1783)
4Pierre de Fermat, matematico francese (1601-1665)
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L’algoritmo RSA (Rivest-Shamir-Adleman)

Supponiamo che una persona (una banca, un sito web...) voglia farsi inviare messaggi criptati da altre
persone (clienti, utenti...). Per permettere una transazione semplice e veloce, invece di concordare una
chiave di criptazione segreta con ciascun utente, spesso si preferisce usare una chiave pubblica.

Per garantire la sicurezza di un tale sistema di criptazione serve una procedura asimmetrica: dev’essere
facile produrre la chiave di criptazione, ma dev’essere praticamente impossibile risalire da questa alla
chiave di decriptazione. Nel 1977 Rivest, Shamir e Adleman E| ebbero l'idea di sfruttare il fatto che e
facile trovare numeri primi p, ¢ molto grandi (attraverso opportuni test di primalita) e calcolare il loro
prodotto n = p - ¢, mentre & praticamente impossibile, dato n, risalire alla scomposizione in fattori primi
n = p-q. Quando si dice “praticamente impossibile” si intende che il tempo necessario a trovare p e g con
i mezzi attualmente a disposizione € cosi lungo da rendere irrilevante la soluzione; bastera cioe sostituire
di tanto in tanto i numeri p e ¢ per garantire la sicurezza del sistema (naturalmente soltanto finché non
saranno disponibili metodi pit veloci per la fattorizzazione in numeri primi...)

Vediamo in dettaglio come funziona ’algoritmo di Rivest, Shamir e Adleman. Dati numeri primi p,q
molto grandi (di 300 e piu cifre), poniamo
n=p-gq,
m=¢n)=(p-1)(¢-1)
e scegliamo un numero naturale 1 < a < m che sia primo con m.

Vogliamo inviare un messaggio che, con qualche procedimento, & stato trasformato in una sequenza di
numeri di lunghezza inferiore a min(p, ¢). Il nostro messaggio ¢ quindi un numero 1 < z < min(p, q) < n.

La chiave di criptazione & (a,n):
per la cifratura di un messaggio 1 < z < min(p, ¢) < n si trasforma z nell’intero y € {1,...,n — 1} con

y=T%in Z/nZ.

La chiave di decriptazione & (a,n):
per la decifrazione di un messaggio y € {1,...,n — 1} si trasforma y nellintero 2’ € {1,...,n — 1} con

2 =y%in Z/nZ,
dove € {1,...,n— 1} & determinato dall’elemento inverso @ = @ ~! di @ nell’anello Z/mZ, vedi

Per chi conosce soltanto la chiave di criptazione (a,n) € praticamente impossibile risalire a m e a. Quindi
si puo rendere pubblica la chiave (a,n) e mantenere segreta («,n), o anche viceversa.

Verifichiamo che x = 2. sappiamo che @-@ = 1, quindi ca = 1 + Bm per un 3 € Z, e perciod

— _ _ —14+B8m
=y =x% =10

=7-7°™ in Z/nZ.
Ricordando che m = ¢(n) e che © < min(p, ¢) € primo con n, segue dal Teorema di Fermat-Eulero
79" = (M) =1 in Z/nZ

e pertanto
2 =T in Z/nZ.

Poiché z,2’ € {1,...,n — 1}, possiamo dunque concludere che z = z’.

Smatematici e informatici al Massachussetts Institute for Technology
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6.5 Omomorfismi

Siano R e S due anelli.

Un’applicazione ¢ : R — S si dice:

- omomorfismo se per tutti gli elementi a,b € R si ha:
p(a+b) = p(a) + ¢(b),

p(ab) = ¢(a) - (b),

o(1r) = 1s;

- monomorfismo se ¢ € un omomorfismo iniettivo,
- epimorfismo se ¢ € un omomorfismo suriettivo,
- isomorfismo se € un omomorfismo biiettivo.

Se esiste un isomorfismo ¢ : R — S, si dice che R e S sono isomorfi e si scrive R = S.

6.6 Nucleo e immagine.

Siano R, S anelli e ¢ : R — S un omomorfismo.
1. Kergp = {a € R | ¢(a) = 0} & un ideale di R, detto il nucleo di ¢.
2. Imy = {p(a) | a € R} & un sottoanello di S.

3. p(0g) = 0g. Inoltre ¢ & un monomorfismo se e solo se Keryp = 0.

DIMOSTRAZIONE

6.7 Esempi

17

(1) Se R C S & un sottoanello, allora l'inclusione R < S & un monomorfismo di anelli. In particolare,

¢ : Z — Q & un monomorfismo; si noti che la sua immagine Imy = Z non ¢é un ideale di Q.

(2) Sia R un dominio. L’applicazione

cp:R[:c]%R,f:Zai:riHag

=0

¢ un epimorfismo con nucleo Kerp = (z).
Infatti



18 6 IDEALI

(3) Siano K un campo ed R un anello. Ogni omomorfismo di anelli K’ — R ¢& iniettivo.
Infatti

(4) L’applicazione

viR—>R/I,z—~T=x+1

¢ un epimorfismo con nucleo Kerv = I, detto epimorfismo canonico.

Come in 3.5 e B.6] si dimostra

6.8 Teorema di Fattorizzazione di Omomorfismi

Siano R un anello e I un ideale di R con Pepimorfismo canonico v : R — R/I. Sia inoltre f : R — S un
omomorfismo di anelli tale che f(I) = 0. Allora esiste uno e un solo omomorfismo f : R/I — S tale che

fv=*F
Si ha Kerf = Kerf/I = {z | v € Kerf} e Imf = Imf.

6.9 Teorema Fondamentale dell’Omomorfismo

Siano R, S anelli e sia ¢ : R — S un omomorfismo. Allora R/Ker ¢ 2 Im .

6.10 Ideali massimali.

Dato un anello R, gli ideali propri di R formano un insieme ordinato rispetto all’inclusione C. Gli elementi
massimali sono detti ideali massimali di R. Quindi un ideale proprio I C R & massimale se e solo se per
ogni ideale A con I C A C Rsi ha I = A oppure A = R.

Osservazione. Sia R un anello commutativo. Un ideale I di R ¢ massimale se e solo se R/I & un campo.
DIMOSTRAZIONE :

6.11 Esempi

(1) Gli ideali massimali di Z sono gli ideali di forma pZ con p primo.

(2) Siano I un insieme, z € I e K un campo. Allora

{feK’| f(z)=0}

& un ideale massimale di K.
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7 Divisibilita
Vogliamo adesso studiare anelli che hanno proprieta simili all’anello Z.

7.1 Anelli euclidei.

Un anello euclideoﬁ & costituito da una coppia (R,d) dove R ¢ un dominio e § : R\ {0} — Ny & una
funzione con la proprieta che per tutti gli elementi a,b € R\ {0} esistono ¢,r € R tali che

(i) a=gb+r (divisione col resto)

(ii) = = 0 oppure 6(r) < §(b)

7.2 Esempi.

(1) (Z,| - |) & un anello euclideo.

DIMOSTRAZIONE: Per 0 < b < a si scelga ¢ € N tale che ¢b < a < (¢g+1)b e si ponga r = a — qb. Negli
altri casi si procede analogamente.O

(2) 1l sottoanello Z[i] = {a +ib|a,b € Z} di C degli interi di Gauss con la funzione § : Z[i] \ {0} — Ny
data da 6(a+ib) =| a+ib|?> = a®> +b* & un anello euclideo (Esercizio).

(3) Se K & un campo, allora (K[z],deg) & un anello euclideo.

DIMOSTRAZIONE:

7.3 Dominio a ideali principali.

In un anello euclideo (R, d) tutti gli ideali di R sono principali.
Si dice che R & un dominio a ideali prinicipali, anche detto PID (principal ideal domain).
DIMOSTRAZIONE:

6Euclide, matematico dell’ Antica Grecia (300 a.C.)
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7.4 Divisibilita.
Dati due elementi z,y € R di un dominio R, diremo che
e x divide y, e scriveremo x | y, se esiste r € R tale che rx = y, ovvero se y € (z).

e z,y € R sono associati, e scriveremo = ~ y, se z divide y e y divide z, ovvero se (z) = (y).

OSSERVAZIONE: Due numeri interi z,y € Z sono associati in Z se e solo se x = y oppure z = —y.

Pitu in generale, in un dominio R si ha z ~ y se e solo se esiste r € R* tale che y = rz.

Infatti

7.5 Massimo comun divisore e minimo comune multiplo.
Lemma e Definizione. Sia (R, ) un anello euclideo e siano ay,...,a, € R\ {0}. Allora esistono
e un elemento d € R, detto massimo comun divisore di aq,...,a,, tale che
1. d & comun divisore: d | a; per ogni 1 <i <mn,
2. d & multiplo di qualsiasi altro comun divisore: se t | a; per ogni 1 < i < n, allora ¢ | d;
e un elemento m € R, detto minimo comune multiplo di a4, ..., a,, tale che

1. m & comune multiplo: a; | m per ogni 1 <14 <n,

2. m divide qualsiasi altro comune multiplo: se a; | ¢ per ogni 1 <i < n, allora m | c.

Gli elementi d e m sono univocamente determinati a meno di associazione.
Scriveremo d = MCD(ay,...,a,) e m = mem(ay, ..., an,).
DIMOSTRAZIONE:

Per [7.3] esiste d € R tale che

(d) = (a1,...,an).

Si verifica che d & massimo comun divisore di a1, ..., ay,:
1. d & comun divisore poiché ay,...,a, € (d).
2. Se t & comun divisore di ai,...,an, allora ai,...,a, € (t) e anche (ay,...,a,) = {d 1, ria; |

T1,...,Tn € R} C (t), quindi d € (t), e pertanto ¢ deve dividere anche d.

N

Inoltre, se anche d’ ¢ massimo comun divisore, allora d ¢ multiplo del comun divisore d’, e d’ ¢ multiplo
del comun divisore d, quindi d ~ d’.

Infine, per [7.3] esiste anche m € R tale che
(m) = (a1)N...N(an).

Si verifica analogamente che m ¢ minimo comune multiplo di a4, ..., a, e che come tale ¢ univocamente
determinato a meno di associazione. O

OSSERVAZIONE. In Z il massimo comun divisore e il minimo comune multiplo sono univocamente
determinati a meno del segno, cf. 'osservazione in [7.4]
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7.6 L’Algoritmo Euclideo.

In un anello euclideo (R, §) possiamo calcolare il massimo comun divisore di a,b € R\ {0} tramite divisioni
successive come segue:
Se b | a, allora b= MCD(a,b). Altrimenti poniamo o = b e eseguiamo divisioni col resto:

a=qTo+11 con ¢, € R e d(r1) < d(ro)
To = Q271 + T2 con ¢2,72 € R e d(rz) <d(r)

Tnel =qn4+1Tn +Tnt1 CON Qui1,Tnty1 €ER € 741 =0.

Allora b
rn = MCD(a,b) e Lo mem(a, b).

T'n

Inoltre, risalendo dal basso verso I’alto, troviamo coefficienti o, 3 € Z tali che

rn, = aa + 5b.
DIMOSTRAZIONE:
7.7 Elementi coprimi.
Sia (R,¢) un anello euclideo. Si dice che aj,...,a, € R sono coprimi se ciascun comun divisore di
ai,...,a, € invertibile, ovvero se 1 = MCD(ay,...,a,).

7.8 Bézout, Euclide, Diofanto

1. Identita di Bézoutﬂ. Due elementi a,b in un anello eucildeo (R,d) sono coprimi se e solo se
esistono «, 8 € R tali che 1 = aa + Sb.

2. Dati a, b, c € Z, ’equazione diofanteaﬂ
ax +by=c
ha soluzione z,y € Z se e solo se MCD(a,b) divide c.

3. Siano by, ..., b, € R\{0} elementi di un anello euclideo (R, ). Sed = MCD(by,...,b,) eb; =d-a;
per 1 <i < n, allora ay,...,a, sono coprimi.

4. Lemma di Euclide. Siano z,a,b € R elementi di un anello euclideo (R, d). Se x,a sono elementi
coprimi e z | ab, allora x | b.

"Etienne Bézout, matematico francese (1730-1783)
8Diofanto di Alessandria, matematico greco del I1I secolo a.C.
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DIMOSTRAZIONE:

7.9 Elementi irriducibili.

Definizione. Un elemento non invertibile p € R di un dominio R si dice irriducibile se possiede soltanto
i divisori banali, ovvero se xy = p, allora x € R* oppure y € R*.

Proposizione. Sia (R, d) un anello euclideo e sia 0 # p € R un elemento non invertibile. Sono equivalenti

i seguenti enunciati:
1. p e irriducibile.
2. Se p divide il prodotto z -y di due elementi z,y € R, allora divide uno dei due fattori: p |z o p | y.

3. (p) & un ideale massimale.

DIMOSTRAZIONE:

OSSERVAZIONE. Gli elementi irriducibili di Z sono esattamente i numeri primi.
Vogliamo adesso dimostrare ’analogo del

Teorema Fondamentale dell’Aritmetica: Ogni numero intero a € Z \ {0,1, —1} pud essere scritto
come prodotto di numeri primi e questa scomposizione € unica a meno dell’ordine e del segno.

7.10 Dominio a fattorizzazione unica.

In un anello euclideo (R, §) ogni elemento non invertibile a € R con a # 0 pud essere scritto come prodotto
di elementi irriducibili e questa scomposizione ¢ unica a meno dell’ordine e di associazione.

Piu precisamente:
(i) Esistono elementi irriducibili py,...,p, € R tali che a =py ... pn.

(ii) Se anche qi,...,¢n € R sono elementi irriducibili tali che a = ¢1 - ... - gy, allora m = n ed esiste
una permutazione o € S, tale che p; ~ g,(;) per ogni 1 <14 <n.
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Si dice che R & un dominio a fattorizzazione unica, anche detto UFD (unique factorization domain).

DIMOSTRAZIONE:

(1) Osserviamo innanzitutto che ogni catena ascendente di ideali

LclhclsC...R

¢ stazionaria, cioe esiste n € N tale che I, = I),11 = I,,42 = .... Un anello con questa proprieta ¢ detto

noetheriano Pl

Infatti

(2) Poiché R & noetheriano, ogni insieme non vuoto S di ideali di R deve contenere un elemento massimale,
ovvero un ideale I tale che non esistono ideali di S che contengano propriamente I. Altrimenti potremmo
trovare in S una catena ascendente di ideali I; C Is C I3 ... che non diventa stazionaria.

(3) Per dimostrare (i), supponiamo per assurdo che esistano elementi in R\ (R*U{0}) senza scomposizione
in irriducibili. Consideriamo 'insieme S di tutti gli ideali principali generati da tali elementi. Abbiamo
visto in (2) che questo insieme deve contenere un elemento massimale I. Per definizione I = (a) &
generato da un elemento a che non e irriducibile, né invertibile, né zero. Quindi esistono due elementi
non invertibili x,y € R tali che a = x - y. Abbiamo dunque che l'ideale I ¢ propriamente contenuto
negli ideali (z) e (y). Per la massimalita di I cio implica che (z) e (y) non appartengono all’insieme S e
significa quindi che sia x che y possono essere scritti come prodotto di elementi irriducibili. Ma allora lo
stesso vale per a = x - y, e otteniamo la contraddizione desiderata.

(4) Per dimostrare (ii)

9Emmy Noether, matematica tedesca (1882-1935)
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Parte 111

PoLinowMmr

Abbiamo visto sopra che l'anello dei polinomi K[z] su un campo K ha le seguenti proprieta:
1. I polinomi invertibili sono esattamente i polinomi costanti diversi da zero, cioé di grado 0 (vedi[5.5).
2. Due polinomi f, g € K[z] sono associati se e solo se f = ag per una costante o € K \ {0} (vedi|7.4).

3. Due polinomi f,g € KJz] possiedono sempre un massimo comun divisore e un minimo comune
multiplo che sono univocamente determinati a meno di una costante (vedi [7.5)).

4. Ogni ideale di K[z] & principale (vedi [7.3).

5. Ogni polinomio f € K[z] non costante, cio¢ di grado > 0, puod essere scritto come prodotto di
polinomi irriducibili e questa scomposizione & unica a meno dell’ordine e di costanti ((7.10]).

Adesso vogliamo studiare i polinomi irriducibili.

8 Zeri di polinomi

8.1 Polinomi irriducibili su un campo.

Teorema: Sia K un campo e sia f € K[z] un polinomio. Sono equivalenti i seguenti enunciati:
1. f & un elemento irriducibile di K[z].
2. deg f =n >0 e f non puo essere scritto come prodotto di due polinomi di grado < n.

3. L’anello quoziente K[z]/(f) € un campo.

DIMOSTRAZIONE

8.2 Zero di un polinomio

Sia R commutativo, e sia f € R[z], f = > 1 ,a;z". Per & € R poniamo

L’elemento a € R & detto zero (oppure radice) di f se f(a) = 0.
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8.3 Teorema di Ruffini

EU] Sia K un campo. Per o € K V'applicazione
o Kz] = K, fr f(a)

¢ un epimorfismo con nucleo Kere,, = (z — «). In particolare, @ € K & uno zero di un polinomio f € K|[z]
se e solo se il polinomio x — « divide f. Inoltre, K[z]/(x — a) = R.

DIMOSTRAZIONE

COROLLARIO Sia K un campo e sia f € K[z] un polinomio di grado n > 0. Allora f possiede al pit n
zeri in K.

DIMOSTRAZIONE

8.4 Polinomi irriducibili di grado < 3.

Sia K un campo.

(1) Ogni polinomio f = ag + ayz di grado 1 ¢ irriducibile e ammette I'unico zero o = —aj ‘ag € K.
(2) Se f € K[x] & un polinomio irriducibile di grado deg f > 1 allora f non ammette zeri.

(3) Un polinomio f € K[z] di grado deg f € {2,3} ¢ irriducibile se e solo se non ammette zeri.

DIMOSTRAZIONE

10Paolo Ruffini, matematico italiano (1765-1822)
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8.5 Esempi.

(1) Teorema Fondamentale dell’Algebra: I polinomi irriducibili di C[z] sono i polinomi di grado 1.
Quindi ogni f € C[z] ¢ di forma [ = a(x — a1)(z — ag)...(x — a,) con a, aq,...,a, € C.

(2) Sia f = 2™ — a € C[z]. Gli zeri di f sono le radici n-sime di a.
Ricordiamo: ponendo
a = r(cosa + i sina)

in forma trigonometrica, le radici n-sime di @ sono

2, = /1 (cos

ok ok
Ot it 01, — 1

(3) Sia f = 2* +1 € C[z] (caso n = 4, a = —1). Vediamo che f = gh con g, h € R[z] di grado 2, dunque
f non & irriducibile in R[z] pur non avendo zeri in R, e 'enunciato di (3) non puo essere esteso a
polinomi di grado superiore!

Infatti gli zeri di f € C sono le radici quarte di —1 = cosm + ¢ sin,

cioe z = 005%2’”’C +1 sin%m, k =0,1,2,3, in particolare

zp = cos% +1 sz’n% = %\/Q—i—z%\/ﬁ

2z = cos%’r +1 sin‘%7r = —%\/?—i— z% 2.

Quindi f = (x — 20)(x — Zo) (v — 21)(x —Z1) € Clz] con g =22 — 2z +1e h =22 + 2z + 1.

g h

Infatti

(4) I polinomi irriducibili in R[z] sono esattamente i polinomi di primo grado e quelli di secondo grado
f =ao+ a1w + azx? con ag,a; € R, az € R\ {0} e A = a? — 4apas < 0.

Infatti

Quindi ogni polinomio f € R[z] & prodotto di polinomi di grado < 2 in R[z].

(5) Il polinomio f = 2% + x + 1 & irriducibile su Z/2Z ma non su K = Z/3Z.

Il polinomio z* + 2% + 1 = (2% +  + 1)? & riducibile su Z/2Z pur non avendo zeri.

Il polinomio f = 2x + 2 = 2(x + 1) ¢ irriducibile in Q[z], ma non in Z[z]. Il polinomio 6x? + 5z + 1 =
3z + 1)(2z + 1) € Z[x] & riducibile di grado 2, pur non avendo zeri in Z.
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9 Criteri di irriducibilita

9.1 Polinomi primitivi.

OSSERVAZIONE: Per ogni polinomio 0 # f € Q[z] esiste 0 # o € Q tale che « - f sia un polinomio di
Z[z] con coeflicienti coprimi. Un polinomio in Z[x] \ {0} i cui coefficienti sono coprimi si dice primitivo.
Ad esempio, se f = %—i— % 22, possiamo prendere o = 2—21 per ottenere il polinomio primitivo a- f = 746 22.
Ovviamente f ¢ irriducibile in Q[z] se e solo se a - f ¢ irriducibile in Q[z]. Vedremo in che basta
esaminare l'irriducibilita su Z, cioe: f & irriducibile in Q[x] se e solo se « - f ¢ irriducibile in Z[z].
ESEMPI.
(1) Ogni polinomio monico & primitivo.
(2) Ogni polinomio irriducibile f € Z[z] di grado n > 0 & primitivo. Altrimenti otteniamo una
fattorizzazione non banale f = d - f' dove d € Z ¢ il massimo comun divisore dei coefficienti di f.
(3) 2 € Z[x] & irriducibile ma non primitivo.
(4) T polinomi irriducibili di Z[X] sono (Esercizio):

e i polinomi costanti p dove p € un numero primo, e

e i polinomi primitivi di grado n > 0 che non sono prodotto di due polinomi di grado < n.

9.2 Riduzione modulo p.

Sia p un numero primo e
p: Zlx] = Z/pZix], Zai b Zaﬁ-xi.
i=0 i=0
Allora

1. p € un epimorfismo con nucleo

pZ[z] = {f € Z[z] | tutti i coefficienti di f appartengono a pZ }.

2. Se f =" ,a;z" € Z[z] & un polinomio primitivo di grado n > 0 tale che p non divide a,, e p(f) ¢
irriducibile in Z/pZ|x], allora f & irriducibile in Z[z].

DIMOSTRAZIONE. 1l polinomio f € Z[z] \ {0} non & invertibile. Siano g,h € Z[z] tali che f = gh.
Poiché @, # 0, il polinomio p(f) ha grado n. Inoltre p(f) = p(g)p(h) in Z/pZ|x] e per ipotesi uno dei
due fattori, ad esempio p(g), € costante e 1’altro, p(h), ha grado n. Ma degh > degp(h), quindi anche h
ha grado n e g dev’essere costante. Dunque g € Z € un comun divisore dei coefficienti di f ed e pertanto
invertibile in Z.0O

9.3 Ciriterio di Eisenstein.

Un polinomio primitivo f = Y7  a;z* € Z[z] di grado n > 0 & irriducibile in Z[z] se esiste un numero
primo p tale che:

(i) p non divide a,
(ii) P divide ag,a1,y...sap—1

(iii) p? non divide aq.
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DIMOSTRAZIONE

9.4 Lemma di Gauss.
|E| Se f,g € Z|x] sono polinomi primitivi, anche il prodotto fg & primitivo.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo che esista un numero primo p che divide tutti i coefficienti di fg.
Consideriamo ’applicazione p di Sappiamo che 0 = p(fg) = p(f) - p(g) e poiché Z/pZ[z] ¢ un
dominio, si ha p(f) = 0 oppure p(g) = 0. Ma allora uno dei due fattori f oppure g appartiene a pZ[z] e
non puo essere primitivo perché p divide tutti i suoi coefficienti. O

9.5 Proposizione
Un polinomio primitivo 0 # f € Z[z] ¢ irriducibile in Z[z] se e solo se lo ¢ in Q[z].

DIMOSTRAZIONE <«: Sia f irriducibile in Q[z] e siano g, h € Z[z] tali che f = gh. Allora uno dei
fattori, ad esempio g, dev’essere invertibile in Q[z], quindi un polinomio costante diverso da zero. Dunque

g = ag € Z & un comun divisore dei coefficienti di f ed & pertanto invertibile in Z.
= Sia adesso f irriducibile in Z[x] e siano g, h € Q[x] tali che f = gh. Per esistono «, 8 € Q \ {0}
tali che ag, Sh € Z[x] siano primitivi. Per il Lemma di Gauss anche f’ = agfSh & primitivo e f = Y -

: : 1 _m i : - / I N i
Possiamo scrivere af = m conmn € Z coprimi, e otteniamo nf = mf’. Dunque, se f' =>"._,a;x",

abbiamo che n & comun divisore di ma,, may, ..., ma,, e poiché m,n sono coprimi, segue dal Lemma di
Euclide che n & comun divisore di a,,as,...,a, ed & pertanto invertibile. Analogamente vediamo che m
¢ comun divisore dei coefficienti di f ed & pertanto invertibile. Concludiamo quindi che a8 € {1,—1} e
f = (ag)(Bh) oppure f = —(ag)(Bh). Sappiamo adesso per ipotesi che uno dei fattori di questo prodotto,
ad esempio ag, dev’essere invertibile in Z[z], quindi g € {1,—1}. Ma allora g € {é, —%} CQeéun
polinomio costante diverso da zero ed ¢ quindi invertibile in Q[z].0

M Carl Friedrich Gau8, matematico tedesco (1777-1855)
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9.6 Esempi
(1) f=2* + 32 + 9 & irriducibile in Z[z] e Q[z]. Riduzione modulo 2:

(2) 2° + 823 + 622 + 10 & irriducibile in Z[x] e Q[z] per il criterio di Eisenstein (p = 2).

(3) Siano n € N, a € Z, p un numero primo tale che p/a, ma p? non divide a. Allora 2™ — a ¢ irriducibile
in Z[z] e Q[z] (per il criterio di Eisenstein).

9.7 Sostituzione

Sia K un campo, f = >_" ja;z" € K[z]. Sostituiamo z con az + b dove a,b € K e a # 0. Otteniamo il
polinomio f = Y7 ja;(az +b)" € K[z]. Allora f & irriducibile se e solo se f & irriducibile.

DIMOSTRAZIONE :

9.8 Esempio.

Per ogni primo p il polinomio f = 2P~ +2P~2 + ... + 22 + 2 + 1 & irriducibile in Z[z].
Infatti
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Parte IV

CAMPI

10 Estensioni algebriche

10.1 Estensione di un campo, grado dell’estensione

Siano K, F' campi. Se K C F & un sottocampo, si dice che F' & un’estensione di K. In tal caso F' & anche
uno spazio vettoriale su K. La dimensione di F' come spazio vettoriale su K e detta grado dell’estensione
e si indica con [F : K] = dimg F'.

Un’estensione si dice finita se [F : K| < oo.

10.2 L’estensione di campi K C F = K[z]/(f)

Sia K un campo e sia f € K[z] un polinomio irriducibile di grado n. Allora applicazione
¢: K= Klz]/(f) = F,a—a=a+(f)
¢ un monomorfismo e K C F ¢ un’estensione di campi di grado [F': K| = n. Gli elementi
—=n—1

1,Z,72,...,%

formano una base di F' su K.

DIMOSTRAZIONE :

10.3 Esempi
(1) Costruzione di C:
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(2) K=2/27, f =2>+2+ 1.

10.4 Teorema di Kronecker

[P Sia K un campo e sia f € K|[z] di grado n > 0. Allora esiste un’estensione K C F di grado [F: K] <n
nella quale f possiede uno zero a € F.

DIMOSTRAZIONE :

2Leopold Kronecker, matematico tedesco (1823-1891)
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10.5 Aggiunzioni, elementi algebrici, elementi trascendenti.
Sia K C F un’estensione.

1. Dato un sottoinsieme A C F, il campo
K(A) = ﬂ{L | L &un sottocampo di F' contenente K e A}
si dice aggiunzione di A a K.

2. Un elemento « € F si dice algebrico su K se esiste un polinomio 0 # f € K|x] tale che f(«a) = 0.
Altrimenti « & detto trascendente su K.

3. Se tutti gli elementi di F' sono algebrici su K, si dice che K C F & un’estensione algebrica.

OSSERVAZIONE: Ogni estensione finita ¢ algebrica.
Infatti

10.6 Il polinomio minimo
Sia K C F un’estensione, e sia o € F' un elemento algebrico su K.

1. Esiste uno e un solo polinomio A € K|[x] monico e irriducibile tale che h(a) = 0, detto polinomio
minimo di a su K.

2. Per ogni g € K[z] si ha g(ar) = 0 se e solo se h | g.

3. Sedegh = n, allora K — K|x]/(h) = K(«) & un’estensione di grado n con K- base 1, a, o?,....,a" L.

DIMOSTRAZIONE :
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10.7 Esempi

(1) 11 polinomio minimo di i su R & 22 + 1.

(2) 11 polinomio minimo di v2 € R su Q & 22 — 2.

(3) In 9.1(2) il polinomio minimo di 7 € F su K = Z/27Z ¢ 2% + = + 1.

(4) 11 polinomio minimo di « = -1 +i3vV3€CsuQea? +z + 1.

10.8 Lemma sul grado

Siano K C F un’estensione finita e sia L un campo intermedio, cioe K C L C F dove K C Le L C F
sono estensioni di campi. Allora
[F: K]=[F:L|L:K].

DIMOSTRAZIONE :

10.9 Corollario.

Sia K C F' un’estensione.
1. Se [F : K] & un numero primo, allora non esistono campi intermedi propri.

2. K C F & un’estensione finita se e solo se esistono elementi algebrici aq,...,a, € F tali che
F=K(a,...,an).

3. Sia K C L C F un campo intermedio. Allora K C F' & un’estensione algebrica se e solo se K C L
e L C F sono estensioni algebriche.

4. Sia K I'insieme degli elementi di F' che sono algebrici su K. Allora K C K & un’estensione algebrica,
detta chiusura algebrica di K in F.



34 11 CAMPI DI RIDUCIBILITA COMPLETA.

DIMOSTRAZIONE :

10.10 Esempi.

(1) La chiusura algebrica Q C Q di Q in C & un’estensione algebrica di grado infinito.
(2) 7 & trascendente su Q (Lindemann 1882).

11 Campi di riducibilita completa.

11.1 Teorema e Definizione.

Sia K un campo e sia f € K[x] un polinomio di grado n > 0. Allora esiste un’estensione K C F' di grado
[F': K] <n! tale che

1. f=a(z—a1)(z —ag)...(r —a,) cona € K, aj,as,...,a, € F.
2. Se K C F' C F & un campo intermedio contenente «;, ..., ay,, allora F' = F.

F & detto campo di riducibilita completa (oppure campo di spezzamento) di f su K.
Siha F = K(ag,...,an).

DIMOSTRAZIONE :
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11.2 Esempi

(1) T campo di riducibilita completa di f = 23 — 1 su Q:

(2) 1l campo di riducibilitd completa di g = 23 — 2 su Q:

(3) 11 campo di riducibilita completa di 2 — 2 su K = Z/2Z:

35
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11.3 Lemma.

Siano K, K’ campi con un omomorfismo o : K — K’ e sia K C F un’estensione finita. Allora esistono
un’estensione finita K’ C F’ e un omomorfismo 7 : F — F’ che estende o, cioe che soddisfa 7 | K = 0.

DIMOSTRAZIONE : Per 2) esistono elementi algebrici aq, . .., a, € F taliche F = K(aq,...,ap).

Procediamo per induzione su n.

n =0: Allora F = K e possiamo sceglere 7 = o.
n > 0: o induce un omomorfismo di anelli

:Klz] - K'[z Zax |—>Z o(a;)x

Sia f il polinomio minimo di «; su K e sia f' = &(f) € K'[x]. Sappiamo che (f) = Kere dove
e : Klz] - K(a1) C F, h — h(ay) per la definizione Sia ¢’ un fattore irriducibile di f/, e
consideriamo

v:K'[z] = K'[z]/(¢") = F.

Per([10.2|abbiamo un’estensione finita v |x: K’ C Fy. Inoltre poiché 5(f) = f' € (¢'), abbiamo v&(f) = 0,
e quindi Kere = (f) C Kervg. Per il Teorema possiamo fattorizzare vé : K[x] — F) attraverso ¢,
cioe esiste 7 : K(«ay) & Klz]/Kere — F} tale che

leszy&.

Quindi 71 : K(a;) — F) estende o : K — K’. Per 'ipotesi induttiva esistono inoltre un’estensione finita
Fy C F" e un omomorfismo 7 : F' = K(a1)(az,...,a,) — F' che estende 71, ovvero tale che 7 | (q,)= 71.
Allora anche 7 |[g=0. O

11.4 Unicita del campo di riducibilita completa.

Teorema: Siano K, K’ campi con un isomorfismo o : K — K’. Siano inoltre f = Y7 ja; 2" € K|z
un polinomio di grado n > 0 e f/ = > " jo(a;) 2" € K[z], e siano F, F’' campi di riducibilitd completa
rispettivamente di f su K e di f’ su K’. Allora esiste un isomorfismo 7 : F' — F’ che estende o e che
induce una biiezione fra gli zeri di f in F e gli zeri di f/ in F’.

In particolare, il campo di riducibilita completa di un polinomio non costante e unico a meno di isomor-
fismo.

DIMOSTRAZIONE : Per il Lemma esistono un’estensione finita I/ C L e un omomorfismo 7 : F — L
che estende K % K’ C F', ovvero 7 |k coincide con K % K’ € F' C L. Poiché 7 # 0, sappiamo per
[6.74(3) che T & iniettivo. Resta da dimostrare Imr = F".

Sappiamo che f = a(z —a1)...(x — a,) dove a € K e a1,...,ay sono gli zeri di f in F. Abbiamo
F =K(ay,...,an) e Im7 = K'(7(a1),...,7(c)). Come nel Lemma, o e 7 inducono omomorfismi di
anelli

7:K[z] > K'lz] e 7:Flz]— L[z].

Si noti che 7 |g[y)=

Allora ' = &(f) = ( ) = 7la(x — a1)...(x — ap)) e poiché 7 & un omomorfismo, abbiamo f' =
T(@)T((z—a1)) ... T((x—ap)) = o(a)(x—7(a1)) ... (x —7()) € L[z]. Dunque vediamo che gli zeri di f’
sono 7(ayq), ... 77'( n) € Im7 e percio Imr = F’. Concludiamo che 7 ¢ un omomorfismo con le proprieta

desiderate. O
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11.5 Estensioni normali.

Un’estensione K C F' e detta normale se
1. K C F e un’estensione algebrica;
2. per ogni a € F' il polinomio minimo f € K[z] di a su K ¢& prodotto di fattori lineari in F[z], cioe
f=alz—aq)...(z — ay)

cona € K,ay,...,anp € F.

11.6 Esempi.

(1) Ogni estensione di grado 2 ¢ normale.
Infatti

.(2) Sia p un numero primo. Allora Q C Q(,/p) e Q(,/p) C Q(y/p) sono estensioni normali, ma Q C Q(/p)

non ¢ normale.
Infatti

(3) Se K C F & un’estensione normale e K C L C F & un campo intermedio, allora L C F & normale.
(Esercizio)

11.7 Teorema.

Sia K C F un’estensione. K C F' & un’estensione finita e normale se e solo se F' ¢ campo di riducibilita
completa di un polinomio non costante f € K|[z].

DIMOSTRAZIONE :
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11.8 Corollario.

12 SEPARABILITA

Sia K C F un’estensione finita e normale. Se «, € F possiedono lo stesso polinomio minimo su K,

allora esiste un automorfismo 7 : F' — F' tale che 7(a) = S e 7 | k= idk.

DIMOSTRAZIONE :

12 Separabilita

A. LA CARATTERISTICA DI UN CAMPO.

12.1 La caratteristica di un campo.

(1) Dato un campo K, consideriamo ’omomorfismo di anelli

g +1x + ...+ 1k sen>1

n

\II:Z—>K,nr—>n~1—{OK sen =20
—1g—1g—...—1g sen<O0

n

Se V¥ & iniettivo, allora Ker¥U = 0 e diremo che il campo K ha caratteristica 0.

Se ¥ non ¢ iniettivo, allora Ker®¥ = (m) per un numero m € Z.
Verifichiamo che m €& un numero primo:

Dunque Ker¥ = (p) per un numero primo p e diremo che K ha caratteristica p.

OSSERVAZIONE: In un campo K di caratteristica p # 0 si ha:

(1) Se 0 # z € K e m € Z, allora ma = Ok se e solo se m € pZ.
Infatti



12.2  Esempi 39

(2) (z+y)? = 2P + yP per tutti gli z,y € K.
Infatti

(3) L’applicazione ¢ : K — K, x — aP & un monomorfismo, detto omomorfismo di Frobemuﬂ
Infatti

12.2 Esempi
(1) Q, R, C hanno caratteritica 0.

(2) Se p & un numero primo, allora Z/pZ e il campo delle funzioni razionali Z/pZ(z) sono campi di
caratteristica p.

(3) Ogni campo finito ha caratteristica p # 0.

12.3 Teorema

Per un campo K consideriamo il piu piccolo sottocampo di K
P= m{L | L & un sottocampo di K },

detto sottocampo fondamentale di K. Si ha P={(n-1g)(m-1x)~' | n,m € Z}. Inoltre
char K = 0 se e solo se P = Q,
char K = p se e solo se P 2 Z/pZ.

DIMOSTRAZIONE :

12.4 Corollario: la cardinalita di un campo finito.

Se K & un campo finito, allora esistono un numero primo p e un numero n € N tali che | K| = p™.

DIMOSTRAZIONE :

13Georg Ferdinand Frobenius, matematico tedesco (1849-1917)
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B. MOLTEPLICITA DEGLI ZERI.

12.5 Molteplicita degli zeri.

Siano F un campo, f € F[z] un polinomio e o € F uno zero di f. Diremo che « & uno zero di molteplicita
n se il polinomio f & divisibile per (z — a)™, ma non per (z — a)"*1.

12.6 La derivata formale di un polinomio.

Sia K un campo. L’applicazione
D: R[z] — Rlz], f = Zaixi — Df = Zz cagt Y
i=0 i=1

detta derivata formale, & una derivazione dell’anello R[z], cioe soddisfa per f,g € R[z]:
L. D(f+g)=Df+ Dg

2. D(fg) = D(f)g+ fD(g)

12.7 Proposizione.

Siano F' un campo, f € F[z] un polinomio e o € F. Allora « & uno zero di f di molteplicita > 1 se e solo
se & uno zero comune a f e D(f).

DIMOSTRAZIONE : =: Supponiamo che f = (z — a)?g. Allora D(f) =2(z — a)g + (x — a)?> D(g) &
divisibile per (x — «) e quindi « & uno zero comune a f e D(f).

<: Poiché « & zero di f, abbiamo f = (x — a) g con g € K[z]. Poiché « & zero di D(f), sappiamo che
(x — a) divide anche D(f) = g+ (z — «) D(g) e quindi anche g. Ma allora f ¢ divisibile per (z — a)2. O

12.8 Teorema.

Siano K un campo e f € K[z] un polinomio di grado n > 0. Sono equivalenti i seguenti enunciati.
(1) Non esiste estensione K C F'in cui f abbia zero di molteplicita > 1.
(2) Esiste un’estensione K C F nella quale
f=alz—aq)...(z — ay)
con a € K ed elementi distinti aq,...,0, € F.
(3) f e D(f) sono polinomi coprimi in K[x].
Se f & irriducibile, (1) - (3) sono inoltre equivalenti a

(4) D(f) # 0.
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DIMOSTRAZIONE :

12.9 Polinomi separabili.

Siano K un campo e f € K[z] un polinomio di grado n > 0. Se f & irriducibile, diremo che f & separabile
quando soddisfa gli enunciati equivalenti del Teorema In generale, diremo che f & separabile se lo
sono tutti i suoi fattori irriducibili.

12.10 Esempi.

(1) L’ipotesi “irriducibile” in ¢ indispensabile: ad esempio, il polinomio f = (z —1)? € Q[z] soddisfa
Df =2(z — 1) # 0 pur avendo uno zero di molteplicita 2.
(2) Su un campo K di caratteristica zero ogni polinomio non costante & separabile:

(3)
Se f1,..., fn € KJz] sono polinomi non costanti, allora f = f; -...- f, & separabile se e solo se lo sono
tutti gli f;.

(4) Un polinomio separabile f € K[z] & separabile anche in qualsiasi estensione K C F.

Infatti se f = f1-...- f, & una scomposizione in fattori irriducibili in K[z] e g € un fattore irriducibile di
f in F[z], allora esiste un ¢ tale che g | f; in F[z], vedi Ma allora non puo esistere un’estensione di
F in cui g abbia zeri di molteplicitd > 1. Quindi g & separabile in F[x] e concludiamo che f & separabile
in Flx].
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C. ESTENSIONI SEPARABILI.

12.11 Campi perfetti.

Un campo K & detto perfetto se ogni polinomio non costante f € K|z] & separabile.

ESEMPI: Sono perfetti tutti i campi di caratteristica zero per [12.10| e tutti i campi finiti per

12.12 Teorema.

Un campo K di caratterstica p # 0 & perfetto se e solo se 'omomorfismo di Frobenius
p: K— K,z 2P

¢ suriettivo (e quindi biiettivo).
DIMOSTRAZIONE :

12.13 Estensioni separabili.

Sia K C F un’estensione. Un elemento o € F' & separabile su K se « ¢ algebrico su K e il suo polinomio
minimo su K e separabile. Se ogni « € F' & separabile su K, diremo che I'estensione K C F & separabile.

OSSERVAZIONTI:

(1) Ogni estensione algebrica di un campo perfetto & separabile.

(2) Dato un campo intermedio K C L C F, si ha che K C F ¢ separabile se e solo se lo sono K C L e
L C F (Esercizio).

(3)Un’estensione algebrica non separabile. Per un numero primo p consideriamo il campo delle

funzioni razionali

K = Z/pl(z) = {5 | f,9 € Z/pZlal, g # 0}

su Z/pZ. Sappiamo che K & un campo infinito di caratteristica p.
Verifichiamo che K non & perfetto: Prendiamo il polinomio f = y? — x € K|[y|, interpretato quindi come
polinomio primitivo nell’indeterminata y sul campo K. Poiché z & un elemento irriducibile di Z/pZ[z],
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si vede con un argomento analogo a[0.6{3) e[9.5| che f ¢ irriducibile su Z/pZ[z] e quindi anche sul campo
delle frazioni K. Poiché D(f) = pyP~! = 0, concludiamo che f non & separabile. Pertanto il campo di

riducibilita completa F' di f su K & un’estensione finita e normale che non & separabile.
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Parte V

TEORIA DI GALOIS

13 Campi intermedi e sottogruppi

13.1 1l campo fisso.

Sia F' un campo.

(1) L’insieme degli automorfismi ¢ : F — F forma un gruppo AutF rispetto alla composizione di
applicazioni, detto gruppo degli automorfismi di F.

(2) Se G < AutF & un sottogruppo, allora 'insieme

Fixp(G) ={a € F | p(a) = a per ogni ¢ € G}

¢ un sottocampo di F', detto campo fisso di G in F.
DIMOSTRAZIONE :
Verifichiamo (2):

OSSERVAZIONE : Sia K = Fixp(G) C F. Per ogni sottogruppo H < G si ottiene un campo
intermedio K C L = Fixp(H) C F.

13.2 Lemma.

Dati due campi K, F, l'insieme K¥ di tutte le applicazioni F — K forma uno spazio vettoriale su K
rispetto alla somma di applicazioni e alla moltiplicazione per uno scalare

k-f:F=>K xz—k- f(x).

I monomorfismi F' — K formano un insieme linearmente indipendente di K*.
DIMOSTRAZIONE :




13.3 Lemma di Dedekind.

13.3 Lemma di Dedekind.

E] Siano K, F' due campi con n monomorfismi distinti ¢1,...,¢, : FF — K. Allora
L={a€cF | pi(a) =p2(a)=...= pn(a)}

¢ un sottocampo di F con [F': L] > n.

DIMOSTRAZIONE :

13.4 La traccia di un gruppo finito.

Siano F' un campo e G < AutF' un sottogruppo finito. L’applicazione

TZF*)F,GHZQO((I)
peG

¢ detta traccia di G in F. Si ha Im7 = Fixp(G).

DIMOSTRAZIONE :

MRichard Dedekind, matematico tedesco (1831-1916)

45
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13.5 Teorema di Artin.

|E| Siano F' un campo e G < AutF un sottogruppo finito di n elementi. Allora

[F : Fixp(G)] = n.

DIMOSTRAZIONE :

13.6 1l gruppo di Galois.

E Sia K C F un’estensione di campi. Allora 'insieme
Gal(F/K) ={p € AwtF | p(a) =aperognia € K} ={p € AwtF | p |g=1id}

& un sottogruppo di AutF, detto gruppo di Galois di F su K.

OSSERVAZIONI
(1) Per ogni estensione finita K C F' si ha che | Gal(F/K) | divide [F : K].
(2) Se K C L C F & un campo intermedio, allora Gal(F/L) < Gal(F/K).

DIMOSTRAZIONE :

15Emil Artin, matematico tedesco (1898-1962)
6Evariste Galois, matematico francese (1811-1832)
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13.7 Esempi.

(0) Sia F un campo e sia P =[\{L | L & un sottocampo di F'} il sottocampo fondamentale di F' come
in Allora Gal(F/P) = AutF.

(1) Sia d € Z\ {0, 1} prodotto di numeri primi distinti e sia ' = Q(v/d). Allora Gal(F/Q) = AutF & un
gruppo di ordine 2.

.(2) Sia F = Q(+¥/2). Allora AutF = {id}.

13.8 Teorema.

Siano F' un campo ¢ G < AutF un sottogruppo finito. Allora

Gal(F/Fixp(G)) = G.

DIMOSTRAZIONE :
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14 Estensioni di Galois

14.1 Teorema e Definizione.

Per un’estensione di campi K C F' sono equivalenti i seguenti enunciati:
1. Esiste un sottogruppo finito G < AutF tale che K = Fixp(G).
2. K C F & un’estensione finita con Fixp(Gal(F/K)) = K.
3. K C F & un’estensione finita di grado [F : K] =| Gal(F/K) |.

Un’estensione di Galois & un’estensione K C F' che soddisfa queste proprieta.

DIMOSTRAZIONE :

14.2 Esempi

(1) Se d € Z ¢ prodotto di primi distinti, allora Q C Q(v/d) & un’estensione di Galois.

(2) Q C Q(¥/2) non & un’estensione di Galois.

(3) Se F & un campo finito e P & il pilt piccolo sottocampo di F, allora P C F' & un’estensione di Galois
e AutF' ¢ generato dall’lomomorfismo di Frobenius.

Infatti
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14.3 Teorema Fondamentale della Teoria di Galois

Sia K C F' un’estensione di Galois con G = Gal(F/K). Siano inoltre
L Vinsieme di tutti i campi intermedi K C L C F e
‘H Vinsieme di tutti i sottogruppi H < G.

Le applicazioni
Gal: L - H, L — Gal(F/L)

Fix:H — L, H— Fixp(H)

definiscono corrispondenze biunivoche reciprocamente inverse tra £ e H che invertono 'ordine dato
dall’inclusione. Inoltre, per ogni campo intermedio K C L C F si ha

(1) L C F ¢ un’estensione di Galois.
(2) 1l gruppo di Galois H = Gal(F'/L) soddisfa
(L:K]=(G:H],
ovvero, il grado dell’estensione K C L coincide con 'indice di H = Gal(F/L) in G.
(3) Sono equivalenti i seguenti enunciati:

(a) K C L & un’estensione di Galois.
(b) H & un sottogruppo normale di G.
(c) »(L) C L per ogni ¢ € G.

Se valgono (a) - (c), allora Gal(L/K) = G/H.

DIMOSTRAZIONE :
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14 ESTENSIONI DI GALOIS
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14.4 Calcolo del polinomio minimo

Sia K C F un’estensione di Galois con gruppo di Galois G = Gal(F/K), esia« € F. Siano ay,...,a, € F
gli elementi distinti dell’insieme {¢(«) | ¢ € G}. Allora

fZH(J?—ai)

¢ il polinomio minimo di a su K.

DIMOSTRAZIONE :

14.5 Teorema

Sono equivalenti i seguenti enunciati per un’estensione K C F.
1. K C F & un’estensione di Galois.
2. K C F & un’estensione finita, normale e separabile.

3. F & campo di riducibilita completa di un polinomio separabile f su K.

DIMOSTRAZIONE :
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14.6 Esempio

Siano p, ¢ due primi distinti. Allora f = 2% —2(p+ q)2? + (p — ¢)? & il polinomio minimo di o = VP4
su K e quindi F' = Q(\/p, /q) = Q(a) & un’estensione di Galois di grado 4 con base {1, /P, /q, /Pq}-
Infatti f(«) = 0, dunque il polinomio minimo h di a su Q divide f e [Q(a) : Q] = degh < 4. Inoltre si
verifica che Q(,/p) C Q(c) ¢ un’estensione propria di campi:

Ma allora [Q(a) : Q] = 4 e segue che f = h e che Q(a) = Q(\/p, /q)-
Dunque AwtF = Gal(F/Q) = {id, ¢1, 2, @3} con
1(y/P) = —/P e ¢1 |oyg = id,
P2(V/2) = =@ e 2 g p=id, e
e3(y/P) = —v/P e ws(Va) = =1
¢ isomorfo al gruppo di Klein e ha esattamente tre sottogruppi non banali
H=<yp;> 1=1,2,3.
Questi sottogruppi corrispondono per a tre campi intermedi L; = Fixp(H;), che sono precisamente

L1 =Q(V4a), L2 = Q(v/p), Lz = Q(Vpg)

e L; C F sono estensioni di Galois di grado | H; |= 2.

Possiamo usare [I4.4] per calcolare i polinomi minimi di a su L;.
Per i =1siha a® —2,/qz+q—p,
peri:QSihaxz—Q\/ﬁx—f—p—q,

per i =3 siha 22 — (p+ ¢ + 2,/pq).

Si noti che AutF e un gruppo abeliano, quindi gli H; sono suoi sottogruppi normali e pertanto

Q c Q(v/p), Q@ C Q(vq), Q C Q(/pq) sono estensioni di Galois.
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Parte VI

APPLICAZIONI DELLA TEORIA DI GALOIS

15 Campi finiti

15.1 Lemma

Sia F’ un campo finito. Allora esistono un numero primo p e un numero naturale n € N tali che F' possiede
p" elementi e zP" = x per ogni x € F.

DIMOSTRAZIONE

15.2 Teorema di classificazione dei campi finiti

1. Per ogni numero primo p e ogni n € N esiste un campo F' di p" elementi.

F =T, ¢ detto campo di Galois di ordine p™ e si ottiene come campo di riducibilita completa del
polinomio f = 2P" — 2 su Z/pZ.

2. Ogni campo finito ¢ isomorfo a un campo di Galois Fyn.

DIMOSTRAZIONE
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15.3 Lemma

Ogni sottogruppo finito del gruppo moltiplicativo (F'\ {0},-) di un campo F & ciclico.
DIMOSTRAZIONE

Sia H < (F \ {0}, -) un sottogruppo finito.

(1) Mostriamo innanzitutto che in un gruppo abeliano (H,-), dati a,b € H di ordine finito, esiste ¢ € H
di ordine n = mem(ord(a), ord(b)).

A tal fine consideriamo prima il caso in cui ord(a),ord(b) sono coprimi. Qui possiamo scegliere ¢ = ab
in quanto n = ord(a) - ord(b) = ord(ab). Infatti, poiché il gruppo & abeliano, si ha (ab)” = 1p, e se
(ab)t = 1p, allora @ d(0)t = gord(®)t . pord(®)t — (gp)ord(®)t — 1, quindi ord(a) divide ord(b) - t e per il
Lemma di Euclide deve dividere ¢; analogamente vediamo che ord(b) divide ¢ e concludiamo che anche il
prodotto ord(a) - ord(b) = n divide t. Cid dimostra che ord(ab) = n.

Nel caso generale scomponiamo n = p{* - ... p& in fattori primi e chiamiamo m il prodotto di tutti i

p;" che dividono ord(a) e t = = il prodotto dei rimanenti fattori. Ovviamente m e t sono coprimi. Si

ord(a) er — or(i(b)

- vale ord(a®) = m e ord(b") = t. Per quanto visto sopra

verifica facilmente che per s =
¢ = a®b! ha ordine mt = n.

(2) Adesso verifichiamo che H & ciclico. Scegliamo un elemento a € H di ordine massimo m (che esiste
dato che H ¢ finito) e mostriamo H =< ¢ >. Chiaramente < a > & un sottogruppo di H di ordine m
contenuto nel sottoinsieme H' C H di tutti gli elementi di H il cui ordine divide m. Poiché gli elementi
di H' sono zeri del polinomio 2™ — 1 € Flx], si ha | H' |< m e pertanto H' =< a >. Se esistesse un
elemento b € H \ H', il suo ordine n = ord(b) non potrebbe dividere m e quindi mem(m,n) > m. Ma
per quanto visto sopra, c¢id implicherebbe Desistenza di un elemento ¢ € H di ordine mem(m,n) > m, in
contraddizione con la massimalita di m. a

15.4 Teorema dell’elemento primitivo

Per ogni estensione finita e separabile K C F esiste a € I tale che
F = K(a)
In particolare, per ogni campo finito /' = Fp» esiste a € F tale che

F={0,1,0,0%,..., ap"*z}
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DIMOSTRAZIONE

Se F = Fpn, segue dal Lemma che F \ {0} =< a >= {1, 0,02, .. ,aP" "2} perun o € F.

Passiamo quindi il caso in cui K ¢ un campo infinito. Sappiamo che F' = K(aq,...,a,) con elementi
separabili aq,...,a, € F. Per ogni i = 1,...,n consideriamo il polinomio minimo f; di «; su K e
denotiamo con F’ il campo di riducibilitd completa di f = f; ----- f, su F. In F'[z] abbiamo quindi
f=@—a1) ...-(x—am) conay,...,an € {ar,...,am}

Sinoti che F’ & anche campo di riducibilitd completa di f su K poiché F' = F(ay,...,an) = K(a1,...,am),
ed essendo f separabile su K, segue che K C F’ ¢ un’estensione di Galois. Deduciamo che esiste solo
un numero finito di campi intermedi di K C F. Infatti questi sono anche campi intermedi di K C F’ e
corrispondono pertanto a sottogruppi del gruppo finito G = Gal(F'/K).
Supponiamo che n = 2, ovvero F' = K(ay,as). In particolare esiste solo un numero finito di campi
intermedi di forma

K C K(ay +kas) C F

con k € K\ {0}, e poiché K & infinito, cid implica esistenza di k, ¢ € K \ {0} tali che

K(ar + kas) = K(ag + las).

Dunque
oy +Llas € K(O[l + kOéQ),
percio
g = (k‘ — 6)_1((041 + k‘ag) — (041 +€Oé2)) S K(Oq + kag)
e anche

] = (a1 + kag) — kag € K(a1 + kaz).
Ma allora o = a7 + kas € un elemento primitivo con
F=K(a,a) = K(a).

Per n > 2 proseguiamo induttivamente: se 8 ¢ un elemento primitivo di K(ayq,...,a,—1), procediamo
come sopra per trovare un elemento primitivo di F' = K(f, ay,). O
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16 Risolubilita per radicali

Motivazione

Gli zeri di un polinomio
f=xz%+a1z+ ag

di grado 2 su Q si determinano con una formula

ai a1

o] = —— — — Qg
2 4
ai a12

Qg = —— —\/|— —ag
2 4

in cui intervengono solo le quattro operazioni e radici quadrate.
Formule analoghe, anche se pilt complicate, si hanno per i polinomi di grado 3 e 4.
Vedremo perd che ¢id non vale per i polinomi di grado n > 5 (Teorema di Abel e Ruffini, 1826).

16.1 Radici n-sime dell’unita

Siano n € N e K un campo la cui caratteristica non divide n. Sia inoltre K,, il campo di riducibilita
completa di f = 2™ —1su K. Gli zeri di f si chiamano radici n-sime dell’unitd e formano un sottogruppo
ciclico B, (K) di (K, \ {0}, -) di ordine n.

DIMOSTRAZIONE

16.2 Radici n-sime di un elemento

Siano n € N e K un campo la cui caratteristica non divide n. Sia inoltre @ € K \ {0} e sia F' il campo di
riducibilita completa di f = 2™ — a su K. Gli zeri di f si chiamano radici n-sime di a.
Sia a una radice n-sima di a. Allora

1. F contiene E,(K) = {20 = 1, z1, ..., z2n—1} € quindi un campo di riducibilitd completa K, di
" —1su K.
2. {a, z1, ..., 2,1 a} & linsieme delle radici n-sime di a.

3. F=K,(a) e K C F ¢ un’estensone di Galois.

4. Se E,(K) C K, allora K C K(a) = F ¢ un’estensione di Galois e Gal(F/K) ¢ ciclico.
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DIMOSTRAZIONE

16.3 Radici primitive

Siano n € N,n > 1, e sia K un campo la cui caratteristica non divide n.

(1) Le radici n-sime dell’'unita che generano il gruppo ciclico E,,(K) si chiamano radici primitive. Se
z ¢ una radice primitiva, allora E,(K) = {z™ | m = 0,1,...,n — 1}, e un elemento di forma 2™ con
0 < m < n e una radice primitiva se e solo se m e n sono coprimi.

(2) K C K,, & un’estensione di Galois il cui gruppo di Galois Gal(K,,/K) & isomorfo a un sottogruppo
del gruppo moltiplicativo (Z/nZ*,-) ed ¢ in particolare un gruppo abeliano.

DIMOSTRAZIONE

Osservazione

Possiamo assumere senza perdita di generalita che K & un campo la cui caratteristica non divide n.
Infatti se K & un campo la cui caratteristica p divide n, allora possiamo scrivere n = p®*m, dove a € N e
p non divide m. Poiché z" — 1 = (™ — 1)””, dove ™ — 1 & un polinomio separabile su K, vediamo che
E,(K) = E,,(K) & un gruppo ciclico di ordine m.

Da ora in avanti supponiamo per semplicita che K sia un campo di caratteristica 0

(ma gli enunciati che seguono valgono in qualsiasi caratteristica!)

16.4 Estensione per radicali
Un’estensione di campi K C F ¢ detta estensione per radicali se esiste una catena di campi intermedi
K=ILgscliClL,C...L,=F

tali che ogni L; e di forma
Li =L 1(a;)

dove «a; € una radice n;-sima di un elemento di L;_;.
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16.5 Equazioni risolubili per radicali

Sia f € K[z] un polinomio non costante su un campo K.

(1) Diremo che l’equazione f(x) = 0 é risolubile per radicali su K se esiste un’estensione per radicali
K C F tale che f & prodotto di fattori lineari in F'[z].

(2) Se E ¢ un campo di riducibilitd completa di f su K, il gruppo Gal(f/K) = Gal(E/K) si chiama
gruppo di Galois di f su K.

16.6 Teorema (Galois)

Per un polinomio non costante f € K[x] su un campo K sono equivalenti i seguenti enunciati.

1. L’equazione f(z) = 0 & risolubile per radicali su K.

2. Gal(f/K) ¢ un gruppo risolubile.

16.7 Osservazioni

(1) Nella definizione possiamo assumere senza perdita di generalita che K C F' sia anche un’esten-
sione di Galois. Infatti, data un’estensione K C F' come nella Definizione, esiste sempre un’estensione
K C F C F’ tale che K C F’ & un’estensione per radicali e un’estensione di Galois.

Lo dimostriamo per induzione sul grado [F : K]. L’enunciato & chiaro per [F : K] = 1. Supponiamo
[F : K] > 1 con una catena di campi intermedi come nella Definizione

K=L,cl.clL,c...c L, =L Cc L,=PF.

In particolare F' = L(«) dove « & una radice m-sima di un elemento di L.

Poiché [L : K] < [F : K], per ipotesi induttiva esiste un’estensione K C L C L’ tale che K C L' ¢
un’estensione per radicali e un’estensione di Galois.

Consideriamo adesso il gruppo di Galois G’ = Gal(L'/K). L’elemento o™ € L C L’ daluogo a un insieme
{o(a™) | ¢ € G'} C L'. Si verifica facilmente che il polinomio

g=[] @™ —a(a™) € L[]

oeG’

giace in K[z] poiché i suoi coefficienti vengono fissati dagli automorfismi di G’ e pertanto appartengono
a FiXL/(GI) =K.

Il campo di riducibilitd completa L' C F’ di g su L’ & un’estensione per radicali, poiché F' = L' (B, ... (s)
si ottiene da L’ aggiungendo gli zeri f1,...08s di g, i quali sono radici m-sime di elementi di L’: infatti
sono elementi § € F’ tali che ™ = o(a™) € L' per un opportuno o € G'.

Dunque K C L’ C F’ & un’estensione per radicali. Inoltre F' = L(a) C F’ poiché o € {f,...08s} € uno
zero di g. Resta da verificare che K C F’ ¢ un’estensione di Galois. L’estensione di Galois K C L’ ¢

campo di riducibilitd completa di un polinomio f su K, ovvero L’ = K(ay,...,q,) dove ay,...,a. € L
sono zeri di f. Ma allora F' = K(ay,...,a.,B1,...8s) ¢ campo di riducibilitd completa del polinomio
fg (separabile poiché siamo in caratteristica zero). o

(2) Un’estensione per radicali K = Lo C L; C Ly C ... L, = F che sia anche un’estensione di Galois da
luogo a estensioni di Galois L; C F' i cui gruppi di Galois

formano una catena finita di sottogruppi
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16.8 Lemma

Sia K C F' un’estensione di Galois e sia G = Gal(F/K).

(1) Data una catena di campi intermedi K = Lo C Ly C Ly C ...L,, = F, supponiamo che L;_; C L;
sia un’estensione di Galois il cui gruppo di Galois Gal(L;/L;_1) € risolubile per ogni 1 < i < n. Allora G
¢ risolubile.

(2) Sia K C E C F un campo intermedio tale che K C E ¢ un’estensione di Galois. Se G ¢ risolubile,
allora lo & anche Gal(E/K).

DIMOSTRAZIONE
Se K C E C F ¢ un campo intermedio tale che K C E ¢ un’estensione di Galois, allora N = Gal(F/FE)
¢ normale in G e

Gal(E/K) = G/N

per il Teorema Fondamentale[T4.3] Si usi quindi[f.4} se G & un gruppo risolubile, allora & risolubile anche
ogni gruppo quoziente G/N (dove N & un sottogruppo normale). Da cid segue immediatamente (2). Per
(1) si proceda per induzione usando che G ¢ risolubile se (e solo se) esiste un sottogruppo normale N tale
che N e G/N sono risolubili, sempre per

DIMOSTRAZIONE del Teorema di Galois
(1) = (2) : Per[16.7] possiamo supporre che esista un’estensione di Galois K C F tale che

(i) f & prodotto di fattori lineari in F[z] e
(ii) si ha una catena di campi intermedi
K=IyzclLicl,c...CcL,=F

di forma
Li=L;—1(o)

dove «; € una radice n;-sima di un elemento di L;_1.

Per (i) sappiamo che F' contiene un campo di riducibilita completa E di f su K. Poiché K & un campo
perfetto (charK = 0), il polinomio f & separabile e quindi K C F ¢ un’estensione di Galois. Abbiamo
dunque un campo intermedio X C E C F come in ), e quindi basta verificare che Gal(F/K) ¢
risolubile.

Procediamo per induzione su m.

m = 0: in questo caso F' = K, quindi Gal(F/K) = {id} & risolubile.

m — m + 1 : consideriamo estensione K = Ly C L1 = K(«1) ponendo n = ny, quindi oy ¢ una radice
n-sima di un elemento di K. Per ricondurci al caso considerato in [16.2] aggiungiamo a K le radici n-sime
dell’unita. Sostituiamo dunque 'estensione K C F con lestensione K,, = K(z) C F' = F(z) dove z ¢ una
radice primitiva dell’unita. Sinoti che K C F’ & un’estensione di Galois. Infatti F' ¢ campo di riducibilita
completa di un polinomio g su K e quindi F’ & campo di riducibilith completa del polinomio g(z™ — 1)
su K'. Percio, considerando il campo intermedio K C F C F’, sempre per [16.8(2) basta dimostrare la
risolubilita di

G = Gal(F'/K).

Dalla catena di campi intermedi
K=LyClLy :K(al) CL2:K(0617OZQ) C...C Ly, :K(al,...,am) =F
si ottiene una catena di campi intermedi

K,=K(2) CLi(2) = Kp(a1) C La(2) = Kp(ag,a2) C ... C Lp(2) = Kp(ag,...,am) = F
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e ponendo L = K,,(«y) sappiamo per 'ipotesi induttiva che
H = Gal(F'/L)
€ un gruppo risolubile. Abbiamo quindi i campi intermedi
KcK,CcLcCF

per i quali sappiamo:

e [, C F’ & un’estensione di Galois con gruppo di Galois H risolubile,

e K, C L = K, (o) & un’estensione di Galois con gruppo di Galois Gal(L/K,) ciclico (vedi [16.2),
e K C K,, ¢ un’estensione di Galois con gruppo di Galois Gal(K,/K) abeliano (vedi[16.3).

Per 1) concludiamo che G ¢ risolubile.

(2) = (1): Sia L un campo di riducibilitd completa di f su K. Poiché K & un campo perfetto (charK = 0),
il polinomio f & separabile e quindi K C L ¢ un’estensione di Galois. Per ipotesi G = Gal(L/K) &
risolubile.

(a) Si dimostra che la catena di sottogruppi normali di G con quozienti abeliani

{e}:NmSNmflggngG

puo essere scelta tale che ogni quoziente N;_1/N; sia addirittura ciclico di ordine primo p;.
(b) Ponendo L; = Fixy (N;) si ottiene una catena di campi intermedi

K=KyclLyc...cL,  1CL,=1L

dove ogni L; C L & un’estensione di Galois con gruppo di Galois N;. Inoltre il fatto che N; sia un
sottogruppo normale di N;_; implica per il Teorema Fondamentale [14.3] che anche ogni L;—; C L; &
un’estensione di Galois il cui gruppo di Galois Gal(L;/L;—1) = N;_1/N; & ciclico di ordine primo p;.

(c) Si dimostra che ogni estensione di Galois L’ C L’ il cui gruppo di Galois Gal(L”/L") & ciclico di
ordine primo p dev’essere di forma L' = L”(a)) dove « & una radice p-sima di un elemento di L”.

Ma allora abbiamo verificato che ’equazione f(z) = 0 & risolubile per radicali. O

17 Risolubilita del polinomio generale di grado n
Sia K un campo di caratteristica 0.

17.1 1l gruppo di Galois € dato da permutazioni.

Se f € K[z] un polinomio di grado n > 0, allora Gal(f/K) ¢ isomorfo a un sottogruppo di S,.
DIMOSTRAZIONE
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17.2 1l caso n < 4.
Per qualsiasi polinomio non costante f € K[z] di grado < 4 Pequazione f(x) = 0 & risolubile per radicali.

DIMOSTRAZIONE

17.3 Esempi

(1) 11 polinomio f = x% — 1 € Q[z] ¢ risolubile per radicali, poiché Gal(f/Q) = Gal(Q5/Q) & abeliano e
quindi risolubile, vedi [16.3}

(2) 11 polinomio f = 2% — 102 + 2723 — 1822 + 30z + 50 = (z — 5)?(2® + 22 + 2) ¢ risolubile per radicali,
poiché Gal(f/Q) = Gal(z3 + 2z + 2/) & isomorfo a un sottogruppo di S3 ed & pertanto risolubile.
(3) 11 polinomio f = 2% — 42 + 2 € Q[z] non & risolubile per radicali. Per verificarlo notiamo che f &

irriducibile su Q con tre zeri reali e due zeri coniugati complessi «, @ (si usi che f ha un massimo in — </%

e un minimo in
campo intermedio Q C Q(a) C E con [Q(«) : Q] = 5, e V'ordine di G = Gal(f/Q) & pertanto un multiplo
di 5. Quindi G contiene un elemento di ordine 5 (per un risultato noto come Teorema di Cauchy). Inoltre
G contiene anche la trasposizione 7 € G data dalla coniugazione di numeri complessi, che &€ un elemento
di ordine 2. Concludiamo dunque che G = S5 non ¢ risolubile (Esercizio).

Y %) Vediamo dunque che il campo di riducibilita completa E di f su Q contiene un

17.4 Funzioni razionali simmetriche

(1) Per n € N definiamo ricorsivamente

Kz, x2) = K[x1] [22]

Klzy,...xy) = K[z1,. .., Tp—1][xs]
Panello dei polinomi K[z1,...x,] su K nelle variabili z1, ..., 2,. I suoi elementi sono espressioni di forma

— E i1 7
p= a(ilv---ain) L1 ‘TTZL
(i1,eeyin)€ET
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dove I C Ng™ & un sottoinsieme finito e a,, ... ;,) € K \ {0}.

(2) Il campo dei quozienti F = Q(R) = K(x1,...x,) di R = K[z1,...xz,] & detto campo delle funzioni

razionali su K nelle variabili z1, ..., z,.

(3) Ogni permutazione o € S,, definisce un automorfismo & di F:

(3'ZF—)F7 B _ p(xlv"'axn) N p(xa(l)a"wma(n))
q Q(xla"wxn) q(xa'(l)v"'vxa(n))

Possiamo quindi interpretare S,, come sottogruppo di AutF e considerare L = Fixp(S,,). Gli elementi di

L sono detti funzioni razionali simmetriche nelle variabili x1,...,x,.

17.5 Esempio

Sian =2, quindi R = K[z,y], F = K(z,y), e So = {id, (12)}.
Per 0 = (12) € Sy si ha ¢(%t2y) = u£2¢

oy ] Tty Tty ’ Tty Tty
m S FIXF (SQ)
17.6 Funzioni simmetriche elementari
I seguenti polinomi in R
S = 1

S1=x1+...+xy

So=T1 Xy +T1T3+...+Tp_12T, = E T; T;
i<j

S3 = E Ty Ty T

i<j<k

Sp =T1...-Tp

sono funzioni razionali simmetriche dette funzioni simmetriche elementari nelle variabili xq, ...

17.7 Proposizione

Consideriamo il polinomio
f=@—z1)(z—22)...(x —z,) € Flz].
Allora

1. (Newton) f=a" —s; 2" 1 4 502" 2+ ...+ (=1)"s, = Y (=1)F s, 2" € Lx]

2. L=K(s1,...,5n).

3. Gal(f/L) = S,.

quindi 2 ¢ Fixp(S;), mentre 6(-2L) =

Ty o
ot quindi
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(ovvero: un polinomio f puod essere visto come polinomio nelle funzioni simmetriche sugli zeri di f, e
come tale il suo gruppo di Galois & S,,).

DIMOSTRAZIONE

(1) si dimostra per induzione.

(2) (3) Poiché s1,...,s, € L, si ha K(s1,...,8,) C L C F, dove L C F ¢& un’estensione di Galois
con Gal(F/L) = Sp, e quindi [F' : L] = nl. D’altra parte possiamo considerare F' come campo di
riducibilitd completa di f su K(s1,...,8,), da cui segue [F : K(s1,...,8,)] < n! e per il Lemma del
Grado concludiamo L = K(s1,...,8,) e Gal(f/L) = Gal(F/L) = S,,. O

17.8 Teorema (Abel - Ruffini)

L’equazione
p(z) =0

per il polinomio generale di grado n > 5 non e risolubile per radicali.
Piu precisamente: Se K € un campo di caratteristica 0 e

p=a"+a z"  tay2"  +.. . +a, 17 +a, € Kz],
allora nell’anello K (a1, ...,a,)[z] si ha
1. il gruppo di Galois di p su K(aq,...,a,) & Sy,

2. Tequazione p(x) = 0 non & risolubile per radicali su K(aq,...,ay).

DIMOSTRAZIONE

17.9 Ancora sul caso n < 4.

Sia f € K[z] un polinomio monico non costante di grado n < 4. Siano inoltre E il campo di riducibilita
completa di f su K e G = Gal(f/K) = Gal(E/K) il gruppo di Galois di f su K.

In Ez] abbiamo f = (z—a1) -+ (x —ay,), e gli elementi di G corrispondono a permutazioni di o, . . ., .
Identifichiamo quindi G con un sottogruppo di S,,, vedi
Poniamo

5:H(ozi—ozj)€E

1<J
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e chiamiamo discriminante di f I’elemento

A =6 =]](ai — o;)? € Fixg(G) = K.

i<j
Si noti che o(§) = 0 se e solo se o & una permutazione pari, quindi d € K se e solo se G C A,,.

Caso n=2: f =22 +pr+gq

Abbiamo

s1=a1+a=-p

Sy = a1y =¢

Inoltre § = a1 — g, A = p? — 4q e gli zeri di f sono {ay,as} = {%H, %ﬂ;}.
Se 0 € K, allora G = {id} = As.

Se 0 ¢ K, allora G = Sy = Z/2Z.

Caso n=3: (1) Basta considerare il caso f = 23 + pz + q.

Infatti se f = 2% + aox® + a1 + ag, sostituendo = con = — %al, si ottiene un polinomio della forma
f' = 23 + px + g tale che z & zero di f’ se e solo z — %al ¢ zerodi f, e f, f/ hanno lo stesso discriminante

e lo stesso gruppo di Galois.
(2) A = —4p? — 274>

T
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Infattid = —det | a1 a> a3 |,quindi A=det| a1 as a3 -l o1 as as
o? ol a2 o? ol a2 o? ol a2

Notiamo che
s1=a1+ay+a3=0
So = a1 + ayag + asaz = p

S3 = a1y = —q

quindi
Ad+ad+ai=5%-25=-2
ad + a3 +a3 =3¢

ai + a3+ ai =2p?
(per le ultime due uguaglianze si usi che o + pa; + ¢ = 0 per ogni i = 1,2, 3).

3 0 —2p
Dunque A = det 0 —2p =3¢ | =—4p>—27¢°.
~2p -3¢ 2p°

(3) Abbiamo uno dei casi seguenti:
1. f & prodotto di fattori lineari in K[z] e G = {id}.
2. f=(x—a)gdovea€ K e ge Klz] ¢ irriducibile.
In tal caso g ha due zeri distinti e G = Gal(g/K) = Z/2Z.
3. f e irriducibile su K.
In tal caso si ha:
Se 0 € K, allora G = A3 2 7/3Z.
Se § ¢ K, allora G = Ss.
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(4) Formule di Cardano- Tartaglia-Del Ferro [T}
Data una radice primitiva terza dell’unita z € E3(K) e dati

S T B O i FR RO}

3uv = —p,

con la proprieta

si ha
{ay,as, a3} = {u+v, 2%u+ 2v, zu + 2°v}.

Si noti che u = /a, v = Vb dove a,b € K(§) sono le soluzioni dell’equazione quadratica

a® +qr—(2)° =0.

(5) Sia adesso f € R[z]. Allora f ha tre zeri distinti in R se A > 0, al pit due zeri distinti in R se A =0,
uno zero in R e due zeri coniugati in C\ R se A < 0 (Esercizio).

Caso n=4: (1) Basta considerare il caso f = z* + pz? + qx + 7.
Infatti se f = 22 + asx? 4 a1z + ao, sostituendo x con x — iag. ..

(2) Formule di Ferrari:
Date le soluzioni z1, 29, 23 dell’equazione cubica

3 = 2px? + (p* —dr)x + ¢* =

e dati

’U/l:\/_izb UQZM, ’U,3:\/—72j3,

con la proprieta
Uru2u3z = —q

si ha

1 1 1 1
{on, a0, a3, 04} = {§(U1 + ug + us), 5(”1 — ug — ug), 5(—U1 + us — us), 5(—161 —ug +usz)}.

18 Costruzioni con riga e compasso

18.1 Costruzioni elementari.

Sia M C C. Denotiamo con E(M) 'insieme di tutti i punti a € C che si ottengono da M mediante una
delle seguenti costruzioni elementari:

17Girolamo Cardano (1501-1576), Niccoldo Tartaglia (14997-1557), Scipione Del Ferro (1465-1526), matematici italiani
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1. intersecare due rette: se Ry, Ry sono due rette non parallele passanti rispettivamente per i punti
P1,q1 € M e per pa,q2 € M,

allora il punto di intersezione a di R; e Ry appartiene a E(M);

2. intersecare una retta con una circonferenza: se C' ¢ la circonferenza di centro ¢ € M passante per
il punto d € M e R ¢ la retta passante per in punti p,q € M,

allora i punti di intersezione a di C' e R appartengono a E(M);

3. intersecare due circonferenze: se Cp,Cy sono due circonferenze, dove C; ha centro ¢; € M e passa
peril puntod; € M,i=1,2,

allora i punti di intersezione di Cy e Cy appartengono a E(M).

Diremo che il punto a € C si costruisce con riga e compasso da M se a ¢ ottenuto da M mediante
un numero finito di costruzioni elementari, ovvero esistono aq,...,a, € C tali che a1 € E(M),ay €
EMU{a1}),...,an € EIM U{a1,...,an—1}) € a = ay.

Infine diciamo che il punto a € C & costruibile se si costruisce con riga e compasso dall’insieme M = {0,1}.

18.2 Esempi

(1) Gli interi di Gauss, ovvero gli elementi di Z[i] = {a+ bi | a,b € Z}, sono costruibili.

(2) Siano M C C, p,q,c € M e R la retta passante per p,q. Allora si costruiscono con riga e compasso
la retta normale a R passante per c e la retta parallela a R passante per c.

Inoltre si costruiscono con riga e compasso la bisettrice di un angolo, la somma di due angoli, il punto
medio di un segmento.
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18.3 1l campo intermedio dei numeri costruibili.
1. T numeri complessi costruibili formano un campo intermedio Q C K C C.

2. Se ¢ € C & un numero complesso tale che ¢ € K, allora anche ¢ € K.

DIMOSTRAZIONE

18.4 Lemma

Sia L C C un sottocampo tale chei€ Le L={a | a€ L} = L, e sia M C L.
Per ogni a € E(M) esiste b € C tale che b> € L e a € L(b).

(ovvero: i punti di E(M) si ottengono aggiungendo radici quadrate)

DIMOSTRAZIONE

67
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18.5 Teorema.

Sono equivalenti i seguenti enunciati per a € C.
1. a e K.
2. Esiste una catena finita di campi intermedi

Q:L(JCLlC...CLmCC

tali che
[Li+l : Lz] =2 e ac¢€ Lm

3. a e un elemento algebrico su Q e per il polinomio minimo f di a su Q esiste m € N tale che

| Gal(f/Q) |= 2.

In particolare, se a € C & costruibile, allora [Q(a) : Q] & una potenza di 2.

DIMOSTRAZIONE

18.6 Corollario (costruzioni impossibili).

(1) La quadratura del cerchio & impossibile: non esiste un quadrato il cui lato a € K sia costruibile
e la cui area coincida con ’area del cerchio di centro 0 e raggio 1.
Infatti per tale a € K si avrebbe 7 = a? € K, contraddicendo il Teorema di Lindemann secondo il quale
7 & trascendente su Q, vedi e
(2) La duplicazione del cubo & impossibile: non esiste un cubo il cui lato a € K sia costruibile e il
cui volume sia il doppio del volume del cubo di lato 1.
Infatti per tale a € K si avrebbe a® = 2, quindi f = 2% — 2 sarebbe il polinomio minimo di a su Q, e
[Q(a) : Q] = 3 non sarebbe una potenza di 2, contraddicendo

s

(3) La trisezione dell’angolo & impossibile, ad esempio per 'angolo a = 60° = %



18.7 Costruzione del poligono regolare. 69

Infatti, se fosse costruibile % = §, allora lo sarebbe anche 2%, ovvero la radice nona primitiva dell’unita

Z = cos %’r + 4 sin %’r € K. Ma il polinomio minimo di z su Q & &g = % + 23 + 1, perché

Quindi [Q(z) : Q] = deg g = 6 non sarebbe una potenza di 2, contraddicendo

18.7 Costruzione del poligono regolare.
Per un numero naturale n € N,n > 1, denotiamo con
o(n) = {a | 1<a<nMCD(a,n) =1}

la funzione di Eulero. Sappiamo che ¢(n) coincide con l'ordine del gruppo (Z/nZ*,-) degli elementi
invertibili nell’anello Z/nZ, vedi
Teorema (Gauss). Il poligono regolare di n > 3 lati & costruibile se e solo se p(n) & una potenza di 2.

Dimostrazione (schizzo): Il poligono regolare di n lati & costruibile se e solo se & costruibile la radice
primitiva n-sima dell’unita

2 2
z:cosi+i sinl e K.
n n
Poiché il campo di riducibilita completa Q,, di ™ — 1 coincide con Q(z), abbiamo
[Q(z) : Q) = [Qn : Q] =] Gal(Qn/Q) | -

Inoltre si dimostra che nel Lemma[16.3(2) con K = Q si ha addirittura Gal(Q,/Q) = Z/nZ*.
Quindi [Q(z) : Q] = ¢(n) e pertanto il Teorema & un’applicazione di O
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