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Capitolo 1

Interpolazione polinomiale a
tratti

Data una funzione f: [a,b] — R e un’insieme {x;}!", C [a, b] di nodi ordinati
(xi—1 < x;), consideriamo l'interpolante polinomiale a tratti p§_,f di grado
k — 1. Su ogni intervallo [x;, z,,1] di lunghezza h; = ;41 — x; essa & il
polinomio di grado k — 1

a;1(x — )t 4 a;a(r — T L S Qip—1(T — ) + @i - (1.1)

Dunque, I'interpolante polinomiale a tratti ¢ completamente nota una volta
noti i nodi e i coefficienti di ogni polinomio.

In GNU Octave, I'interpolante polinomiale a tratti e definita mediante
una struttura solitamente chiamata pp (piecewise polynomial) che si costrui-
sce con il comando mkpp (x,P), ove x ¢ il vettore di nodi e P & la matrice, con
riferimento a (1.1),

Pij = Qg j -
Nota una struttura pp, ¢ possibile valutare il valore dell’interpolante in un
generico target & con il comando ppval (pp,xbar).

1.1 Interpolazione lineare a tratti

Dati i vettori [z1,...,2m|T € [fi,..., fm]T, nell'intervallo [x;, z;,1] V'interpo-
lante lineare a tratti coincide con il polinomio di grado uno
fi+1}; fi (x— )+ f,
(2

Pertanto, si costruisce la corrispondente struttura pp con il comando

> pp = mkpp(x, [(f(2:m)-f(1:m-1))./h,f(1:m-1)])
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1.1.1 Errore di interpolazione

Il risultato fondamentale sull’errore di interpolazione e

()

n!

(x—x1) (. —x2) ... (x — )

f@) = puafx) =

ove p,—1 f ¢ il polinomio di grado n — 1 interpolatore di f sui nodi {z;}, e £
un opportuno punto nellinvolucro convesso di U {x;}! ;. Per I'interpolante
lineare a tratti p$f, si ha dunque per = € [z;, x4 1]

1) i) = T 0 o - i) (12)

e pertanto

(@) - 1) < IR

) S XTi, X4
T telzirip] 2 4 [ ( 2-1—1]

((x — x;)(x;11 — ) & una parabola rivolta verso il basso di vertice (z; +
h/2,h%/4)) da cui
C h2
1f = Piflloe < 11"l

Derivando rispetto a x ’equazione (1.2), si ottiene

7)) = T~ ) + (2 -0
e pertanto
7@ - i@l s max D8 ve o

da cui

1" = @) oo < Al oo



Capitolo 2

Formule di quadratura
gaussiana

Dato un intervallo (a,b) (eventualmente anche non limitato) e una funzione
peso w(x) non negativa su (a, b), si considera il prodotto scalare

b
(19) = [ f@gloyul)ds
con l'ipotesi
b
/ |z[Fw(x)dr < 0o, k>0

Allora, esiste un’unica famiglia {p;(x)};, p;(z) polinomio di grado j, orto-
normale rispetto al prodotto scalare

/ pj(x)pi(x)w(x)dx = 0jj

Gli zeri {x,, }1, del polinomio p,,(z) sono interni all’intervallo (a, b) e assieme
al pesi

ove L,(x) ¢ il polinomio di Lagrange che vale 1 in x,, e zero in tutti gli altri
nodi, costituiscono una formula di quadratura gaussiana esatta fino al grado
polinomiale 2m — 1, cioe

b m
[ naru@ae =Y plewn, 0<j<om -1

n=1

10



2.1. QUADRATURA GAUSSIANA DI CHEBYSHEV(-LOBATTO) 11

In particolare
b m
5 = [ p@p@uta)de =Y peplz), 020 <m-1
a n=1

Nel caso in cui (a, b) sia limitato, esiste un’unica formula di quadratura esatta
fino al grado polinomiale 2m — 3 che usa come nodi z; = a, &, = b e gli zeri
{z,}"=} del polinomio di grado m — 2 della famiglia di polinomi ortogonali
rispetto alla funzione peso w(x)(z — a)(b — x). In questo caso si ha, in
particolare,

0ij I/ pi(@)pi(z)w(z)de = ij(fn)pi(i‘n)wn, o

La famiglia {¢;(x)}72,, ove ¢;(z) = pj_1(v)y/w(x) & ovviamente ortonormale
rispetto al prodotto scalare

mm:/f@mww

e per essa valgono le osservazioni fatte sopra riguardo al calcolo degli integrali.

2.1 Quadratura gaussiana di Chebyshev e di
Chebyshev—Lobatto

Per integrali del tipo
1
[ o
1V 1-— ZEQ
i polinomi ortogonali da considerare sono quelli di Chebyshev
py(x) = T () = cos(j arccos(x))

che soddisfano la relazione di ricorrenza

T()(.I) = 1, Tl(l’)
Tji(2) = 22T(x) - Ty (@), j>1

I
—_

Gli zeri del polinomio di grado m soddisfano

m arccos(z) = g +(n—1m, 1<n<m
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(gli angoli devono essere compresi tra 0 e mm) da cui

T+ (n-1 2 — 1

m 2 2m - =

(la seconda formula produce nodi anche numericamente simmetrici) e i cor-
rispondenti pesi di quadratura sono costanti e valgono

w,=—, 1<n<m
m

I nodi di (Gauss—)Chebyshev-Lobatto sono invece
m—1 2 m — 1

e i corrispondenti pesi

™

2(m —1)

pern=1on=m

Wy =

per2<n<m-—1
m—1



Capitolo 3

Metodi iterativi per sistemi di
equazioni lineari

I metodi iterativi per la soluzione del sistema lineare
Ar =10 (3.1)

si basano sull’idea di calcolare la soluzione come limite di una successione di
vettori
= lim 2® .

l—o0

Una strategia generale per costruire la successione {2V}, & basata sullo split-
ting A = P — M, ove P ¢ non singolare. Assegnato zV| il termine z(+1) &
calcolato ricorsivamente come

Pz = Mz® b 1>1 (3.2)
Posto e =z — z® | si ha
e =Be™', B=P'M=1-P A,
ove B ¢ chiamata matrice di iterazione.

Lemma 1. Si ha lim; .. e® =0 per ogni e se e solo se limy_, B = 0,
cioe se e solo se p(B) < 1.

3.1 Metodi di Richardson

Indicato con r® il residuo

r) =b— Az = Az — Az = A(z — 2V) = AeW |

13



14 CAPITOLO 3. METODI ITERATIVI PER SISTEMI LINEARI

il metodo (3.2) puo essere riscritto come
Pzt — 20y = O (3.3)

In questo contesto, P viene chiamata matrice di precondizionamento o pre-
condizionatore di A e viene scelta in modo che la matrice di iterazione
B = I — P~'A abbia un raggio spettrale minore di 1 e la risoluzione di
(3.3) sia “facile”.

Una generalizzazione dello schema (3.3) ¢ il metodo di Richardson: dato
W 2D & caleolato ricorsivamente come

P — 2®) — qp®

ove a & un opportuno parametro di accelerazione. Dati () e r(V = p— Az
l'algoritmo per calcolare z(*1) ¢

P20 — 0
gD = g0 4 o0 (3.4)

A0 — 0 4,0

Il costo di un’iterazione e dato essenzialmente dalla risoluzione di un sistema
lineare Pz = r( facile e dal prodotto matrice-vettore Az(). Tali metodi
risulteranno particolarmente vantaggiosi per matrici sparse, in cui il numero
di elementi diversi da zero ¢ O(N) piuttosto che O(N?) (e dunque il costo
di un prodotto matrice-vettore ¢ O(N)), se l'ordine della matrice ¢ N.

11 calcolo del residuo 7+ = r® — Az (invece di 7+ = b — Ag(+D)
permette di ridurre la propagazione, attraverso il prodotto matrice-vettore,
degli errori, in quanto il vettore z¥), contrariamente a 2+, diminuisce in
modulo al crescere di [.

3.1.1 Metodo del gradiente precondizionato

Siano A e P simmetriche e definite positive. Il metodo di Richardson puo
essere generalizzato con una scelta dinamica del parametro di accelerazione,
prendendo o = «; in modo tale che

— 24, lylla = VYT Ay

Iz

sia minima. Si ha
|z — V)2 = (2 — 2V — 20)T Az — 20 — oy2¥) =

= oz?z(l)TAz(l) — 2ozlz(l)TA(x — 2O + (z — 2T A(z — 2©)
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e dunque il minimo ¢ dato dalla scelta

FORM0!

= —".
0T A0

Il metodo ottenuto si chiama metodo del gradiente precondizionato. Dati (!
e r(I, lalgoritmo per calcolare z(*1) ¢

PO — 0
FOEM0

o = —5———
20" Az (3.5)

PO — O g 4,0

Nel caso si scelga P = I, si ottiene il metodo del gradiente (noto anche come
steepest descent).

3.1.2 Metodo del gradiente coniugato precondizionato

Siano A e P simmetriche e definite positive. Il metodo del gradiente coniugato
precondizionato € una generalizzazione del metodo di Richardson in cui

ove i {p¥}; sono coniugati, cioe soddisfano
PO A =0, i

Per soddisfare questa proprieta e necessaria l'introduzione di un ulteriore
parametro ;. Dati (), (U Pz = ¢+ ¢ pM) = (U Talgoritmo per

calcolare z(t1) ¢ .
LT,

~ 0T Ap0
pHD = O — o, ApD
P+l — 4D

Qg

(3.6)

L))

PO
p(l+1) — ) 4 @Hp(l)

B4 =
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Teorema 1. [l metodo del gradiente coniugato applicato ad una matrice di
ordine N converge in al pit N iterazioni (in aritmetica esatta).

Dimostrazione. La dimostrazione (omessa) si basa essenzialmente sul fatto
che p, ... p™) sono vettori linearmente indipendenti e non ce ne possono
essere piu di N. O

Per questo motivo, tale metodo e detto semiiterativo.

Stima dell’errore

Vale la seguente stima dell’errore:

-1
cond,(P~1A) — 1
||€(l)||A <2 ( 2( ) > ||6(1)||A

Veonda(P~1A) + 1

dalle quale si osserva che

e la stima d’errore decresce in ogni caso, poiché il numeratore ¢ piu
piccolo del denominatore;

e in particolare, nel caso P = I;

e tanto pill ¢ piccolo il numero di condizionamento di P~ A, tanto pit il
metodo ha convergenza veloce;

e nel caso limite di P = A, si ha [e]|4 < 0.

3.1.3 Test d’arresto

Un primo stimatore ¢ costituito dal residuo: si arresta cioe il metodo iterativo

quando
IO < tol - ||o]

Infatti, dalla precedente si ricava

le®]
]

< tol - cond(A)
Una modifica consiste in
7@ < tol - |7 (3.7)

che coincide con il precedente nel caso in cui come 2" venga scelto il vettore
di zeri.



Capitolo 4

Memorizzazione di matrici
sparse

Sia A una matrice sparsa di ordine N con m elementi diversi da zero. Esistono
molti formati di memorizzazione di matrici sparse. Quello usato da GNU
Octave e il Compressed Column Storage (CCS). Consiste di tre array: un
primo, data, di lunghezza m contenente gli elementi diversi da zero della
matrice, ordinati prima per colonna e poi per riga; un secondo, ridx, di
lunghezza m contenente gli indici di riga degli elementi di data; ed un terzo,
cidx, di lunghezza N + 1, il cui elemento i-esimo (i < N + 1) e la posizione
dentro data del primo elemento della colonna i e ’elemento (N +1)-esimo ¢ il
numero totale di elementi diversi da zero incrementato di uno. Per esempio,
alla matrice

O = O
o O N O
S ot w O
N O O O

corrispondono i vettori

data = [1,4,2,3,5,6,7]
ridx = [1,3,2,2,3,3,4]
cidx =[1, 3,4,6, 8]

Talvolta, soprattutto in linguaggi di calcolo con array che iniziano dall’indice
0, gli array ridx e cidx hanno elementi decrementati di uno.

In GNU Octave, il formato CCS e I'implementazione del prodotto matri-
ce-vettore sono automaticamente usati dalla function sparse e dall’'operato-
re *, rispettivamente.

17



18 CAPITOLO 4. MEMORIZZAZIONE DI MATRICI SPARSE

4.1 Alcuni comandi per matrici sparse

e [l comando speye(N) genera la matrice identita di ordine N.

e [l comando spdiags(v,0,N,N), ove v € un vettore colonna, genera la
matrice diagonale di ordine n avente v in diagonale. Se la dimensione
di v ¢ minore di n, la diagonale viene riempita con zeri posti dopo il
vettore v. Se invece la dimensione di v € maggiore di IV, vengono usate
solo le prime N componenti di v.

Sia V' la matrice

UN1 UN2 UN3
Il comando spdiags(V,-1:1,N,N) genera la matrice
V12 V23 0 0 Ce 0
V11 V22 Uss 0 e 0

0 wvor U3

0 ... 0 wvy—21 Un—12 UN3
0 0 UN—-11 UnN2



Capitolo 5

Sistemi tridiagonali

La risoluzione di sistemi tridiagonali

Ar =10

con i _

ay C 0 R c. 0

b1 a9 Co 0 Ce 0

0 ' :

A= |

0o - . bn—2 apn—1 Cp—1
L 0 ... ... 0 bn—l A, |

risulta particolarmente economica. Infatti, nel caso non sia necessario il

pivoting, si ha A = LU, ove

[ 1 0 0] -Oél C1 0 0
61 1 0 0 0 Qg Co 0
L=10 |, U= :
E .. ". ... : O .- ‘. O{nil Cnil
[0 ... 0 B 1] L0 ... .. 0 o |
con
a1 = ap
Br—1 = br—1/o—1, o =ap — Pr_1ck—1, k=2,3,...,n

e dunque la fattorizzazione LU costa O(2n) flops. A questo punto si risolvono
i due sistemi Ly = b e Ux = y, mediante

y1="by
Yp = b — Bp—1yp—1, k=2,3,...n

19



20 CAPITOLO 5. SISTEMI TRIDIAGONALI

xn:yn/an
Ty = (?/k_ckkarl)/Oék, k=n—1,n—-2,...1

con un ulteriore costo O(2n) flops. GNU Octave usa automaticamente questo
algoritmo per le matrici tridiagonali.



Capitolo 6

Metodo di Newton per sistemi
di equazioni non lineari

Consideriamo il sistema di equazioni non lineari

f1<l’1,l’2, e ,ZL’N) =0
fg(l'l,xz, Ce ,Z'N) =0
In(z, 2, ... xy) =0

che puo essere riscritto, in forma compatta,

f(z)=0.

Dato z(), il metodo di Newton per calcolare z(*1) ¢

TO520 = — f(z0)

ove J® & la matrice Jacobiana, definita da
O fi(z®
o 2 @) (6.2)

A 0)
ox ;
Il criterio d’arresto solitamente usato ¢

1620 < tol

21



22 CAPITOLO 6. METODO DI NEWTON

6.1 Metodo di Newton inesatto

Il metodo di Newton (6.1) richiede il calcolo della matrice Jacobiana e la sua
“inversione” ad ogni passo k. Questo potrebbe essere troppo oneroso. Una
strategia per ridurre il costo computazionale e usare sempre la stessa matrice
Jacobiana J, oppure aggiornarla solo dopo un certo numero di iterazioni.
In tal modo, per esempio, ¢ possibile usare la stessa fattorizzazione LU ®
per piu iterazioni successive.



Capitolo 7

Esponenziale di matrice

Data una matrice quadrata A € R¥*N si definisce

exp(A) =Y T
j=0

Tale serie converge per qualunque matrice A, essendo A un operatore lineare
tra spazi di Banach e avendo la serie esponenziale raggio di convergenza oo.
Se A e B sono permutabili (cioe AB = BA), allora

exp(A + B) = exp(A) exp(B)

7.1 Formula delle vartaziont delle costantz

Data '’equazione differenziale

{ y'(t) = ay(t) +0(t,y(t)), t>0 (7.1)

y(to) = yo

y(t) € R, la soluzione puo essere scritta analiticamente mediante la formula
delle variazioni delle costanti

t
ylt) =y + [Ty (r))ar (72)
to

Infatti, si ha
t
Y (t) = ae""o +a / D07,y (7)) dT e (y (1)) = ay(t) +b(t, y(1))

to

23



24 CAPITOLO 7. ESPONENZIALE DI MATRICE

Si osservi che

to
1 elt=to)a 1
= —_(1 (t—to)a = (t —t¢ _
a ( )= 0) (t—to)a

ove

801(2)262_122 - i (7.3)

e, analogamente,

/t e — to)dr = (t — to)?pa((t — to)a)

to

ove

Consideriamo ora un sistema differenziale

y'(t) = Ay(t) + b(t,y(t)), t>0
y(to) = Yo

Ancora, la soluzione esplicita puo essere scritta come

y(t) = exp((t — to) A)go + / exp((t — 7)A)b(r, y(7))dr

to

7.2 Calcolo di exp(A)

Come per la risoluzione di sistemi lineari, non esiste 7/ modo per calcolare
exp(A), ma diversi modi, ognuno adatto a particolari situazioni.

7.2.1 Matrici piene, di modeste dimensioni

Questi metodi si applicano, in pratica, a quelle matrici per le quali si usano
i metodi diretti per la risoluzione di sistemi lineari.
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Decomposizione spettrale Se la matrice ¢ diagonalizzabile, cioe A =
VDV~ allora exp(A4) = Vexp(D)V ™!, ove exp(D) ¢ la matrice diagonale

con elementi e®,e® ... e, Basta infatti osservare che

A2 = (VDV Y =(VDV Y (VDVH =VvD* V!

e scrivere exp(A) come serie di Taylor. La decomposizione spettrale di una
matrice costa, in generale, O(N3). Si ottiene in GNU Octave con il comando
eig.

Approssimazione razionale di Padé Si considera un’approssimazione
razionale della funzione esponenziale

. a 2PV agP 2 4+ 4 ap
B e S

(7.5)

ove b, = 1 per convenzione. Essa ¢ chiamata diagonale quando p = ¢q. Si
puo dimostrare che le approssimazioni diagonali sono le piu efficienti. Fissato
il grado di approssimazione, si sviluppa in serie di Taylor la funzione espo-
nenziale e si fanno coincidere quanti piu coefficienti possibile. Per esempio,
fissiamo p = ¢ = 2. Si ha allora

3

22z
1+Z+§+E+'” (biz+1) =a1z+ as

2
z
biz+1+b02° + 24+ = +0(2°) = a1z + a»

2
da cui
1:CL2
b1—|—1:(11
1
bt 5 =0

L’approssimazione di Padé si estende banalmente al caso matriciale. Consi-
derando sempre il caso p = g = 2, si ha

exp(A) =~ B = (A + 1) a1 A+ axl) ,

cioe B ¢ soluzione del sistema lineare (by A+ I)B = a1 A + asl.
L’approssimazione di Padé ¢ accurata solo quando |z| < 1/2 (o, nel caso

matriciale, ||A|l2 < 1/2). Per la funzione esponenziale esiste una tecnica,

chiamata scaling and squaring che permette di aggirare il problema. Si usa

infatti la proprieta _
z z/2 2 ( z/2j> 2
e” = (e ) = (e
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Se |z| > 1/2, allora |z]/2/ < 1/2 per j > log,(|z|) + 1. Si calcola dunque
I'approssimazione di Padé di e*/? e poi si eleva al quadrato j volte. Per la
funzione ¢ vale

o1(z) = (e + 1)n (2)

Anche I'approssimazione di Padé matriciale ha costo O(N?). In GNU Octave
si usa una variante di questa tecnica nel comando expm.

7.2.2 Matrici sparse, di grandi dimensioni

I metodi visti nel paragrafo precedente ignorano 'eventuale sparsita delle
matrici. Inoltre, negli integratori esponenziali, non ¢ mai richiesto di calcolare
esplicitamente funzioni di matrice, ma solo funzioni di matrice applicate a
vettori, ciot exp(A)v (& 'analoga differenza tra calcolare A~! e A71v). Si
possono allora usare dei metodi iterativi.

Metodo di Krylov Mediante la tecnica di Arnoldi € possibile, tramite
prodotti matrice-vettore, decomporre A in V,;' AV,, = H,,, ove V,, € R"™™,
VTEVm = I,, Vy,e1 = v e Hy, & matrice di Hessenberg di ordine m (con
m < n). Allora AV, =~ V,,H,, e quindi

exp(A)V,, =V, exp(H,,) = exp(A)v = V,, exp(H,,)er

Il calcolo di exp(H,,) ¢ fatto mediante l'approssimazione di Padé. Il costo
della tecnica di Arnoldi ¢ O(nm?) se A & matrice sparsa. E necessario inoltre
memorizzare la matrice V,,.

Interpolazione su nodi di Leja Se il polinomio p,,(z) interpola e* nei
nodi &, &1, ..., &, allora p,(A)v € una approssimazione di exp(A)v. E una
buona approssimazione se i nodi sono buoni (non equispaziati, per esempio)
e se sono contenuti nell’involucro convesso dello spettro di A. E difficile
stimare a priori il grado di interpolazione m necessario. E conveniente usare
la formula di interpolazione di Newton

pm-1(2) = di+da(2 = &) +d3(2=61) (2= &)+ Hdm(2 = &) - (2= )

ove {d;}; sono le differenze divise. Tale formula si puo scrivere, nel caso
matriciale,

m—1

pm—l(A)U = Pm—20U + dmwma Wy, = (H (A - €ZI)> U= (A - gm—l)wm—l

i=1
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Dunque, la complessita € O(Nm) e richiesta la memorizzazione di un solo
vettore w.

Quali nodi usare? I nodi di Chebyshev, molto buoni per I'interpolazione,
non possono essere usati, in quanto non permettono un uso efficiente della
formula di interpolazione di Newton (cambiano tutti al cambiare del grado).
I nodi di Leja sono distribuiti asintoticamente come i nodi di Chebyshev e,
dati i primi m — 1, &, ¢ il nodo per cui

m—1 m—1
m — Gi| = Max — Qi
gwg & ge[a,blgrﬁ &i

ove l'intervallo [a,b] & in relazione con lo spettro di A, per esempio [a,b] =
o(A) N {y = 0}. Il primo nodo coincide, solitamente, con I'estremo dell’in-
tervallo [a,b] di modulo massimo. E chiaro che linsieme dei primi m nodi
di Leja coincide con I'unione di {&,,} con 'insieme dei primi m — 1 nodi di
Leja.



Capitolo 8

Esercizi

1. Implemetare le functions [data,ridx,cidx] = full2ccs(A) e [A] =
ccs2full(data,ridx,cidx) e le functions che, dati data, ridx e cidx,
implementano i prodotti matrice vettore Az e A'x.

2. Si risolvano 6 sistemi lineari con le matrici di Hilbert di ordine N =
4,6,8,10,12,14 (hilb(N)) e termine noto scelto in modo che la solu-
zione esatta sia il vettore [1,1,...,1]" usando il comando \ di GNU
Octave, il metodo del gradiente precondizionato e il metodo del gra-
diente coniugato precondizionato. Per questi ultimi due, si usi una
tolleranza pari a 107%, un numero massimo di iterazioni pari a 2000,
il precondizionatore diagonale e un vettore iniziale ") di zeri. Si ri-
porti, per ogni NV, il numero di condizionamento della matrice, ’errore
in norma infinito rispetto alla soluzione esatta e il numero di iterazioni
dei metodi iterativi.

3. Risolvere il sistema non lineare

f1<1'1,ZL‘2) = ZL‘% ‘I‘flf% —1=0
fo(zy, 22) = sin(mzy/2) + 23 =0

con il metodo di Newton (6.1). Si usi una tolleranza pari a 107%, un
numero massimo di iterazioni pari a 150 e un vettore iniziale 2" =
[1,1]T. Si risolva lo stesso sistema non lineare usando sempre la matrice
Jacobiana relativa al primo passo e aggiornando la matrice Jacobiana
ogni r iterazioni, ove r ¢ il pitl piccolo numero di iterazioni che permette
di ottenere la stessa soluzione con la tolleranza richiesta calcolando solo
due volte la matrice Jacobiana.

4. Siimplementi una function [a,b] = padeexp(p) che restituisce i coef-

28
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ficienti dell’approssimazione razionale di Padé (7.5) (con p = ¢q) per la
funzione esponenziale.



Parte 1

BVPs
(Problemi ai limiti)
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Capitolo 9

Introduzione

Consideriamo il seguente problema ai limiti (boundary value problem)

u'(x) = f(w,u(z), W' (z), € (a,b)
u(a) = u, (9.1)

ove u(x) € R. Le condizioni ai bordi sono di Dirichlet quando viene prescritto
il valore della soluzione u(z) e di Neumann quando viene prescritto il valore
della derivata della soluzione u/(x). Si possono avere anche condizioni miste,
ad esempio

W'(@) = flo,ul@), W (@), @ € (a,b)
u(a) = u,
u'(b) = uy,

Con un’unica notazione si puo scrivere

() = f(z,u(z),d'(2), =z € (a,b)

agu(a) + fau'(a) = 7,
apu(b) + By’ (b) = v

N

Quando i valori prescritti ai bordi sono nulli, si parla di condizioni omogenee.

31



Capitolo 10

Differenze finite

10.1 Differenze finite centrate del secondo or-
dine

Siau € C¥([a,b]) ex; =a+ (i —1)h, 1 <i < m, h = (b—a)/(m—1).
Sviluppando in serie di Taylor (resto di Lagrange), si ha

h? h3
w(xirr) = ulx;) + ha'(z;) + ?u"(xi) + Eu(?’) (%)
h? h3
w(xi_q) = u(z;) — ha'(z;) + ?u”(xi) — Eu(S) (7:)
da cui
' (a;) = Aulz;) — 1) = i) —ul@in) 7
’ ’ ! 2h !
ove TZ-(I) = %QU(S) (z;) e Verrore locale (u®(%;) + u®(%;) = 2u®(z,), per

un opportuno Z;, per il teorema dei valori intermedi). Analogamente, sia

u € C*([a,b]). Siha

h? h3 ht
w(wigr) = ul(x;) + ha'(z;) + ?u"(mi) + Eu(?’)(:vi) + ﬂu(‘g ()
h? h3 ht
w(wi1) = ulw;) — ha'(2;) + —u"(z;) — —u® (2;) + —u(Z;)
2 6 24
da cui
w(xi1) — 2u(x;) + u(z;—
u(z;) = Nu(z;) — 7 = (#i11) }EQ ) Ful@ia) & (10.1)
ove TZ»(2) = }f—;u(‘g (Z;). Queste approssimazioni della derivata prima e seconda

di chiamano differenze finite centrate del secondo ordine. 1l termine “cen-
trate” si riferisce al fatto che i punti x; sono equispaziati e si usano i valori
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della funzione u(x) in uno stesso numero di punti a sinistra e a destra di z;
per ricavare un’approssimazione delle derivate. Il termine “secondo ordine”
si riferisce al fatto che 'errore locale e proporzionale alla seconda potenza del
passo di discretizzazione h. Ovviamente sono possibili altri tipi di approssi-
magzione, basati su nodi non equispaziati, non centrate e di ordine diverso.

T .
errore derivata seconda
i o

stima errore derivata prima

errore in norma infinito

0.01

I I
10 20 50 100

Figura 10.1: Errori nell’approssimazione delle derivate prima e seconda per
la funzione u(x) = sin(3z).

In Figura 10.1 si vedono gli errori (in norma infinito) tra la derivata
prima e seconda della funzione u(x) = sin(3x) e la relativa approssimazione
mediante differenze finite centrate del secondo ordine (asterischi) e le stime
h%/6 - |u®| s e h?/12 - [[u¥ || (linea continua), rispettivamente, ove h =
27 /(m — 1). In Figura 10.2 si vede invece che per la funzione u(z) = |z|™/?,
I’approssimazione della derivata prima mediante differenze finite centrate ha
effettivamente ordine due, mentre quella della derivata seconda no, in quanto
non esiste la derivata quarta di u(x) (h =2/(m — 1)).

Una volta scelto il tipo di discretizzazione, invece del problema originale
(9.1) si risolve il problema discretizzato

ANy = fog,u, Aug), 2<i<m-—1
U = Ugq

Uy, = Up

diffl2.m
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d l f f 1 2Il sS.m " errore derivata prima X
’ errore derivata seconda %
h?

0.1 -

0.01 | * % 4

errore in norma infinito
*

0.001 - *

L

m

Figura 10.2: Errori nell’approssimazione delle derivate prima e seconda per
la funzione u(x) = |z|7/2.

nell'incognita w = [uy, Uy, . . ., Up_1, U] T, OVE
Ujr1 — Ui—1
Au; = e
2h
9 Uip1 — 2U; + Uiy
A U; =
12

Si tratta dunque di risolvere un sistema di m equazioni (in generale) non
lineari nelle incognite u;, 1 < i < m.
In forma matriciale,

AUl * * * * * * A2u1 * * * * * *
Ao -1 0 1 0 0 A2uy 1 -2 1 0 0
. 2
Aus | 1019 -1 0 1 0 Aws | 100 1 =2 1 0
N . ol : R 0
: 2 . .
Aﬁm—l 0 ... 0 -1 0 1 AAQL"H 0 -2 1
Um * * * * E tm * ok * * ® ok

ove la prima e l'ultima riga devono essere trattate a parte, solitamente per
includere le condizioni al bordo. Le matrici relative alle approssimazione
della derivata prima e seconda possono essere costruite con i comandi

> toeplitz(sparse(1,2,-1/(2xh),1,m),sparse(1,2,1/(2%h),1,m));
e
> toeplitz(sparse([1,1],[1,2],[-2/h"2,1/h"2],1,m));

rispettivamente.
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10.2 Convergenza per un problema modello

Consideriamo il seguente problema modello (elasticita della trave)

—u'(z) + q(x)u(z) = g(z), x € (a,b)
u(a) = u, (10.2)

con q,g € C°[a,b]), ¢(x) > 0 per x € [a,b]. La funzione ¢(x) dipende dal
materiale di cui & fatta la trave e g(z) & la densita di carico trasversale. La so-
luzione u(x) rappresenta il momento flettente. Vogliamo studiare 'esistenza,
I'unicita e la regolarita della soluzione analitica.

10.2.1 Unicita

Se uyi(z) e uz(x) sono due soluzioni di (10.2), allora z(x) = uy(x) — us(x)
soddisfa il problema omogeneo

—2"(x)+q(x)z(x) =0, z € (a,b)

z(a) =0 (10.3)
z(b) =0
Proposizione 1. Se z(x) ¢é soluzione di (10.3), allora z(z) = 0.

Dimostrazione (metodo dell’energia). Moltiplicando 'equazione per z(z) ed
integrando si ha

0= /ab —2"(x)z(x)dx + /ab q(z)z(z)*dx =
~ 2@z + |

a

_ / e + / " (@)e(a)Pda

z’(x)2dx+/ q(z)z(z)*de =

Poiché le funzioni integrande sono non negative, si ha che deve essere neces-
sariamente z(z) = 0. O

Dunque, ui(x) = us(x).
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10.2.2 Esistenza

Sia z(x) = c121(x) + caz2(x) la soluzione generale di —z"(x) + q(x)z(z) =
0, con z(z) e z(z) indipendenti (lo spazio delle soluzioni dell’equazione
lineare omogenea ha proprio dimensione due). La soluzione di (10.3) (che
corrisponde a ¢; = ¢y = 0) si ottiene imponendo

c1z1(a) + caza(a) =
C121 (b) + 0222(6) =

Poiché sappiamo che z(z) = 0 & 'unica soluzione, si ha che la matrice

[l )

€ non singolare.

La soluzione generale di —u"(z) + ¢(x)u(x) = g(x) ¢ u(z) = c1z1(x) +
caz2(x) + s(x) (s(z) soluzione particolare che si ottiene dalla tecnica delle
variazioni delle costanti, cio¢ supponendo s(x) = c¢1(z)21(z) + co(x)22(x),
c1(x) e co(x) da ricavare). La soluzione di (10.2) si ottiene imponendo

clzl(b) -+ 022’2(1)) (b)

cioé risolvendo un sistema lineare non singolare che ammette dunque (unica)
soluzione.

{ c1z1(a) + cazo(a) = uy, — s(a)

10.2.3 Regolarita
Proposizione 2. Se q,g € C*([a,b]), allora u € C*"2([a, b]).

Dimostrazione. Se q,g € C°([a,b]), poiché la soluzione u esiste, v” & definita
in ogni punto = € [a,b], e dunque u’ esiste (ed ¢ derivabile). Quindi u €
C%Ja,b]) e quindi v” € C%[a,b]). Dunque u € C*([a,b]). Sia vero adesso
I'enunciato per k e siano ¢,g € C*™([a, b]): poiché anche u € C**1([a,b]), si
ha v € C*'([a,b]) da cui u € C*"3([a, b]). O

Si e costretti a ridursi ad un problema modello perché problemi ai limiti
anche molto semplici possono non avere soluzione: si consideri, per esempio,
u"(x) +u(z) =0, xe(0,m)
u(0) =0
u(r) =1
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La soluzione generale ¢ ¢; cos(x) + ¢ sin(z), ma non ¢ possibile imporre le
condizioni al bordo.

Ci occupiamo adesso di analizzare la convergenza del problema modello
discretizzato mediante differenze finite centrate del secondo ordine, che si
scrive

C Uig1 — 2u + Ui
h2

U = Uq

+qui =g, 2<1<m-—1

Uy, = Up

ove ¢; = q(z;) e g; = g(x;).

10.2.4 Esistenza ed unicita per il problema discretiz-

zato
Il sistema lineare da risolvere per trovare w = [uy, Us, . . ., Upy—1, U] " €
! 0 01 [ w ] [ua/b?]
1 24 gh? -1 0 of | u, 7
1|0 -1 2+4¢h? —1 0 ol uw | ]
L - . . ol | ] | ¢
0 e 0 —1 2 + qm,1h2 —1 Um—1 Im—1
0 0 0 1 [ wn | |w/h?
e puo essere semplificato in
M2+ goh? -1 0 0 7
. up 92 + ua/h?
-1 2+ q3h?> -1 0 : u3 93
h2 . : : : B
0 - - - - 0
Um—2 9m—2
0 -1 2+qm—2h’2 -1 Um—1 gm—1 +ub/h2
0 0 -1 2+ gm_1h?]
cioe
Au=g (10.4)
ove adesso u = [y, ..., Uy 1]".

Proposizione 3. [l sistema lineare (10.4) é non singolare e dunque ammette
un’unica soluzione.
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Dimostrazione (metodo dell’energia discreto). Dato z = |29, 23, ..., Zm_1]",

consideriamo il prodotto z*Az. Si ha

1
YAz = —[(2+ @h?)2) — 2023 — 2320 + (2 + qzh?)23 — 2324 + ..+

12
o= Zme1Zme2 + (2 @1 h?) 22 ] =
1
= ﬁ[z’% + (20— 23)° + (73 — 20)> 4 o+ (Zm2 — Zme1)? + 25 4]+
m—1
+ Gz >0

[l
N

3

Poiché si ha una somma di elementi non negativi, l'uguaglianza a 0 si puo
avere solo quando tutti gli elementi sono nulli e quindi per solo per z nullo.
Dunque la matrice A ¢ definita positiva e quindi non singolare. O]

10.2.5 Consistenza

Se si sostituisce u; con la soluzione analitica u(x;), da (10.1) si ottiene

_u(xiﬂ) —2u(x;) + u(xi_q)
B2

u(zy) = uq

+qlzu(z) —g(z) = 10, 2<i<m—1

u(Tm) = up

da cui si deduce che il metodo numerico € consistente di ordine 2.

10.2.6 Proprieta di A

A & una matrice simmetrica e diagonalmente dominante. E possibile usare
i metodi iterativi, semi-iterativi e diretti senza pivoting per la soluzione del
sistema lineare. Inoltre, ¢ una M-matrice, cioe i suoi elementi extra-diagonali
sono non positivi e la sua inversa ha elementi non negativi.

10.2.7 Stabilita

Consideriamo due soluzioni relative a dati perturbati g e g. Si ha

da cui
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Se si vuole che le perturbazioni sui dati non si ripercuotano in maniera di-
struttiva sulle soluzioni, occorre che la matrice A~! sia limitata in norma
indipendentemente da h, in particolare per h — 0. Consideriamo la matri-
ce A,—o corrispondente alla stessa discretizzazione nel caso ¢(z) = 0. Si ha
A— A,y =diag(qs, ..., ¢n-1) > 0. Allora

Aty — AT = AT (A= A,) A >0

perché A,_o e A sono M-matrici. Allora A~ < A;:lo. Osserviamo poi che

v=A_L[1,.... 1T ¢ la soluzione discreta (approssimata) di
—"(x) =1
v(a) =0
v(b) =0

la cui soluzione analitica & v(z) = (z — a)(b — x)/2. Poiché v®(x) = 0, cosi
& per v e dunque lerrore locale, per questo problema, ¢ nullo. Dunque

45 ol = AL, 1)l = a0, =

(b—a)?
2§i§%{f1v(%) - xe[%,)zf] v(z) < 8

¢ poiché [[A™! | < [|A Lol si ha la maggiorazione richiesta.

10.2.8 Convergenza

Definiamo e;, = [eap, - -+ €m_14]" = [ua — w(x2), ..., Um_1 — w(Tm_1)]", h =
(b—a)/(m —1). Poiché
Alug, .. um|t =g
Alu(@s), .. u(@, )] =g — 71
ove 7';12) = [7'2(2,3, e ,Tr(fth}T, si deduce e, = A~'7;,. Combinando i risulta-

ti di consistenza e stabilita, si ottiene, per il problema (10.2) discretizzato
mediante differenze finite centrate del secondo ordine,

(b—a)*h?

lenlloe < 21514l

e dunque 'errore & proporzionale a h?, posto che u € C*([a, b]).
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10.3 Altre differenze finite

10.3.1 Su nodi non equispaziati

Dati tre nodi x; 1, x;, x;11, con h; 1 =x; —x;_1 ¢ h; = x;4.1 — x;, si ha

h? h3
w(zipr) = u(x;) + hu' (z;) + Elu"(xi) + —Lu®(2;) + O(h})

6
h? h3
u(l’i_l) = U((L’z) — hi_lu’(xi) + %U”(xi) — glu(?’) (Iz) -+ O(hfﬁl)
da cui
1) —u(ziy)  1hE— 2 LY+ R
i (1) = (1) —u(iz)  1hi —hiy ") — : h:ll : hzi u® () +

hi—l + h/z 2 hz’—l + hz B

+ O(max{hi_y, hj})

Se h;—1 e h; non differiscono troppo (precisamente, se la loro differenza
¢ O(max{h? ,,h?})), allora I'approssimazione con il rapporto incrementa-
le centrato ¢ di ordine O(max{h? ;,h?}). Analogamente, si pud costruire
un’approssimazione della derivata seconda
w(@ipr)—u(zs)  w(wi)—u(zi—1)

hi hi—1

hi—1+h;
2

u"(:vi) ~

La matrice corrispondente all’approssimazione mediante differenze finite di
ordine due della derivata prima con griglia non equispaziata ¢ (senza tener
condo delle condizioni ai bordi)

ES

ES3

*

*

u’(xl) 1 1 0 0 u(:cl)
o (o) Prtha R nes)
' x -1 1
b (_x‘*) ~| Y w0 ot “(9_”3)
/ : . . 0 :
_ —1 1 _
u</xm ) 0 0 ISP — RSP — (Tm-1)
L w (xm) - R * * * * 1L u(xm) -

Dati i nodi x (vettore colonna di lunghezza m), & possibile costruire il vettore
(A1, ha, ... hmo1]T con il comando h=diff(x). Allora la matrice, a meno
della prima e dell’'ultima riga, puo essere costruita, direttamente in formato
sparso, con i comandi

>d=1./(h(1:m-2)+h(2:m-1));
> spdiags([[-d;0;0],[0;0;d]1],[-1,1],m,m)

La costruzione della matrice relativa alla derivata seconda ¢ analoga.
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10.3.2 Non centrate

E possibile approssimare la derivata prima e seconda usando i nodi che stanno
solo a sinistra (o a destra) del nodo corrente. Per esempio,

u(zy) — u(z) Lo 3u(zy) — du(zs) + u(zs) o)

ul<x1) = h - h
W) = U2 L) o
_ 2“(561) - 5u(1:2) + 4“(:63) - u(SC4) + O(hQ)

h2

Cio puo risultare utile per 'approssimazione ai bordi.

10.3.3 Di ordine piu elevato
Si possono per esempio costruire differenze finite di ordine quattro centrate

w(zi—g) — S8u(w;_q) + 8u(z; + 1) — u(w;s2) 4
5 + O(h%)

—u(T;— 16u(w;—1) — 30u(x;) + 16w(x;q1) — i
i) = u(2i—2) + 16u(2;_1) 1212(2x)+ u(ziy1) u(:c+2)+(9(h4)

u'(z) =

10.4 Condizioni al bordo

10.4.1 Condizioni di Dirichlet

Se vengono prescritti i valori u(a) = u, o u(b) = uy, conviene discretizzare,
in un primo momento, il problema ai limiti senza tener conto delle condizioni
al bordo. Per esempio, la discretizzazione del problema ai limiti

u'(z)=1, x€ (a,b)
u(a) = uq
u(b) = uy

senza tener conto delle condizioni al bordo diventa

2 1 0 0 -+ 07 [w ] [1]
1 -2 1 0 0 s 1
1|0 : -
h2 . 0
0 0 1 =2 1| |uma 1
L0 0 0 1 =2| [ u, | [1]
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Poi, si correggono le equazioni relative ai nodi al bordo

10 0 0 - O] [w ] [/
1 =2 1 0 - 0| u 1
Lo o ]
Rl g : :
O -~ 0 1 =2 1| |uma 1
0 -+ 0 0 0 1] [ wpm | L up/h? ]

In questo modo, pero, la simmetria della matrice viene persa. Pertanto,
non ¢ piu possibile applicare gli appositi metodi per la risoluzione di sistemi
lineari simmetrici. Un metodo numericamente equivalente, detto metodo di
penalizzazione, e quello di modificare i soli elementi diagonali della prima e
dell’ultima riga inserendo un numero molto grande

M 1 0 0 -+ 07T w ] [Mu
1 =2 1 0 - 0] u 1
Llo - o e L]
0 -+ 0 1 =2 1| |uma 1
0 - 0 0 1 M| |un] |Mu]

Per poter usare 'algoritmo di Choleski, e inoltre necessario che la matrice
sia definita positiva. Conviene allora considerare il problema —u”(z) = —1.

10.4.2 Condizioni di Neumann

Uy - --
~e-

Yy =ul(x — x2) + ug

h 1 h

Zo a = I To I3
Figura 10.3: Imposizione di una condizione di Neumann sull’estremo sinistro.

Un modo per imporre le condizioni di Neumann, per esempio v'(a) = u/,, e
conservare 'ordine di accuratezza due (e che si puo usare anche con i problemi
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parabolici, vedi paragrafo 22.3.3) e quella di introdurre una variabile fittizia
up ~ u(a — h), approssimare la derivata u/(a) con
U9 — Ug

2h

u'(a) ~
e porla uguale a u),. In tal modo, risulta
up = uy — 2hu,

Tale espressione per ug va usata poi in qualunque stencil di discretizzatione.
Per esempio, la discretizzazione dell’equazione

u'(z) —u'(z) =1
in £ = a sara
ug —2up +uy  up —ug  Up — 2huy, —2uy +uy up — (ug — 2huy,)

h? 2h h? 2h
_2u2—2u1—2hu;_u, _q
= 3 | =
da cui 5 5 00y
Ug — ul_ a ’
=l

10.4.3 Importanza delle condizioni al bordo

Spesso si trascura I'importanza di una corretta imposizione delle condizioni al
bordo e si pensa che I'influenza delle condizioni riguardi solamente un intorno
del bordo. Ovviamente non e cosi: basti pensare all’equazione differenziale

u'(z)=1, ze(-1,1)
munita delle condizioni al bordo
u(—1) =u(l) =0

(la cui soluzione & u(r) = x?/2 — 1/2) oppure

u(—=1) =0
u'(1)=0

(la cui soluzione ¢ u(z) = x?/2 — x — 3/2) oppure
u'(—1)=d'(1)=0

(nessuna soluzione) oppure

(infinite soluzioni u(x) = 2%/2 + k).
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10.5 Un esempio: I’equazione della catenaria

Consideriamo ’equazione della catenaria

u'(z) = ay1+u(2)?, xe(-1,1)

u(—1) =1
u(l) =1
La discretizzazione mediante differenze finite centrate del secondo ordine e
T _ . i
v L ()’
A . -« : =b
wa ||V ()
L Um . L 1 .
Si tratta dunque di risolvere il sistema non lineare
F(u) = Au — a\/1+ (Bu)2 —b=0
ove
1 0 0 0 --- 0] 0 0 0 0 --- O]
1 -2 1 0 -+ 0 -1 0 1 0 --- 0
L 1o S . 1o - . . ) .
N T 2h | - |
o -~ 0 1 =21 o -~ 0 -1 0 1
o -~ 0 0 0 1] o -~ 0 0 0 0]

eb=[1/h*—a,0,...,0,1/h* — a]T.

10.5.1 Iterazioni di punto fisso

Si puo tentare di risolvere il sistema di equazioni F'(u) = 0 mediante itera-
zioni di punto fisso, che consistono nel risolvere il sistema lineare

Aul = oy /1 + (Bu™)? + b

L’applicazione del metodo risulta molto semplice: si puo decomporre A nei
fattori LU una sola volta e risolvere due sistemi lineari triangolari ad ogni
iterazione. La funzione GG deve essere una contrazione e cio puo essere difficile
da verificare. Inoltre, la convergenza risulta essere lineare. Per ’esempio
della catenaria, comunque, il metodo delle iterazioni di punto fisso converge
adeguatamente.
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10.5.2 Metodo di Newton

Volendo applicare il metodo di Newton (a convergenza quadratica) e neces-
sario calcolare lo jacobiano di F'(u), che risulta essere

Jp(u™)=A—aD(u'")B
ove
D = (di;(u™)), dij(u) = /11 (Bu®)2’
0, i # ]

A questo punto, I'iterazione del metodo di Newton consiste nella risoluzione

1=

Figura 10.4: Soluzione dell’equazione della catenaria (sinistra, m = 60) e
ordine di convergenza (destra).

del sistema lineare
JF<u(T)) (u(v”rl) _ u(r)) — —F(u(’"))

In generale, lo jacobiano di un funzionale F(u) calcolato in u(™ e appli-
cato a v e

dF F(u™ — F(u®
Jp(u™v = —(u")v = lim (u™ +ev) (™)

N du e—0 £

Come soluzione iniziale si prende solitamente una funzione semplice che
soddisfi le condizioni al bordo.

10.6 Norme ed errori

Data una funzione u(z) e due diverse discretizzazioni su nodi equispaziati
[ﬂl, . ,ﬂm] ~ [u(il), R ,U(i‘m)} e [ﬂl, R ,ftl] ~ [u(il), . ,U(i’l)]? {Zi’z}z -

catenaria.m
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la,b], {Z;}; C [a,b], non ha molto senso confrontare gli errori ||[u(z;) —
?]1, U(.’Eg) — 7:62, C. ,U(fim) — ﬁm]HZ (§ H[U([i'1> — ﬁl, y(ig) — ag, Ce ,U(.ﬁi’l) — 'ﬁ/l]HQ
Si preferisce usare la norma infinito, oppure la norma ||u|24/ bﬁ, che risulta

essere una approssimazione mediante quadratura con formula dei rettangoli
della norma in L? di u(z).

102

h?
errore rispetto alla soluzione esatta O
errore rispetto alla soluzione di riferimento %

errore in norma infinito

10-6 I

Figura 10.5: Convergenza e falsa superconvergenza per la risoluzione di
u’(z) = —sin(x), u(0) = u(m) = 0.

Se si devono invece confrontare tra loro le due discretizzazioni, occorre che
i nodi siano “intercalati” e bisogna fare attenzione alla falsa superconvergenza
(vedi Figura 10.5). Se si calcola una soluzione di riferimento con m punti di
discretizzazione, si ha

“|um — oo — [lu— um||00| < tum = tmlloo < Ntm — ulloo + U — tmloo

da cui
tm — Ulloo — & < [t — Umlloo < [[Um — vl + ¢

se ||u — Umlloo = € < ||t — u]|o. Cio significa che si puo stimare l'errore di
U, usando una soluzione di riferimento wu; solo se questa dista poco dalla
soluzione analitica e se m < m, altrimenti la stima dice solo che |u,, —
Ul < 2¢. Si ha cioe 'impressione che la soluzione numerica sia pit vicina
alla soluzione analitica di quello che dovrebbe, invece € solo molto vicina a
quella di riferimento (per assurdo, se m = m, ||ty — U |leo = 0 F# ||t —u|o0)-
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Una maniera molto comoda per verificare I'ordine di un metodo si basa
sulla seguente osservazione. Siano e; e ey gli errori corrispondenti a due
discretizzazioni con m e m punti. Supponiamo che

el = ———
T (= 1P

C

l€mlloo = m
Si ricava

log|[€|oo — log]|€mlec = —p(log(ri — 1) —log (i — 1))

Dunque, in un grafico logaritmico-logaritmico, 1'errore ||e,,||« si dispone su
una retta di pendenza —p (cioe parallelo alla “retta” (m — 1)7?) rispetto a
m — 1.
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Metodo di shooting

E possibile trasformare il problema (9.1) in un sistema differenziale del primo
ordine
y'(t) = f(t.yt), te(al]

tramite il cambiamento di variabili ¢ = x, yi(t) = w(z), y(t) = u/(z),
Ft,y@) = [y2t), f(t,y1(t), y2(t)]*. Per quanto riguarda le condizioni ini-
ziali, mentre quella per y;(t) € y1(a) = u,, quella per y,(t) non ¢ definita. Si
puo allora introdurre un parametro s € R e considerare la seguente famiglia
di problemi ai valori iniziali

y'(t)=fty(t), te(ab]

y1(a) = u, (11.1)

ya(a) = s
Dato s, il sistema sopra puo essere risolto con un opportuno metodo per
problemi ai valori iniziali. Poiché s ¢ il valore della derivata prima di u(x), tale
metodo di risoluzione prende il nome di shooting. Chiamiamo y; (¢ | y2(a) = s)
(da leggersi “valore di y; in ¢t dato che ys in a vale s”) la prima componente
della soluzione. Si dovra ovviamente trovare s tale che y;(t | y2(a) = §) =
u(z), t = x € [a,b]. In particolare, dovra essere y;(b | ya(a) = 5) = uy,.
Introduciamo allora la funzione

F(s) =yi(b | yo(a) = s) —uy

Si tratta di risolvere l'equazione (in generale non lineare) F'(s) = 0.

11.1 Metodo di bisezione

Dati due valori s1 e sg per cui F'(s1)F/(s9) < 0, & possibile applicare il metodo
di bisezione per trovare lo zero di F(s). Poiché la soluzione di (11.1) ¢

48
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approssimata a meno di un errore dipendente dal passo di discretizzazione
temporale, la tolleranza richiesta per il metodo di bisezione dovra essere
(leggermente) inferiore a tale errore.

11.2 Metodo di Newton

Per applicare il metodo di Newton, € necessario calcolare F’(s). Definiamo
a tal scopo

Derivando rispetto a s nel problema ai limiti

u”(x) = f(ZL’, UJ(I)?U’/<I>>7 x e (a7 b)
u(a) = u,

u'(a) =s
(la cui incognita u(x) ¢ proprio u(x | v/(a) = s)) si ha

0 p B 0 /
oot (@) = o f(u(z) ' (x))

da cui, scambiando 'ordine di derivazione
V(@) = fulz,u(z), o' (2)v(z) + fu(z,w(@),d (@) (z), =€ (a,b)

Per quanto riguarda le condizioni iniziali per v(z), si ha

Dunque, per calcolare F’(s) = v(b) occorre risolvere il sistema variazionale
(lineare in v(x))

V(@) = fulz,ulz), o (z)o(z) + fu(z, u(z), v () (z), = € (a,b)
v(a) =0
Vv'(a) =1
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In conclusione, per calcolare la coppia F'(s) e F’(s) in un generico punto s,
occorre risolvere il sistema differenziale del primo ordine ai dati iniziali

(Y1 (t) = 12(t)
Yo(t) = f(t,y1(t),92(1))
y3(t) = ya(t)
Ya(t) = fu (6 ya(8), y2(6))ya () + fuu (t, y2 (), y2(t) )ya(t)
yi(a) = uq
ya(a) = s
ys3(a) =0
[ ya(a) =1

fino al tempo t = b. Quindi F(s) = y1(b) e F'(s) = y3(b). Poiché le equazioni
per y;(t) e y5(t) non dipendono da y3(t) e y4(t), ¢ possibile disaccoppiare le
prime due componenti dalle seconde due.

Una semplificazione del metodo di Newton che non richiede il calcolo di
F'(s) e il metodo delle secanti.

11.3 Problema ai limiti con frontiera libera

Un caso particolarmente interessante per I'applicazione del metodo di shoo-
ting € quello a frontiera libera (free boundary)

u'(x) = f(x,u(z), v'(z)), =€ (s,0)

Z((SS))::O; (11.2)
u(b) = uy

ove i valori di u e di v sono assegnati in un punto incognito s, s < b. La
funzione di cui si deve trovare lo zero e, in questo caso,

F(s)=u(b | u(s) =a,u'(s) = 03) —u

(scriveremo F'(s) = u(b | s) — up per brevita). Dati due punti s; e so tali
che F(s1)F(s2) < 0, lapplicazione del metodo di bisezione non presenta
difficolta. Per quanto riguarda il metodo di Newton, il sistema variazionale
per

v(x)=$u(a:15)zilli_)néu(x’S+h2_“(x\8)
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e analogo al caso precedente. L’unica diversita e data dalle condizioni iniziali
(in s). Si ha
. u(s|s+h)—u(s|s)
=1
vls) = Jim h

Ora, u(s | s) = a. Poi

u(s | s+h)=u(s+h|s+h)—hu'(s+h|s+h)+0O(h?) =a—h3+O(h?)

Dunque, v(s) = —f. In maniera analoga
. u(s]s+h)—u(s]|s)
/ o o
() = lim / — —'(s)

ove il valore u”(s) si ricava dal problema (11.2) e vale f(s, a, ().
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Equazione di Poisson

Di particolare interesse e I'equazione di Poisson
—Viu(z) = f(z), x€QCR?

ove V2 & l'operatore laplaciano definito da

vti 82

2
x
kzlﬁ :

L’equazione ¢ solitamente accompagnata da condizioni al bordo di Dirichlet
o di Neumann.

12.1 Equazione di Poisson bidimensionale

Analizziamo numericamente in dettaglio il caso d = 2 (x = (z,y)) e Q =
la,b] x [c,d].

12.1.1 Condizioni al bordo di Dirichlet

Consideriamo dapprima il caso con condizioni al bordo di Dirichlet. Dunque

(—Vu(z,y) = f(z,y), (2,y) € [a,b] x [¢,d] C R
U’(aay) = Da(y)

u(b,y) = Dy(y)
u(z,c) = D.(z)
u(z,d) = Dgy(x)

\

con le necessarie condizioni di compatibilita ai vertici. Introduciamo una
discretizzazione x; = a + (i — 1)hy, i = 1,2,...,my, hy = (b—a)/(m, — 1)

52
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eyj=c+(—1Dhy,, j=12,....,my, h, =
infine la discretizzazione di u(x,y) definita da

U ~ U(xuyj),

di cui si vede un esempio in Figura 12.1.

(d —¢)/(my, —1). Introduciamo

k=(j—mg+i

La matrice di discretizzazio-

U3 Uiq U1s
Ug U10 U11
Us Ug Uy
Uq Us Us

U16

U2

ug

Ugq

Figura 12.1: Numerazione di una griglia bidimensionale

ne alle differenze finite centrate del secondo ordine, senza tener conto delle
condizioni al bordo, e data da

A=l @A+ Ay @ 1,

ove ® indica il prodotto di Kronecker e

r2 -1 0 07 r2 -1 0 07
-1 2 -1 0 -1 2 -1 0
1 ’ 1
U 0 0 ay =L 0 0
h2 h2
0 0 0 0
0 -1 -1 : 0 -1 -1
0 —1 0 0 -1

ove A, € Rm=>™s ¢ A, € R™>*™v . Poi, le righe di indice, diciamo k, cor-
rispondente ad un nodo al bordo vanno sostituite con il vettore della base
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canonica ey, diviso per b2 + h2. Il termine noto & [by, by, ..., bym,] ", ove
(f(zi,y;) se (x;,y;) & un nodo interno, k = (j — 1)m, + i
fggg sex;=a, k= (j—1)m,+1i
b, = hD%bJ(ry}fg se x; = b, k—(j—l)mm—i-z
hD%fhg sey;=c k= (j—1)m,
\hDgSZg sey;=d, k= (j—1)m,

Alternativamente, si puo sostituire il solo termine diagonale delle righe cor-
rispondenti ad un nodo al bordo con un coefficiente M/(hZ + h2), M > 1
e moltiplicare per M il corrispondente elemento nel termine noto. Questa
procedura permette di assegnare, di fatto, le condizioni al bordo di Dirichlet,
mantenendo la matrice A simmetrica.

In GNU Octave, la corretta numerazione dei nodi avviene con i comandi

linspace(a,b,mx) ;
linspace(c,d,my) ;
X,Y] = ndgrid(x,y);

vV V V

X
y
[
e la costruzione della matrice A tramite il comando kron.

12.1.2 Condizioni al bordo miste

L’equazione di Poisson non puo essere accompagnata solo da condizioni al
bordo di Neumann, altrimenti la soluzione e indeterminata. Consideriamo
allora il seguente problema con condizioni al bordo miste

( —VPu(z,y) = f(z,y), (z,9) € [a,0] x [¢,d] CR?
u(b,y) = Dy(y)

u(z,c) = D.(z), D.(b) = Dy(c)
_gu( ) a(y) ZE:CL,C<y<d
ou

— =N, =d, v <b
\ ay (Jf,y) d(x)v Yy y L

La matrice di discretizzazione alle differenze finite centrate del secondo ordine
¢ data da

A=Tn @ Ap+ Ay & I,
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ove
2 -2 0 0 2 -1 0 0
1 2 —1 0 -1 2 -1 0
A, = 110 ’ 0 A, = 1] o0 ’ 0
" h2 Y n2

0 0 0 0

0 -1 2 -1 0 —1 2 —1

0 0 -1 2 0 0 -2 2]

Poi, le righe di indice, diciamo k, corrispondente ad un nodo al bordo su cui
sono prescritte condizioni di Dirichlet vanno sostituite con il vettore della
base canonica ey, diviso per h? + h;. La riga di indice m,,, corrispondente al
nodo di bordo (a, ¢), va sostituita con

1 1
0,...,0,1 ® —-|-2,5,—-4,1,0,...,0] + —|0,...,0,=2,2 1,0 0
[ Y Y ) ] ® hz‘[ Y Y Y Y ) Y ] + hzli ) Y Y Y } ® [ ) Y ) ]
(si puo verificare che lo stencil [2,—5,4, —1]/h2 & un’approssimazione al se-

T

condo ordine della derivata seconda). Il termine noto ¢ [by, by, ..., byym,]

ove

flxi,y;) se (z;,y;) ¢ un nodo interno, k::(j—l)mg;—l—i
% sex; =b, k=(j—1)m,

by, = %CEL’% Seyj:c,k::(j—l)m
i) + 2580 s, k= G- Dt 1,5 F
o) + M) sy = k= - Vg b
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Metod1 variazionali

13.1 Formulazione variazionale di un proble-
ma modello

Consideriamo il seguente problema ai limiti (equazione di Poisson)

u'(z) = g(), 566(0,1)
() u(l) =

con g € C°([0,1]). Introduciamo il seguente spazio lineare:

(13.1)

V = {v: v € C%[0,1]), v’ continua a tratti e limitata, v(0) = v(1) = 0}
e il prodotto scalare su V'
1
(v,w) = / v(z)w(z)de
0

Teorema 2 (Formulazione variazionale). Se u(x) ¢é la soluzione del proble-
a (13.1), allora uw € V e

(W', v") = (g,v), YweV (13.2)
Dimostrazione. Sia u soluzione di (13.1). Allora, per ogni v € V|

/01 —u"(x)v(r)dr = /01 g(z)o(z)dz = (g,v)

Integrando per parti,

/01 —u(z)v(r)dr = —/(z)v(z)| + /01 o () (z)d = (u,0)

poiché v(0) = v(1) = 0. O

1

0

56



13.1. UN PROBLEMA MODELLO 57

Per quanto visto per il problema modello (10.2), la soluzione di (13.1)
esiste ed e unica. Per quanto appena dimostrato, essa e soluzione anche di
(13.2).

A cosa serve dunque la formulazione variazionale? Consideriamo invece
il seguente problema

{ —u”(x) = — 0 ‘77)7 T < (0’ 1) (133)

u(0) =u(l)=0

ove
0 O§x<%—5

ge(r) =95 3—ec<z<i+e
0 %+€<I§1

La funzione discontinua g. rappresenta la densita di carico e il carico totale

vale .
/ ge(z)dz =1
0
La “soluzione” di (13.3) ¢

( 1 0< <1
—— r< - —¢
2 - T2
ue(z) = L x—lQ el 1—a<ac<—+e
: 4e 2 4
1 1
\—§<1—SE) §—|—€§£C§1

In che senso soluzione? Chiaramente u”(1/2 + ¢) non esiste e quindi non &
vero che —u!(z) = g.(z), x € (0,1). Ma ¢ vero che u. € V' e

£

/01 u (x)v'(z)dr = /05_8 u (z)v'(z)dr + /;_:8 vl (@)dar + /;ra welre)de =
_ / i @(a)de - / + u!(w)o(z)d — / u!(x)v(x)dr =
__ / S vla)dr = / ~g(ap(a)de = [ g @l

Dunque u. € soluzione della formulazione variazionale.

Ritornando al problema modello (13.1), ove perd non facciamo ipotesi
su g, la soluzione classica, quella di classe (almeno) C?; si chiama soluzione
forte del problema (13.1), mentre la soluzione di (13.2) si chiama soluzione
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debole del problema (13.1). Con il teorema e ’esempio precedenti abbiamo
dimostrato che se esiste la soluzione forte, essa ¢ anche soluzione debole, ma
non & sempre vero il contrario (cioé puo esistere la sola soluzione debole).
Qualora si trovi una soluzione debole, ha pero senso verificare se per caso
non sia anche forte. Infatti, se u € V & soluzione di (13.2) e u € C?([0,1])
(da notare che C*([0,1]) C V), allora 0 = (v’ — g,v) = (—u” — g,v) per ogni
v € V. Poiché u” + g & continua, si deduce —u"(x) = g(z) per 0 < z < 1.

Per quanto visto, la formulazione variazionale (13.2) del problema (13.1)
e in realta le pin “fisica”: pensando al problema della trave, essa permette
di descrivere, per esempio, anche il caso in cui la densita di carico g(x)
non sia continuo. Basta infatti che sia possibile calcolare (g,v), v € V e
dunque basta, per esempio, che ¢ sia continua a tratti. Quindi, in generale,
¢ possibile come modello per un fenomeno fisico la sola formulazione debole.
La soluzione debole, se esiste, & unica: infatti, se u; e us sono due soluzioni
di (13.2), allora

(uy —ug,v) =0, YveV

e in particolare per v = u; — us. Dunque

[ o) - wonar =0

e quindi v} (z) — uy(x) = (ui(x) —ug(x))" = 0. Pertanto u; — us ¢ costante e
siccome u;(0) — uz(0) = 0, allora u; (z) — ug(z) = 0.

13.1.1 Metodo di approssimazione variazionale

Prendiamo un sottospazio V,, di V di dimensione finita. Si cerca allora
u €V, tale che
(4,v) = (g,v), YveV, (13.4)

(metodo di Galerkin) ove, per brevita, (u,v)" = (4',v’), o, equivalentemente

J(u) = inf J(v)

vEVm
(metodo di Ritz).
Teorema 3. Il problema (13.4) ha un’unica soluzione.

Dimostrazione. Sia {¢;}7-, una base di V,,. Allora

i(r) = Z%’@(@
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e il problema (13.4) si riscrive, per i = 1,2,...,m,
1 m !
/ ’LAL/(lL‘)gf);(JZ)dZL' - (Z ﬂj¢j7 sz) — Z(¢]’ ¢z) - Au - (g’ sz)
0 j=1 7=1
ove A = (a;;) = (¢j,¢:) e w = [ty,...,Uy|". Calcoliamo ora w™ Aw per
w = [wy,...,w,|T. Siha

w! Aw = Zwl (Z qﬁl,qu)’wj)
7j=1

da cui, per la linearita del prodotto scalare,

w Aw — (sz@ Zw]% ) /01 (Zm:wjgb;(x)) dz >0

e I'unica possibilita per avere 0 ¢ che ) w;¢;(z) sia costante e dunque nullo
(poiché nullo ai bordi). Dunque, A ¢ definita positiva. O

La matrice A, che risulta essere simmetrica e definita positiva, si chiama
matrice di rigidezza (stiffness matriz) e il vettore (g, ¢;) vettore di carico
(load vector). Vale poi il seguente risultato:

Teorema 4. Se u ¢ soluzione di (13.2) e u di (13.4), allora
5 /< . o ! .
Ju—dll < inf u o (13,5

ove ||| = /()"
Dimostrazione. Dalle uguaglianze

(u,v) = (g,v) Vv €V e, dunque, Yv € V,,
(a,v) = (g,v) Yv eV,

si ricava ((u — @),v)" = 0 per ogni v € V,,. Dunque, se v € V,,, allora
v—1u €V, equindi

(v—t,u—u)=@u—tu—v+@w—-0)=@w-0u—0v)<

< [lu—allu — |’
(per la disuguaglianza di Cauchy—Schwartz) da cui
Ju—al < lu=vlf, VoeV,

e quindi la tesi. O
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Per definizione, 4 ¢ allora la proiezione ortogonale della soluzione esatta
u sul sottospazio V,,, tramite il prodotto scalare (-,-)".

La scelta di V,,, caratterizza il metodo. Da un lato bisogna considerare
la regolarita della soluzione richiesta. Dall’altro la difficolta di assemblare la
matrice di rigidezza e di risolvere il sistema lineare.

Stabilita e consistenza

La consistenza del metodo di Galerkin discende dal fatto che se u € V', allora
(u,v) = (g,v), Yv eV,

(il metodo si dice fortemente consistente). Per quanto riguarda la stabilita,
cominciamo ad osservare che se 4 soddisfa (13.4), allora

/0 owii(x)i (z)da /0 (@)l (z)dz| < 24/ T @)/ )

per la monotonia degli integrali (z < 1 in [0,1]) e la disuguaglianza di
Cauchy-Schwartz e

<2

/0 1 2xi(x)i (x)de = /0 1 vi?(z) dz = @ (x)x

da cui

(@, 01) < 24/ (01, )N/ (W, 0') = 24/ (@, @)/ (@, T)"
V(w,a) < 2|

Poiché u soddisfa, in particolare,

cioe

(ﬁv ﬁ)/ - (gv ﬁ)
si ricava, suppondendo g a quadrato sommabile,

1al* < v/(g.9)v/ (@, 1) < 2¢/(g, g) [l
lal” < 24/(9,9)

Si conclude osservando che date due perturbazioni della soluzione u e u
corrispondenti rispettivamente a g e g, allora

da cui

(@ —u,v) =(G—g,v), YveV,

~ — / ~ — ~ —
la —all" < 2+/(§— 3. — 9)
e cioe che piccole variazioni sui dati producono piccole variazioni sulle solu-
zioni.

e pertanto
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Metodo degli elementi finiti (FEM)

1 bi b D1
. 7 o

.
\ 4 \ / \
\ ’ N AR
\ / N N \
\ 4 A >

7/ /N VAR \

/ \ ’ A \

/ R i \ »

—— ety iy ey

Ty 2 Tj—2  Tj-1 Tj Tj+1 Tm

Figura 13.1: Hat functions

Introduciamo una discretizzazione dell’intervallo [0, 1] a passo wvariabile,

come in Figura 13.1. Lo spazio V,, & generato dalle funzioni di base {¢; }72,",

le quali sono definite da

T —Tj
; X1 ST ST
h]',1
— ZT; — X
x) = J+1
¢J( ) iy , l‘jSZESI'j_H
J
0, altrimenti
(§
(1
y Tj1 < T < Ty
hj—l
! - 1
¢7(x)_ —h—, T <T < Tjql
J
L 0, altrimenti

Tuttavia, per permettere la trattazione di problemi con differenti condizioni
al bordo, consideriamo anche

To — T < <
y, L1 X T X T2
o1(z) = h
0, altrimenti
e
! <x <
— T X i)
/ Y
1(z) = hy
0, altrimenti
e
T — Ty
¢() h—mla mm—1§~r§$m
m\L) = m—1

0, altrimenti
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Tope1 < T < Ty

0, altrimenti

Dunque, nell’approssimazione
i) =Y d;0(x)
j=1

i coefficienti 4; sono i valori di @ nei nodi z;. Il problema (13.4) si riscrive

L mo mo it
/0 ()¢ (z)dx = ; o /0 o, ()¢ (z)de = ; U, /:rl—hi_l (b](x)gbi(x)dx =
m zi+h;
= ;ﬁ]az] - /xi_hi_l g($)¢2($)d$

Siccome il supporto di ¢;(x) € [xj_1,2;11], gli unici elementi non nulli a;;
SONO A, Gji—1 € Qi1 = Q1. Per 1 <1 < m,

Zj 1 2 z;+h; 1 2 1 1
ai; = (05, 0:) = dx+/ (——) dr = + =
(91,1 \/:rihil (hi—l) i h; hi-v D

i 1 1 1
Qji— :¢i—7¢i/:/ - : de = — = Gi-14
e TR R iy

Per i =1 e i = m, si ha invece

z1+hy 1 2 1
— o) dr = —
“ /m < hl) T

vz 1 1 1
a21:/ —— —dr = —— =ap

N R h
o 11 1
Amm—1 = - : dr = — = Am—1m
! /l"m—hml hmfl hmfl hmfl !

om 1 \° 1
A, = — dx =
/Im—hml < hml) hmfl

Per quanto riguarda il calcolo di (g, ¢;) si puo ricorrere alla formula del punto
medio: per 1 <7< m e

. T — Ti r Tiy1 — T
9i = (9, ¢i) = / g(x)fdx +/ g(x)“de ~

N i1+ \ hica n i+ Tig1 | A
~9 2 2 Y 2 2
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Per i =1 e ¢ = m si ha invece

_ _ 2 Tog — - 1+ 29\
91—(97¢1)—/ g() Iy dvag( 5 )2

1
wm T — Ty L1+ T \ Pom—
gmz(g,aﬁm):/ g(iv)—ldl"%g( - ) 21
Tm—1

[’approssimazione di
i Ti R
/ g(x)pi(z)dx = / g(m)ﬁdx

mediante la formula del punto medio produce un errore

oy, Sic1—xic1 29'(&-1) 9
o1 (9 (&i-1) I + By )’ =0(hi_y), &-1€ (xim1, )

(occorre infatti valutare la derivata seconda di g(z)¢;(x) in un opportuno
punto &_1). Siccome

Ti_1+ x; Ti—1) + g(x; =
g ( 12 ) = g 1)2 9(:) +O(hi)) = gier + O(h?_y)

e, essendo la formula del punto medio esatta sulle funzioni lineari,

i B Ti1+x; ~ hia
/xi_l ¢z(x)dx - ¢z ( 9 ) hzfl - 2

la formula del punto medio viene di solito sostituita dalla formula equivalente
(nel senso dell’ordine di approssimazione)
'

xT; zi+h;
g =(9,0:) = gil/ ¢i(z)dz + gi/ di(x)dxr = g;—y 5 + g; 5

Ti—hi—1 i

perl <i<meda

r1+h1 hl
g =(9,01) = gl/ ¢1(x)dr = §1?
— o _ hm—l
9m = (g, ¢m) = Om—1 qu(l')dl’ = Jm—1 5

Tm—hm—1

La riga i-esima del sistema lineare risulta dunque essere

1 1 1 1 _ | gi— hi—. +3gihi
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e dunque molto simile (il termine noto ¢ diverso, anche se dello stesso ordine)
a quella della discretizzazione con differenze finite del secondo ordine. Pertan-
to, ¢ naturale aspettarsi, sotto opportune ipotesi di regolarita, che 'errore,
nella norma indotta dal prodotto scalare, rispetto alla soluzione analitica
tenda a zero come h?, h = max; h; (e cio giustifica, a posteriori, la scelta
della formula di quadratura). Facilmente, usando la disuguaglianza (13.5) e
i risultati della Sezione 1.1.1, si puo dimostrare

1
[ — @] < [lu— piull = \//O [w () — (piu)(@)]" do < hfju"|l

E quindi, ancora, ci si aspetta che se 'errore sulle derivate va a 0 come h,
allora lerrore sulla funzione vada a 0 come h%. E importante sottolineare che
la similitudine con le differenze finite si ha solo per questo semplice problema
modello, per la scelta delle funzioni di base e per la scelta della formula di
quadratura.

A questo punto si risolve il sistema lineare, dopo aver opportunamente
modificato la matrice e il termine noto per imporre le condizioni al bordo di
Dirichlet.

Nel caso di condizioni di Neumann (per esempio in u/(0) = wy), la forma
debole del problema e

1

—0' (z) i () , —i—/o o' (x) ¢y (x)da :/0 g(@)pi(x)dx, 1<i<m

Per i = 1, che ¢ il caso di interesse, si ha

ﬂ'(0)+/01 ﬁ’(w)¢i(x)dwZ/Olg(l’)cbl(w)dx

Dunque, la prima riga del sistema lineare da risolvere ¢

[ @ =+ [ ot

Da notare che il problema con due condizioni di Neumann non ¢ ben definito,
in quanto se u(x) € soluzione, allora lo & anche u(x) + k.

Ovviamente, lo spazio V,, puo essere costituito da funzioni molto piu
regolari (per esempio polinomi di grado superiore).

Vediamo un approccio piu generale all'implementazione del metodo degli
elementi finiti. Supponiamo di avere [ elementi {£;}!_, (nel caso unidimen-
sionale, sono gli intervalli) ad ognuno dei quali sono associati due nodi. Con
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[1 62 Ej—l ZJ él

Ty T2 Tj-1 X Tj4+1

Figura 13.2: Nodi (numerati in basso) ed elementi (numerati in alto).

riferimento alla Figura 13.2, ove m =1+ 1, si ha
€j71:j7 €j72:j+17 1§]§l

che significa che I'elemento ¢; ha associati i nodi z; e ;;;. Ogni elemento
contribuisce all’assemblaggio della matrice di stiffness e del termine noto. Per
quanto riguarda la matrice di stiffness, ad ogni elemento ¢; si associa

1
¢ej,kfj,k = / ¢/£j7k(x)¢2j7k(x>dx = F, k=1,2
L; j

1
¢€j,kfj,37k = /K (blfj,k(x)gb;j,:sfk(x)dx = _Ev k=1,2
§ J

Per quanto riguarda il termine noto, ad ogni elemento /; si associa

. . g(‘réj,l) + g(xfj,z)
g@j - gj - 2

Pertanto si ha
©q;=0,1<4,7<m,g=0,1<i<m
e FOR j=1,...,1
FOR k =1,2

J
At = Qs 50 T Pt G0 = Goi0 + 90,5

;555 = Olgtisn T @j,kfj,s—k

END

END

13.1.2 Estensione al caso bidimensionale

Tutto quanto detto si estende, in particolare, al caso bidimensionale. Si deve
usare la formula di Green

/v2 = —/Vu(a:)-Vv(az)da:—i-/mv(s)Vu(s)-V(s)ds

ove v(s) ¢ il versore esterno normale a 0f).
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13.2 Metodi spettrali

Sia
u(w) = 3 0,0

L’indice algebrico di convergenza ¢ il piu grande k tale che
lim |u;]j* < +o0
j—00

Se tale limite e finito per ogni k, allora la serie si dice convergere esponen-
zialmente oppure spettralmente. Significa che |u;| decade pit velocemente di
ogni potenza negativa di j. Parleremo di metodi spettrali quando useremo
un’approssimazione di una serie convergente spettralmente

u(r) = Zﬂjgzﬁj(x)

al posto di u(x). Quindi, useremo i metodi spettrali quando ci aspettiamo
soluzioni molto regolari.
Consideriamo un sistema {¢;}, ortonormale rispetto al prodotto scalare

b
/ é;(x)pi(x)w(z)dr = 6

La formulazione di Galerkin di un problema ai limiti Lu = g, L operatore
differenziale lineare, diventa

> i [ Lo@eau@is = [ g@aau(@ds, 1<i<m

Nel caso non si possano calcolare analiticamente o con formule di quadratura
esatte gli integrali, si ricorre alle formule di quadratura gaussiana (relative
alle funzioni ¢;(x)) a m punti, dando origine al sistema lineare

m

> <Z chj(:vn)qm(wn)wn) = gl@a)di(@)w,, 1<i<m (13.6)

j=1 n=1

In tal caso si parla di metodi pseudospettrali. 1 coefficienti u; che si trovano
risolvendo il sistema lineare si chiamano solitamente soluzione nello spazio
spettrale. Dati i coefficienti, si ricostruisce la soluzione nello spazio fisico
> U;pj(z). Detta F' la matrice

F= (fz‘j) = ¢i($j)
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i coefficienti 4; dati da

ﬂl u(xl)wl
U wu(x9)w
2| |
U, U(T ) Wiy

Dati invece i coefficienti i, si calcola la soluzione fisica ) i;¢; () sui nodi
di quadratura mediante

ﬂ(zl) 111
(xs) _ g Us
() .

Solitamente le funzioni {¢;(x)}; sono polinomi ortonormali rispetto alla fun-
zione peso w(x). La soluzione u(x), perd, potrebbe non essere efficacemente
approssimata da polinomi, per esempio se deve soddisfare particolari con-
dizioni al contorno (tipo wvanishing boundary conditions, condizioni al bordo
periodiche o altro). Puo essere utile allora la decomposizione

u(z) ~ Zﬁj%(ﬂ?)v w(z) = Zﬁj%(f’@)

La formulazione di Galerkin di Lu = g diventa allora

m b b
>~ iy [ Lo, (o) wloon(o)V e [ gyt wiide, 1< i <m
j=1 a a
Ad ogni modo, la differenza sostanzionale con il metodo degli elementi finiti
e che le funzioni di base sono regolari e a supporto globale.

Consideriamo ora un caso particolare di fondamentale importanza (per
I'analisi numerica in generale). Molte proprieta risultano comuni anche agli
altri metodi pseudospettrali.
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13.2.1 Trasformata di Fourier

Sia [a,b] un intervallo di R, m > 0 pari e fissato. Consideriamo, per ogni
Jj €L,
i(j—1—-m/2)2w(z—a)/(b—a)

el
Vb —a

¢j(z) =

Allora,

/ ¢j(x)dp(z)dr = dj (13.7)

Infatti, se j = k allora ¢;(z)éx(x) = 1/(b — a), altrimenti

ei277(j—k)(z—a)/(b—a)

() gn(x) = —

e quindi

34 1 gi2r(j—k)y ) ;
_ S =0
o= [ G t-ad =,

/@

poiché I'integrale delle funzioni sin e cos in un intervallo multiplo del loro pe-
riodo e nullo. La famiglia di funzioni {¢,}; si dice ortonormale nell’intervallo
[a, b] rispetto al prodotto scalare

(05, D) :/ ¢;(2)or.(x)da

Un risultato utile ¢ il seguente

Zei(nfl)%r(jfk)/m =méy, 1<jk<m (13.8)

n=1

E ovvio per j = k; altrimenti

m m—1
Zei(n—l)%r(j—k)/m _ Z (ei27r(j—k)/m)n
n=1 n=0

1= e?Uh 1 —cos(2n(j — k) 0
o 1 — el2n(j—k)/m o 1 — ei2n(j—k)/m -

poiché —m+1<j—k<m-—1.
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13.2.2 Trasformata di Fourier discreta

Sia w una funzione da [a,b] a C tale che u(a) = w(b). Supponiamo che u si
possa scrivere (cio & vero, per esempio, per funzioni di classe C!) come

+oo

u(z) = Z u;pi(x), u; €C (13.9)

Fissato k£ € Z, moltiplicando entrambi i membri per ¢i(x) e integrando
nell’intervallo [a, b], usando (13.7) si ottiene

/a @z = / b < io uj¢j(x)m> dz =

j=—o0

i b
=D, “j/ ¢j(z)pp(x)dr = uy

j=—00

(13.10)

Dunque, abbiamo un’espressione esplicita per u;. Analogamente si vede che

b +00
/ |u(z)[Pdr = Z lu;|*>  (identita di Parseval)

j=—00

La prima approssimazione da fare consiste nel troncare la serie infinita.
Osserviamo che, definito J =7\ {1,2,...,m},

b m 2 b 2
/ u(zx) — Zujgbj(m) dx :/ Zujqu(x) dx =
a j=1 a |jes
= / (Z ujaﬁj(:c)) (Zu—m(x)) dz =
@ \jeJ keJ
= Z’%‘P

jeJ

Stimiamo adesso u;: posto A; =1i(j —1 —m/2)27/(b— a) si ha, per funzioni
di classe u € C' (e u’ derivabile), integrando per parti

= [ ul)d e =~ ult) — u(@) + - [ o/ @) =
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Se anche u/(a) = v/ (b) e v’ € C' (e u” derivabile), allora, integrando ancora
per parti, si ottiene u; = O ((j —1—m/2)73) e cosi via. Se dunque u &
infinitamente derivabile e periodica (cioé tutte le derivate sono periodiche),
allora u; decade piu velocemente di ogni potenza negativa di j.

La seconda approssimazione da fare e utilizzare una formula di quadra-
tura per il calcolo di u;. Riportiamo per comodita la formula di quadratura
trapezoidale a m+ 1 nodi equispaziati x,, = (b—a)y,+a, ove y,, = (n—1)/m,

n=1,...,m+ 1 per funzioni periodiche:
b b—a - b—a >
g@)dz ~ —— ( g(a1) +2)_ 9(wn) + g@mir) | = —> g(wn)
a m n=2 m n=1
Usando la (13.8), abbiamo
méjk _ Z ei(n—1)27r(j—k)/m _ Z ei(j—kz)Qﬂ'yn — Z ei(j—k)?w(xn—a)/(b—a) _
n=1 n=1 n=1

ei(jflfm/2)27r(xn —a)/(b—a) e*i(k*lfm/Q)Qﬂ(l‘n —a)/(b—a)

“h-a2, N N -
b
o anouan) =m [ 6(aauia)da

3
Il

NE

=(b—a)

1

n

cioe la famiglia {¢;};, 1 < j < m, & ortonormale anche rispetto al prodotto

scalare discreto
b — a ~—

n=1

(¢j7 ¢k)d =

Questo significa che la formula di quadratura trapezoidale a m punti ¢ esat-
ta per le funzioni {qﬁj};n:zrf{j Jo- Applicando la formula di quadratura ai

coefficienti (13.10) si ottiene

u(z) N dz =

1
=vb— a/ u((b— a)y + a)e U-2memmy gy ~
0

/b efi(jflfm/2)27r(x7a)/(bfa)

I
>

V b—a Z (u(xn)eimwyn) e—i(j—l)Qﬂ'yn
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La funzione (serie troncata di Fourier)

m m/2—1
() =D 0(x) = Y lk1im2Geiim () =
Jj=1 k=—m/2
m/2-1 oik2m(z—a)/(b-a)
= Z U1 4m/2—F——— Vh—a

k=—m/2

¢ un polinomio trigonometrico che approssima u(z) ed & interpolante nei nodi
x,. Infatti, usando (13.8),

m
U(Z‘n) = Za ¢] xn)

L ) (- 1)2rwe ili=1-m/2)27(zn—a)/(b—a)

— 1m7'r k e~ ili— TYk _

m m

= i Z u(xk)eimfr(k—l)/me—imfr(n—1)/m Ze—i(j—1)27r(k—1)/mei(j_1)27r(n_1)/m _
m k=1 j=1
1 & . "o 1

= ;u(ﬂ%)el(kw)w ;e‘(]fl)%("*wm = Eu(ﬂcn)m = u(zn) .

= jed
La trasformazione
T AN < T
[u(zy), u(xa), ..., u(xy,)]” — U, dgy .. ., Uy
si chiama trasformata di Fourier discreta di w e wq,..., U, coefficienti di
Fourier di u. 1l vettore m - [ty, Uy, - . ., Um|* /+/b — a pud essere scritto come
prodotto matrice-vettore Flu(xy)e™™ u(xy)e™ ™2, ... u(x,,)e™ |1 ove

xXr
F= (fjk)7 fjk = e_l(j D2y — ¢j+m/2 ( bk " ) Vi b—a.

Alternativamente, si puo usare la Fast Fourier Transform (FFT). Il comando

fft applicato al vettore [u(xy)e™™' u(xy)e™™2 ... u(x,,)e™ ¥ ]T produ-
ce il vettore m - [dy, Ua, . .., Um)T /v/b— a, cosi come il comando fftshift

applicato al risultato del comando fft applicato a [u(zq), u(za), ..., u(zy)].
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Dati dei coefficienti 9;, 7 = 1,...,m, si puo considerare la funzione

(periodica)
> 0i05()
=1

La valutazione nei nodi z,,, 1 < n < m, porge

. m m ei(j—1—m/2)27r(xn—a)/(b—a)
bn =Y 005(xn) = Y0 =
j=1 j=1 Vb —a
m 1 e
— - E @jel(rl)%yn o~ imTYn
b—alm \ <
J=1
La trasformazione
PN ~ 1T 2oz 2 1T
[01, 02, ..o, O] — [01,02, ..., V)

si chiama anti-trasformata di Fourier discreta. Se i ¥; sono i coefficienti di

Fourier di una funzione v(z), la proprieta di interpolazione comporta v, =
v(z,). Ma, in generale, non & vero che

o(w) = 32 004()

Il vettore Vb — a - [01€™71 Goe™™¥2 . 0,,e™™¥"|T /m pud essere scrit-
to come prodotto matrice-vettore F'[0y, 0o, ..., 0" /m, ove F’ denota, co-

me in GNU Octave, la trasposta coniugata di F. Alternativamente, il co-
mando ifft applicato al vettore [0, 0s, ..., 0y] produce il vettore /b — a -
[Oyemmvt Goeimm2 G etmTm] [ mentre, se applicato al risultato del co-
mando ifftshift applicato al vettore [01, D2, ..., U], produce il vettore

\/b—a- [1:11,12)2,...,?}7,1}/7’71.

Applicazione ad un problema modello

Consideriamo la soluzione del problema

1
"
—_ = e (—
w(z) + u() sinz+2 (=)
u(—m) = u(nm)
mediante decomposizione in funzioni di Fourier. Posto a = —m, b = m,

g(xz) =1/(sinz + 2), si ha
i(j—1-m/2)2n(x—a)/(b—a)

vb—a

(S

¢j(z) =
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102 - T .
ordine 1 fourier.m
ordine 2
ordine 4 ———
ordine 8 ———
10 errore ¥
10 *
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Figura 13.3: Convergenza spettrale di Fourier.

ove m e pari e fissato e, per 1 < k < m,

/7r <_iuj¢j($)>”¢k—($)d$+ /7r (iuj@(g;)) Sn(z)dz =

da cui

S [ S@a@d+ Y w [ o@a@d = [ g
; /;71' ; /;W ’ /;71' *

Poiché

(o) = (LAY ) < o

J b—a
usando 'ortonormalita delle funzioni di Fourier e calcolando i coefficienti di
Fourier di g(z), si ha

—)\zﬁk+fbk:gk, 1<k<m

da cui .



74 CAPITOLO 13. METODI VARIAZIONALI

e quindi
ulz) =Y iye5(x)
j=1

In Figura 13.3 si vede la convergenza spettrale del metodo.
Da notare che le condizioni al bordo devono essere di tipo periodico:
condizioni come

u”(x) = f(x,u(x),u’(x)), S (a7b)

sono invece di Dirichlet omogenee. Inoltre, la soluzione del problema deve
poter essere periodica (o, almeno, avere piu derivate possibili periodiche):
per esempio, non possono esserci termini non omogenei non periodici.

Costi computazionali e stabilita

La Fast Fourier Transform di un vettore di lunghezza m ha costo O(mlogm),
mentre il prodotto matrice-vettore O(m?). Tali costi sono perd asintotici e
nascondono i fattori costanti. Inoltre, GNU Octave puo far uso di implemen-
tazioni ottimizzate di algebra lineare (come, ad esempio, le librerie ATLAS).
In pratica, dunque, esiste un myq sotto il quale conviene, dal punto di vista
del costo computazionale, usare il prodotto matrice-vettore e sopra il quale
la FFT.

Per quanto riguarda l’accuratezza, in generale la FFT e piu precisa del
prodotto matrice vettore. Poiché la trasformata di Fourier discreta comporta
I'uso di aritmetica complessa (anche se la funzione da trasformare ¢ reale),
la sequenza trasformata/anti-trasformata potrebbe introdurre una quantita
immaginaria spuria che puo essere eliminata con il comando real.

Anche per la trasformata di Fourier vi possono essere problemi di stabilita
simili al fenomeno di Runge (qui chiamato fenomeno di Gibbs). Una tecnica
per “smussare” (in inglese “to smooth”) eventuali oscillazioni, consiste nel
moltiplicare opportunamente i coefficienti di Fourier 4, per opportuni termini
o; che decadono in j, per esempio

U:%+1—|%+1—j\
J %+1

L 1<j<m

Il risultato ¢ che il coefficiente ,,/o41 ¢ pesato da o,,/211 = 1, i coefficienti
Uyj2 € Upmj242 SONO pesati da m/(m + 2) e cosi via fino al coefficiente
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pesato da 2/(m+2). Questa scelta corrisponde alle medie di Cesdro. Infatti,
si sostituisce la serie troncata di Fourier

> o)
j=1

con la media delle troncate

ﬂ max{ o 4+1+km}

ZZ

m+1 k
4

()

Si ricorda che se una serie ¢ convergente, allora il limite delle medie delle sue
troncate e la somma della serie.

Valutazione di un polinomio trigonometrico

Supponiamo di conoscere i coefficienti 4;, 7 = 1,...,m e di voler valutare la

funzione "
i(z) =Y d0;(x)
j=1

su un insieme di nodi target xy equispaziati, z, = (k —1)/n, 1 < k < n,
n > m, n pari. Si possono introdurre dei coefficienti fittizi Uy

U =0 1<k<2”™
Up =ity non o 41<k<m— """
Uk_O m—n_m+1§k§n
Si avra
m n i(j—1-n/2)2n(xx—a)/(b—a)
() = Z a;jg;(xy) Z j -
= o Vb—a
_ b?’L_ - (Z (j 1) Qnyk) efinﬂ*yk
1

Oppure si puo costruire la matrice F' relativa ai nodi (cio funziona anche per

nodi non equispaziati).
equispaziata NFFT.

Infine, si puo usare la trasformata di Fourier non
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13.3 Metodi di collocazione

Si assume comunque
m
i(r) =Y d;¢,(x)
j=1

ove {¢;} € un sistema ortonormale rispetto ad un prodotto scalare, ma si
impone poi che I'equazione differenziale Lu = ¢ sia soddisfatta in certi nodi
xn. Si ha il seguente risultato interessante:

Teorema 5. La soluzione del sistema lineare
> iiLei(xa) = g(x,), 1<n<m (13.11)
i=1

ove gli {z,} sono i nodi della quadratura gaussiana relativa alla famiglia {¢;}
e la stessa del problema di Galerkin

> [ Loj@a@utds = [ gla)o el

quando si approssimino gli integrali con le formule gaussiane.

Dimostrazione. Per ogni i, 1 <i <m, da (13.11), si ha
> 45 Lé5(2a)di(wa)wn = 9(20)di(2n)wn, L <n<m

ove i {wy, }, sono i pesi di quadratura gaussiana, da cui, sommando su n,

Z (Z ujL¢] Tn, (bz l’n n)

n=1 \j=1

che ¢ precisamente la formulazione di Galerkin pseudospettrale (13.6). O

13.3.1 Condizioni al bordo

Consideriamo il problema
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Con il metodo di collocazione, si ha

Zﬁquﬁj(:cn) =g(z,), 1<n<m-—2
=1

> iii(a) = u,
j=1

> ad(b) = u,
=1

Anche in questo caso il metodo di collocazione puo essere visto come un me-
todo di Galerkin pseudospettrale: basta prendere come nodi di collocazione
gli m — 2 nodi di quadratura gaussiana. Si ha poi

;

m m—2 m—2
Zaj (Z L¢j(xn)¢i<xn)wn> = Z 9(Tn)i(p)wy,, 1<i<m—2
7j=1 n=1 n=1
Z aj¢] (a) = Uq
7=1
> dy(b) =uj
\ Jj=1

Alternativamente, si possono usare, come nodi di collocazione, quelli delle
formule di quadratura di Gauss—Lobatto (che contengono i nodi al bordo).

Collocazione Gauss—Lobatto—Chebyshev
I polinomi di Chebyshev sono definiti da
Tj(x) = cos(jarccos(z)), —1<z<1
e soddisfano
! 1)) ) o
G\L )L \T . .
—————dxr = i = 0
/_1 V1 —a? s
0 1#j

(lo si vede con il cambio di variabile z = cos e applicando le formule di Wer-
ner, oppure integrando per parti due volte). I nodi di (Gauss—)Chebyshev—
Lobatto sono z,, = cos((n — 1)7/(m — 1)), 1 < n < m. Possiamo allora
definire la seguente famiglia di funzioni ortonormali

o=y 1w, o= \Trae@, 2zizm

T
T
2
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Ricordando la formula di ricorrenza tra polinomi di Chebyshev, possiamo
scrivere

ERNE \/;x () = 206 (x) — VI (),
¢]+1 _2x¢j ) ij 1( )’ 3<j<m-—1

Da qui, possiamo calcolare anche la derivata prima e seconda delle funzioni:

¢1(2) =0, \f 04(x) = 262(x) + 20¢h(x),
¢J+1< >—2¢3( )‘1’237??5 ¢J (z), 3<ji<m-—1

(@) =0, ¢5(x) =0, ¢5(z) = 4dy(x),
Oj1(x) = 495(x) + 22¢](z) — ¢ 4(x), 3<j<m-—1

Conviene calcolare le matrici

[G1(21)  dr(a2) ... di(wm)]
T Ga(r1)  Pa(w2) ... Oa(wn)
(6m(21) Gm(@2) ... Omlm)]
_¢:1(i€1) :1(552) - ¢i1($m)-
T, — ¢2(:x1) 2(:x2) . ¢2(37m>
(O (@1) O(@2) - O (Tm) ]
_cbg(fl) ¢g($2) - Gbg(xm)_
T, = 2(%1) 2(:1'2) e 2(37m)
(Om(1) rla2) - G (@m)

Consideriamo, a titolo di esempio, il seguente problema modello
u’(z) + q(x)u(z) = g(x)
u(—1) = u,
u' (1) = uy,

I1 sistema lineare risultante da risolvere per il metodo di collocazione Gauss—
Chebyshev—Lobatto (per il momento senza tener conto delle condizioni al
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bordo) &
q(z1) Uup g(x1)
_']I‘;f + q(x2) TOT 7“‘.2 _ g(f@)
Q(l’m) Um g(xm)

Per imporre le condizioni al bordo, si sostituisce la prima riga della matrice
con la prima riga di T{ e il primo elemento del termine noto con u,. Poi,
I'ultima riga della matrice con I'ultima riga di T] e I'ultimo elemento del
termine noto con w;. Una volta notii coeflicienti u;, si ricostruisce la soluzione
nello spazio fisico tramite
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Esercizi

1. Si risolva il problema ai limiti

u(x) =u(z)+z, x€(0,1)
u(0) =0 (14.1)
u(l) =0
usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine. Sapendo
che la soluzione esatta ¢ u(z) = (e* — e ®)/(e — e ') — x, si mostri

inoltre I'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito.

2. Si risolva il problema ai limiti
u'(z) + ' (z) + u(z) — cos(z) =0, z € (0,7/2)
u(0) =0
u(m/2) =1
usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine. Si mostri

inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito rispetto ad una soluzione di riferimento.

3. Si risolva il problema ai limiti

v’ (z) + ' (z) +u(x) —cos(z) =0, xe€(0,7/2)
u'(0) =1
u(m/2) =1
usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine. Si mostri

inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito rispetto ad una soluzione di riferimento.
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. Si risolva il problema ai limiti

u'(z) = cos(u(x)), =€ (0,1)

usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine.

. Si risolva il problema ai limiti

- % ((1 +x)%u(:v)> =1, z€(0,1)
u(0) =0
u(l) =0

Si mostri inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-
logaritmico dell’errore in norma infinito rispetto alla soluzione esatta.

. Si risolva il problema ai limiti

Visto I'andamento della soluzione, si implementi uno schema di diffe-
renze finite su nodi non equispaziati secondo una distribuzione di tipo
coseno. Si confrontino gli errori rispetto alla soluzione analitica.

. Si ricavi la relazione di ricorrenza dei polinomi ortonormali nell’inter-
. . 2,2
vallo [—o0, o0] rispetto alla funzione peso w(z) = e

—Q T

. Noti gli zeri dei polinomi di Legendre e i pesi di quadratura della ri-
spettiva formula gaussiana, si ricavino i nodi e i pesi di una formula
gaussiana nell’intervallo [a, b] rispetto al peso w(x) = 1.

. Si risolva il problema ai limiti (14.1) usando il metodo di collocazio-
ne con polinomi di Legendre. Gli N nodi di collocazione in [a,b] e la
valutazione dei polinomi di Legendre e delle loro derivate sono dati dal-
la function [L,x,L1,L2] = legendrepolynomials(N,a,b). Si mostri
inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito.



Parte 2

ODEs
(Equazioni differenziali
ordinarie)

82
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Introduzione

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie (ODEs) ai valori
iniziali (initial value problem)

yi(t) = filt, ya(t), va(t), . ya(t))
yé(t) - f2(t7 yl(t)v yQ(t)7 s 7yd(t))

Ya(t) = falt,yi(t), ya(t), ..., ya(t))

con dato iniziale

y1(to) = Y1
Ya(to) = yag
va(to) = Yao

che puo essere riscritto, in forma compatta,

{ y'(t)=fty@), t>t (15.1)

y(to) = Yo

Assumiamo y, € R? e f: [ty, +00) x R? — R? globalmente lipschitziana nel
secondo argomento

Allora il sistema (15.1) ha un’unica soluzione.
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15.1 Riduzione in forma autonoma

Un sistema in forma non autonoma
y'(t) = F(t,y(t), t>tg
y(to) =Y

puo essere ricondotto in forma autonoma mediante l'introduzione della va-
riabile

Yay1(t) =t
Si giunge a
Y'(t) = flyari(t),y(t), t>tg
Yar1(t) = 1, >t
y(to) = Yo

15.2 Equazioni di ordine superiore al primo

Le equazioni differenziali di ordine d del tipo

(Y D(t) = F(ty(), 5/ (1), ...y D), >t
y(to) = Yo,

Y (to) = voa

L Y (to) = yoa-1

(cioe in cui vengono prescritti i valori iniziali della funzione e delle derivate)
si possono ricondurre ad un sistema di ODEs di ordine uno, mediante la
sostituzione

yi(t) = y(t)
ya(t) = 9/ (t)
ya(t) =y (¢)

dando cosi luogo a

{ y'(t) = f(t,y(@))
?J(to) = [yo,O, Yo,15 - -+ 7y0,d71]T

f(t7 y(t)) = [y2<t>’ y3(t)7 s 7yd(t)7 f(ta y1<t)7 yQ(t)7 s 7yd—1(t))]T
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Metodi ad un passo

16.1 Metodo di Eulero
11 metodo di Eulero (o Eulero esplicito, o forward Euler) si basa sull’appros-

simazione . y(t) — y(to)
y(t) ~ EErr—
Ft,yt) = f(to, y(t))

per cui y(t) ~ y(to) + (t —to) f(to, y(to)). Pertanto Papprossimazione di y(t)
¢ ottenuta per interpolazione lineare a partire da (to, f(to, y(to))), con pen-
denza f(tg,y(tp)). Puo essere visto anche come applicazione della formula
di quadratura del rettangolo (estremo sinistro) alla soluzione analitica

y(t) = y(to) + / Flry(r)dr

Data la sequenza tg,t; = tg+ k,to =tg+2k,... , t, =tg+nk,...,ove k ¢l
passo temporale (o time step), lo schema numerico che ne risulta &
yn+1 = yn + k.f(tn7yn)a n 2 07
Yo = Y(to)

ove y,, =~ y(t,). In pratica, y, ., € la soluzione approssimata al tempo t,, +k,
mediante un passo del metodo di Eulero, del sistema

{y*'(t) = Ft,y"(1))

(16.1)

Se consideriamo l'intervallo temporale [to, to + ¢*], indichiamo con y,, ,,, (op-
pure y,, ), n < m, la soluzione approssimata al tempo ¢, mediante un gene-
rico metodo Y, 11 = Yu(f, K, Yo, Y1, - - - Yn i) Per la soluzione del sistema
differenziale (15.1), ove il passo temporale ¢ k = t*/m.
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Definizione 1. La quantita y(t,o1)—Yu(f. k, Yo, y(t1), ..., y(t,)) si chiama
errore locale del metodo.

Se consideriamo il problema differenziale

y*'(t) = f(t,y" (1))
Y (t,) = y(t,)

si vede che l'errore locale coincide con y(t,41) — Y., cioe con la differenza
tra la soluzione esatta al tempo t,,; e la soluzione approssimata al tempo
11 che si otterrebbe applicando il metodo numerico al problema differenziale
e supponendo esatta la soluzione al tempo t,. E chiaro allora che ad ogni
passo si commette un nuovo errore che si accumula con ’errore prodotto ai
passi precedenti. Per il metodo di Eulero, si ha

Y(tnyr) —y(tn) = kf(tn, y(tn)) =

k
= y(tn) + ky,(tn) + 3y//(tn) + O(k3) - y(tn) - ky,(tn) = O(k2) (162)
(supponendo y € C?). Poiché ad ogni passo si commette un errore di ordine
O(k?) e i passi sono m = t*/k, se tutto va bene, anche quando m — oo alla
fine si commette un errore di ordine O(h?-t*/k) = O(k). E giustificata allora
la seguente

Definizione 2. Un metodo y, ., = Y.(f. k. yo,-.-,¥y,) € di ordine p se

Y(trs) = YulFokoy(to), . y(ta)) = O(K"), per k — 0, per qualunque f
analitica e 0 <n <m — 1.

La definizione sopra dice in verita che il metodo ¢ almeno di ordine p.
Un metodo di ordine p > 1 si dice consistente di ordine p, o semplicemente
consistente. Se Y(tni1) — YVul(F, k,y(to),...,y(t,)) = 0 il metodo si dice
fortemente consistente. Dunque il metodo di Eulero e consistente di ordine 1.
Si tratta ora di dimostrare che tutto va bene.

Definizione 3. Il metodo y,, 1), = Yu(F b, Yo, Y1 g - - Ynp) € convergente

se
lim max ||e,|| =0
k—0+ 0<n<m

ove enr =Y, — Y(tn). La quantita max,||e, || si chiama errore globale.

Teorema 6. [l metodo di Eulero e convergente.
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Dimostrazione. Assumiamo f (e dunque y) analitica. Dalle uguaglianze

Yos1k = Yng T EF (o, Yn) (definizione del metodo)
Y(tni1) = y(t,) + kf(tn, y(t,)) + O(k*) (errore locale (16.2))

si ricava
€nt1,k = Enk + k[f(tna yn) - .f(tna y(tn))] + O(k2)

da cui, siccome f e lipschitziana,

Hen"rLk” S Hen,kH + k”«f(tnayn) - f(tnay(tn>)|| + CkQ S
< (L KN lensll + ok, ¢ 0

Allora .
|€nkll < Xk[(l +kN"—1], 0<n<m

(si dimostra per induzione). Poiché 1+ kX < e, (14 k)" < et < ™A =
e!". Dunque
C., g
lenkl < X/f(et A-1), 0<n<m

da cui

lim max |le,|| =0
k—01+ 0<n<m

O

In particolare, I'errore globale tende a 0 come k, come ci si aspettava. Da
notare che l’errore globale dipende anche dall’intervallo di tempo t* (anche se
la stima ottenuta ¢ molto pessimistica, generalmente 1’errore globale cresce
linearmente con "ampiezza dellintervallo di tempo).

16.2 Metodo dei trapezi
11 metodo dei trapezi (o metodo di Crank-Nicolson) si basa sull’approssima-

zione
y(t) — y(to)
t—1to

1
F(ty() = 5(f(to, y(to)) + £(t,y(2)))
Puo essere visto anche come applicazione della formula di quadratura del

trapezio alla soluzione analitica

y'(t) ~

y(t) = y(to) + / F(ry(r)dr
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Data la sequenza to,t1 = tg + k,to = tg + 2k, ..., t, =ty + nk,..., lo schema
numerico che ne risulta e

k
yn+1 =Y, + §(f<tn7 yn) + f(t”+1’ yn"‘l))’ " Z 07 (163>
Yy = y(to)

ove y,, ~ y(t,). Dato lo schema

k
yn+1 - Y, - §(f(tn7 yn) + f(tn+17yn+1)) =0

sostituendo y,, con y(t,) e Y, con y(t,41) si ottiene

k

Y(tnt1) —y(tn) — E(f(tna Y(tn)) + Ftns1, Y(tnsr))) =
= () Ry () + ()4 g (1) O~y (1)~ S 0 (1) 0 (01)) =
(1) + Sy + Sy + o)+
-5 (v ) ) + Sy + 00) ) - o)

(supponendo y € C?). Dunque il metodo dei trapezi ¢ di ordine 2.
Teorema 7. Il metodo dei trapezi e convergente.

Dimostrazione. Si ha

eniin = €ni + L (Ftryn) — Fltwy(ta))+

2
(Pt ) — F s, y(Erea))) + O

da cui
kA 3
lentiell < leall + < (lenkll + llentrll) + k% e >0
Se k < 2/,
1+ kA c
Hen-&-l,kH < ( — é) HemkH + <1 — @) kg
2 2
Allora .
ck? 1+ 5
lenkll < = ( ,3) —1], 0<n<m
A -5
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(si dimostra per induzione). Si conclude osservando che
1+ B\" LA . kA N\ _ £\
- & — - N X e
- B -2 =P T2 - TP T — e

100

- m

4 periodi

3 periodi

—3
1075 L —% 2 periodi

1076

I I I I
200 100 600 800

Figura 16.1: Errori del metodo dei trapezi per l’equazione del pendolo
linearizzata.

In Figura 16.1 si vede chiaramente che U'errore (per ’equazione del pen-
dolo linearizzata) decade come k* oc m™2 e che lo stesso cresce linearmente
con l'intervallo di tempo. Entrambi i metodi descritti sono ad un passo (cioe
la soluzione y,,, ; dipende esplicitamente solo da y,,). Il metodo dei trapezi e
pero implicito, cioe la soluzione y,, ., ¢ implicitamente definita dall’equazione
(in generale non lineare)

k k
_f(thrl?yn—i-l) Y, — _f(t”’ yn) =0

F, = -

16.3 6-metodo
Il #-metodo ¢ una generalizzazione dei metodi precedenti e si scrive

yn+1 =Y, + k[(l - H)f(tna yn) + Qf(tn-‘rl?yn—‘,-l)L n Z 0

Yo = y(to) o)

pendoloperiod
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E facile verificare che

y(tn+1> - y(tn) - k[(l - 9>f(tna y(tn>> + ef(tn+17y(tn+1))] =

—(5-0) e+ (G- 5) v + O (163

e dunque il metodo ha ordine due se 6 = %, e ordine uno altrimenti. In par-
ticolare, se ¢”(t) & nulla, tale & Perrore locale per il f-metodo. E se 6 = 3 e
y"”'(t) e nulla, tale & 'errore locale. Poiché pero ad ogni passo si commettono
errori di arrotondamento (nel caso esplicito) o di arrotondamento e appros-
simazione (nel caso implicito, in cui ¢’é da risolvere un sistema non lineare),
per avere la convergenza ¢ comunque necessario che questi non si accumulino
in maniera distruttiva.
Possiamo considerare anche in questo caso il problema differenziale

y*'(t) = f(t,y°(1))
Y (tn) = y(tn)

e applicare un passo del #-metodo. Si ha

Ynr = Y(tn) + E[(L = 0)F (b, y(tn)) + 08 (tnr1, Ypan)]
da cui
y(tn+1) - y2+1 = ke[f(tn+17 y(tn+1>> - f(thrla ijrl)]"i_

+ (% - e) Ky (ta) + <é — g) ky" (tn) + O(K")

Posto €,y = Y(tni1) — Yy, si ha

1
legall < kNIl + (5 - 0) 0 + (- 5 ) OU) + Ok

Dunque, se k e sufficientemente piccolo,

1 1 6
lesall < (5 - 0) 0 + (5 - 5) 06 + Ok
Quindi, anche per uno schema implicito, I'errore di troncamento locale ¢
dello stesso ordine della differenza tra la soluzione esatta al tempo ¢, e
la soluzione che si otterrebbe applicando il metodo numerico e supponendo
esatta la soluzione al tempo t,,.
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Teorema 8. Il §-metodo, per 6 € [0,1], e convergente.
Osserviamo che:

e il metodo & esplicito per # = 0 (e in tal caso si riduce al metodo di
Eulero esplicito);

e il metodo e di ordine due per § = 3 (e in tal caso si riduce al metodo

dei trapezi);

1
2

e il metodo per § = 1 si chiama Eulero implicito (backward Euler);

e perf = % il metodo e di ordine uno, ma il termine contenente la derivata
terza della soluzione ¢ annullato.

16.3.1 Risoluzione di un metodo implicito

Nel caso implicito (6 # 0), ad ogni passo n si deve risolvere un sistema di
equazioni in generale non lineari F,,(x) =0, € = y,,,;, ove

La prima idea potrebbe essere quella di applicare il metodo di punto fisso:
2" = g(@®)) = k0f (tn1, @) +y, + k(1= 0)f(tn, y,)

La funzione g soddisfa

lg(x) — g(y)|| = [IkOF (tnir, @) — KOS (tnir, y)|| < kOA[2 -y

ed € una contrazione se

1
kKON < 1 k< — 16.
<l= <9)\ (16.6)

Dunque, a patto di prendere k sufficientemente piccolo, si puo ricavare la
soluzione © = y,,,; con il metodo del punto fisso, partendo da x0) =y 1
metodo del punto fisso, facile da applicare, ha convergenza lineare ed e inoltre
soggetto ad una restrizione sul passo k che potrebbe essere eccessiva. per
questi motivi e utile considerare anche il metodo di Newton per la risoluzione
del sistema non lineare. La matrice jacobiana associata e

Ofi(tni1, 33))

Jn(ac):I—k:H( o
J

Il vettore iniziale per il calcolo di y,,,, ¢ di solito la soluzione al passo prece-
dente y,,. Il calcolo di y,,,, a partire da y,, con il metodo di Newton avviene
dunque secondo il seguente algoritmo:
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e r=100

x") =y,

o J ()" = —F,(x™)

WHILE [|6"]| > Newt_tol

20+ = () £ §0)
r=r+1
Jo ()8 = —F, (2)

END

i ynJrl = w(T)

In Matlab/Octave I'implementazione potrebbe essere:

@(t,y) % rhs dell’equazione
@(t,y) % jacobiano di f
@(tn,yn,t,y) y-kxthetaxf(t,y)-yn-kx(1-theta)*f(tn,yn)
@(t,y) eye(length(y))-k*theta*j(t,y)
(:,1) = y0;
= 0;
for n = 1:ts
y(:,n+1) = y(:,n);
errest = -J(t+k,y(:,n+1))\F(t,y(:,n),t+k,y(:,n+1));
while (norm(errest,inf) > Newt_tol)
y(:,n+1) = y(:,n+l)+errest;
errest = -J(t+k,y(:,n+D)\F(t,y(:,n),t+k,y(:,n+1));
end
t = t+k;
end

< o T Hh
Il

La tolleranza Newt_tol va presa tenendo conto che si sta comunque commet-
tendo un errore proporzionale a k? (trapezi) o addirittura k. Come valore
iniziale (¥, invece di y,, si puo prendere y, + kf (tn,y,), che corrisponde
a Y(tn,41) approssimato con il metodo di Eulero e dunque dovrebbe essere
un’approssimazione migliore di y,, ;.
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16.3.2 Newton inesatto e passo variabile

Nel caso in cui il calcolo e/o la risoluzione dei sistemi lineari con .J,(z(")
risulti particolarmente oneroso, si puo ricorrere al metodo di Newton inesatto,
considerando ad ogni passo la matrice jacobiana costante J,, (z") = J, (),
o0, in generale, qualunque modifica della matrice jacobiana. A questo punto,
la si puo fattorizzare in LU una sola volta per passo temporale e poi risolvere
i sistemi con le corrispondenti matrici triangolari. Il metodo di Newton
inesatto converge generalmente in maniera lineare e dunque serviranno pitt
iterazioni (ma meno costose) rispetto al metodo di Newton esatto. Il numero
di iterazioni necessarie alla convergenza dipende (anche) dalla vicinanza della
soluzione iniziale () = gy a quella finale y, +1- Tanto pin sono vicine,
tante meno iterazioni serviranno, e viceversa. Se in un certo intervallo di
tempo la soluzione non varia molto, allora e plausibile pensare di prendere i
successivi passi temporali piu grandi. Viceversa, se varia molto, puo essere
necessario prendere i successivi passi temporali pit piccoli. La velocita di
convergenza del metodo di Newton inesatto ¢ un indicatore della variazione
della soluzione. Il metodo di Newton inesatto a passo variabile potrebbe
essere implementato nel seguente modo (6 # 0):

e r=20
PY m(r):y

n

o Fn(a’(r)) - m(r) - kn+1‘9f(tn+1v m(r)) Y, - kn+1(1 - H)f(tna yn)

o Ju(x")) =1~ kysi0 (—afi“%?j.’mm))ij
e P.J,(z") = L,U,
o L,U,0") = —P,F,(x)

o WHILE ||6| > Newt_tol

w(?"-‘rl) — w(r) + 5(T)
r=r+1
LnUn8") = =P, F, ()

END

® Yoy =2

® IF 7 < I'yin THEN k0 = kypp1p
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ELSE IF 7" > T'yayx THEN Kyio0 = kpy1/p

Dunque, dato il passo temporale k, 1 = t,.1 — t,, il successivo passo tem-
porale k.o ¢ uguale a k,,; se il metodo di Newton inesatto ha raggiunto la
convergenza in un numero di iterazioni r compreso tra ryi, € Tmax, € amplifi-
cato da un fattore p > 1 se il numero di iterazioni e stato piu piccolo di ry;y,
ed e ridotto dello stesso fattore se il numero di iterazioni e stato piu grande
di 7max (OVe Fax > Tmin). Ovviamente i valori di p, rmin € Tmax dipendono dal
problema. Bisognerebbe prevedere anche un numero massimo di iterazioni
R dentro il ciclo WHILE del metodo di Newton: raggiunto tale numero, il
passo corrente k., andrebbe ridotto (per esempio a k,.1/0 e si dovrebbe
procedere nuovamente al calcolo di y,, ;.

Nel caso in cui non sia necessario applicare il metodo di Newton (perché
il problema ¢ lineare), il numero di iterazioni da considerare potrebbe essere
quello necessario ad un metodo iterativo per risolvere i sistemi lineari.

16.3.3 Caso lineare

Un caso molto frequente ¢ quello lineare autonomo a coefficienti costanti

{ y'(t) = Ay(t) +b

y(to) = yo
con passo di integrazione k costante. In tal caso, il metodo si scrive
(I —kOA)y, . =+ k(1-0)A)y, + kb

Nel caso implicito, si tratta dunque di risolvere un sistema lineare di matrice
I — kAA ad ogni passo. Pertanto, per problemi di piccola dimensione, e

thetametodolin.monveniente precalcolare la fattorizzazione LU della matrice. Altrimenti, si
puo considerare un metodo iterativo, ove si scelga come vettore iniziale per il
calcolo di y,,,, la soluzione al passo precedente y,,. Se il termine b dipende
invece dal tempo, allora kb va sostituito, ovviamente, con k(1 — 6)b(t,) +
kOb(t, 1 1).

16.3.4 Metodi semiimpliciti

Da scrivere
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16.4 Verifica della correttezza dell’implemen-
tazione

Supponiamo di aver implementato un metodo di ordine p per la soluzione del

sistema differenziale
y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo

e di volerne testare la corretta implementazione. L’idea ¢ quella di creare
una soluzione artificiale (t), inserirla nell’equazione e calcolarne il residuo

'(t) = f(t, =(t) = g(t)

A questo punto, si risolve il sistema differenziale

{y'<t> Fty(t) +g(t) = f(t,y(1)
y(to) = (o)

fino ad un tempo ty + t* fissato, con due discretizzazioni di passo costante
ki = t*/my e ko = t*/my, rispettivamente. Si avranno errori finali e, x, =
1Yy gy — T(to + )| = CKY € €mypy = [|Ymyp, — ®(to + )| = Cky. Siha

dunque
P
emg,kg o ( k2 )
-\ 7. )
eml,kl kl

log €y 4y — 10g €1, 1, = p(log ky —log k1) = —p(logmg — logmy).

da cui

Dunque, rappresentando in un grafico logaritmico-logaritmico I'errore in di-
pendenza dal numero di passi, la pendenza della retta corrisponde all’ordine
del metodo, cambiato di segno. Tale verifica e valida anche nel caso di passi
non costanti.

Nel caso f(t,y(t)) sia particolarmente complicato, invece di calcolare il
residuo, si puo calcolare una soluzione di riferimento y, i e poi confrontare
con essa le soluzioni y,,,, 1, € Y, k,» OVe My, My K m. In questo caso, pero, si
puo mostrare solo che il metodo converge con I'ordine giusto ad una soluzione,
non necessariamente quella giusta.



Capitolo 17

Metodi multistep

17.1 Metodi di Adams—Bashforth

Invece di costruire la soluzione y, ,, a partire dalla sola soluzione al passo
precedente y,,, si puo pensare di usare le soluzioni di piu passi precedenti.
Fissato s numero naturale maggiore di 0 e una discretizzazione dell’intervallo
[to, to + t*] in m passi di ampiezza costante k, data la formula di risoluzione

tn+s
yltar) =Yt + [ Flry(n)r (7.1)
tn+sfl
Iidea e quella di sostituire la funzione integranda in (17.1) con il “suo” po-
linomio interpolatore sui nodi equispaziati t,,tni1,. .-, this_1 (tnﬂ- =1, +
Jk)
s—1
p(T) = L](T).f(tn-i-j?yn—i-j)
=0

ove L;(t) ¢ il polinomio elementare di Lagrange di grado s — 1 definito da
Lj(tn—l-i) = 51] Poiché p(tn+J) = f(tn+j7yn+j)7 0 S j S s—1 (e non,
ovviamente, p(t,4;) = f(tn+j,y(tnt;))), dobbiamo supporre di avere gia a
disposizione i valori iniziali y,,, ; ~ Y(tn1;), 0 < j < s — 1. Si ha dunque

tn+s s—1 tnts s—1
[ ar=3 ( / LJ<T>dT> Fltwss Uns) = 530 (b vor)
tn+371 ]:0 tn+sfl jZO
da cui il metodo esplicito multistep Adams—Bashforth
s—1
Ynis = Ynis—1 +k Z b]f(thrja yn—f—j) (172>
§=0

96
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I coefficienti b; non dipendono da n e neanche da k: infatti
1 s . T—1 n+i 18 1 n s— ’f‘k’—tn i
bj _ __/n ]?I +i U/p +s—1 T+ + dr —
k tnts—1 j—0 tn+] n-‘,—z tn—i—j — tn—i—i
i#] 176]
1 s 1 1 s 1 .
s—l—zk—i—'r’k‘ (s=1—1i)+r
/ d = / ) )dr

(U —1) (J —1)
1753 1753

Dunque possono essere calcolati una volta per tutte. Calcoliamo 'ordine di
tale metodo: come al solito, dobbiamo valutare I'espressione

y<tn+s) - y( n+s— 1 kzb]f n+j7y( n+j))

L’ultimo termine ¢ l'integrale del polinomio q(7) di grado s — 1 che interpola
f(tn+j7y<tn+j>>7 0 S ] S s—1. Dunque: per thrsfl S T S tn+s>

Iy ()] |
!

lg(m) = f(ry ()] < (T —=tn) - (T = tngsa)

>

<

Vv
s termini

(s+1)
Ms!ks — O*), oyt ST < tnss

s!
e quindi
s—1
y(tn-I—s) - y(tn-I—s—l) —k Z bjf(tn+j7 y(tn-i-j)) =

=0

s—1 tnts

Y byt + [ Fry(r)dr =
7=0 tpts—1

tnts tnts
[ amars [ frym)ar = 00
tpts—1 lpys—1

perché un ulteriore fattore k deriva dal fatto che si integra in un intervallo
di ampiezza k. Quindi, se anche y,, = y(t,) + O(k®), 1 <n < s—1 (queste
approssimazioni non possono essere ottenute con il metodo stesso), il metodo
e di ordine s. Calcoliamo esplicitamente i metodi che corrispondono a s = 1
e s =2. Ses =1, dobbiamo cercare il polinomio di grado 0 che interpola
f(tn,y,). E ovviamente p(7) = f(tn,y,) ¢ by = 1, quindi

Ypi1 = Yn +EF(tn, y,)
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e si ritrova il metodo di Eulero. Nel caso s = 2, il polinomio interpolatore e

thel — T T—1,
p(T) = +—f(tna yn) + f(tn-i-l’ yn+1)

k k
e dunque
1 [Tt —7 1 1 [ty —t 3
b:—/ 2 dr=—2, b:—/ “dr = =
Tk )., Kk 20 'k, Ok 2
da cui
k 3k
yn+2 = yn+1 - §f(tna yn) + 7f<tn+1a ynJrl) (17?))

I1 valore y, puo essere ricavato, per esempio, anche con il metodo di Eulero,
poiché si ha, in tal caso, y, = y(t1) + O(k?).
17.2 Metodi lineari multistep

Una semplice generalizzazione del metodo di Adams—Bashforth e permettere
che il metodo sia implicito:

Ynts = Ynts—1 +k Z bjf(tn-i—ja yn+j) (174)

=0

Questa famiglia di metodi prende il nome di Adams—Moulton e vi rientra
anche il f-metodo (by = (1 — 0), by = ). Ancora piu in generale,

> ayu; =k bif(tars Ynyy) (17.5)
5=0 §=0
con la normalizzazione as, = 1. Il metodo ¢ di ordine p se, come al solito,
N 4y (taig) = kS0 f (b y(tasy) = O
§=0 §=0

per ogni funzione f analitica e 0 < n < m — s. Siccome la verifica puo
risultare molto tediosa, risulta utile il seguente

Teorema 9. Dato un metodo multistep (17.5), definiamo i due polinoms

plw) =S, o(w) =Y b
§=0 §=0

Allora il metodo ¢ di ordine p se e solo se esiste ¢ # 0 tale che

p(14+&) —o(14¢) - -In(1+4¢) :C§p+1+0(§p+2) per & — 0
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Prima di vedere la traccia della dimostrazione, proviamo ad applicare il
teorema a qualche caso noto. Per il metodo di Eulero si ha p(1+¢&) =€ e
o(14+¢)=1.Siha

5 3 o 52 3
(-1 (- +0E)) =3 + o)

e dunque il metodo e di ordine 1, come noto. Per il metodo di Adams—
Bashforth (17.3) siha p(1+&) = (14+&)?*—(1+&) =& +feo(1+€) =
3(1+€)/2—1/2. Siha
2 3
@+o-(0+9-5)- (-5+5 -06)) = 5+ o

e dunque il metodo e di ordine 2, come noto.

Traccia della dimostrazione del Teorema 9. Si ha

s

Za]y (tnts) kijf (tntss Y(tnsg)) =

j=0

Zajyt + jk) —kzbjy’(tnﬂk‘):

Jj=0 j=0
aij Zkz—kZb Z (1) =
=0 =

(y +Zy )—kZb;y zikml_
_ (Z a]) y(t,) + Z i (Zj"aj —iz j"‘lbj) ky'(t,)

Dunque 'ordine € p se e solo se i coefficienti delle potenze fino a p di k sono
nulli, e cioe se le 25 + 1 incognite {a;}3Z e {b;}}_, soddisfano il sistema

lineare ) )
D ey =iy ', i=0,1,....p (17.6)
j=0 j=0

Per finire la dimostrazione, si calcola lo sviluppo in serie di Taylor di p(e*) —
o(e*)z per z — 0 e si osserva che esso ¢ O(zF*1) se e solo se vale (17.6). Posto
w = €%, l'ordine ¢ p se e solo se lo sviluppo di p(w) — o(w) - Inw per w — 1
vale

—c(lnw)"™ + O (Inw)*?) = c(w — )P + O ((w — 1)"*?)
A questo punto, si pone £ =w — 1. ]
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Non bisogna dimenticare che I'ordine ¢ p se y(t) ¢ almeno di classe CP*L.
Pertanto, qualora ci si aspetti una soluzione non regolare, potrebbe non essere
adatto un metodo di ordine alto. In realta, anche le condizioni (17.6) sono
molto utili per determinare l'ordine di un metodo multistep: per esempio,
per il metodo lineare multistep (implicito) a due passi

yn+2 - 3yn+1 + 2yn =

= 5[5 (b, ya) = 20f (tsr, Y1) + 13F (bnr2. ¥y)] (17.7)

si ha
ap+ a1+ ay =0
aj; + 2ay = by + by + by = ordine (almeno) 1
ai +4ay = 2(by + 2by) = ordine (almeno) 2
aj + 8as # 3(by + 4by) = ordine 2

17.2.1 Metodi BDF

I metodi BDF (Backward Differentiation Formulas) sono metodi multistep
impliciti a s passi, di ordine s e con o(w) = fw®. Dato o(w) e le condizioni
d’ordine, si puo costruire p(w). Poiché pero tali metodi sono della forma

Z ajyn-i-j = kbsf(tn+87 yn—‘,—s)

j=0

e kbsf(tnts, Ynys) = kbsy/(t, + sk), conviene cercare una combinazione li-
neare di y,,,;, 0 < j < s che approssimi kbsy'(t,s). Si procede dunque con
lo sviluppo in serie di Taylor di y(¢, + jk), 0 < j < s, centrato in y(t, + sk).
Per esempio, per s = 1,

y(tn) = y(t, + k) — ky'(t, + k) + O(k?)
y(t,+k)=y(t, + k)

da cui a; =1 e ap = —1. Dunque, il metodo BDF di ordine 1 & il metodo di
Eulero implicito (backward Euler) ed e di ordine 1, come noto. Per s = 2

4k2
y(t,) = y(t, +2k) — 2ky'(t, + 2k) + - y (t, +2k) + O(k*)
k2
y(t, + k) = y(t, +2k) — ky'(t, + 2k) + 7y”(tn + 2k) + O(K?)

y(t, + 2k) = y(t, + 2k)
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da cuil

CL2:1
a0+a1—|—a2:0
—2&0—(11:b2 g

a
2a0+?1:0

¢ il metodo ¢ di ordine 2.

101

3 (17.8)

[ metodi BDF sono gli unici metodi multistep in cui non ¢ difficile calcolare
i coefficienti anche nel caso di passi temporali variabili. Sempre per s = 2,
se tpi1 =tn +kni1 € tyio =1t 1 + ko, allora

+ (kn—i-l + kn+2)2 "
2

2

k
+ "T”y”(tn + kg1 + o) + .

da cul 1 coefficienti

a2:1
a0+a1+a2:0

— ao(kpg1 + kng2) — arknyo = bokpgo =

a a
Eo(knﬂ + ko) + Elk?wrz =0

;

\

( y(tn) = y(tn + kn—l—l + kn+2) - (kn—l—l + kn+2)y/<tn + kn—l—l + kn+2)+

Yy (tn + knJrl + kn+2) + ...
y(tn + knJrl) - y(tn + knJrl + kn+2) - kn+2y/(tn + knJrl + kn+2)+

\ y(tn + knJrl + kn+2) = y(tn + knJrl + kn+2)

k2
ag = n+2
(Knt1 + 2Kny2) b
a, = — (kn—i-l + kn+2)2
(Bns1 + 2kny2) ki
as =1
by — (kns1 + kng2)

(kns1 + 2knio)

Va notato pero che il metodo che ne risulta in generale non converge se
knio/kniyn > 1+ V2. E rimane aperto poi il problema di scegliere come
cambiare il passo (vedi pero il paragrafo 16.3.2). Questi metodi risultano
particolarmente vantaggiosi quando la valutazione della funzione f ¢ onerosa,
poiché permettono di raggiungere un ordine elevato con una sola valutazione
(nel caso lineare, altrimenti & necessario valutare f in un ciclo di Newton ad

ogni passo temporale).
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17.3 Consistenza e stabilita

Dalle condizioni d’ordine (17.6), si vede che un metodo lineare multistep ¢
consistente se

p(1)=0, p(1)=o(1)
La consistenza, pero, non e sufficiente ad assicurare la convergenza di un
metodo. Consideriamo 'applicazione del metodo BDF2 (17.8) e del metodo
a due passi del secondo ordine (17.7) al semplice problema differenziale

y'(t) =0,
y(0) =e

la cui soluzione ¢ evidentemente y(t) = e

t>0

. L’applicazione del secondo metodo

step BDF2 (17.8) metodo (17.7)

Yo | 2.7182818284590451e+00 | 2.7182818284590455¢+00
ys | 2.7182818284590451e+00 | 2.7182818284590473¢+00
Yo | 2.7182818284590451e+4-00 | 2.7182818284593857e+-00
Yoo | 2.7182818284590451e+00 | 2.7182818288082906e+00
yso | 2.7182818284590451e+00 | 2.7182821860869133e+00
Yao | 2.7182818284590451e+00 | 2.7186480393965446e+00
Yso | 2.7182818284590451e+4-00 | 3.0932818284590446e+-00
Yo | 2.7182818284590451e+4-00 | 3.8671828182845888e+-02
yro | 2.7182818284590451e+4-00 | 3.9321871828182810e+-05
yso | 2.7182818284590451e+00 | 4.0265318671828151e+08
Yoo | 2.7182818284590451e+00 | 4.1231686041871790e+11
Yoo | 2.7182818284590451e+00 | 4.2221246506598656e+14

Figura 17.1: Primi passi di risoluzione del problema test (17.9).

porge

Yn+2 — Syn—l-l + 2% =0

Dunque yg = e e prendiamo pure y; = e. Allora, y» = 3¢ — 2¢ che, a causa
degli errori di arrotondamento, vale e+¢, € < 9-1071. Poi, y3 = 3y, — 2y, =
3(e+e)—2e. Anche senza introdurre ulteriori errori di arrotondamento (che,
in realta, ci sono), si ha y3 = e 4+ 3¢. In generale, si ha

yp=ce+ (2" = 1)e
Dunque, se il numero di passi € m = t*/k, si ha

limy,, = lim vy, = o0
k—0 m—oo



17.3. CONSISTENZA E STABILITA 103

come ben si vede dalla Tabella 17.1. Abbiamo quindi un metodo la cui solu-
zione numerica diverge facendo tendere il passo temporale a 0 (cioé proprio
I'opposto di quanto dovrebbe succedere). E proprio un piccolo errore com-
messo ad un passo che si accumula in maniera distruttiva. Infatti, posto,
come al solito,

s—1 s—1
Yo+ > Y (tnss) = k> b f (b y(tnis) + kbof (bo Ulys)
=0 =0

I’errore al passo n 4 s puo essere espresso come

ents = Ynis — Y(tnrs) = WYpis = Ynis) + Wnys — Yltnss)) (17.10)

ove il secondo termine ¢ dell’ordine dell’errore locale e il primo termine tiene
conto dell’accumulazione degli errori ai passi precedenti, cioe delle pertur-
bazioni tra la soluzione esatta e la soluzione numerica ai passi precedenti.
E giustificata allora (in analogia con quanto visto al paragrafo 10.2.7) la
seguente

Definizione 4. Dato un metodo lineare multistep (17.5), siano 2%, i = 1,2,
due perturbazioni della soluzione definite da

z;:y]"f‘a;‘, 0<j<s-—-1
Zajszj :k:zbjf(tn‘f‘j?zil-i-j)—i_éfl-i-s? O0<n<m-—s
=0 =0

Se da max,||6; — 82| < e segue max, ||z} — 22| < Ceper k piccolo a piacere,
allora il metodo (17.5) si dice (zero-)stabile.

Guardando la rappresentazione dell’errore (17.10), si vede che il primo

termine (y,,,, — vy, ) ¢ la differenza tra due particolari soluzioni perturbate
z! e 22 corrispondenti a

6,=0, 0<j<m

e
67 =y(t;) — v, 0<j<s—1
0ove=—k> bif(tusj.z0y)+
7=0
s—1
+ k Z bjf(tn+ja y(tn+j)) + kaf(tn+sa y;kz+s)+
j=0

S s—1
+Zajzi+j—yZ+s—Zajy(tn+j), 0<n<m-s
Jj=0 j=0
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Dunque, perché un metodo sia convergente (cioe l'errore tenda a zero con
k), occorre che le perturbazioni della soluzione introdotte ad ogni passo (da
errori di arrotondamento e/o approssimazione) rimangano limitate (cio non
fa esplodere la prima parte di (17.10)) e che l'errore locale tenda a zero con
k (cio fa andare a zero la seconda parte di (17.10)). Cerchiamo un criterio
semplice per determinare se un metodo e stabile. Consideriamo ancora il
problema visto all’inizio di questo paragrafo. Supponiamo che 6 sia una
radice del polinomio p(w) (che d’ora in poi chiameremo caratteristico) di un
metodo multistep almeno consistente. Allora z, = kP0™ +¢e (p > 1) & una
soluzione numerica (in un metodo multistep a s stadi vi & una certa liberta
di costruire i primi z,, 0 < n < s — 1, da cui la non unicita di soluzione).
Infatti

S S S

Zajzn+j = kPo" Zaﬂj + eZaj =kP0"p(0) +0=10
=0

J=0 J=0

Essa ¢ generata dai valori iniziali y; = e, 0 < j < s — 1, perturbati dalla
quantita §; = kP67, perfettamente lecita dal punto di vista della consistenza,
e supponendo che non intervengano ulteriori perturbazioni. Se vogliamo
che z,, converga alla soluzione analitica y(t) = e per k = t*/m — 0 (o,
equivalentemente, per m — 00), deve essere |6] < 1. Se 6 ¢ radice multipla
di p(w), allora ¢ radice anche di p'(w) e pertanto soddisfa

PO)=> ajt" " =0
§=0
Allora anche z, = kPnf™ + e ¢ una soluzione numerica. Infatti

T (O YT R B
j=0 j=0 j=0 j=0
= kPO"np(0) + KPO" ' (0) +0 =0

ed ¢ generata dai valori iniziali y; = e perturbati da d; = kPj67, 0 < j < s—1.
Se vogliamo che z,, converga alla soluzione analitica, deve essere || < 1.
Se il polinomio caratteristico ha radici semplici @ tali che |#| < 1 e radici
multiple @ tali che |0] < 1, diremo che il polinomio soddisfa la condizione
delle radici. Da notare che la condizione delle radici risulta necessaria per
la stabilita anche per perturbazioni che siano O(k?) e non solo O(1) (come
per esempio gli errori di arrotondamento). La condizione delle radici risulta
anche sufficiente per avere la stabilita e, assieme alla consistenza, per la
convergenza del metodo lineare multistep. Si ha infatti il seguente teorema
fondamentale:
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Teorema 10 (Equivalenza di Dahlquist). Un metodo lineare multistep con
valori iniziali consistenti e convergente se e solo se e consistente e stabile
(cioé il suo polinomio caratteristico soddisfa la condizione delle radici).

1010

=0.125 —x—
k=0.250 —o—
k = 0.500
k=0.625 ——
soluzione esatta

108

109

10*

102

lg

Figura 17.2: Applicazione del metodo (17.7) al problema differenziale y/(t) =
y(t), y(0) = 1.

Ritornando al metodo (17.7), si ha che § = 2 ¢ radice del polinomio
caratteristico e infatti y,, = k?2"+e ¢ una soluzione del problema differenziale
che abbiamo usato come modello. Pertanto, il metodo non e stabile, come
si vede anche in Figura 17.2 ove il metodo e stato applicato al problema

differenziale
{y’(t) =y(t), t€(0,5]
1

Come corollario al teorema precedente, abbiamo che ogni metodo ad un
passo e stabile (perché p(w) = w — 1) e che i metodi di Adams—Bashforth
e Adams—Moulton sono stabili (perché p(w) = w* — w*™1). Esiste un limite
superiore per 'ordine di un metodo a s passi, dato dal seguente

Teorema 11 (Prima barriera di Dahlquist). Il massimo ordine per un me-
todo a s passi convergente € 2| (s + 2)/2] se implicito e s se esplicito.

msinstabile.m
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Per quanto riguarda i metodi BDF (speciali metodi impliciti) si ha che
sono convergenti (cioe sono stabili) solo per 1 < s < 6.

17.4 Influenza degli errori di arrotondamento

Abbiamo visto che la stabilita assicura che perturbazioni consistenti di ordine
O(kP) non impediscono ad un metodo consistente di convergere. Tali pertur-
bazioni si generano, per esempio, quando si risolve un sistema (non)lineare
per un metodo implicito e si chiede una tolleranza proporzionale a kP se il
metodo ¢ di ordine p. Gli errori di arrotondamento sono pero di ordine O(1)
ed e del tutto evidente che in aritmetica di macchina non si puo in generale
pretendere di trovare la soluzione esatta. Vediamo esplicitamente il caso del
metodo di Eulero: si avra

gn—&-l = Qn + kf(tna gn> + En+1

e dunque

len]l <

]{?2
TR = 1+ (TR el 0 <0 <m

ove € = MaXp<p<m Epn, € quindi

% €

leal < &l + 6 = 1) (5 + 55

), 0<n<m

Anche se non e detto che gli errori di arrotondamento si sommino ad ogni
passo (potrebbero anche compensarsi in un certo qual modo), si vede che
al tendere di k£ a 0 l'errore potrebbe esplodere. Pertanto esisterebbe un
k ottimale (non eccessivamente piccolo) che minimizza 'errore globale del
metodo quando implementato in aritmetica di macchina.



Capitolo 18

Metodi di Runge—Kutta

I metodi lineari multistep lasciano aperti alcuni problemi. Come calcolare i
valori iniziali per i metodi di ordine elevato? Abbiamo visto che il massimo
ordine per un metodo ad un passo convergente ¢ 2 se implicito (lo raggiunge
il solo metodo dei trapezi). E possibile modificarlo e renderlo esplicito (e
dunque di piu facile applicazione)? Si possono costruire metodi di ordine ele-
vato e che permettano un passo temporale “adattabile” all’andamento della
soluzione? Cominciamo a rispondere alla seconda domanda: una modifica
abbastanza ovvia al metodo dei trapezi

k
Y1 = Yn + §(f(tn7 yn) + f(thrl? yn+1))

per renderlo esplicito e sostituire y,,,, con y, + kf(t,,y,) cosi da avere

Da un punto di vista “logico”, esso puo essere definito come
& =y, ~y(tn)
E =y, +kf(tn, &) = y(tni)

k
Y1 = Yn + §(f(tn7£1) + f(tn+17€2)) ~ y(thrl)

Un altro modo di rendere esplicito il metodo dei trapezi e sostituire la media
delle funzioni f con la funzione f valutata nel “punto medio”

E,yn + gf(tn,yn)) (18.2)

107
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cioe

k k

k
yn+1 =Y, + kf (tn + 5762) ~ y(tn+1)

L’idea generale dei metodi espliciti di Runge-Kutta ¢ quella, come al solito,
di sostituire I'integrale nella formula risolutiva

Y(tarr) = y(ta) + / " y(n)dr

con una formula di quadratura su nodi ¢, + ¢;k, 1 < j < v nellintervallo
[tn, tni1]. Si giunge quindi a

y(tn+1) ~ y(tn) + kz bjf(tn + Cjk7 y<tn + Cjk))

j=1

Si tratta ora di trovare delle approssimazioni §; di y(t, + ¢;k). Si procede
iterativamente in questo modo

;

y(t,) 2y, =& (= c=0)
Y(tn + c2k) =y, + ok f(tn,y,) =y, + as 1k f(tn, &) = &

i—1

y(tn +ck)~y,+k Z aij f(tn +cik, §;) =&,
j=1

(18.3)

v—1

y(t, +ok)~y, +k Z ay f (tn + ik, ;)

Jj=1

Y1 = Yp + 5D i (ta+ ik, )
j=1

£,

\

ove i parametri ¢;, b; e a; ; sono da determinare in modo da ottenere 'ordine
desiderato. Il numero v indica il numero di stadi. I parametri c;, b; e a;;
si racchiudono di solito nel tableau di Butcher. Se v = 1, ci si riconduce al
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0
C2 21
C3 as,1 asz,2
Co—1 | Qp—11 QAp—12 .. Ay_1p-2
Cy (751 ) s Ay p—2 Ay p—1
by b . b,_o b,_1 b,

Tabella 18.1: Tableau di Butcher per metodi di Runge—Kutta espliciti.
metodo di Eulero. Per v = 2, 'ordine si ricava al solito modo

y(tn-I—l)_y(tn)_kblf(tna y(tn))_kb2f(tn+c2ka y(tn)+a2,1kf(tm y(tn))) =

= (b + Ry ) + () + O — y() — Kby (1) +

—kby | f(tn,y(tn)) + %—{(tn, y(tn))cok + g_yj;(t"’ y(tn))as 1ky' (t,) + O(k;z)] —

/ k2 " / /
= ky (tn) + Ey (tn) + O(k3) - kbly (tn) - kb2y (tn)+

- kb2aa_{(tm y(tn))c2k - k2a2,1b2 |:g_£(tn7 y<tn))y,(tn):| -

/ k2 " / /
= ky (tn) + =Y (tn) + O(k3) - kbly (tn) - kb2y (tn)+

2
— k’bg%(tm y(tn))CQk — k:2a271172 |:y//(tn) - %(tm y(tn)):| -
= ]{,‘(1 — bl — bQ)y’(tn) + ]{32 (% — 0,27le> y"(tn)+

— kQ(bZCQ — &lebg)aa—{(tn, y(tn)) + O(k3>

Dunque l'ordine e due se

(@]
= O
win O

1
2

N V| )

Log 01 |

o

Tabella 18.2: Metodi Runge-Kutta espliciti di ordine 2.
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bl + bg = 1
1
a271b2 = 5 (184)

baco = 52a2,1

da cui, per esempio, i metodi di ordine due riportati in Tabella 18.2. I primi
due corrispondono ai due metodi visti all’inizio del capitolo e si chiamano,
rispettivamente, metodo di Heun e metodo di Eulero modificato. Da notare
come non esista, tra le infinite soluzioni, una soluzione che annulla il ter-
mine O(k?) (bisognerebbe scriverlo esplicitamente per verificarlo). Il punto
cruciale di questo sviluppo in serie di Taylor e 'uguaglianza tra

o/ (0) k(1) =4/ (1) + b F (1, () =

= 3/ (t) K (t)) 4 K5 () (1)

Fltn +k,y(tn) + Ef (b, y () = ftn, y(tn))+

b W0+ 9 (1, y (1 )RF 1, (1)) + O(R) =

dy
= (1) Kt (1)) + K5 ()0 (1) + O

+

(a meno di O(k?)) in cui le derivate di ordine superiore di y (e quindi di f)
sono sostituite da funzioni di funzioni f.

Per ogni v > 1, il corrispondente sistema non lineare che si ottiene per la
determinazione dell’ordine puo avere infinite soluzioni. Solitamente si impone
I'ulteriore vincolo

Da notare che la condizione ,
> bi=1
j=1

& necessaria per avere almeno ordine 1 (cioe la consistenza). Per quanto
riguarda la stabilita, si puo ripetere tutto il ragionamento fatto per il caso
dei metodi multistep: si arriva ad osservare che il polinomio caratteristico ¢
p(w) = w —1 e pertanto tutti i metodi di Runge-Kutta espliciti sono stabili.
Ne discende la convergenza. Per quanto riguarda il massimo ordine che si puo
raggiungere dato il numero di stadi v, si ha quanto riportato in Tabella 18.3.
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numero stadi v
massimo ordine p

1 2 3 4 6 7 8
1 2 3 4 5 6 6

)
4

Tabella 18.3: Massimo ordine dato il numero di stadi.

II numero di stadi equivale al numero di valutazioni della funzione f (e
dunque al costo del metodo). Ai fini dell'implementazione, per evitare di

calcolare piu

.

\

Si ricava da

f(tn + Cika €z

volte la funzione f negli stessi punti, si usa lo schema
i1
f.=f (tn+cik,yn+k2a,,jfj> L i=1,...,v
j=1
j=1

(18.3) ponendo f; = f(tln + cjk,§;) e osservando che f, =
) = f(tn +cik,y, + kz;;l Clm‘fj), 1=1,...,v.

&1 11
Co 21 a2 9
C3 a3;1 a3 2 a33
Cy—1 | AQp-11 Qp—-12 ... Ap_1p-2 Ap_1p-1
Cy Ay 1 Ay 2 ce Ay py—2 Ay py—1 Ay v
by b . b,_s b,_1 b,
(&1 1,1 1.2 e e a1,p-1 a1,y
Cy 21 a2 2 . Ce a2 -1 a2y
o . . . .
Cy—1 | Qp—11 QAp-12 -+ .. Qp_1p—1 Au—_1yp
Cy Ay Ay 2 e ce Ay py—1 Ayy
by b R b,_1 b,

Tabella 18.4:

Tableaux di Butcher per i metodi di Runge-Kutta semiimpliciti

(sopra) e impliciti (sotto).

E possibile generalizzare i metodi espliciti di Runge-Kutta per ottenere
metodi semuimpliciti e impliciti, i cui tableaux sono riportati in Tabella 18.4.
Per tali metodi, 1'ordine massimo raggiungibile dato il numero di stadi v ¢
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p = 2v. Anche per essi valgolo le condizioni

v

Zam:ci, ].S’LSI/

j=1

18.1 Un esempio di metodo Runge—Kutta im-

plicito
Consideriamo il seguente metodo di Runge-Kutta implicito
k k
&=yt yf (tn - 5,51) (18.52)
k
Yoo = Yo HF (14506 (18.50)
di tableau
111
2 | 2
1

Esso equivale al metodo punto medio implicito

k y,+ yn+1)

2 2

infatti, per quest’ultimo vale

yn + yn+1 k k yn + yn+1
— s = o ln 50
2 Yn 35S ( T T

da cui si deduce che (y,, +y,.1)/2 = &, e dunque (18.5b) coincide con (18.6).
E un metodo di ordine 2 (lo si dimostra a partire da (18.6) con conti molto
simili a quelli fatti per i metodi di Runge-Kutta espliciti di ordine 2) e in
qualche modo simile al metodo dei trapezi. Gode della seguente importante
proprieta: se per

y'(t) = ft,y(1))

y(t)Ty(t) & costante, cioe y ()" f(t,y(t)) = 0, allora per (18.6) vale Y, 1Y, 1 =
yly, . Prima di dimostrarlo, osserviamo che la proprieta ¢ interessante quan-
do y(t) & un vettore di dimensione maggiore di uno, altrimenti deve essere
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f = 0 e dunque banalmente y,,,., = y,. Poiché y(t)' f(t,y(t)) = 0, al-
lora anche ' f(t, + k/2,x) = 0, x generico. Infatti, esiste sicuramente
y(to) tale che per t = t, + k/2 si ha y(t) = x (per trovarlo, basta parti-
re da y(t, + k/2) = @ e risolvere allindietro il sistema fino al tempo ).
Osserviamo poi che

k vy, +y,
Y1 — Y =kf (tn+ 5’%)

e quindi

T T
Y+ Yp k y,+y, Y, +Y,
0= <T+1> kf (tn + 57 TH> =k (Tﬂ> (yn+1_yn)

da cul la tesi.

3.3

3.25

32+

3.15

s

o

= o 0 %
:

P o

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120
t

Figura 18.1: Evoluzione di y; (¢)* + y2(¢)* + y3(t)? per il problema 18.7.

Consideriamo il seguente problema (equazioni di Eulero per il corpo rigido
libero):

(010 = 20l
) Iy —1
va(t) = =77 —us()n(t) (18.7)
| h00) = 0l

symplectic.m
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y rappresenta il momento angolare e I, I, e I3 sono i momenti principali
d’inerzia. Evidentemente |y (¢)|* = y1(¢)* + y2(£)* + y3(t)* & costante. Pro-
viamo a risolvere il sistema con i metodi punto medio implicito, trapezi e
Heun (tutti di ordine 2): l'integrazione fino al tempo t* = 120 con 300 passi
temporali (I, = 2, I, = 1, I3 = 2/3, y(0) = [1,1,1]7) produce il grafico
in Figura 18.1, in cui si vede che il metodo punto medio implicito conserva
“esattamente” la quantita |y (¢)|?, a differenza dei metodi dei trapezi e di
Heun. Ovviamente bisogna tenere in conto che gli errori di approssimazione
(risoluzione del sistema non lineare) non garantiscono l'esatta uguaglianza
Yo 1Ypi1 = Yry, anche per il metodo punto medio implicito. I tre metodi
testati sono dello stesso ordine, ma uno produce soluzioni “qualitativamente”
migliori.

E buona norma, dopo aver definito la matrice A e i vettori ¢ e b del
tableau, controllare che queste condizioni siano soddisfatte, confrontando
sum(A,2) con c e sum(b) con 1, al fine di evitare banali errori. Ovviamente,
si tratta di condizioni necessarie ma non sufficienti per garantire la corretta
implementazione.

Anche il #-metodo puo essere fatto rientrare nella classe dei metodi di
Runge-Kutta semiimpliciti:

El = yn
§ =Y, +k(L—0)f(tn, &) + kOf(tn + F. &)

o, in forma implementativa (anche se non si usa in pratica),

.fl = f(tTwyn)
fo=Ffn+k oy, + k1 —0)f1 +E0f)
yn-‘,—l :yn+k<l _e)fl +k(9f2

Dunque, abbiamo risposto anche alla prima domanda all’inizio di questo
capitolo. Vediamo ora come rispondere alla terza domanda.

18.2 Metodi di Runge—Kutta embedded

Per i metodi ad un passo risulta alquanto facile adottare un passo temporale
k,, variabile nel tempo (non cosi con i multistep, in cui i parametri dipendo-
no dall’avere assunto i passi temporali costanti). In generale, piu 'equazione
ha un comportamento “lineare”, piu i passi possono essere presi grandi. Ma
come adattare automaticamente il passo all’andamento della soluzione? Sup-
poniamo di avere due metodi di Runge-Kutta espliciti di ordine p — 1 e p



18.2. METODI DI RUNGE-KUTTA EMBEDDED 115

0

C2 as1

C3 as 1 3,2

Cy—1 | Qp—11 QAp—12 .. Ap_1p-2
b1 by e b,_o b,_1
0
C2 a2 1
C3 as 1 3,2
Co—1 | Qp—11 QAp—12 ... QAy_1p-2
Cy Ay 1 ) s Ay p—2 Ay p—1
b1 by e by _o b,_1 b,

Tabella 18.5: Metodi di Runge-Kutta di ordine p — 1 e p.

rispettivamente, i cui tableaux sono riportati in Tabella 18.5. E chiaro che,
dopo aver costruito il primo metodo, con una sola nuova valutazione della
funzione f si puo costruire il secondo metodo. Una tale coppia di metodi si
dice embedded e si scrive di solito un unico tableau, come nella Tabella 18.6.
Il fatto che per trovare metodi di Runge-Kutta sia necessario risolvere si-
stemi non lineari per i coefficienti, rende difficile ma non impossibile trovare
coppie di metodi con tali caratteristiche.

0
Co | Q21
C3 | 31 Aa32

Cy | Q1 Q2 ... QAyp—1
by by by—1
bl b2 bu—l bu

Tabella 18.6: Metodi di Runge-Kutta embedded di ordine p — 1 e p.

Consideriamo il sistema differenziale

ove yﬁlp ) I'approssimazione di y(t,,) ottenuta con il metodo Runge—Kutta di
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ordine p. Si ha allora

1 ~ ~
ly® =y = 192 = 9 (tsr) + 9(tar) —yP0 | = CKEL,, (18.8)

per un opportuno C' > 0, ove k,+1 = t,41 — t, € il passo di integrazione e
Ck! ., e l'errore locale del metodo di ordine p — 1. Se si vuole controllare
tale errore si puo allora imporre, ad ogni passo, che

ly®) —y&V) < tol + [ly%Y]| - tol, (18.9)

rifiutando yfﬂ)rl (e yilp 1 ) nel caso la disuguaglianza non sia soddisfatta e cal-

colando un nuovo passo di integrazione minore del precedente. Per calcolare
il successivo passo di integrazione k, sia nel caso che la disuguaglianza sia
stata soddisfatta o meno, imponiamo che valga

CkP = tol, + ||ynJr1 || - tol,
e, ricavando 1/C da (18.8), si ha

tol + 7] - ol,

- 'k:n—&—l

(p—1)
||yn+1 yn+1 ||

Tale espressione indica il nuovo passo temporale k.o = k nel caso la disu-
guaglianza (18.9) sia stata soddisfatta oppure la nuova misura del vecchio
kni1 = k nel caso contrario. Per evitare che il passo di integrazione cambi
troppo bruscamente, si puo adottare una correzione del tipo

tola + 970 - tol,
— 1 . 0 ntl i OI‘ .
k =min | 2,max | 0.6,0.9 ( o) - 1)” ) kpi1

||yn+1 yn+1

Vediamo un esempio facile di costruzione di metodi di Runge-Kutta em-
bedded. Innanzitutto, osserviamo che qualunque metodo di Runge-Kutta
(in, particolare, quelli di ordine due) richiede la valutazione di f, = f(t,,y,,)
che ¢ praticamente tutto cio che serve per il metodo di Runge-Kutta di ordi-
ne uno, cioe il metodo di Eulero. Quindi, qualunque metodo di Runge-Kutta
di ordine due di tableau

puo essere implementato a passo variabile secondo lo schema (da ¢, a t,.1)
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b fl :f(tmyn)

ySZJ)rl = yn) + kni1fy (metodo di Eulero)

o fo= f(tn + cokni1, Yy, + a2,1k’n+1f1)

fﬂl) = kpa[(by — 1) F) + Do f)]

IF eIl > tolu + [l tol:
n=mn — 1 (time step rifiutato)

ELSE

2 9-1
ygu)rl y1(1+)1 + egﬂ)

END

o kuo = [0k + I 0k e0N] R

en=n+1

0
1 1
1 1
3 3 9
8 32 32
12 1932 7200 7296
13 2197 2197 2197
1 439 _g 3680 845
216 513 4104
1] 8 9 _ 3544 1859 11
2 27 2565 4104 40
25 0 1408 2197 1
216 2565 4104 5
16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

Tabella 18.7: Metodo di Runge-Kutta—Fehlberg.

Forse il piu importante metodo di Runge-Kutta embedded ¢ il Runge-
Kutta—Fehlberg, di ordine (4)5, il cui tableau ¢ riportato in Tabella 18.7.
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A-stabilita

Purtroppo la consistenza e la stabilita di un metodo non sono sufficienti
per avere un buon solutore di qualunque equazione differenziale ordinaria.
Consideriamo infatti il seguente problema lineare

{ y'(t) = Ay(t) >t (19.1)

y(to) = Yo

la cui soluzione esatta y(t) = e**=%)y, tende a zero, per t — +00, se R(A) <
0. Analizziamo il comportamento del metodo di Eulero per questo problema,
supponendo di avere fissato il passo temporale k: si ha

da cui
Yn = (L + EXN)"yo

Si ha
lim y, =0 |1+ kN <1 1+ RN+ 26RO\ + SV < 1

da cui

2
limy, =0k < — ROV

ae AP

(19.2)

Dunque, la soluzione numerica ottenuta con il metodo di Eulero ha lo stesso
comportamento della soluzione analitica solo se il passo temporale e sufficien-
temente piccolo. Altrimenti, la soluzione puo essere completamente diversa
(imy, oo |yn| = |yo| 0 lim,, o y, = 00). Nel caso di Eulero implicito, invece,

si ha .
B 1
Yn = 1—/{7)\ Yo

118
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da cui
limy, =0 |1 —kA > 1< |1 —ERN) — kiS(N)] > 1

disuguaglianza sempre soddisfatta, poiché R(\) < 0. Anche per il metodo dei
trapezi la soluzione numerica tende a 0 per n — oo. Ma non e vero, in gene-
rale, per qualunque metodo implicito. Analizziamo infatti il comportamento
generale del -metodo per questo problema: si ha

YUn+1 = Un + (1 - 9>k)‘yn + ek)\yn-i-l

da cui
(14 (1 —0)kN]"
T Sy, | P
Si ha
1 1—0)kX
limyn:O@'% <ls |1+ (1-0)k\ <|1-0k\ <

0 < (6% — (1 — 0)2)*R(N)? — (20 + 2(1 — 0)ER(N) + (62 — (1 — )2 K>S(\)?

da cui
lim y, =0 < 0 < (20 — DE*|A]* — 2kR(\)

n—oo

Se 20 — 1 > 0, certamente la disequazione ¢ soddisfatta. Altrimenti,

, 2R(N)
1 =0k ————  (20-1<0 19.3
oo (20 — 1)| A2 ( ) (19.3)
Definizione 5. Dato un metodo numerico y, ., = Yn(F, Kk, Yo,-..,Y,), la

regione di assoluta stabilita (o linear stability domain) ¢ l"insieme dei numeri
z = kA per cui la soluzione di (19.1) soddisfa lim,, ...y, = 0.

Con riferimento al 8-metodo, la regione di assoluta stabilita del metodo di
Eulero ¢ {z € C: |142| < 1}, per Eulero implicito ¢ {z € C: |[1—z| > 1} e per
il metodo dei trapezi ¢ {z € C: £(z) < 0}. Diremo che un metodo ¢ A-stabile
se la sua regione di assoluta stabilita contiene C~ = {z € C: R(z) < 0},
cioe se riproduce correttamente il comportamento della soluzione analitica di
(19.1) quando £(A) < 0. Da notare che, indicato con r(kX) il termine (che
dovrebbe essere in modulo minore di 1)
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Figura 19.1: Regioni di assoluta stabilita (bianche) per i metodi di Eulero,
Eulero implicito e trapezi.

si ha 01
mam_ r(EA) ===

Tale limite vale proprio 1 per # = 1/2. Significa che se ®(\) < 0 oppure k >
0 il metodo dei trapezi potrebbe mostrare qualche problema di instabilita. In
tal caso, il metodo migliore, da questo punto di vista, ¢ il metodo di Eulero
implicito (# = 0) anche se il metodo con # = 2/3, pur del primo ordine,
ha una costante d’errore minore (vedi (16.5)). Per inciso, se A ¢ puramente
immaginario A\ = 0i, |y,| — +oo per Eulero, |y,| — 0 per Eulero implicito e
lyn| = 1 = |y(,)| per il metodo dei trapezi.

19.1 A-stabilita dei metodi di Runge—Kutta
espliciti

Figura 19.2: Regioni di assoluta stabilita (bianche) per i metodi di Runge—
Kutta di ordine 2, 3 e 4.
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Teorema 12. Per un metodo di Runge—Kutta esplicito a v stadi, si ha
Ynt1 = 1r(kX)yn = yn = r(kX)"yo

con r(kX) polinomio di grado v in z = kX. Inoltre, se l'ordine p é uguale al
numero di stadi v, si ha

22 2
r(z):1+z+§+...+ﬁ

Dimostrazione. Siha che & = y,, € un polinomio di grado 0 in z. Supponiamo
che &; sia un polinomio p;_1(2)y, digrado j—1in z = kA per j =2,3,...,v—
1: allora

v—1 v—1
§=YnThY NG =y +ENY a,;& = poi(2)yn
j=1

j=1

e un polinomio di grado v — 1 in z. Quindi

Yn+1 = Un + kA Z bjfj - T(k]}\)yn

j=1

e dunque 7(k\) € un polinomio di grado v in z = kA. Poi, se 'ordine del
metodo e p, significa che

y1 —ylto + k) = r(kXN)yo — y(to + k) = O(KP)
Ma y(to + k) = e yo. Quindi r(kX) — e = O(kPT1) e dunque
) + O

22 2P
r(kX) =r(z) = (1+Z+E+...+H

da cui la tesi. []

Dunque, i metodi di Runge-Kutta di ordine p uguale al numero di stadi
v hanno tutti la stessa regione di stabilita. In ogni caso, la dimostrazione qui
sopra mostra che per un metodo Runge—Kutta esplicito r(z) ¢ un polinomio
di grado v (e dunque di grado maggiore di 0).

Teorema 13. Nessun metodo di Runge—Kutta esplicito é A-stabile.
Dimostrazione. Si ha

limy, =0< |r(z)] <1, z=FkA
ma 7(z) ¢ un polinomio di grado maggiore di 0. Dunque, lim,_,_, 7(z) = oo,

x reale. Quindi, certamente esiste z € C~ N R tale che |r(z)] > 1 e dunque
la regione di assoluta stabilita non contiene C~. O
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19.2 A-stabilita dei metodi lineari multistep

Ci limitiamo a riportare alcuni risultati.
Teorema 14. Nessun metodo esplicito multistep e A-stabile.

Teorema 15. [ metodi BDF ad un passo (Eulero implicito) e a due passi
sono A-stabili.

Teorema 16 (Seconda barriera di Dahlquist). L’ordine pit alto che un
metodo multistep A-stabile puo raggiungere e due.

19.3 Equazioni stiff

Se consideriamo il problema

y'(t) = —100y(t), t >0
y(0) =1

la condizione (19.3) per il metodo di Eulero impone k& < 1/50 = 0.02. D’altra
parte, la soluzione analitica del problema per t* = 0.4 ¢ minore di 1077 (e
dunque, trascurabile). Dunque, con poco piu di 20 passi il metodo di Eulero
arriva a calcolare la soluzione sino a t*.

Qual & dunque il problema? Eccolo:

<
~
—
~
N—

Il

{—108 _ﬂ y(t), t>0 o

e la sua norma infinito & minore di 1077 per ¢* = 40. Poiché perd per poter
calcolare la prima componente serve un passo temporale k£ < 0.02, sono ne-
cessari pitt di 2000 passi (vedi Figura 19.3), anche se la prima componente
diventa trascurabile dopo pochi passi e la seconda non richiederebbe un cosi
elevato numero di passi. Dunque, anche se il metodo & convergente e il passo,
per esempio, k = 0.1 garantisce un errore locale proporzionale a k* = 0.01, il
metodo di Eulero non puo essere usato con tale passo. Usando il metodo di
Eulero implicito sarebbe possibile invece usare un passo piccolo all’inizio e
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10300

Eulero esplicito O
o Eulero implicito X

10250 |

10200 |

10150 L

10100 |

errore in norma infinito

KK K K K KK KKK TRRER
k < 2/100

10-50

I I
500 1000 2000 2500
m

Figura 19.3: Eulero esplicito e Eulero implicito per la soluzione di (19.4) fino
al tempo t* = 40.

poi, quando ormai la prima componente ¢ trascurabile, si potrebbe incremen-
tare il passo, senza pericolo di esplosione della soluzione. Per questo semplice
problema, sarebbe possibile calcolare le due componenti separatamente. Nel
caso generale, pero, il sistema non ¢ disaccoppiato, ma ci si puo sempre ridur-
re, eventualmente in maniera approssimata, ad uno disaccoppiato e ragionare
per componenti. Infatti, se A € una matrice diagonalizzabile,

yY'(t) = Ay(t) & 2'(t) = Dz(t) & 2(t) = exp(tD)zo
ove AV =V D, D = diag{\1, Ao, ..., A\a}, e y(t) = Vz(t). Poi

y(t)=Ay(t) +be 2/ (t)=Dz(t) + Vb &
<~ Z(t) = zo+ t(,Dl(tD)<DZO + V_lb)

ove

se A\ #0
1 se A=0

Infine (considerando un problema autonomo per semplicita e sviluppando in
serie di Taylor)

y'(t) = Fly(t) & y'(t) = ftn,y,) + Iu(yt) —y,)

stiff.m
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ove J, e la matrice jacobiana

_of

In
dy;

(Y,,)

e, se J, ¢ diagonalizzabile, ci si riconduce al caso precedente. Dunque, si ha
sempre a che fare con gli autovalori di J,, (nel caso J,, non sia diagonalizzabile,
si ragiona in maniera equivalente con blocchi di Jordan) e il piu piccolo di
questi e quello che determina la restrizione massima sul passo temporale.

Definizione 6. Un sistema di ODEs (15.1) si dice stiff in un intorno di t,
se esiste almeno una coppia di autovalori A1, \o della matrice jacobiana J,
tali che

e R(A) <0, R(A\) <O
e R(\) < R(N2)

In pratica, puo essere molto difficile capire se un sistema non lineare
presenta regioni di stiffness o meno. Altrettanto difficile ¢ rispondere alla
domanda: per un problema stiff, conviene usare un metodo esplicito con
passo piccolo o un metodo implicito? E chiaro che il metodo esplicito e di
facile implementazione e applicazione, ma richiede molti passi temporali. Il
metodo implicito richiede la soluzione ad ognuno dei “pochi” passi di un
sistema, in generale, non lineare.

19.3.1 Risoluzione di un metodo implicito per proble-
mi stiff

Consideriamo, per semplicita, il problema

y'(t) = Ay(t)

con A stiff e simmetrica. La restrizione sul passo per il metodo di Eulero

esplicito e
2
k<

pmax

ove pmax € il raggio spettrale di A. Applicando il metodo di Eulero implicito
e le iterazioni di punto fisso per risolvere I’equazione (per assurdo, poiché
I’equazione da risolvere ¢ lineare), siccome

[Az — Ayll2 < [[All2llz = yll2 = pmaxll — yll2
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si avrebbe la restrizione (vedi (16.6))

1
k<

pmax

dunque una restrizione ancora piu severa.
Da questo esempio si deduce che i metodi impliciti per problemi stiff
vanno risolti con il metodo di Newton (eventualmente modificato).
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Integratori esponenziali

I problemi di assoluta stabilita per semplici problemi lineari visti nel capitolo
precedente, portano alla ricerca di nuovi metodi. Consideriamo il sistema
differenziale

y'(t) = Ay(t)+b, t>0
y(to) = yo

La soluzione analitica e
y(t) = exp((t—to) A)yo+ (t —to)p1((t —1o) A)b = yo+to1((t—19) A)(Ayy+b)
Infatti y(to) = y, €

/(1) = Aexp((t — to) A)yy + exp((t — to) A)b =
= A(exp((t — to) A)yo + (t — to)((t — to) A) " exp((t — to) A)b+
—(t—to)((t —t)A) b+ A7'b) =
= A(expl(t — to) )y + (£ — to)n((t — o) A)D) + b = Ay(t) + b

Le funzioni exp e ¢; di matrice possono essere approssimate come visto al
paragrafo 7. Da questa osservazione, per un problema

{ y'(1) = Ay(t) + b(t,y(1)), >0

Y(to) = Yo

il metodo Fulero esponenziale e

yn+1 = eXp<kA>yn + k¢1<kA>b(tn7 yn)

Proposizione 4. [l metodo di Eulero esponenziale ¢ esatto se b(y(t)) =
b(y,) = b e di ordine uno altrimenti.

126
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Dimostrazione. Si ha

tnt1
Yoo = exp(kA)y, + / exp((tuss — 7)A)g(ta)dr
tn

ove si e posto g(t) = b(t,y(t)). Per la formula di variazioni delle costanti (7.2)

ltn) = exp(kA)y(ta) = [ expl(tr = D) A)g(t)d -
=exp(kA)y(t,) + /t " exp((tpyr — 7)A)g(T)dT+
—exp(kA)y(t,) — /t " exp((tpy1 — 7)A)g(t,)dr =

- /t - exp((tn1 — 7)A)(G(tn) + g'(70) (T — tn) — g(tn))d7 =
= k*p2(kA)g' (1) = O(k?)
]

Si puo inoltre dimostrare che il metodo converge (cioe € stabile). Poiché
risolve esattamente i problemi lineari, il metodo e A-stabile.

Proposizione 5. Per un problema lineare, non autonomo

y'(t)=Ay(t) +b(t), t>0
{ y(to) = Yo
il metodo esponenziale—punto medio
Y1 = exp(kA)y,, + kp1(KA)b(t, + k/2)

¢ esatto se b(t) = b e di ordine 2 altriments.

Dimostrazione. Procedendo come sopra, si arriva a

Y(tni1) —exp(kA)y(t,) — /t o exp((tns1 — 7)A)b(t, + k/2)dT =
_ /t T exp (b — T)AW (7 + B/2) (7 — (b + /2))dr —

= /ttnﬂ exp((tpe1 — 7) A (1, + k/2) (1 — t, — k/2)dT =

= (K*py(kA) — K* /201 (kA (1, + k/2) =

- (5 + 5o - LR o)) i+ k72) =
= O(k?)
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[]

Anche in questo caso si puo dimostrare che il metodo converge e che &
A-stabile. Dato un problema differenziale in forma autonoma

y'(t)=Ffly®), t>t
y(to) = Yo

si puo pensare di linearizzarlo ad ogni passo
Y'(t) = Juy(t) + ba(y(t))

ove

=~
|
—~
S
~—
=
3
—~
<
—~
~
~—
~—
I

Fyt) — Juy(t)

e applicarvi il metodo di Eulero esponenziale. Si arriva cosi al metodo di
Eulero—Rosenbrock esponenziale

Yp1 = eXp(kJn)yn + kgol(kjn)bn(yn) =Y, + ]ﬂpl(kjn)f(yn)

Il metodo ¢ di ordine 2 e convergente.

Gli integratori esponenziali sono particolarmente utili per la risoluzione di
problemi stiff (essendo A-stabili). Conviene usare un metodo implicito o un
metodo esponenziale? Nel primo caso, € necessario risolvere sistemi lineari,
nel secondo calcolare funzioni di matrici. Per problemi di grosse dimensioni,
non e per niente ovvio quale sia la strategia migliore. In generale, per matrici
sparse senza struttura e piu semplice calcolare funzioni di matrici, che non
richiedono 1'uso di precondizionatori efficaci. Inoltre, per i metodi visti, si
puo risparmiare il calcolo dell’esponenziale di matrice notando che

exp(kA)y, + ko1 (EA)b =y, + ko1 (kA)(Ay,, + b)
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Esercizi

1. Si consideri il seguente problema differenziale del secondo ordine a:
limats
u"(x) — 3cos(u(z)) =0, xe€(0,1)

(0) =0
(1) =1
Lo si trasformi in un sistema del primo ordine (t = z, y1(t) = u(x),
y2(t) = u/(z)) da risolvere con il metodo di Eulero esplicito e si de-
termini, con una opportuna strategia, quale dovrebbe essere il valore
iniziale y(0) affinché y;(t) = u(z) sia soluzione del problema originale.

u
u

2. Con riferimento alla Figura 21.1, ’equazione del pendolo ¢

W'(t) = —gsind(t)
9(0) = 9
?'(0) =0

La si risolva con il metodo dei trapezi fino al tempo t* = W\/l/_g (as-
sumendo [ = 1, Jy = 7/4). Si confronti la traiettoria con quella del
pendolo linearizzato (sind(t) ~ 9(t)). Di quest’ultimo, si trovi il nu-
mero minimo di passi temporali affinché il metodo di Eulero esplicito
produca una soluzione al tempo t* che dista da ¥(¢*) meno di 1072,

3. Si calcoli y(1), ove y/(t) = Ay(t), y(0) = [1,...,1]T, con A data da A
= 100*toeplitz(sparse([1,1],[1,2],[-2,1],1,10)), usando il 6-
metodo con 0§ = 0,1/2, 1 e diversi passi temporali k = 273,274 ... 278
Si confrontino i risultati con la soluzione di riferimento ottenuta usando
0 =1/2 ek =271 mettendo in evidenza l'ordine del metodo usato.
Si provi anche il valore § = 1/3, discutendo i risultati ottenuti.

129
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Figura 21.1: Pendolo

4. Si risolva il sistema di ODEs

A'(t) = —2a(t) A(t)
d(t)= Al + Q) —a(t)* -1
(t) = =2(a(t) + A(1))Q(2)

con dato iniziale

A(0) = 0.5
a(0) =2
Q(0) = 10

ESERCIZI

(21.1)

con il metodo di Eulero implicito fino ad un tempo finale t* = 15, pro-
ducendo un grafico della quantitd E(t) = (A(t)? + a(t)? + Q(t)* +
1)/(2A(t)). Si confrontino le soluzioni ottenute usando 300 o 900

timesteps.

5. Si implementi il metodo di Eulero modificato (secondo tableau in Ta-
bella 18.2) e lo si testi per il sistema differenziale (21.1), producendo il

grafico della quantita E(t).

6. Si implementino gli altri due metodi di ordine 2 in Tabella 18.2; li si
testi per il sistema differenziale (21.1), mettendone in evidenza l’ordine.



131

0

1 1

12

310 3

110 0 1
1 1 1 1
5 3 3 &6

Tabella 21.1: Metodo di Runge-Kutta a 4 stadi.

7. Si implementi il metodo di Runge-Kutta di tableau in Tabella 21.1,

10.

determinandone numericamente 1’ordine.

Si implementi la function relativa ad un generico metodo di Runge—
Kutta con tableaux dato da

c| A
bT
ove ¢, A e b sono dati.

Si implementi il metodo di Runge-Kutta (embedded) di tableau

0

1] 1

2| 2

1]1-1 2
0 1
L2 1
6 3 6

e lo si applichi al problema differenziale 21.1.

Si implementi il metodo di Runge-Kutta—Fehlberg il cui tableau ¢ ri-
portato nella Tabella 18.7, e se ne mostri 'ordine. Lo si testi sul sistema
differenziale (21.1).



Parte 3

PDEs
(Equazioni alle derivate
parziali)
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Equazione del calore

22.1 Equazione del calore con dati iniziali e
condizioni ai bordi

Consideriamo la seguente equazione alle derivate parziali

B 5?2
a—z(t,x) = a—;;(t,x), t>0, z€(0,L)

w(t,0) =u(t,L) =0, t>0 (condizioni ai bordi) (22.1)
u(0, ) = up(x), x € (0, L) (condizioni iniziali)

Supponiamo che ug(z) verifichi le condizioni di compatibilita uy(a) = ug(b) =
0. Tale equazione rappresenta, per esempio, I’andamento della temperatura
u su una barra di lunghezza L, i cui estremi sono tenuti a temperatura zero,
e con una distribuzione iniziale di temperatura ug(z).

22.1.1 Esistenza di una soluzione

Cerchiamo una soluzione a variabili separabili
u(t,z) = P(t)o(x)
Inserendo tale rappresentazione in (22.1), si deduce
V' ()(x) = p(t)¢"(x), t>0, z€(0,L)

da cui
= — K (costante) = 9(t) = Ae

133
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Per quanto riguarda ¢(z), la soluzione generale ¢
o(x) = BeVK# 4 ¢V Ke
Imponendo le condizioni al bordo
0=¢0)=B+C
0= 6(L) = B/ Kh g ComVHE — (oKL _ o VoKL)

Se K <0, allora eV=5F 4 V=KL > (e dunque B = 0 (e anche C'). Quindi
é(x) = 0, ma in tal caso ¥(0)¢(z) # ug(x). Se invece K = A\? > 0, A > 0,
allora

¢(z) = B (™ — e ™) = 2Bisin(A\zr) = Bsin(\z)
(avendo ridefinito B) e poiché ¢(L) = 0, I'unica possibilita non banale &
A = jm/L, j numero naturale non nullo. Pertanto, la funzione

.2 2 .
u;(t,z) = exp (—JLZ t) sin (‘%x)

¢ soluzione dell’equazione del calore (e soddisfa le condizioni ai bordi) per
ogni j. Quindi, la seguente serie

oo
g c]u] t x

Jj=1
e soluzione formale dell’equazione del calore. Per quanto riguarda la condi-
zione iniziale, si deve imporre

00 . j7T
uo(x) = u(0,x) = ; ¢;j sin (Zx) (22.2)
Poiché wuy(z) & nulla agli estremi, la possiamo prolungare per antisimmetria
all'intervallo [—L, L]. Sotto opportune ipotesi, la sua serie di Fourier
+oo

dor) = Y ug;dy(x)

j=—00
converge in [—L,L]. Poiché ug(z) ¢ dispari, con riferimento al paragra-
fo 13.2.1,

L _— —i L . 2mi(x + L
Uom /2+1+5 = /_L50($)¢m/2+1+j(55)d$ = \/ﬁ _Lﬂo(l‘) S (%) dr =

_iv2 L .
= 1\/—/ () sin (J% —|—j7r> dz =

_1\/—/ up(z) sin (‘? + ]7T> dx
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e

L —i [E . [ 2mj(z+ L
UOm,/2+1—j :/_Luo(l')@bm/zﬂj(x)dx: \/ﬁ/_LUo(ZU) Sin (%) dr =

w2 ot .
ﬁ/o to(z) sin(jra/L + jm)dr = —Uop 21145

+oo
ﬂo(x) = Z Uom/2+1+j¢m/2+1+j($) =

j=—oc

<% cos(jrx/L + jm) + isin(jma /L + jr)
= Z UOm /24145 =
Jj=—00

V2L
-1

cos(jrx/L + jm) +isin(jra/L + jr)
= Z UOm 241+ +

V2L

+oo . . .. . .
cos(ymx/L + jm) +isin(ywx /L + jm
3 i, (me/ ) e/ ) _

V2L

- cos(jrx/L + jm) —isin(jrx/L + jm)
= Z —UOm /2414 +
j=1

V2L

j=—00

Jj=1

cos(jrx/L + jm) +isin(jra/L + jr)

-+ ZUOm/2+1+j \/ﬁ =

j=1
- V2, .

= Z Uopm /24145 —~=1sin(jra/L + jm) =
i=1 VL

_ i E /0 " o) sim (%H;) dx] sin (‘%x)

Confrontanto quest’ultima espressione con (22.2), si deduce

¢ = [% /0 () sin (%x) dx}

Si potrebbe mostrare adesso che

(e 9] 2 92 .
Jm . (T
ta)=Y ¢ Iy T
u(t, x) 2. cj exp < 72 > sin ( T x)
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e soluzione di (22.1) (bisogna poter derivare sotto il segno di serie). Dalla
presenza del termine esponenziale negativo nel tempo per ogni componente
u;(t,z), si deduce ogni componente tende a zero per t — 400 (e dunque
anche la soluzione), ma con diverse velocita dipendenti da un fattore pro-
porzionale a j2. L’equazione del calore rappresenta il modello dei fenomeni
di diffusione. La diffusione ¢ il processo mediante il quale la materia (o l'e-
nergia) ¢ trasportata da una parte di un sistema ad un’altra come risultato
di moti molecolari random.

22.1.2 Unicita della soluzione

Introduciamo la seguente quantita (energia)

B(t) = /0 %uQ(t, 2)da

dE Lo
E_/0 Ot{ tm}dx—/ u—dm /u@dx

Integrando per parti e tenendo conto delle condizioni ai bordi, si ha

dE L rou\?

i /0 (%) dez <0
Per dimostrare 'unicita, consideriamo come al solito il problema omogeneo
(corrispondente a (22.1) con ug = 0. Per tale problema Ey(0) = 0 e quindi
0 < Ey(t) < Ep(0) da cui Ey(t) = 0 per ogni t. Quindi u(t,z) = 0 ¢ I'unica
soluzione del problema omogeneo. Dunque, se u;(t,x) e us(t, x) fossero due
soluzioni del problema (22.1), allora u;(t,z) — us(t, ) sarebbe soluzione del
problema omogeneo e quindi u; (¢, z) = us(t, ).

Se up(z) > 0, si puo dimostrare (principio del massimo debole) che la
soluzione rimane non negativa per ogni ¢ (dall'interpretazione fisica, & ovvio).
Infatti, dato e > 0, si ponga v(t, ) = u(t,x)—ex?. Allora Ov—0,,v = 2¢ > 0.
Se il minimo di v(t, z) stesse in (¢,z), 0 < ¢, 0 < Z < L, allora dv(t,z) =0
(punto critico) e Ov(t, ) > 0 (punto di minimo). Dunque

Si ha

O(t, @) — Oppv(t,T) <0

assurdo. Quindi, il punto di minimo per v(¢,x) sta in I’ = {0} x [0, L] U
[0,400) x {0, L}. Dunque

minu —eL? < minv = minv < minu
r r
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e facendo tendere ¢ — 0, si ottiene
minu < minu
r
Poiché ovviamente vale anche la disuguaglianza opposta,

min v = min v = min{min uy, 0} =0
r

22.2 Metodo di Fourier

Per quanto visto, il metodo spettrale basato su approssimazione in serie di
Fourier (vedi paragrafo 13.2.1) dovrebbe essere particolarmente adatto alla
risoluzione. Detta

{a;(t) = Na(t), 1<k<m

ove \y = i(k—1—m/2)27/(2L) (si deve lavorare infatti del dominio [—L, L],
dove si ¢ prolungata per simmetria la funzione uy(z)) e g, sono i coefficienti
di Fourier discreti di up prolungata (per inciso, si ha iv2v/ Lii,, J2414k =
(—1)*ct). Si trova, dunque,

U (t) = e btom/ 2Pt L2y 1<k <m

da cui poi si ricostruisce 4(t, z). Avevamo visto che la decomposizione di Fou-
rier si usa in caso di condizioni al bordo periodiche, mentre per I'equazione
del calore sono di Dirichlet nulle. Poiché pero il dato iniziale ¢ la funzione di-
spari ug(x), allora la soluzione u(t, x) dell’equazione del calore nell’intervallo
[—L, L] & pure dispari. Infatti, posto v(t,x) = —u(t,—x), si ha
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inoltre, v(t,—L) = v(t,L) =0 e v(0,z) = —u(0, —x) = up(x). Dunque, pure
v(t,z) soddisfa I'equazione del calore. Ma questa ¢ unica, quindi v(¢,z) =
—u(t,—x) = u(t,x), ciod u(t,z) & dispari. Quindi, d,u(t, —z) = d,u(t,z) e,
in particolare, 0,u(t, —L) = 0,u(t, L). Per quanto visto, la serie di Fourier di
u(t, z) converge (i coefficienti u;(t) decadono a zero almeno come j*) e, poiché
ogni troncata della serie ¢ dispari e periodica, essa vale zero ai bordi x = —L
ed x = L (e, di conseguenza, anche in « = 0: questo fatto non & vero per
I’equazione originaria nel dominio [0, L], poiché i la soluzione non & dispari).
Dunque, si puo usare il metodo di Fourier. Se perd wp(z) non & periodica
(nel senso che non lo sono le derivate di ordine superiore al primo), allora
tale sara la soluzione analitica e il metodo di Fourier non sara spettralmente
convergente.

22.3 Metodo delle linee

Il metodo delle linee per la risoluzione di problemi del tipo

ou 0*u

8t(t x) = o 2(15 z)+g(u(t,x)) + s(t,x), t>0, z € (a,b)

+ condizioni ai bordi (22.3)

+ condiziont iniziali
ove il termine g(u(t,x)) si chiama reazione e il termine s(t, x) sorgente, pre-
vede di discretizzare gli operatori differenziali spaziali con uno dei metodi
visti per i problemi con valori ai bordi e poi risolvere il sistema di ODEs

che ne risulta con un metodo per problemi ai valori iniziali visti. Vediamo
qualche esempio.

22.3.1 Differenze finite

Trascurando per il momento le condizioni ai bordi e usando differenze finite
centrate del secondo ordine a passo costante h

"o N R O b(t1, 11 (1))
vy (1) ) 1 -2 1 U ya(t) b(ts,y2(t))
: =z 0 ‘ 0 : + :
in 1() L 1 o 1| [ym—1 @) b(tm—1,Ym-1(t))
Y (1) 0 0 L _o| Lum(@® b(tm, yYm(t))

ove yj(t) ~ y(t, :Uj) 0, in maniera compatta,

Y'(t) = Ay(t) + b(t, y(1)) = f(t,y(1)) (22.4)
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(con l'ovvia definizione dei simboli). A questo punto, si sceglie il metodo
di integrazione temporale (f-metodo, Runge-Kutta, multistep, esponenzia-
le). Si tenga presente che il problema (22.4), che si dice semidiscretizzato, &
solitamente un problema stiff. Infatti, la matrice

[—2 1 0 ... 0]
1 -2 1 :
0 . ol ermm
: L1 =2 1
| 0 .. 0 I—
ha autovalori reali negativi
A = —4sin® (%mj—l) 1<j<m

che vengono poi amplificati dal coefficiente 1/h?. Dunque, con riferimento
alla condizione (19.2) per il metodo di Eulero, volendo usare questo metodo
per l'integrazione temporale occorrerebbe un passo temporale & minore di
(circa) h?/2. Siccome il metodo di Eulero ¢ del primo ordine, volendo che
I'integrazione temporale non sia meno accurata dell’approssimazione spaziale,
¢ giusto che il passo temporale sia proporzionale a h? (cosi che 'errore globale
sia O(k + h?) = O(h?)). Per ridurre il numero di time steps, si puo usare un
metodo di ordine piu alto, per esempio un metodo di Runge-Kutta esplicito
di ordine 2. La restrizione sul time step ¢ pero la stessa (vedi la regione di
assoluta stabilita del metodo in Figura 19.2) del metodo di Eulero. Dunque,

ancora k dovrebbe essere proporzionale a h?/2 (quindi il numero di time steps
non diminuisce) e errore globale & ancora O(k?+h?) = O(h*+h?) = O(h?).

22.3.2 Condizioni al bordo di Dirichlet

Vediamo come imporre una condizione di Dirichlet in z; = a (eventualmente
dipendente dal tempo u(t,a) = y1(t) = u4(t)) per il problema

Y'(t) = Ay(t) + b(t,y(t)) = f(t,y(1))

Costanti nel tempo

Si deve modificare la prima riga di f(¢,y(t)) e porla uguale a zero. In tal
modo, la prima riga del sistema differenziale risulta essere

Y1 (t) = 0 = yi(t) = costante = y; (o) = u,

Poiché il dato iniziale soddisfa sempre le condizioni di compatibilita, la prima
componente della soluzione assumera sempre il valore u,.
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Variabili nel tempo

e metodi espliciti: basta calcolare y,,,, e poi modificarne la prima com-
ponente, ponendola uguale a u,(t,,s). Poiché pero il problema ¢ stiff,
difficilmente i metodi espliciti sono efficaci, a causa della restrizione sul
passo temporale.

e metodi impliciti: si deve trovare © =y, , tale che
Fn+s,1(w) - O

Pertanto, si deve modificare la prima riga di questo sistema in modo
che esprima l'uguaglianza x1 —u, (t,+s) = 0. Per esempio, avendo scelto
il metodo di Eulero implicito, si ha

Fn(yn—i-l) - (I - kA)yn-‘rl - kb(tn-i-la yn—i—l) - Y, = 0

e 'imposizione della condizione al bordo avviene, per esempio, ponendo
a zero la prima riga di A e la prima componente di b (cio puo essere fatto
una volta per tutte, assieme alle necessarie modifiche allo Jacobiano) e
ponendo uguale a wu,(t,11) la prima componente di y,,.

e metodi esponenziali: per i metodi esponenziali visti si ha
Yp1 = eXpU{:A)yn + k’SDl(kA)bn

Se la prima riga di A viene messa a zero, la prima riga di exp(kA) e
v1(kA) ¢ il primo vettore della base canonica e dunque basta porre il
primo elemento di b, uguale a (u,(t,11) — ua(ts))/k.

22.3.3 Condizioni al bordo di Neumann (costanti)

Per quanto riguarda una condizione di Neumann omogenea, per esempio in
x = b, si puo pensare di introdurre la variabile fittizia y,,.1(t) ~ u(t, zpmi1),
ZTms1 = b+ h e imporre che y,41(t) = ym—1(t). L’approssimazione da usare
per %(t, b) diventa dunque

@(t b) ~ u(t, Tmgr) — 2u(t, T) + u(t, Tpp1)

ox2 h? N
~ Yma1 () = 20 () F Y1 (t)  2Ym1(t) — 2um(t)
- h2 - h2

In maniera analoga si possono trattare condizioni di Neumann non omogenee
(vedi paragrafo 10.4.2).
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22.3.4 Equazione di trasporto-diffusione

Consideriamo 'equazione del trasporto (in un dominio non limitato)

) )
a—?;(t,g;)Jrca—z(t,x) —0, t>0, z€R

u(0,z) = up(x)

(22.5)

E facile verificare che la soluzione analitica & u(t, ) = ug(x — ct), da cui il
nome dell’equazione. E ovviamente piu fisico considerare un dominio limitato
x € (a,b). Nel caso in cui ¢ > 0, ha senso (ed & necessario) prescrivere
un’unica condizione al bordo in x = a. Tale punto si chiama punto di inflow
mentre il punto x = b ¢ detto di outflow. L’equazione di trasporto su un
dominio limitato si scrive allora

%(t,x)—l—c%(t,x):O, t>0, z€(ab), c>0

ot Ox

u(t,a) =0, t>0 (22.6)
uw(0,z) = up(x), z € (a,b)

con up(a) = 0. La soluzione analitica ¢ u(t,z) = to(z — ct), ove

. {uo(x) x € |a, b

0 r<a

Nel caso in cui ¢ < 0, il punto di inflow ¢ x = b. Se consideriamo, piu in
generale, I’equazione di trasporto-diffusione
ou ou 0%u

E(t,l’) +C%(t,l‘) = d@ t > 07 xr € (a,b)

u(0,x) = ug(x)

u(t,a) =u(t,b) =0
ove d > 0, ¢ lecito aspettarsi che entrambi i fenomeni di diffusione e trasporto
si manifestino. Ancora, se ug(z) > 0, tale rimane la soluzione per ogni t. Ma

cio e vero dopo aver discretizzato con il metodo delle linee? Abbiamo i due
risultati seguenti.

Teorema 17. Dato

y(0) =y,

sono equivalenti le sequenti proprieta:
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o sey, >0, allora y(t) > 0 per ogni t (il sistema si dice positivo)
o dato x, conx; =0, x; >0, j #1i, allora fi(t,x) >0

Da questo teorema segue, come corollario, il seguente, che puo pero essere
dimostrato in maniera diretta.

Teorema 18. Un sistema lineare y'(t) = Ay(t) ¢ positivo se e solo se
a;; > 0 per ogni j # 1
ove A = (a;;).

Dimostrazione. Supponiamo che il sistema sia positivo. Allora, se y, > 0, si
ha y(7) > 0. Ma

y(1) = exp(rA)y, = (I + 7A)y, + O(7%)

se 7 ¢ sufficientemente piccolo. Se, per assurdo, a;; < 0, j # 1, allora, preso
yO = 657

(I+7A)ej = |Ta;;| < rigai

e dunque la componente i-esima di exp(7A)e; sarebbe negativa, assurdo.
Se invece a;; > 0, j # 14, allora

t n
exp(tA) = lim (I + —A) >0
n—o0 n

da cui la positivita. O

Tornando all’equazione (22.5), la discretizzazione mediante differenze fi-
nite centrate del secondo ordine porge, nei nodi interni,

i(t) + L0 110 _ gyl =200 + yia (0

I termini extradiagonali della matrice che ne deriva sono

e d e d
2h  h? 2h  h?
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che, per avere la positivita, devono essere entrambi non negativi, da cui

e[

20 =
La quantita Pe = |c|h/(2d) si chiama numero di Péclet di griglia. La perdita
di positivita e solo uno degli effetti del numero di Péclet di griglia troppo ele-
vato: si possono avere anche oscillazioni spurie, pertanto si chiedera sempre
che il numero di Péclet di griglia sia minore o uguale a 1.

Da notare che la positivita del sistema y'(t) = Ay(t) non garantisce che
qualunque metodo numerico per ODEs la preservi (di certo lo garantisce il
metodo esponenziale, poiché esatto). Pertanto, la condizione sul numero di
Péclet di griglia e solo necessaria per avere una soluzione numerica positiva.

Stabilizzazione mediante diffusione artificiale

La restrizione sul passo di discretizzazione data dal numero di Péclet di
griglia potrebbe essere irrealizzabile. Vediamo di stabilizzare lo schema delle
differenze finite.

Figura 22.1: Soluzione di (22.7) con diversi schemi di differenze finite, h =
1/125 (sinistra), h = 1/250 (destra) e Eulero esponenziale al tempo t* = 0.05.
La soluzione di riferimento ¢ stata ottenuta con differenze finite centrate e
h = 1/1000.

Consideriamo, per esempio, I’equazione di trasporto-diffusione

r 2
%(t,x) + c%(t,x) = d% t>0, ze(0,1)
u(0,x) = 2? (22.7)
u(t,0) =0

L u(t, 1) =1

peclet.m



144 CAPITOLO 22. EQUAZIONE DEL CALORE

con ¢ = 10 e d = 0.02. Il numero di Péclet di griglia, con h = 1/100, vale
2.5. La risoluzione mediante differenze finite centrate e Eulero esponenzia-
le (esatto nel tempo) produce il grafico blu a sinistra in Figura 22.1. Se
consideriamo invece la discretizzazione del primo ordine della derivata prima

ou - Ui — Ui—1
e E T
(in tale contesto si chiama discretizzazione upwind), otteniamo il grafico ros-
so, piuttosto lontano dalla soluzione esatta, ma privo di oscillazioni. Si puo
infatti vedere che i termini extradiagonali della matrice di discretizzazio-
ne sono non negativi. Per tentare di generalizzare (e migliorare 1'ordine di
accuratezza) questo approccio, scriviamo

Up — Uim1  Uipr — Uiy DU — 20 + Uiy

h 2h 2 h2

e quindi approssimare al primo ordine

ou 82u Ui — Uj—q Uij—1 — 2’LLZ + Ujt1
_C£<t’ l’z) + d@(t, xl) ~ —cC 3 +d % =
Uil — U1 ch'\ wi—1 — 2u; + Ui
SR S Y
‘“—on 7 < i 2d) 72

significa approssimare al secondo ordine (dunque, meglio)

ou ch\ 0%*u
—Ca—x(t, $Z) —+ d (1 —+ ﬁ) @(t, xl)

cioé un’equazione con una diffusione artificiale (aggiuntiva) di coefficiente
ch/2. Per questa equazione il numero di Péclet vale

ch ch Pe

2d(1+ ) 2d(1+Pe) 1+ Pe

<1, Vh

e cio spiega l'assenza di oscillazioni. Vorremmo trovare una diffusione ar-
tificiale che stabilizzi lo schema e preservi I'ordine due delle differenze fi-
nite centrate. Cercheremo dunque una funzione ¢ del numero di Péclet e
sostituiremo d con d(1+ ¢(Pe)) in modo che il nuovo numero di Péclet valga

ch
2d(1 + ¢(Pe))

La funzione ¢(Pe) dovra soddisfare:
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e ¢(Pe) > Pe — 1 (cosi il nuovo numero di Péclet sara minore o uguale
a 1), ma non troppo grande (altrimenti si introduce troppa diffusione
artificiale)

e ¢(ch/(2d)) = O(h?), h — 0 (cosi la discretizzazione a differenze finite
centrare sara di ordine 2)

Una scelta possibile e

t2
G)=t—1+e, o(t)=5+OE), t—0
Una scelta migliore e
o(t) =t —1+ 2! (1) e +0@tYH, t—0
pu— —_— = — ﬁ
e2t — 1’ 3 ’

(da notare che lo schema upwind corrisponde a ¢(t) = t). Il risultato corri-
sponde al grafico magenta in Figura 22.1 e lo schema si chiama di Scharfetter
e Gummel.

L’esempio usato aveva il coefficiente ¢ positivo: la funzione ¢ da usare deve
essere funzione del numero di Péclet Pe = |c|h/(2d), in modo da aggiungere
diffusione artificiale e non togliere. Per esempio, nel caso upwind con ¢ < 0,
¢(Pe) = Pe = —ch/(2d) e pertando la discretizzazione al primo ordine che
ne risulta e

ou d%u Uit — Uy Ui—1 — 2U; + Ujqy
_C%(t, QTZ) + d—ax2 (t, ZE,) ~ —C 3 + d % —
Uiyl — U1 ch\ wi—1 — 2u; + Ui
— et el g = =2
(1 5)

22.3.5 Elementi finiti

Nel caso di discretizzazione spaziale con elementi finiti lineari, la discretizza-
zione del problema (22.3) porta al sistema di ODEs

Py'(t) = Ay(t) + g(y(1)) + s(1) (22.8)

ove A & (Popposta de) la stiffness matriz e P la mass matriz, definita da,

Tj+1 h. + h.
b= [ o)sade = B
o . " (22.9a)
Djjrl = Djrlj = / ¢;(x)pj1(x)da = EJ

J
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mentre, per j=1ej=m

= [ a@ea="
pa= [ Gr@)ala)do =

g . , (22.9b)
Pm—-1m = Pmm—-1 = qu(x)qu_l(flf)dl‘ - ﬂé*l

Tm—1

/‘ () () = 2L

Poi, per 1 <1 < m,

o= [0 (B i
Z/milg<;uj¢j($)> ¢i(z)dr + o (Z“J(bﬂ ) (2)dz ~

9(Wi—1) + 9(yi) hia . 9(y )+9(yz+1)hi

2 2 2 2

e e
o 2 2 2 2
mentre peri=1ei1=m
_9n) +9(y2) g = IWm=1) + 9(m) Py
2 2 " 2 2
. s(t,z1) + s(t, z2) E . s(t, 1) + s(t, Tm) Py
L 2 27 " 2 2

Usando un metodo esplicito per la risoluzione del sistema differenzia-
le (22.8), € necessaria l'inversione della matrice di massa. Per tale motivo, si
puo ricorrere alla tecnica del mass lumping che consiste nel rendere diagonale
la matrice P sostituendo ogni sua riga con una riga di zeri e la somma degli
elementi originali in diagonale. Tale modifica e equivalente all’approssima-
zione degli integrali in (22.9) mediante la formula dei trapezi e dunque non
riduce l'accuratezza del metodo. Infatti, la matrice P]E_l)A (P, la matrice di
massa con lumping) risulta uguale alla matrice che si ottiene discretizzando
con differenze finite centrate del secondo ordine.

Usando invece un metodo implicito per la risoluzione del sistema diffe-
renziale (22.8), non ¢ necessaria la tecnica del mass lumping: semplicemente,
si devono risolvere sistemi lineari in cui la matrice identita ¢ sostituita dalla
matrice di massa.
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22.3.6 Errori spaziali e temporali

Con il metodo delle linee, ¢ facile capire cosa contribuisce all’errore spaziale
e cosa all’errore temporale. Per esempio, se si usano differenze finite centrate
di ordine due, si commette un errore Ch?, h o ﬁ Questo significa che,
qualunque metodo si usi per 'integrazione temporale e con qualunque passo
temporale, non e possibile scendere sotto tale errore. Cio ¢ esemplificato

m =200 %
m =250
m =300 ¥

1078 L
10! 10% 10%
passi temporali

Figura 22.2: Errore temporale per un numero m di passi spaziali.

in Figura 22.2, ove si e risolto il problema dell’Esercizio 1 con un numero
m diverso di passi spaziali e si € misurato l’errore rispetto alla soluzione
analitica. Vale ovviamente anche I'inverso: il metodo scelto per I'integrazione
temporale e il numero di passi temporali pone un limite inferiore all’errore
rispetto alla soluzione analitica.

22.4 Esercizi

1. Si calcoli la soluzione analitica dell’equazione del calore con sorgente

( Ou 0*u .
E(t,x) = @(t,a:) +2e'sin(x), t>0, z € (0,7/2)
u(t,0) = 0, t>0
ou
%(t,w/Q)—O, t>0
u(0, x) = sin(z), z € (0,7/2)

erroretemporale.m
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usando differenze finite del secondo ordine nello spazio e il metodo dei
trapezi nel tempo. Si mostrino gli ordini spaziali e temporali della
convergenza alla soluzione analitica al tempo t* = 1.

2. Per l'esercizio sopra, discretizzato nello spazio tramite differenze finite
centrate del secondo ordine con m = 100 nodi, si determini il numero
minimo di passi temporali per avere un errore al tempo t* = 1 rispetto
alla soluzione analitica inferiore a 1073, avendo usato nel tempo

e il metodo di Eulero

e il metodo di Eulero implicito

e il metodo dei trapezi

e il metodo di Heun

e il metodo Runge-Kutta di tableau in Tabella 21.1

3. Si ripeta l'esercizio 1. usando Eulero esponenziale e esponenziale—
punto medio nel tempo.

4. Sistudi 'andamento della soluzione del problema di trasporto-diffusione-

reazione

( Ou du 0*u
E(t,x) + c%(t,x) = d@(t,x) + pu(t,z)(u(t,z) — 1/2)(1 —u(t,x)), t>0, xz €
u(t,0) = 0, t>0
ou
So(t1) =0, t>0
u(0,7) = 5x(1 — z)?, z e (0,1)

\

al variare dei coefficienti ¢, d e p (partendo da ¢ = 0.8, d = 0.01,
p = 50). Si usi un metodo implicito nel tempo. Si testi anche il caso
di condizioni di Dirichlet omogenee per entrambi i bordi.
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29-06-2010

1. Si implementi il metodo di Runge-Kutta definito dal tableau

0

11

2| 2

1 1

2 0 3

170 0 1

3|5 7 13 _ 1

1] 32 32 32 32
17 7 13 16

2 3 3 6 3

e se ne determini numericamente 'ordine.

2. Si usi il metodo di Runge-Kutta implementato sopra per determinare
numericamente il periodo del pendolo

0"(t) = —gsin(A(t)), t>0
0(0) = %

0'(0) =0

e si dica se e minore, maggiore o uguale al periodo del pendolo linea-
rizzato

0/ (t) = —gbi(t), t>0
0(0) =
6/(0) = 0

3. Usando differenze finite del secondo ordine per lo spazio e il metodo
di Eulero implicito per il tempo si discretizzi il problema di diffusione-

reazione
ou 1 9%u 1
E(t,x) = ﬁ@(t,x) + 5u(t, x) (u(t,:c) — 2> (1 —wu(t,z)), t>0, x€(0,1)
u(0,2) = 4z(1 — z), z € (0,1)
u(t,0) = u(t,1) =0, t>0

4. Si mostri che il metodo usato per risolvere i sistemi non lineari e il
metodo di Eulero implicito hanno il corretto ordine di convergenza.

20-07-2010
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15-09-2010

8.
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Si consideri il metodo implicito ad un passo

h 1
yn+1 :yn+hf (tn+§7§(yn+yn+1>> 3 TLZO

per la soluzione di un problema ai valori iniziali

y'(t)=rftyl), t=t
y(to) = Yo

Lo si implementi e lo si applichi al problema autonomo

per determinare numericamente ’ordine con cui viene approssimata la
soluzione y(t*) al tempo t* = 1.

Si calcoli la soluzione analitica del problema di diffusione non omogeneo

( Ju 0*u . )
E(t,x} = @(t,x) — (sint)(—z* 4 2x) +2cost, t >0, x € (0,1)
u(0,7) = —2° + 2, z e (0,1)
ult,0) = 0, t>0
ou
—(,1) =0 t>0
\ 8:16( D=0, -

e si mostri 'ordine di convergenza temporale del metodo Eulero espo-
nenziale per approssimare la soluzione u(t*, x) al tempo t* = 1.

Per lo stesso problema, si mostri 'ordine di convergenza temporale del
metodo esponenziale—punto medio.

Si consideri il metodo di Runge-Kutta semi-implicito

;

fi=1r (tn+0ik,yn+k2ai7jfj) , i=1,2
j=1

2
Ynt1 = Yn Tt kzbjfj
j=1

\
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30-09-2010
10.

di tableau
3+v3 | 3+V3 0
Ci a1l aip 6 6
' ' 3=V3 | _ V3 3+V38
Co | Qg1 Q22 = 6 3 6
[ b b ‘ 1 1
2 2

per la soluzione di un problema ai valori iniziali

{y’(t) = f(t,y(1)),

Y(to) = Yo
Lo si implementi per il problema autonomo

t > 1o

y'(t) =yt)(1—y(t), t=>0
1
y(0) = 3

e si determini numericamente ’ordine con cui viene approssimata la
soluzione y(t*) al tempo ¢* = 1.

. Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione non omogeneo

( Ou 0%u

a(t,x) = ﬁ(t,x) + (22 — 2®) cost + 2sint, t >0, x € (0,1)
u(0,2) =0 x € (0,1)
u(t,0) =0, t>0

[ u(t, 1) = sint, t>0

e si mostri l'ordine di convergenza temporale del metodo Eulero im-

plicito con cui viene approssimata la soluzione u(t*,z) al tempo t*
1.

Si risolva mediante il metodo delle differenze finite il problema ai limiti
non lineare

1

u”(z) 8(32 +22° —w(x)u/(2)), =€ (1,3)
u(l) =17
43

e si confronti il numero di iterazioni necessarie alla convergenza usan-
do il metodo di Newton esatto e un metodo di Newton inesatto (la
soluzione analitica ¢ u(z) = 22 + 16/x).
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01-02-2011
12.

13.
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Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione non omogeneo

(0 0?
—u(t,x) = a—Z(t,x) +2e'sinx, t>0, z € (0,7/2)
T

ot
u(0,z) = sinz, z e (0,7/2)
ult,0) = 0, £>0
ou
— 2) = >
[ 2%t m/2) = 0. t>0

e si mostri 'ordine di convergenza temporale del metodo Fulero espo-
nenziale con cui viene approssimata la soluzione analitica u(t*, x) al
tempo t* = 1.

Si risolva il sistema di ODEs
u'(t) = —2v(t)u(t)
V() =ut)?+ 2(t) —v(t)? -1
2(t) = =2(v(t) + u(t))z(t)

con dato iniziale

u(0) =1
v(0) =2
2(0) = 15

con il metodo di Crank—Nicolson fino ad un tempo finale t* = 1. Presa
come soluzione di riferimento quella ottenuta con 1000 passi temporali,
si mostri 'ordine del metodo e la corretta convergenza del metodo di
Newton.

Si applichi il metodo delle linee al problema di convezione-diffusione-
reazione nel dominio (¢,z) € [0,1] x [0, 1]

ou 9%u ou

u(0,z) = 102%(1 — 2)* +1/2
ou ou

(ove e = 1/100 e p = 10) e si mostri 'ordine di convergenza del metodo
Eulero esponenziale, avendo preso come soluzione di riferimento quella
ottenuta con un passo spaziale e un passo temporale entrambi pari a
1/100.
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24-02-2011

14. Si risolva mediante un metodo di shooting il problema ai limiti

15.

21-06-2011
16.

() = é(gz b2 — (@)l (x)), € (1,3)

u(l) =17
w(3) = %3

Sapendo che la soluzione analitica ¢ u(z) = x? + 16/x, si determini
sperimentalmente il numero minimo di passi temporali per avere un
errore in norma infinito minore di 1072,

Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione non omogeneo

(0 02 5
a—?(t,x) :a—;;(t,x)+zetsing, t>0, ze(0,m)
u(0,z) = sin g, z € (0,m)
u(t,0) = 0, t>0
ou
\%(t,ﬂ):(), tZO

e si mostri 'ordine di convergenza temporale del metodo esponenziale
punto medio con cui viene approssimata la soluzione analitica u(t*, x)
al tempo t* = 1.

Si risolva il seguente problema differenziale

u'(z) +u(x) = 2cos(x), z € (0,1]
u(0) =0
u'(0) =0

usando un metodo almeno del secondo ordine rispetto al passo di di-
scretizzazione.

17. Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione-reazione

(Ou 1 0*u _
a(t,x} = m@(t,x) +sin(u(t,x)), t>0, z € (0,1)
u(0,7) = 10z(1 — z)?, z € [0,1]
u(t,0) =0, t>0
1y —o, t>0

\ Ox



18.

11-07-2011

19.

20.

15-09-2011

21.
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usando differenze finite centrate nello spazio e il metodo dei trapezi
nel tempo. Si mostri il corretto ordine di convergenza del metodo dei
trapezi per ’approssimazione della soluzione al tempo t* = 1.

Per il problema sopra, si proponga un metodo di Newton modifica-
to per la risoluzione dei sistemi non lineari. Si confrontino i tempi
computazionali (con i comandi tic, toc) rispetto al caso di metodo di
Newton esatto quando si usino un passo spaziale ed un passo temporale

. . 1
entrambi uguali a 155-

Si risolva il seguente problema ai limiti

W'(z) = e"® 42— ¢, xe(0,1)
u'(0) =0
u(l) =1

usando il metodo delle differenze finite di ordine due. E possibile
verificare l'ordine di convergenza? Perché?

Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione-reazione

( Ou 1 0%u
— = - 1
oy (t,z) 0927 (t,x) + cos(u(t,x)), t>0, ze(0,1)
u(0,2) = 102*(1 — x) + 1, x € [0,1]
ou
- = >
e (t,0) =0, t>0
u(t,1) = 1, t>0

\

usando differenze finite centrate nello spazio e il metodo Eulero implici-
to nel tempo. Si mostri il corretto ordine di convergenza del metodo di
Eulero implicito per ’approssimazione della soluzione al tempo t* = 1.

La legge oraria (lineare) del moto di un proiettile sottoposto ad attrito
viscoso in regime laminare ¢

2'(t) = =Ba'(t)  [y'(t)=-By(t) —g
z(0) =0 y(0)=0
z'(0) = v cos(a) y'(0) = vg sin(a)
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22.

29-09-2011
23.

24.

03-02-2011

ove B =b/m, m = 0.5 la massa del proiettile e b = 0.01 il coefficiente
d’attrito, g = 9.81 'accelerazione di gravita, vy = 200 il modulo della

.....

una opportuna strategia, il punto di atterraggio z(T') del proiettile.

Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione-reazione

( Ou 1 0%u
u(0,z) = 102*(1 — x)?, z € [0,1]
ou
- — >
ou
- — >
\ 8$(t7 1> 07 P=0

usando differenze finite centrate nello spazio e il metodo dei trapezi
nel tempo. Si mostri il corretto ordine di convergenza del metodo dei
trapezi per ’approssimazione della soluzione al tempo t* = 1.

Si risolva il seguente problema differenziale

y'(z) = 2y° — 6y —22°, € (1,2)

y(1) =2
y(2) = g

mostrando il corretto ordine di convergenza del metodo scelto.

Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione non omogeneo

(0 0? 5
a—?(t,x) = a—;;(t,x) + Zlet cos%, t>0, e (m2m)
u(0, ) = cos g, x € (m,2m)
u(t, ) =0, t>0
ou
—(t,2m) =0 t>0

| 2%41.2m) =0, >

e si mostri il corretto ordine di convergenza temporale del metodo espo-
nenziale punto medio con cui viene approssimata la soluzione analitica
u(t*, x) al tempo t* = 1.
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25. Si risolva il seguente problema differenziale

y'(x) + y’ix) = cos(y(z)) =€ (0,1]
y(0)=1
y'(0)=0

Si descriva esattamente quale metodo e stato usato e se ne mostri il
corretto ordine di convergenza.

Si discuta inoltre il caso in cui y(0) = /2.

26. Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione non omogeneo

/ 2
ng(t x) = g ZL( x) + ;et/QsinL t>0, x € (—mmn/2)
< u(0,x) = sinz, x € (—mm/2)
u(t,—m) =0, t>0
\g(tw/Z)—O t>0

usando differenze finite nello spazio e I'integratore esponenziale punto
medio nel tempo. Si mostri il corretto ordine di convergenza spaziale
con cui viene approssimata la soluzione u(t*, x) al tempo t* = 1.

24-02-2012

27. Si risolva il seguente problema differenziale ai valori iniziali

() = =2y1(t)ya(t)

yh(t) = 11 (t)* — ya(t)® + y3(t)* — 1
ys(t) = =2(y1(t) + v2(t))ys(t)
y1(0) = y2(0) = y3(0) = 1

fino al tempo t* = 1 usando il metodo Runge-Kutta semiimplicito di
tableau

e se ne calcoli numericamente 1'ordine.
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28.

21-06-2012

29.

30.

05-07-2012

Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione lineare

( 2
%(t,x): ’ 2‘7” gxz(t ), t>0, z€(0,1)
u(0, )—x -z, z € (0,1)
u(t,0) = t>0

L u(t, 1) = t>0

usando differenze finite nello spazio e il metodo di Eulero implicito nel
tempo. Si mostri il corretto ordine di convergenza temporale con cui
viene approssimata la soluzione al tempo t* = 1. Qual e l'ordine di
convergenza spaziale?

Dei seguenti due metodi multistep

18 9 2 6
Ypis — ﬁyn+2 + ﬁynJrl - Hyn = kﬁf<tn+37 yn+3)

18 9 3 6
yn+3 - ﬁyn+2 + ﬁyn—l—l - ﬁyn = kﬁf@n—l—& yn+3)

si dica quale e consistente e perché e se ne determini numericamente
I’ordine.

Si risolva il problema differenziale di diffusione-trasporto-reazione

r 2

%+ gz dg——i—pu(u—l/Z)(l—u) >0, ze(01)
u(t,0) =1, t>0

@(t 1)=0 t>0

ox "’ ’

u(0,2) = (v — 1) z € (0,1)

\

con d = 0.01, ¢ = 8, p = 50, usando differenze finite nello spazio
(con passo 1/100) ed un opportuno metodo implicito nel tempo fino al
tempo finale t* = 0.1, usando il metodo di Newton per la risoluzione dei
sistemi non lineari. A cosa sono dovute le oscillazioni vicino al bordo
x =1 al tempo finale? Come si possono eliminare?
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31. Si risolva il seguente problema ai limiti

"(z) —u'(z) +u*(z) = e**, x€(0,1)
0 -
(1) =

SO

I~

con il metodo delle differenze finite. Si verichi il corretto ordine di
approssimazione di u/(0).

32. Si applichi il metodo delle linee al problema di diffusione non omogeneo

( Ou 9%u

_4ou 2t L
0t(t T) = 48:E (t,x) + 3e cos o, t>0, ze(0,m)
u(0, ) :cosg, x € (0,m)
0
6—“(t,0)=0, t>0
T
u(t,m) =0, t>0

e si mostri il corretto ordine di convergenza temporale del metodo espo-
nenziale punto medio con cui viene approssimata la soluzione analitica
u(t*, z) al tempo t* = 1.

10-09-2012

33. Dato il sistema differenziale del primo ordine

Y1 (t) = ya(t)ys(t) sint — yi (t)y2(t)ys(t)

V(1) = —n (O)ys(8) sint + g (£)us()

20
1
ys(t) = yi (t)y2(t) — oY ()y2(t)
si dimostri che m(t) = \/y1(t)? + y2(t)% + y3(¢)? rimane costante nel

tempo. Si apphchl il metodo di Eulero implicito, con dato iniziale
y1(0) = 12(0) = y3(0) = v/3/3 fino al tempo t* = 1 e si determini
sperimentalmente il numero di passi temporali necessari perché |m(0)—
m(1)] < 2-107°, ove m(t) ¢ approssimazione di m(t) calcolata sulla
soluzione numerica.
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34. Si risolva il seguente problema di convezione-diffusione

[ Ou 0*u ou
Tt z) =428 0) — 222 > 1
) = 49 (1) ~ 251w, 120, 7€ (0,1
u(0,7) = 2?, z e (0,1)
ou
—(t = t>
8:1:( ,0) =0, >0
u(t,1) = 1, t>0

\

usando differenze finite del secondo ordine con passo h = 1/50 nello spa-
zio e il metodo di Eulero esplicito nel tempo fino a t* = 1. Perché serve
un passo temporale minore di circa 1/20000 per avere convergenza? Si
mostri infine il corretto ordine di convergenza temporale.
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