Dinamica dei sistemi di punti materiali.

Obiettivo: I’estensione delle leggi e dei principi della Dinamica
del punto materiale ai sistemi di particelle.

NB: Abbiamo visto che per il punto materiale:

p=mv, dp/dt = Fr =21 F;
Ek = 1/2mV2, AEk,A,B = WA,B
Lo = rAp dLo/dt = raFgr

Generalizzazione dei risultati relativi alla dinamica di una
particella ai sistemi con un numero finito N di punti in termini
delle grandezze dinamiche collettive del sistema di particelle.

Sistema discreto: S={m;,i=1... N}
Massa totale di un sistema di particelle Mg = Y;™; m; (S discreto)

Grandezze dinamiche collettive = riferite a tutto S:
Ps=2Nipi = 24N (myvy)
Ers =21V Exi = 200 vamivi?
Los=21" Lo, = 21" riAp

Analogamente al caso del punto materiale, cercheremo di dare un
senso alle relazioni seguenti:

dPs/dt = ?
AEk,s =7
dLo/dt =7



Quindi, usando le grandezze collettive di cui sopra si otterra una
descrizione del moto del sistema nel suo insieme, piuttosto che del
moto delle singole particelle che formano il sistema.

Per capire cosa succede partiamo dall’equazione del moto della
particella i-ma di S in un sistema di riferimento inerziale Oxyz,t:

Equazione del moto della particella i-ma (legge di Newton):
m;a; = Fi(R) = Fi(l) + Fi(E) (1)

Forza risultante F;{® agente sulla particella i-ma come somma
delle forze interne F;" e delle forze esterne Fi") al sistema S.

Forze esterne e forze interne: F® = F.0 + &

Fi(l) — Zle |:(i)ij [NB Fij = _ Fji;]
FE® =y R FO. [N.B.: Fix=— Fy,]

Vale il principio di azione/reazione, per cui per ogni coppia di
particelle appartenenti al sistema si avra F%; = — FY;,

In generale, I’equazione del moto della singola particella i-ma é
un’equazione differenziale che dipende da (Nr;+Nv;+t) variabili:

mia; = F® = FO+ Fi= FO(r;, v;, 1) + FO(ry, vit)

E quindi per un sistema di N particelle si ottiene un sistema di N
equazioni vettoriali di Newton, che danno origine a 3N equazioni
scalari di Newton in 6N+1 incognite (Nri+Nv;+t).

Impossibilita di risolvere sistemi di 3N equazioni di Newton in
6N+1 incognite (Nri+Nv;+t). Il problema e senza soluzione perché
indeterminato.



Cosa si puo fare con i sistemi di punti materiali?
Cosa si sa fare con i sistemi di punti materiali?

Cercare di ottenere una descrizione del moto del sistema in termini
delle grandezze dinamiche collettive di cui sopra. In tale modo,
come gia anticipato si otterra una descrizione del moto del sistema
nel suo insieme, piuttosto che delle singole particelle.

E dato che il moto e dovuto all’azione combinata di tutte le forze
agenti, la prima grandezza collettiva da definire € sicuramente la
risultante di tutte le forze, interne ed esterne, agenti su tutte le
particelle del sistema:

S NES =N RO+ FO = 2N RO+ 2N FE = FIND 4 pEXD

Calcolo della risultante di tutte le forze, interne ed esterne, agenti
sul sistema S, a partire dall’equazione del moto (1):

Infatti da:
mig; = F® = F + F©® (2),

sommando sulle N-particelle del sistema si ottiene:
>iima = N FER = YN RO+ R =
> = 20N RO + 2N FE = FOND 4 pEXD

Ma a causa del principio di azione—reazione (F"; = — F%}) si avra
che F(INT) = 0 Infatti: ZlNi Fi(l) = lei [lej Fij] = ZINij (ji) Fij =0.

In conclusione sara:
>, Nimia; = FEXD (2)
Per un sistema di due particelle: F,; = — Fy, si ha infatti:

X% ey Fiy = Fra + Far = Fio+ (- Fip) = Fro — Fpp =0.



Per un sistema di tre particelle: Fji = — Fj;si ha infatti:
>1% iy Fij = F1o + Fia #Fpy + Fos+ Fap + Fap = Fpp+ Fia+ (= Fyy)
+F3+ (= Fi3) + (= F2) = Fio + Fis— Fio + Fos— Fis — Fo3 = 0.

E cosiviaperN=4,5,6, ....

In definitiva la risultante di tutte le forze agenti sul sistema:

> =N RO+ FOEX RO + X RO =F&0 = F®
>, imiag = F®

La risultante delle forse esterne che agiscono su un sistema di
particelle & formalmente identica (Fs™) alla risultante di un
sistema di forze agenti su una particella, per cui vale la legge di
Newton. E’ pensabile di trattare il sistema S come una super
particella per cui si possa scrivere I’equivalente della 11 legge della
dinamica che abbiamo derivato per il punto materiale (ma = Fg)?

Per la massa del sistema non c’é problema: Mg = X", m;.

Per I’accelerazione a bisogna fare riferimento all’accelerazione as
del sistema data, come vedremo fra un po’, dalla media ponderata
delle accelerazioni delle singole particelle

Centro di massa di un sistema di particelle.

Definizione e proprieta: Posizione del CM
rem =21 My 725" m;

In pratica, per i sistemi discreti: Ms rep = 24" mj r;.

In termini di componenti cartesiane sara:

_ < N N
Xem = 210 My X220 m;



Yom = 24 My yilZdim;
Zcm = ZlNi m; Zi/21Ni m;

N.B. Il CM e una proprieta intrinseca del sistema. La sua
posizione quindi e indipendente da Oxyz, mentre le sue coordinate
dipendono dalla scelta del sistema Oxyz:

Esempio: Caso di due particelle a distanza d I’uno dall’altra:

Sistema O’x’ tale che my sitroviinO'em,in X, =0 +d
X'em = [M1 0+ my d] / [my+ my] =m;, d/[my + my]

Sistema Ox tale che my si trovi in X; € m, in X, = X1+ d:

Xem = [My Xp + My Xp] / [My+ my] =
= [m1 X1+ m, (Xl + d)] / [m1+ mz] =
=X +my d/(m1+m2) =
= X1+ X'em

E quindi in notazione vettoriale: repy = ro + 'ewm

Proprieta distributiva del CM:

Caso di due sistemi S={m;,i=1...N;} eS'={m;,J=1... Ny}

Il centro di massa di due sistemi di particelle S= {m;, i=1 ... Ny}
eS'={m;,j=1... Ny} corrisponde al CM di due particelle aventi

massa uguale alle masse totali M; = >;"% m; e M, = XM m; dei
due sistemi e poste nel centro di massa di ciascun sistema:

Fom = X0 my 1 /2N my
= [Z2M my 1+ X my n VI g+ X Memy] =
= [M1rema + Mz rem2)/[M1 + My]



Velocita e accelerazione del CM:

1) vem =2 mivi /2N mi (Vxem = 2 M Vi /25 m;, ete.)
2) acm = >N omya X my (ax.cm = 22 Mj ax /25 my, etc.)

In alternativa vcy € acym Si ottengono da M rey = 2. m; 1

1) Mvew =21 m;v; direttamente da M drew/dt =3 m; (dri/dt)
2’) M agy => ™. m; a; direttamente da M dvcy/dt =X m; (dvi/dt)

Pertanto quella che abbiamo chiamato I’accelerazione di S as non
e altro che la media ponderata acy delle accelerazioni a; delle
singole particelle:

acm =21 im; ay / XN m
E quindi per un Sistema di particelle, dato che ¥;",= M, si avra:
M acm =21 m; a; = Fs® = F&T

La relazione costituisce la | legge cardinale della dinamica dei
sistemi di particelle (che sono sistemi discreti di punti materiali).

Essa e formalmente la legge di Newton di una super-particella
avente la massa totale Mg del sistema S che si muove con
I’accelerazione acy del centro di massa del sistema S essendo
soggetta all’azione della risultante Fs® della forze ottenuta
sommando tra di loro le sole forze esterne agenti sulle particelle
del sistema S di punti materiali.

Centro di massa di sistemi continui.

Definizione di sistema continuo:

S=ly dm=[y p(n)dV, essendo p(r)=dm/dV



Massa totale del sistema continuo Ms = [y p(r)dV

Definizione: Vettore posizione del CM di un sistema continuo:
rem = =y rdm/ i, dm

In pratica: Ms rcy = Jm r dm, dove Mg = [y dm

In termini di densita di massa p(r), dato che dm = p(r)dV, si avra
che il vettore posizione del centro di massa di un sistema
continuo:

rem = Jv rp(r) dV /[y p(r) dV
Nel caso di un sistema omogeneo, per il, quale p(r) = po, Si avra:

F'cm = Po Iv rdV / [po Iv dVv] = f\/ rdv / f\/ dVv

che corrisponde al calcolo del baricentro della figura geometrica.

In conclusione: il CM di un sistema continuo e omogeneo avente
forma geometrica regolare coincide con il baricentro della figura.

N.B.: Utilita della proprieta distributiva nel calcolo del CM di un
sistema continuo formato da due figure geometriche regolari.

Le componenti cartesiane del vettore rqy di un sistema continuo:
Xem = v xdV / [y dV
Yem = Iv rdv / Iv dv
Zew =y rdv /|y dv

Calcolo del centro di massa di alcuni sistemi discreti e continui:



Esempi di calcolo: semi—disco, semi—sfera e semi—anello.

Semi—disco: ycm = 4R/3m;

Semi-sfera: zcy = 3R/8;

Semi-anello: ycm = 2R/7;

Guscio semi—sferico: zcy = R/3;

Cono: zcm = h/4 (distanza misurata dalla base).

Precisazione sulla I Legge Cardinale della dinamica dei sistemi:

M acw =Fs®
Come si ricavata questa legge?
| passo: Si e partiti dalla legge di Newton
mia; = F® = FY + F® (1),
e sommando sulle N-particelle del sistema si e ottenuto:
> Nimia = XN F® = SN FY + FE = Fs®
Yomia = 2N RO+ 2N FE = FIND 4 pEXT = pg®)

|l passo: Sfruttando il principio di azione-reazione (F"; = — F%})
si era visto che F'™NT = 0, per cui Fs® = FEXD,

Infatti: 33" FY = 20" (21" g F ] = 21" 0 F Y5 = 0.
[11 passo: In conclusione si era arrivati a scrivere:
> Nimia; = FED (2)

D’altra parte, partendo dalla definizione di CM del sistema S, si € ricavato
per derivazione successiva I’accelerazione del CM del sistema:




acm = X1 Myay 21" m;
da cui, dato che Ms = X1 m;, si @ ottenuto: Ms acm=21" M; &;
Infine, ricordando che Fs® = F&X 1a (2), diventa:
Ms acum =Fs™®

Applicazioni della | Legge cardinale della dinamica dei sistemi.

In virtu delle proprieta del CM del sistema, la legge Mg acy =Fs®
pPUO essere espressa come:

dPs / dt =Fs®

Sistema isolato: (non agiscono forze esterne: = F®; = 0)

— FEXD=0, E dato che F'NP=0, si avra anche Fs® = 0, da cui
dPs/dt=0
e quindi:
Ps = costante

N.B.: La conservazione della quantita di moto di un sistema di
particelle isolato e un fatto sperimentale, mai violato in natura.

Conseguenze: Conservazione della quantita di moto di un sistema

Ps = costante = Ps =Y, pi=>i MiVi= Mvey = Vem = costante

La conservazione della quantita di moto totale di un sistema
Isolato (sul quale non agiscono forze esterne) implica che il centro
di massa del sistema si muove come una particella libera:

Mvceym = Ps = costante.



Esempio di conservazione della quantita di moto di un sistema di
particelle libero dall’azione di forze esterne:

Sistema astronauta-navicella spaziale che galleggia liberamente
nel vuoto si muove di moto rettilineo uniforme con vy costante:

Ps = p; + p, = costante.
dp./dt + dp,/dt = 0 = F9,=-FY%, = Principio A/R

N.B.: Precisazione relativa alla definizione di sistema isolato:

— quando tutte le forse esterne sono nulle (cioe: Fy = 0),

— guando la risultante delle forse esterne agenti sulla singola
particella & nulla (F;® = 0), il sistema si comporta come se fosse
Isolato.

Esempio di sistema che si comportano come se fosse isolato:
— granata appoggiata a un piano orizzontale che esplode e genera
una serie di frammenti sparati in varie direzioni;

Caso particolarmente interessante per le applicazioni: quello in culi
una componente della quantita di moto totale Pg si conserva!

Quando le forze esterne non agiscono lungo la direzione x si ha la
conservazione della componente Ps x della quantita di moto totale
del sistema di punti materiali, quindi si puo scrivere:

Psx = Mvcwm x = costante!

In tali casi si ha la conservazione della componente v¢y x della
velocita del centro di massa del sistema.

| casi in cui si conserva una sola componente:
— rinculo di un cannone di massa M appoggiato al suolo durante
lo sparo in direzione orizzontale di un proiettile di massa m;



— moto di massa m che si sposta con velocita relativa v’ su un
carrello di massa M appoggiato su un piano orizzontale liscio:
a) con sistema inizialmente in quiete, i.e. vy = 0;

b) con sistema inizialmente in moto con Ve = Vo;

_ moto di un insetto di massa m che si muove partendo da
un’estremita con velocita assoluta v lungo un’asta di massa M e
lunghezza L, appoggiata a un piano orizzontale liscio, con
calcolo del tempo impiegato a raggiungere I’altra estremita;

_ moto di un corpo di massa m su un cuneo (piano inclinato o
profilo circolare) di massa M appoggiato a un piano orizzontale
liscio: (M+m) 0 =m v+ M Vi;

_ moto di due corpi di massa m; e m, appoggiati ai capi di una
molla compressa che viene improvvisamente fatta espandere.

Sistema di punti materiali non—isolato: Fy 20 = F® =0

Mvcm = Ps = non e costante, ma varia nel tempo: Pg(t)

Relazione la derivata rispetto al tempo della quantita di moto
totale del sistema e la risultante delle forze agenti sulle particelle
dei sistema.

dPs/dt = d(; pi)/dt = 5 (dpi/dt) = X "F®
= SN FO + F©] = FOND 4 pEXT) - pEXT)
essendo F'™ = 0 per il principio di azione—reazione.
Quindi: dPy/dt = 3, F,®
1* Legge cardinale della dinamica dei sistemi in un sistema di

riferimento inerziale Oxyz,t detto anche sistema del laboratorio
(sistema L).




Tale legge si pud anche scrivere come: Macy = F&*", nota anche
come teorema del centro di massa del sistema, dato che dalla (2):

> Nimia =X Fi® o equivalentemente — M agy = FEXD

112 legge cardinale della dinamica dei sistemi:

Esiste una seconda legge cardinale) della dinamica di sistemi di
particelle che correla la derivata del momento della quantita di
moto totale del sistema S, rispetto al polo O, origine del sistema di
riferimento di laboratorio (sistema L), al momento delle forze
esterne riferito al medesimo polo O:

dLos /dt = d(EN Lo)/dt = XN 1o, ® = 1o &P

Si tratta di fatto il teorema del momento della quantita di moto
scritto per un sistema di punti materiali che viene impropriamente
chiamata Legge di Newton per il moto rotazionale del sistema.

1) Sistema isolato: Analogamente a quanto accade per un punto
materiale libero il cui momento della quantita di moto si conserva
nel tempo, nel caso di un sistema di particelle solato, cioe non
soggetto all’azione di alcuna forza esterna, il momento angolare
totale del sistema Lo s Si conserva nel tempo:

Lo,s= costante = Lo,s= Y1NiLo,i = i Ii A miv; = costante!

N.B.: Anche la conservazione del momento della quantita di moto

di un sistema di particelle isolato & un fatto sperimentalmente
verificato, mai violato in natura.

In tal caso, il teorema del momento angolare da dLo s /dt = 0.

dLO,S /dt = ZlNi dLo,i/dt = Zi To,i :Ziri A Fi(R) = Ziri A (Fi(l)+Fi(E)

ma non essendoci forze esterne Fy = 0 = F®) = 0, si avra pure:



0= dLoys /dt = lei ri/\Fi(') :zi’toi(l) — TQ(INT) =0=

— Sistema isolato: risultante dei momenti delle forze interne = 0,

Z].Ni rIAFI(I) — ZlNi rl/\ Zj (J¢|)F|J(I) = ]/2 ZIJ (J¢|) ru/\ Flj(l) — O

Verifica della relazione per un sistema di due particelle:

Yiet” TAFY = X ic? rinZ Py = AR + raaFz = (= r)AFp,
_ _ _ ) _
= rpAF= Y [rpaFo + FuaFa] = % Y s Fi® =0

mentre, per un sistema di tre particelle si avra:

3 ) _ 3 ) _

Yiet® TAFY = Ziet® FinZ Py = FaFr + riaFigt 1Ay +

roAF23 + raaFs; + raaFs = (r — )AF + (r — ri) ARz + (rp —

r)AF23 = ripAF s + FisAFis + rosaF = %2 [ripaF + AR, +
_ ) _

rsAF1s + raAFa + FsAFos + FapaFay] = Y Y ) i Fit) = 0

E cosiviaperN=4,5,6, ....

Principio di azione—reazione per i sistemi di punti materiali:

Le due leggi cardinali della dinamica sanciscono che,
indipendentemente dal fatto che il sistema S sia isolato oppure no,
la risultante delle forze interne F™P=0 e il momento risultante
dei momenti delle forze interne to*" = 0. Cioe:

FIND =3 NFY=0; 1™ 7= 210 =2 AR =0).

2) Se il sistema non é isolato allora dLos/dt = O, e si ha che:

dLo /dt = d(X1" Log)/dt = =XiriaF; = Zira(Fi+ F)
=2iTo i(l) + 2. To i(E) = ’CO(EXT)

essendo, come abbiamo visto Y1"; 10, = 0.



dLo /dt = d(Z.N Lop)/dt = 34N 10 = 1o &P

Abbiamo enunciato la Il legge della dinamica dei sistemi di
particelle riferendoci al polo O origine del sistema di riferimento
Oxyz,t che coincide con il sistema del laboratorio (Sitema L).

Cosa succede della Il legge Cardinale della dinamica dei sistemi
nel caso in cui si assumesse un polo O’ diverso da O,

E se tale polo O’ coincidesse con il CM del sistema?

Il teorema del momento angolare vale anche in questo caso?

Nel caso di un polo O’ diverso da O il teorema del momento della
quantita di moto diventa:

C“_o',s/dt = d(leiLo',i)/dt = ZlNid(r’i/\mivi)/dt
= XN (Viamy; + rriamiag) = XN - Vo) amg + AR+ FE)
= ZaNivi Amivi] = Vo A mivi)] + 21 AR + 205 rriaF®

= 0-voAMgvey + 0 + ZlNi To*,i(E)



Assumendo come polo O’ si ha quindi:
dLo s/dt = — Vo AMgVem + 24" 100
per cui se O’ & un punto fisso (vor = 0):
dlo /dt = 34" 10 ®

vale ancora il teorema del momento angolare; mentre se NON é
un punto fisso il teorema del momento angolare NON vale!

Ma se O’ coincidesse con il CM allora avremmo:
dLcms/dt = — vem A Mgvey + >N TCM,i(E)
dLcmg/dt = >N TCM,i(E)

e quindi nel caso in cui come polo si assuma il CM del sistema,
teorema del momento angolare vale, anche se il CM NON e fisso.

Sistema L: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi:

1* Leqgge cardinale della dinamica dei sistemi:

dPs/dt = 3 F®;

equivalente a:

M dcm = F(EXT)

11? legoe cardinale della dinamica dei sistemi:

dLos /dt = d(X1" Lo )/dt = 24N 10, = 7.

dLems/dt = dN Lema)/dt = X0 temi® = 1em &P

Le leggi ricavate piu sopra valgono nel sistema Oxyz,t (L).



NB: La seconda legge vale, come abbiamo visto prima, anche se
come polo di riferimento si assume il CM del sistema di particelle:

dLems/dt = d(ZN Lem)/dt = 2N temi® = 1em®".
Questo risultato, insieme alla I legge cardinale:
M acy =X m; a; = F® = FEXD

spiega I’importanza di aver introdotto il concetto di centro di
massa, con le relative proprieta.

Sistema C: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi

Sistema C e il sistema di riferimento del centro di massa.

Si tratta di un sistema CMxyz, ancorato al CM del sistema S e
avente gli assi paralleli agli assi x,y,z di Oxyz.

Il sistema C e un sistema di riferimento in cui alcune delle
grandezze cinematiche dinamiche collettive del sistema di PM
risultano = 0.

Calcolo della quantita: r'cy = 2 mir'i = Mr'cy =0;
Calcolo della quantita: Ve = 25 miVv'i= Mv'ey = 0;
Calcolo della quantita: a'cy = 2, m;ja’; = Ma'cy = 0.
Calcolo delle grandezze dinamiche: P's, E’sxe L'cw.
P's=%Nipi =21 mivi=Mvigy = 0;
E'ks = 21" E'ki =% X imi Ve =% X4 (p'/my)

1 — N 1 —_ N 1
L'ems =21 i L'omi = 21 i i AMV/j



Sistema C = sistema di riferimento a quantita di moto totale nulla:
P’s = 0 (con dimostrazione).
Leggi cardinali della dinamica nel sistema C:

— 1% legge cardinale: Ma’cy =0, ma ...

dP'g/dt =X F® — Macy =0
— 117 legge cardinale: dL'cy o/dt = 3 tomi® = tem™ .

N.B.: Vale il teorema del momento angolare rispetto al CM
assunto come polo (anche se CM e in moto non uniforme).

Riassumendo: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi:

Sistema L:

1* Legge cardinale della dinamica dei sistemi:
dPy/dt = >N, F®: equivalente a: M acy = F&*P

112 legge cardinale della dinamica dei sistemi:

dLo /dt = d(lei Lo.)/dt — ZlNi To,i(E) — TO(EXT).

Sistema C:

1* legge cardinale: Ma’cy =0, ma ...
dP'g/dt = 3N F® - Macy = 0
— 11* legge cardinale:

dL'cms/dt = 1" temi® = tem &P



Resta da vedere cosa succede dell'energia (vedi piu sotto).

Definizioni di Energia cinetica di un sistema S:
Evs =21 Exi=21" %m;vi. (nel sistema L, ancorato in O)
E'vs= 24" E’ki=21" %m; v’ (nel sistema C, ancorato a CM)

E’.s & detta anche energia cinetica interna Ex g™

Teoremi di Konig: Relazioni fra le grandezze dinamiche
collettive (quantita di moto, momento delle quantita di moto,
energia cinetica) calcolate nel sistema L e nel sistema C:

Teorema di Konig della quantita di moto, del momento della
quantita di moto, e dell'energia cinetica.

— guantita di moto: Ps =Mvcy + P's = Mvew.

N.B.: Dimostrazione:

Ps =" mivi = X0 my (vemtv) = (XN mi) vew + Zimiv
Ma siccome P's = Y,"imv; =0, sara: Ps = Mvew

— momento angolare: Los=rcuA MVem+ L'cus

N.B.: Dimostrazione:

— N — N —_ N 1 T\ —
Los=21iLloi=21iriAmyVi=21" (remtri) A mi(vemt+Vvh) =
N N N . N
210 FeMAMVem 2 FiAMVem + 20 i Frem A MV + 2051
1 — N N 1 — 1
AMVi=remA (i Mi)Vem + 21 i L'emi = FemA MVew+ Licms

dato che: 1™, r'i Amivem = (X1 mir')Avem = 0 e cosi pure: YN,
T N 1y —
Frem AMVi=TIcu A (Zl i M;Vv i) =0.



—dell'energia cinetica: Ek,S =1 |\/|VC|\/|2 +E'k75 = Ek,CM + Ek,INT

Dimostrazione;
— N - N 2 _ N - N
Exs=21 iExi=% 21 i MVi=%2y i mviVvi=%2 m
I N\ — N 2 N 1 N
(Vem+V'i)-(VemtVh) =% 20 i MiVem + %2 2207 MiViivem +% 247
M;iV'iVem + % 2N mv'i
Ed essendo ;M. miv'i = 0, si avra:

Exs =% Mvey®+ E'xs

Teoremi di Konig: Scomposizione del moto in moto orbitale e
moto intrinseco o interno.

Esempi: moto della luna attorno alla terra = moto orbitale di un
punto materiale di massa M con velocita vcy + moto intrinseco,
proprio del sistema e indipendente dal sistema di riferimento usato
per l'osservazione.

Teorema dell’energia cinetica per 1 sistemi di particelle:

Lavoro delle forze agenti su un sistema di particelle:

Lavoro delle forze interne (dW'™T = ¥,N aw®, = > F"dry) e
lavoro delle forze esterne (dW=T = 3N, dW®; = .M F®-dry).

|l teorema dell’energia di un sistema di particelle:
dE, s = dWNT + gwWEXT

AEys = Exsg — Exsa =W+ WM,



Se le forze interne sono conservative, allora si puo definire una
funzione energia potenziale delle forze interne:

dE./NT = _ gw!NT
Ma dW™T =3 N dwi® = 3N FOdr; = - %y FO(ry)-dry,
mentre dE"™" = %34 dE,"™ (ryj), con dE,™ (1) =— FO(ryj)-dry;,
e quindi: AERNT = — WINT
[l teorema dell’energia cinetica per un sistemi di P.M.:
dEs = dE"™T + dW=*T 0 in termini finite: AE, s = W= + WNT,
diventa : AEys = Exsg — Exsa = W — AE,NT,

AE, s FAENT = WEXT

Def. di Energia propria Us = Ey s + Ep' .

Vale la relazione A(Eys + Ep'') = W', ossia AUg = W=*'

Se poi anche le forze esterne sono conservative, e quindi si puo
definire un’energia potenziale delle forze esterne:

dEPEXT . dWEXT . z N dWI(E)_ ZI (E) dr|

allora si potra scrivere: AUs= —AEp="", e quindi A(Us + Ep=*")=0,
cioe:
AErs =0,

dove Ers=Exs+ Ep ' + Ep~*7



Conservazione della Energia totale meccanica Et s di un sistema S
di particelle soggette all’azione di forze interne ed esterne
conservative:

Ets=Es+ Ex'™N" + E,5*T = costante del moto.
, ) p

N.B.: Dipendenza di Ey s dal sistema di riferimento scelto e
indipendenza di E,"™" dal sistema scelto.

Pertanto il valore dell’energia totale meccanica dipende dal
sistema di riferimento usato per descrivere il moto del sistema.
Infatti, nel sistema C, ancorato al CM:

Evs=21" Evi=2i%m; vy
E'vs @ detta anche energia cinetica interna E s

Mentre la somma E, "' + Eo""" & detta energia interna Us

INT.
USINT — (Ek,S+EP)INT
In virtu del teorema di Konig per I’energia cinetica si avra:

Exs =% MVCI\/I2+ Exs™' =Excm+ Exs™'

E quindi in principio di conservazione dell’energia si potra
esprimere come:

_ INT INT EXT) _ INT EXT
Ers=Exem + Exs™ + EpNT + E,5 D =E em + U™ + E,

N.B.: Per un sistema di punti materiale soggetto all’azione di forze
Interne ed esterne conservative, si conserva I’energia totale
meccanica ma, in generale, NON I’energia propria.

Esempi di sistemi per cui si conserva I’energia meccanica totale:



Due corpi puntiformi collegati fra loro da una molla in moto nel
campo di forza gravitazionale della terra.

Sistema di due corpi attaccati alla estremita di un molla
completamente compressa da una fune in tiro, posto in quiete sul
piano inclinato con un corpo appoggiato a una staffa fissata alla
base del piano inclinato. Improvvisamente le fune si spezzae il
sistema si mette in moto lungo il piano inclinato.

Sistemi a due corpi: sono i piu semplici sistemi di particelle

Problema dei due corpi: studio del moto relativo di due corpi
supposti puntiformi sotto I’azione della forza di interazione mutua.

Esempio: moto (relativo) di due corpi celesti sotto I’azione della
forza gravitazionale moto di un pianeta relativo al sole, moto della
luna rispetto alla terra, moto dell’elettrone rispetto al protone
dell’atomo do idrogeno, ma anche il moto (relativo) di un coppia
di punti materiali collegati tra loro da una molla

Le grandezza cinematiche (posizione velocita e accelerazione) del
centro di massa del sistema dei due corpi nel sistema L e C:

Vettori repm, Vewm, acy del centro di massa nel sistema L:
Fem = Yiea” My 1 /i” My = (Mar + marp) /(Mg + my)
Vem = Diet” Mi Vi 12i2r” My = (Myvi + mav,) /(M + my)
acm = Dic1” M & /= My = (Mya; + Maay) / (M + my)

Vettori r'cy, V'iem, @'cm del centro di massa nel sistema C:

e = 2izt” M 1 /2izy” My = (Myr's + mar'y) / (mi + my) =0



Viem = Zier” M Vi [Zizy® My = (MaV' + mov'y) / (i + my) = 0

a'om = Di=t” M; @ [Xi=” M’ = (My@'j + mpa'’y) / (M + my) = 0
Grandezze cinematiche relative: (L) ryp Vo a;p € (C) r'yp V'p @'y
N.B.: Il vettore posizione, velocita e accelerazione relativa dei due

corpi non devono dipendere dal sistema si riferimento L o C che
sia. Infatti:

re=r—r=rhy € o1 =1y,
Vip = V1 — Vo=V € Vo1 = V'pg,
dpp=a;—a;= ap € ay; =a'y

Vogliamo trovare le relazioni che legano le grandezza cinematiche
(posizione velocita e accelerazione) individuali dei due corpi in
termini delle corrispondenti grandezze relative nel sistema L e nel
sistema C:

Vettore posizione della particella m; nel sistema C:

Fi=ri—rIcm
Ir'1'= ri— ey = My rp/(my+my) ro=ri—r;=r'h
I';= Ty — Fem = My ror/(Mg+m,) My =r,—r=ry

Vettore velocita della particella m; in C:

V'i=Vj—Vcum
V'1= V1— Vem = My Vio/(mg+my) Vip =V —V;
V'2= V, — Vem = My Var/(My+my) Vo1 =V — Vg

Vettore accelerazione della particella m; nel sistema C:



a’i=a; —acm

a'1= a;— acu = My azp/(My+my) dip=ad; —ap
a',= a, — acm = My az/(My+my) 8y =a,—a;

N.B.: Nel caso in cui il sistema delle due particelle sia isolato (i.e.:
quando non 3 Fy® e quindi F{® = 0, per i = 1, 2), per cui quindi
acuv = 0, si ha che I’accelerazione relativa a’; e I’accelerazione
assoluta a; di ciascuna particella coincidono e sono legate
all’accelerazione relative a;;:

a'y = a; =mj ap/(my+m,) a', = a, = my ax/(my+my)

Problema dei due corpi: massa ridotta.

Studio del moto relativo di due corpi supposti puntiformi sotto
I’azione della forza di interazione mutua F1, = F(ry,)

Esempi: Fg(riz) =y Mm ry,/ o, Fei(X12) = — K [(Xa=X1) = lo] |

Equazione del moto di ognuno dei due PM espressa dalla legge di
Newton: ma = F(ry,):

mia; = Fi»
moa,= — F1»

Accelerazione relativa della particella 1 rispetto alla particella 2:
dip=d; —ady = Flz(llml + 1/m2)
In termini di massa ridotta p = mym,/(my+m,): 1/u = [1/m; + 1/m,]

Si avra:
a;pp =a;—a; = Flu



Questa relazione esprime il moto relativo delle 2 particelle,

soggette unicamente alla loro mutua interazione, che e stata
ottenuta partendo dall’equazione del moto delle 2 particelle,
puo essere scritta anche cosi:

page = Fio

Essa e I’equazione del moto in un SRI (Sistema L) di una
particella di massa u soggetta all'azione di una forza F,.

Oraap, =a; —a,=a'y —a', = a'y, (perché sistema isolato).

Quindi sara pure:
na';y = Fp

Questa e I’equazione del moto nel Sistema C (ancorato al CM del
sistema) di una particella di massa p soggetta all'azione di una
forza Fq,.

N.B.: Il moto relativo di due particelle nel sistema di riferimento L
e equivalente al moto di una particella di massa p (massa efficace
del sistema) soggetta all’azione di una forza uguale alla forze di
Interazione mutua F1, studiato nel sistema C (che e un sistema di
riferimento inerziale!)

N.B.: Arigore, lo studio del moto relativo in un SRI di due corpi
celesti soggetti all’azione della forza di attrazione gravitazionale e
ricondotto allo studio, nel sistema di riferimento C, del moto di un
corpo di massa u che si muove sotto I’azione di Fg. Tuttavia ....

Cosa succede quando m;>>m, (sistemi sole-pianeta, pianeta-
satellite, come ad esempio il sistema terra—luna: massa terra >>



massa luna; etc. o nel caso dell’atomo di idrogeno: massa protone
>> massa elettrone).

La massa ridotta p = mymy/(my+m,) = my/(1 + my/my) = m;
mentre la posizione del CM del sistema “coincide” con m;

e questo giustifica I’approssimazione usata nell’espressione della
legge di gravitazione universale fatta da noi finora e I’adozione del
sistema di riferimento con origine O ancorato alla massa m..

In generale, se le due masse sono confrontabili, si deve studiare il
moto, nel sistema C, in termini della massa ridotta p.

Esempio: Caso del moto roto-traslatorio su un piano orizzontale
perfettamente liscio di manubrio costituito da 2 corpi puntiformi
ancorati alle estremita di un‘asta rigida lunga L e priva di massa.
Calcolo della tensione della asta:

mia; = T,
mea, =T,

Per il principio di A/R: T,=-Ty, maT,=T,
T= 9} V122/r12 - u V122/L.

N.B.: Il modulo T dipende dalla velocita di rotazione o del
manubrio, atteso che vy, = Lo, che, quindi, deve essere nota.

Esercizio: Coppia di PM collegati da una molla a riposo e posti in
quiete su un piano orizzontale perfettamente liscio. A t; = 0 viene
applicato un impulso Jo = Jo 1 al corpo di massa m;. Studiare il
moto del sistema dopo I’applicazione dell’impulso.

Esercizi:



1) Due blocchi di massa m; e my, posti su piano orizzontale liscio,
sono attaccati alle estremita di una molla ideale di costante elastica
k e di lunghezza a riposo |y, con I’asse di simmetria lungo I’asse x.
Inizialmente il sistema e mantenuto in quiete con la massa m;
appoggiata alla base di una parete verticale fissa con la molla
completamente compressa tramite una fine ancorata alla due
masse. All’istante t = 0 la molla viene lasciata espandere, e
nell’istante t, in cui la molla raggiunge la sua lunghezza di riposo,
la massa m; si stacca dalla parete. Studiare il moto del sistema per
t>0, calcolando espressamente nel sistema di riferimento del
laboratorio:

a) I’accelerazione del CM del sistema all’istante t = O,

b) la legge oraria del moto del CM dopo che il blocco di massa m;
ha abbandonato la parete verticale;

c) le leggi orarie del moto dei due blocchi.

2) Due blocchi di massa m; e m, , inizialmente in quiete su un
piano orizzontale liscio, sono attaccati alle estremita di una molla
ideale di costante elastica k e di lunghezza a riposo Iy, con I’asse di
simmetria lungo I’asse x. All’istante t = 0 viene applicato al
blocco di massa m, in direzione parallela all’asse di simmetria
della molla un impulso Jq = Jp i. Studiare il moto del sistema,
determinando in particolare:

a) la posizione iniziale del CM,

b) la legge oraria del moto del CM,

c) le leggi orarie del moto dei sue blocchi

Espressione delle grandezze collettive nel sistema C e delle
relazioni di Konig per un sistema a due corpi.

Quantita di moto:

Ps'=p1+p2=0,

dacui p'y=-p',, e ricordando che v'i= myvi/(My+m,),



Si avra anche;:
P'1 = MV'1= MimyVio/(My+my) = p vy
P'2 = MyV'o= MoMyVor/(M+My) = 1 Vo = — 1 Vo

Quindi: P1=P2=puVe=p

N.B.: Il modulo della quantita di moto di ognuna delle due
particelle, nel sistema C, equivale al modulo della quantita di
moto di una particella di massa p che si muove con al velocita
relativa delle due particelle.

Ovviamente:
P's=p1*+p2= uvi—pnvy =0,

Energia cinetica interna: E, ™"

EkINT = Yy V122 — p'2/2u

Dimostrazione;

EkINT = 1, m; V|12 + 1 m, V|22
=Y ml[m2V12/(m1+m2)]2 + % m, [m1V21/(m1+m2)]2 =
= % mymy,® Vi (My+m,)? + % m2m™ vy ?/(my+my)® =
= % mym; (Mg+my) Vi™/(My+my)* = % mym, vi,*/(my+my) =
_ 1/ 2
=72 UV

N.B.: L’energia cinetica interna di un sistema di 2 particelle
equivale all’energia cinetica di una particella di massa p che si
muove con la velocita relativa delle due particelle.

Momento angolare interno o intrinseco: Loy

IN

T _
Lem =AUV,

Dimostrazione;



LCMINT = rll/\m1V|1 + rlz/\mzvlz =

= my r12/(m1+m2) AN ml[m2V12/(m1+m2)] + M, r21/(m1+m2) A Mo
[MyVai/(My+my)] =

= m2r12/(m1+m2) A ml[mzvlzl(ml'l'mz)] + [— m; r12/(m1+m2)] A Mo
[— Mo/ (My+my)] =

=rp A m1m22v12/(m1+m2)2 +rpp A m12sz12/(ml"'mz)2 =
= rip A [Mim%(my+my)? + my?my/(my+my)?] vap =
= A [mam; (m1+m2)/(m1+m2)2] Vig =l A U V12

N.B.: Il momento angolare intrinseco Lcy™ ' (riferito al CM) di un
sistema di 2 particelle equivale al momento della quantita di moto
(riferito ad un punto O) di una particella di massa p che si trova
nel punto individuato dal raggio vettore posizione relativa ry, che
si muove con la velocita relativa delle due particelle vy».

Teoremi di Koniqg per un sistema due corpi

N.B.: La velocita vy di un sistema isolato e costante:
Usando le grandezze calcolate nel sistema C si avra:
Ps=Mvcy+ P's=Mvewm
Exs = Ecomt Ex' =% Mvey” + % pviy’
Los=Locm *+ Llcms =FemA Mvem + Fip A iV

Risoluzione di alcuni problemi di dinamica dei sistemi a 2 corpi.



