Dinamica di sistemi di punti materiali.

Sistema discreto: S={m;, i=1... N}
Sistema continuo: S=/y dm=[y p(r)dV, essendo p(r)=dm/dV

NB: Sappiamo che per il punto materiale valgono le seguenti

relazioni fra le grandezze dinamiche p, Ex e Lo e la Fgr = X% Fi:

p=mv, dp/dt = Fr = 2% F;
E, = amV?, dE,=dW =Fg-dr=Y,% F - dr
Lo=rAp dLo/dt = rAFg = rA(C:"; Fi)

Ci proponiamo di generalizzare i risultati relativi alla dinamica di
un punto materiale ai sistemi di particelle.

Equazione del moto della particella i-ma (legge di Newton):
m;a; = Fi(R) = Fi(l) + Fi(E) (1)

Forza risultante agente sulla particella i—-ma come risultante di
forze interne ;" e delle forze esterne F,® al sistema S

Forze esterne e forze interne: F® = F0 + F®

FO=NFY  [NB.Fj=-F]
Fi® = 2R Fal®
Vale il principio di azione/reazione, per cui Fjj = — F;;.
Equazione del moto della singola particella i-ma:
mia; = F® =F® + Fi¥= FO(r;, v, t) + FO(ry;, vij b)

cioé un’equazione differenziale funzione di (Nri+Nv;+t).



Per un sistema di N particelle si ottiene un sistema di N equazioni
vettoriali di Newton, che danno origine a 3N equazioni scalari di
Newton in 6N+1 incognite (Nrj+Nv;+t).

Impossibile risolvere sistemi di 3N equazioni di Newton in 6N+1
incognite (Nri+Nv;+t)!

Cosa si puo fare o si sa con i sistemi di punti materiali? La
descrizione del moto del sistema di particelle nel suo complesso
attraverso la definizione di grandezze dinamiche collettive.

In tale modo si otterra una descrizione del moto del sistema nel
suo insieme, piuttosto che del moto delle singole particelle.

Grandezze collettive = riferite a tutto S: ZiF®, Zipi, ZiExi, Yilo,

SMER =N RO+ RO =N FO+ 2N FEE = FIND 4 pEXD
Ps= 21" pi = 2" (mivi)

Evs =21 Exi = 21" (amivy?)

Los=21"i Loy =21"i (FiAp:)
Analogamente al caso del punto materiale, cercheremo di capire
cosa indicano e di dare un senso alle relazioni seguenti:

dPs/dt = ?

dEk,s =7

dl_og/dt =7?

Calcolo della risultante di tutte le forze, interne ed esterne, agenti
sul sistema S, a partire dall’equazione del moto (1):

> ima = LE® = XN FY + RO =
— Zi Fi(l) + Zi Fi(E) — F(lNT) +F(EXT) — F(EXT)




essendo F'™NT = 0 in conseguenza del principio di azione-reazione,
l.e.: Fjj = — Fyi. Infatti si puo dimostrare che:

SR = 2N N Rl = X g Fi = 0
Per un sistema di due particelle: F,; = — Fy, si ha infatti:
leij #) Fii=Fi2+ Fu= Fo+ (- Fp)=Fp—-Fp =0.
Per un sistema di tre particelle: Fji = — Fj;si ha infatti:

%1% i) Fij = Frz + Fag #Fo1 + Fog+ Fgy + Fap = Frp + Fig+ (= Fy)
+F3 + (= Fi3) + (= Fa3) = Fio + Fis— Fio + Fos— Fis — Fy3 = 0.

E cosiviaperN=4,5,6, ....

In definitiva la risultante di tutte le forze:

> mia =2 RO+ RO =% RO + 5 B =FED = B

Cioé:
>, Nimia; = F® (2)

La risultante delle forse esterne che agiscono su un sistema di
particelle & formalmente identica (Fs™) alla risultante di un
sistema di forze agenti sul punto materiale, per cui vale la legge di
Newton. E’ pensabile di trattare il sistema S come una super
particella per cui si possa scrivere una relazione equivalente alla 11
legge della dinamica del punto materiale (ma = Fg)?

Per la massa Mg del sistema S non c¢’é problema: Mg = 3", m;.

Per I’accelerazione bisogna fare riferimento alla media ponderata
delle accelerazioni delle singole particelle, che € definita piu sotto,
come conseguenza dell’introduzione del concetto di centro di
massa o baricentro del sistema di particelle.




Centro di massa di un sistema di particelle.

Definizione e proprieta: Posizione del CM

Fem = ZlNi m; I; /ZINi m; (Xem = ZlNi m; X /ZlNi Mi, Yem = ZlNi
m; Yi /ZlNi M, Zcm :ZlNi m; Z; /ZlNi m)

In pratica: M rey = 2. m;ri.

N.B. Il CM e una proprieta intrinseca del sistema. La posizione
del CM r¢y € quindi indipendente dal sistema Oxyz, mentre le sue
coordinate (Xcwm, Yem, Zem) dipendono dal sistema Oxyz scelto.

[l caso di due particelle poste a distanza d I’una dall’altra:

Sistema O’x’ tale che my sitroviinO'em, in X, =0 +d
X'em=[my 0+ m,d]/[my+ my] =m,d/[mg+ m,]

Sistema Ox tale che my si trovi in X; € m, in X, = X1+ d:

Xem = [Myg X1 + My Xp] / [Myp+ my] =
= [my X3 + my (X1 + d)] / [mg+ my]
= X3 + my d/(my+my) = X; + X'cm

E quindi in notazione vettoriale: repy=ro + 'om

Velocita e accelerazione del CM:

1) vem=21" Mivi/Zimi (Vxeom =21t M Vi / 20 m;, etc.)
2) acm= ZlNi m; a; /2. m; (ax cm= ZlNi m; ay; / ZlNi m;, etc.)

In alternativa vy € acw Si ottengono da Mrcy = >3 m; ri:

1) M veym =21 m; v; direttamente da Mdrgw/dt =X, m; (dri/dt)

2°) M acw =21"; m; a;direttamente da Mdvcw/dt =X, m; (dvi/dt)



Sistema di PM isolato: (i.e.: non ci sono forze esterne: =F;® = 0)
— conservazione della quantita di moto Ps di S: Ps = costante

— conservazione del momento della quantita di moto totale Lo,s
del sistema S rispetto al polo O: Lo,s = costante.

N.B.: Si tratta di due fatti sperimentali facilmente verificabili.

Ps = costante=Ps = 1" pi=>1"i miV; = Mvcy = Vewm = costante!

Lo,s = costante = Lo,s= 21" Lo,i = 24" i A miv; = costante!
Quantita di moto totale di un sistema S isolato

Nel caso in cui non agiscono forze esterne la quantita di moto
totale del sistema di punti materiali si conserva durante il moto:

Mvceum = Ps = costante.

Esempi di conservazione della guantita di moto di un sistema di
particelle libero dall’azione di forze esterne;

Conservazione di una delle componenti (x) della quantita di moto
totale del sistema isolato, quando non agiscono forze esterne in X:

Mvcwm x = Ps x = costante durante il moto.

| casi in cui si conserva una sola componente:

— granata che esplode in aria,

— uomo che si sposta su una piattaforma posta su un piano liscio;

— moto di un corpo di massa m su un cuneo di massa M,
appoggiato a un piano orizzontale liscio: 0 = m vy, + M V,

Quantita di moto totale di un sistema S non-isolato

Sistema di punti materiali non—isolato: Fy, 20 = F® %0

Mvcwm = Ps non e piu costante, ma Ps(t)



Relazione fra la derivata rispetto al tempo della quantita di moto
totale del sistema e la risultante delle forze agenti sulle particelle
dei sistema:

dPs/dt = d(Z; pi)/dt = 3 (dpi/dt) = X "F®

— Z]_Ni [F|(|) + F|(E)] — F(|NT) + F(EXT) — F(EXT)

(INT) —

essendo F 0, per il principio di azione—reazione.

1° Leqqge cardinale della dinamica dei sistemi: in un sistema di
riferimento inerziale o del laboratorio (sistema L) si ha:

dpsldt — Zi Fi(E)

Tale legge si pud anche scrivere come: Macy = F&*", nota anche
come teorema del centro di massa del sistema, dato che dalla (2):

> Mmiai = 2N Fi® o equivalentemente = M acgy = FE

112 legge cardinale della dinamica dei sistemi:

Esiste una seconda legge della dinamica di sistemi che correla la
derivata del momento della quantita di moto totale del sistema S
rispetto al polo O alla somma dei momenti delle forze esterne
rispetto ad O.

dLO,S /dt - d(ZlNi Lo,i)/dt = lei TO,i(E) = TO(EXT)
Dimostrazione:

dLo,S /dt = d(lei Lo,i)/dt = d(lei i A mivi)/dt =
= lei [d(f,/dt) A MV + I A d(mivi)/dt] =
= XN i amyi+ o amia] = X0 oA (FY+ FO) =
= 2N (A (FY) + 200N (i A FO) =
= 21N 10, + 2N 10, = X4 10, = 1o

essendo: Vi A my; e 1T = 3N 10 (vedi pid sotto).



Consideriamo dL s /dt in due situazioni particolari:

1) Sistema isolato (i.e.: F;® = 0): sappiamo che il Lo s Si conserva:

Lo,s= costante = Lg,s= 2.iLo,; = 2, I Am;v; = costante!

In tal caso il teorema del momento angolare da dLo s /dt = 0.

dLos /dt = 24N dLo/dt = X0™ Y toi =200 2ifi A B = 2N Y,
A (FO+FE)

ma dato che non ci sono forze esterne Fy, = F,® = 0, si avra pure:
0= dLo,S /dt = Zi ri/\Fi(') :ZiTOi(I) = ’CO(INT) =0=

— Sistema isolato: risultante dei momenti delle forze interne = 0,

N.B.: X1 riaFi® = X rin X gaFil” = % ij ey Fin Fi = 0

Infatti per un sistema di due particelle (o sistema di due corpi):

>1% 20 T0i = Ziet” FAFY = Xict® 1inl P = riaFy + 1aFy =

_ _ _ |
(r1 — ) AF1 = rpAF = % [roAF s, + FoAFx] = % Y5 g Fin By
=0

mentre, per un sistema di tre particelle si avra:

>1% 2 t0i = Zimr AR =X 2 riaY R =

= rl/\Flz + rl/\F13+ r2/\F21+ rg/\F23 + r3/\F31 + r3/\F32 =

= (rL —r)AFp + (ry — r3)AFs + (r — r3)AFys =

= rioAF12 + FisaFis + rosakas =

= Yo [rioAF1 + ranFo; + rigaFis + ragaFsy + FosaFas + raonFss] =
=% i g Vi~ Fi ) =0

=Y’ riaF" =0

E cosiviaperN=4,5,6, ....



2) Se il sistema non é isolato allora dL s/dt = 0, e si ha che:

dlos /dt = d(lei Lo,)/dt = >N riaFi = 20N ri/\(Fi(I)'l' Fi(E)

= 21Nt + 21" 10,7 = 1657
Cioé: dLos /dt = d(X:N; Lo)/dt = XM 10, ® = 1o &

Principio di azione—reazione per i sistemi di punti materiali:

Le due leggi cardinali della dinamica dei sistemi di punto materiali
sanciscono che, indipendentemente dal fatto che il sistema S sia
isolato oppure no, la risultante delle forze interne F'NP =0 e il
momento risultante dei momenti delle forze interne 1o™" = 0.
Cioe:

FIND =3 MR =0;

INT) _ <« N )_ <« N N _
oM =3 N1 P =N AR = 0.

Sistema L: Le due leggi cardinali della dinamica dei sistemi:

1* Leqgge cardinale della dinamica dei sistemi:

dPs/dt = Zi Fi(E);
equivalente a:
M acy = F(EXT)

11° legoe cardinale della dinamica dei sistemi:

dLos /dt = d(X1" Log)/dt = 24N 10, = 7P,

Le due leggi ricavate piu sopra valgono in un sistema Oxyz (L).

Sistema C: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi.




Sistema C: Sistema di riferimento del centro di massa.

Si tratta di un sistema CMxyz, ancorato al CM del sistema S e
avente gli assi cartesiani paralleli agli assi x,y,z di Oxyz (L).

Calcolo della quantita: r'cy = 2 mir'; = Mr'cy =0;

Calcolo della quantita: v’y = 25 miVv'i = Mv'cy = 0;
Calcolo della quantita: a’'cpy = 2, m;a’j = Ma'cy = 0.
Calcolo delle grandezze dinamiche: P's, E’sxe L'cw.

P's =2 pi = XN mivi=Mview =0;

E'ks = 21" E'ki =% X imivie =% 24N (p'Img)

L'oms = 21" Llomi = 240 i AmV/;

Proprieta del sistema del centro di massa CMxyz (Sistema C)
Sistema C = sistema a quantita di moto totale nulla:

P’s = 0 (con dimostrazione).
Leggi cardinali della dinamica nel sistema C:
— 1* legge cardinale: Ma’cy =0, ma ...
dP'g/dt = ¥ F{® — Macy =0

— 1% legge cardinale: dL'cym s/dt = i temi® = 1o .



N.B.: Vale il teorema del momento angolare rispetto al CM
assunto come polo (anche se CM non e fisso ma € in moto, anche
accelerato). In tal caso il sistema CMxyz € un sistema di
riferimento non-inerziale (SRN-I).

Riassumendo: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi:

Nel sistema L:

1% Legoe cardinale della dinamica dei sistemi:

dPg/dt = X, Fi®;
equivalente a:
M dcm = F(EXT)

112 leqge cardinale della dinamica dei sistemi:

dLo /dt = d(X." Lo)/dt = 34N, 10, ® = 1o &P
Nel sistema C:

— 1° legge cardinale: Ma’cy =0, ma ...

dP'y/dt = 3,V F® — Macy =0

— 11* legge cardinale: dL'cy s/dt = 33" tem;® = 1en® ™.

Energia cinetica di un sistema S di particelle:

Un’altra importante grandezza collettiva del sistema S e la sua
energia cinetica, che per definizione & la somma delle energie
cinetiche delle particelle individuali.

Pertanto, nel sistema L, o sistema Oxyz,t ancorato in O:



Evs =21 Bxi = 20 % my vy
mentre, nel sistema C, o sistema CMxyz,t, ancorato in CM:
Es=21" E%i=21" %mv’y?
E’.s & detta anche energia cinetica interna Ex g™

Relazioni o teoremi di Konig

Relazione fra le grandezze dinamiche collettive (quantita di moto,
momento delle quantita di moto, energia cinetica) del sistema S di
punti materiali calcolate nel sistema L e nel sistema C:

Teoremi di Konig: della quantita di moto, del momento della
quantita di moto, e dell'energia cinetica.

— guantita di moto: Ps =Mv¢y+ P's = Mvcy, perché P's =0

N.B.: Dimostrazione:

Ps =20N mivi =2 mi (vem+Vvi) = CONimi )vem+ 2 mivi = Mvew
— momento della quantita di moto o momento angolare del sistema
S:Los=rcurMVem+ Licus

N.B.: Dimostrazione:

— N — N — N 1 T\ N

Los=21iloi=21 i Fi AMV; =217 (Fremtr's) Ami(VemtVh) = 21
N 1 N 1 N 1 1
FemAMVem+21 i Fi AMVem + 21005 Fem AMVS + 2000 1AMV
_ N Ny \
=remA (i MiVem + 21 i L'emi = remAMVem + Licws
N, N 1 —- N 1 _

perche: 217 r'i Amivem=(21 i Mir')Avem =0
e cosi pure: X1 Fem AMVS = rem A (1 miv) = 0.

Nota Bene: Altre proprieta del momento angolare:




Dalla relazione fra i momenti angolari del sistema S calcolati
rispetto al polo fisso O e rispetto a un punto O', si dimostra che il
teorema del momento angolare vale oltre che per O' fisso, anche
quando O' non e fisso purché pero O' sia coincidente con il CM
del sistema di punti materiali.

Validita del teorema del momento angolare rispetto al CM,
calcolato usando sia le grandezze in L che in C:

dLCM,S/dt = dL'C|\/|13/dt = ZlNi ri' A\ Fi(E),
Dimostrazione:
dLemg/dt = 20N riamia = XN ria (RO + FO) = 2N i A F®
e

dL'cm,s/dt = ZlNi ' A mia = lei ri' A( Fi(l) + Fi(E) — Mijacm) =
=21 1A (Fi(l) + Fi(E)) =Y i AFRE,

perché: 2.V rin (FY = 0 e 21N ri amiacy = XN (mir)aacy = 0

—dell'energia cinetica: Exs = % Mvem® +Exs = Exem + Exs™ '
Dimostrazione:

<N _ N 2 _ N o N
Exs=21 iExi=% 2 imVvi=%2imvyvi=%2im
1\, T\ — N 2 N 1, N
(VemtV'i)' (VemtV'i) =% 20 Mi Vow™ + 20 i MiVivem + %2 20 m;
V'i2 =1 MVC|\/|2+ Ek,S .

Teoremi di Konig: Consentono la scomposizione del moto del
sistema nel moto orbitale + moto intrinseco o interno.

Esempi: moto della luna attorno alla terra = moto orbitale di un
punto materiale di massa M con velocita vcy + moto intrinseco,
proprio del sistema e indipendente dal sistema di riferimento usato
per l'osservazione.



Cosa succede all'energia meccanica del sistema S?

Energia cinetica di un sistema S di particelle e lavoro delle forze
Interne ed esterne agenti sul sistema S di particelle.

Energia cinetica di un sistema S di particelle:
Evs =21 2 Ei = 24N % m; vi. (nel sistema L, ancorato in O)
E’vs = 20N B = 20N 2 % m;i v'i# (nel sistema C, ancorato a CM)

E’\s & detta anche energia cinetica interna Ex 5™

Lavoro delle forze agenti su un sistema di particelle:

Lavoro delle forze interne (dW'™NT = 3 dW®; = ¥ F"°dry) e delle
forze esterne (dW=*" = ¥, dW®; = ¥ F;®dr).

[l teorema dell’energia di un sistema di particelle:
AEys = Exsp — Exsa = W + WM,

Se le forze interne sono conservative, allora si puo definire una
funzione energia potenziale delle forze interne:

EpN' = %_Zi,j(iij) Ep,int (r;), con E_p,int (ri) = FO(ry)*dry, e dE" T =
— 1/22”' F(')(rij)°drij, = - ZlNi dWi(I) = - dWINT.

Exse — Exsa = W — AE™NT, ossia AEy s +AEp T = WEXT

Definizione di Energia propria Us = Exs + Ep' .

Vale la relazione A(Eys + Ep'') = WE*T, ossia AU = W=*T

Se poi anche le forze esterne sono conservative, e quindi si puo
definire un’energia potenziale delle forze esterne:



dE.EXT = — S N F®dr, = — 3N dwi® = — dqWEXT,

allora si potra scrivere: AU= —AE,="",
e quindi A(U + Ep=*")=0, cioé:

AErs =0,
E,INT 4 EEXT.

dove ET,S = Ek,S +

Conservazione della Energia totale meccanica Er s di un sistema S
di particelle soggette all’azione di sole forze conservative:

Ers=U + E,5*" = costante del moto.

Esempio: Due corpi puntiformi collegati fra loro da una molla in
moto nel campo di forza gravitazionale della terra.

Dipendenza di Ei s dal sistema di riferimento scelto e
indipendenza di Ex""' dal sistema scelto.

Nel sistema C, ancorato al CM: E’ 5 e detta anche energia cinetica
interna Ex "' e lasomma Eyx ™' + Exs™ = (ExstEp)™ = U™,
che é chiamata anche energia interna.



Sistema a due corpi: massa ridotta.

Proprieta dei sistemi dei sistemi di due particelle.
Vettore posizione rcy del centro di massa in L, Oxyz,t:
Fem = Diet” M 1 [2i20” My = (Mr + marp) / (m; + my)

Vettore posizione della particella m; nel sistema C, CMxyz,t:

r'i=ri—Trcm
1= ri— Fem = My rp/(me+m,) rp=rn-»n
I’,= I, — Fom = My Fa/(Mg+my) Foy=r,—n;

Vettore velocita della particella m; nel sistema C, CMxyz,t:

V'i=Vi—Vcwm
V’1= Vi— Vom = My Vol (Mg+my) Vip =V —Vy
V2=V, — Vo = My Vor/(My+my) Vo1 = Vo —V;

Vettore accelerazione della particella m; in C:

a’i=a;— acm
a’1= a;— acm = My azo/(My+my) a;z=a;—a
a’,= az — acm = My az/(My+m,) dyp=adx—a

Se il sistema delle due particelle e un sistema isolato, si ha:



a’1= a; =m; a/(My+m,)

a’>=my a21/(m1+m2
Problema dei due corpi:. Equazioni del moto

m; a; = Fy
m, a, = Fy;

da cui : a; = Fio/my e a, = Foi/m, con (Fop = —Fp))
Moto relativo della particella 1 rispetto alla particella 2:
a2 = ap — az = Fpp(1/my + 1/my)
In termini di massa ridotta . = mym,/(m+m,).
a1, = a1 — ay = Folp
Equazione del moto relativo di 2 particelle, soggette unicamente

alla loro mutua interazione (cioé che formano un sistema libero),
in termini della loro massa ridotta si scrive:

napp = Fpo
Oraap, =a; —a,=a’; —a’, = a’y, (perche sistema isolato).
Quindi sara pure: ua’y = Fop

Questa e I’equazione del moto di una particella di massa p sotto
I'azione di una forza F1, in un SRI ancorato nel CM del sistema.



N.B.: Il moto relativo di due particelle nel sistema di riferimento L
e equivalente al moto di una particella di massa p sotto I’azione di
una forza uguale alla forzadi interazione mutua F, rispetto al
sistema C (che e un sistema di riferimento inerziale!)

N.B.: Essendo il sistema isolato le grandezze dinamiche quantita
di moto totale e il momento angolare totale del sistema si
conserveranno, indipendentemente dalla scelta del sistema di
riferimento (sia esso L o C).

Calcolo delle grandezze dinamiche collettive per un sistema a due
corpi relative nel sistema di riferimento del centro di massa (C).

Quantita di moto nel sistema C o quantita di moto interna:

PSINT — p11+ p21: O,

dove p;” = myv;’e po,’ = myv,’, e ricordando che v,’=
MyVio/(My+my) e vo’= myvy/(my+my), Siavra anche:

P1’ = MyVvy’= mMy[MyVi/(M+my)] = 1 vy
P2’ = MyV2'= My[MyVar/(My+mMy)] = B Vo1 = — L Vio.

Quindi: p’ = py” =po’ = u Vo €, OVViamente:
Ps'=pi’+ P2’ = uvi—p vy =0,

Energia cinetica interna di un sistema di 2 particelle:

EklNT — 1/2M V122 — [:)12/21'L

Dimostrazione:
Exint =%2my Vit Yamy vy 2



= % mq[MyVi/(Mi+m,)]% + % my [MyVor/(My+m,)]° =

=% m1m22 V122/(m1+m2)2 + % m2m12 V212/(m1+m2)2 =

= Y% mymy (My+my) Vo2 /(Me+my)* = % mym, v/ (my+my) =
=% lle122

Momento angolare interno o intrinseco del sistema:

IN

T_
Lev =TioA UV,

Dinostrazione:

LCMINT: rl’/\m]_V]_’ + rl’/\m]_V]_’ =

= m, rp/(me+tmy) Ame[mov/(me+my)] + my r/(mg+my) A m,
[Myvar/(My+my)] =

= Marp/(Me+my) A mMy[MyV/(Me+my)] + [— My r/(me+m;)] A m,
[— Myvi/(My+my)] =

= Fip A MM Vil (M+My)° + Fip A MPMoVo/(My+my)* =

= rip A [Mamo?/(Mae+my)? + me®my/(me+m,)°] vip =

= T2 A [mim; (m1+m2)/(m1+m2)2] Vi =T AUV

Teoremi di Konig per un sistema isolato a due corpi,
con velocita vy costante:

Usando le grandezze calcolate nel sistema C si avra:
Ps=Mvcu+ P's=M vewm

Exs = Excmt+ Exint =% Mven® + % 38 Vip© =

Los=Locm + L'cms =FemA Mvem + FipA pvy

Esempio: caso del manubrio costituito da 2 corpi puntiformi

collegati da un'asta rigida lunga L e priva di massa: calcolo della
tensione della asta:



T = u Vi, = pvi/L.

Cosa succede guando m;>>m, (atomo di idrogeno: massa protone

>> massa elettrone; sistema terra—luna: massa terra >> massa
luna; etc.)

La massa ridotta i = mymy/(my+m,) = my/(1 + my/my) = m;
e come si studia il moto in termini della massa ridotta p.



