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Esercizio 1

(6 punti) Sia K un campo di caratteristica diversa da 3 tale che il polinomio f = x3−3x+1
sia irriducibile in K[x]. Sia α una radice di f (in un’estensione di K) e sia F = K(α).
Dimostrare che f si spezza completamente su F e dedurre che l’estensione K ⊂ F è di
Galois e che Gal(F/K)=Z/3Z.
[Suggerimento: osservare che 12 − 3α2 è un quadrato perfetto in F , infatti 12 − 3α2 =
(−4 + α + 2α2)2.]

Esercizio 2

Sia K un campo di caratteristica p 6= 0 e sia a ∈ K tale che il polinomio f = xp − x− a
sia irriducibile in K[x]. Sia α uno zero di f in un’estensione di K.

1) (3 punti) Dimostrare che per ogni m ∈ Z/pZ, α +m è uno zero di f .

2) (3 punti) Dimostrare che K(α) è campo di riducibilità completa di f .

3) (3 punti) Dedurre che K ⊂ K(α) è un’estensione di Galois.

4) (3 punti) Dimostrare che Gal(K(α)/K) è ciclico di ordine p.

Esercizio 3

Sia F il campo di riducibilità completa del polinomio f = x4 − 9 su Q.

1) (3 punti) Verificare che Q ⊂ F è un’estensione di Galois e trovare una Q-base di F .

2) (3 punti) Determinare tutti gli elementi di Gal(F/Q) e verificare che esso è isomorfo
al gruppo di Klein.

3) (3 punti) Determinare tutti i sottogruppi di Gal(F/Q) e tutti i campi intermedi
Q ⊂ L ⊂ F .

4) (3 punti) Dimostrare che Q ⊂ L è un’estensione di Galois per ogni campo intermedio
Q ⊂ L ⊂ F .
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