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Matematica e Statistica (A-E, F-O, P-Z)

Prova di MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z) (09/09/2011)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr. Corso
IN STAMPATELLO VR · · · · · · A-E / F-O / P-Z

IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) Nello spazio cartesiano determinare, in forma parametrica e cartesiana, il piano Π passante per
A(−1, 0, 3) e B(0, 1, 1) e parallelo a ~v = (1,−1, 0); e la retta r passante per B e C(1, 2,−1).
Quali sono i punti di Π e di r più vicini all’origine?

(2) Studiare l’andamento di f(x) =
x log |x|
x− 1

, e tracciarne il grafico.(1)

(3) (a) Calcolare

∫ 2

1
(x2 − 1) f(x) dx (dove f(x) è quella dell’ex. 2) e

∫ π
3

0
sinx tg 2x dx .

(b) Disegnare S = {(x, y) : − sin(x2 ) ≤ y ≤ x− x3 , |x| ≤ 1 } , e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) =
x(y + 1)

x− y
, determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, dise-

gnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali.

(b) Calcolare gli estremi assoluti di g sul triangolo T di vertici A(−1,−2), B(2,−2) e C(2, 1).

(5) Trovare tutte le soluzioni y(x) dell’equazione differenziale y′′ + 2y′ + 4y = 4x2 , e tutte quelle
dell’equazione differenziale xy′ = αx + 2y (ove α è un parametro reale). Dire infine se, per
qualche scelta di α, vi sono soluzioni comuni tra le due.

(1)Per lo studio della derivata sarà utile un confronto grafico. Non è richiesto lo studio della convessità.
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Matematica e Statistica (A-E)

Prova di STATISTICA (A-E) - Gobbi (09/09/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

*** Per ogni calcolo effettuato scrivere anche la formula teorica da utilizzare *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Matematica e Statistica (F-O, P-Z)

Prova di STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma (09/09/2011)
Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2010/11

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti ! *** IIII Test a quiz sul retro IIII
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Soluzioni

MATEMATICA (A-E, F-O, P-Z)

(1) Il piano Π passante per A(−1, 0, 3) e B(0, 1, 1) e parallelo a ~v = (1,−1, 0) sarà parallelo anche al vettore (0, 1, 1)−
(−1, 0, 3) = (1, 1,−2), dunque una forma parametrica è Π = {(0, 1, 1) + s(1,−1, 0) + t(1, 1,−2) : s, t ∈ R} =
{(s + t, 1 − s + t, 1 − 2t) : s, t ∈ R}; da (x, y) = (s + t, 1 − s + t) si ricava (s, t) = (x−y+1

2
, x+y−1

2
), che messo in

z = 1 − 2t dà la forma cartesiana x + y + z − 2 = 0. La retta r passante per B e C(1, 2,−1) sarà parallela al
vettore (1, 2,−1) − (0, 1, 1) = (1, 1,−2), dunque una forma parametrica è r = {(0, 1, 1) + t(1, 1,−2) : t ∈ R} =
{(t, 1 + t, 1 − 2t) : t ∈ R}; sostituendo x = t in (y, z) = (1 + t, 1 − 2t) si ottiene una forma cartesiana facendo il
sistema tra le equazioni y = 1+x e z = 1−2x, ovvero x−y+1 = 0 e 2x+z−1 = 0. • I punti di Π e di r più vicini
all’origine possono essere caratterizzati dal fatto che il loro vettore posizione è ortogonale rispettivamente a Π e a
r. Nel caso di Π, ciò si può esprimere dicendo che il vettore posizione (s+ t, 1− s+ t, 1− 2t) è parallelo a (1, 1, 1)
(vettore ortogonale a Π), ovvero che s + t = 1 − s + t e s + t = 1 − 2t, da cui (s, t) = ( 1

2
, 1

6
) e dunque il punto

( 2
3
, 2

3
, 2

3
). Nel caso di r, si può dire che deve essere (t, 1+ t, 1−2t) · (1, 1,−2) = 0, ovvero t+(1− t)−2(1−2t) = 0,

che dà t = 1
4

e dunque il punto ( 1
4
, 5

4
, 1

2
).

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = x log |x|
x−1

è definita per x 6= 0 e x 6= 1, ed è derivabile infinite volte nel suo dominio;
non ha parità ne’ periodicità. Nel dominio si ha f(x) = 0 se e solo se x = −1; vale poi log |x| > 0 se e solo se
|x| > 1, dunque studiando il segno si ha che f(x) > 0 se e solo se x < −1 oppure 0 < x < 1 oppure x > 1. È però
importante notare fin da subito che limx→0∓ f(x) = 0∓ e limx→1∓ f(x) = 1∓ (basta ricordare i limiti notevoli

limt→0 t log |t| = 0 e limt→0
log(1+t)

t
= 1), dunque x = 0 e x = 1 sono in realtà due singolarità eliminabili, in cui è

possibile prolungare f per continuità con i valori rispettivamente di f(0) := 0 e f(1) := 1. Altri limiti interessanti
sono limx→∓∞ f(x) = +∞, senza asintoti obliqui (in effetti all’infinito f ha andamento logaritmico). Derivando si

ottiene f ′(x) = x−1−log |x|
(x+1)2

: si ha dunque f ′(x) = 0 quando x− 1 = log |x|, e nel dominio ciò accade (come mostra

un confronto grafico) solo quando x = x0 per un opportuno x0 in ]− 1, 0[ (vale in realtà x0 ∼ −0,3); similmente
si ha f ′(x) > 0 quando x− 1 > log |x|, che nel dominio accade quando x0 < x < 0, 0 < x < 1 o x > 1. Pertanto
x0 è punto di minimo relativo (in realtà assoluto) con f(x0) = x0 ∼ −0,4; si ha inoltre che limx→0 f

′(x) = +∞
e, applicando due volte de l’Hôpital, limx→1 f

′(x) = 1
2
: dunque per il prolungamento di f il punto x = 0 è a

pendenza verticale mentre in x = 1 è derivabile, con f ′(1) := 1
2
.

(3) (a) Si ha
∫ 2

1
(x2 − 1) f(x) dx =

∫ 2

1
(x2 + x) log |x| dx = (( 1

3
x3 + 1

2
x2) log |x|]21 −

∫ 2

1
( 1

3
x3 + 1

2
x2) 1

x
dx = ( 14

3
log 2) −

(0)− ( 1
9
x3 + 1

4
x2]21 = 14

3
log 2− (( 17

9
)− ( 13

36
)) = 14

3
log 2− 55

36
∼ 1,7. • Ponendo t = cosx (dunque dt = − sinx dx)

vale
∫ π

3
0

sinx tg 2x dx =
∫ π

3
0

sin3 x
cos2 x

dx = −
∫ 1

2
1

1−t2
t2

dt =
∫ 1

1
2
(− 1

t
− t) dt = −((2)− ( 5

2
)) = 1

2
.

(b) (Figura 2) La zona di piano S = {(x, y) : − sin(x
2
) ≤ y ≤ x − x3 , |x| ≤ 1 } è quella sopra la sinusoide

y = − sin x
2
, sotto la cubica y = x− x3 e stretta tra le due rette verticali x = ∓1, dunque ha area

∫ 1

0
(x− x3) dx+∫ 0

1
(− sin x

2
) dx = ( 1

2
x2 − 1

4
x4]10 + (2 cos x

2
]01 = ( 1

4
)− (0) + (2)− (2 cos 1

2
) = 9

4
− 2 cos 1

2
∼ 0,5.

(4) (Figura 3) La funzione g(x, y) = x(y+1)
x−y ha come dominio tutto il piano R2 meno la bisettrice y = x, ed è ivi

differenziabile (in particolare continua) perché le sue derivate parziali ∂g
∂x

= − y(y+1)

(x−y)2
e ∂g

∂y
= ∂g

∂x
= x(x+1)

(x−y)2
sono

evidentemente continue. Si ha g(x, y) = 0 sui punti dell’asse y e della retta orizzontale y = −1 (esclusi i punti
O(0, 0) e P (−1,−1) che sono fuori dal dominio). Il fattore x è positivo a destra dell’asse y e negativo a sinistra,
il fattore y + 1 è positivo per y > −1 e negativo per y < −1, e il fattore x − y è positivo sotto la bisettrice e
negativo sopra: il segno di g ne segue per prodotto. I limiti interessanti sono quelli nei vari punti della bisettrice
e in ∞2. Se (x0, x0) è un punto della bisettrice diverso da P e O il limite di g in esso è ∓∞ a seconda del lato
a cui si tende al punto stesso (per capire il segno basta osservare lo studio del segno fatto in precedenza); invece
nei punti P , O e ∞2 il limite non esiste, perché tendendovi lungo le rette x = 0 oppure y = −1 la funzione g
tende a 0 mentre vicino alla bisettrice |g| diventa arbitrariamente grande. Dal sistema ∂g

∂x
= ∂g

∂y
= 0 si ricavano i

punti stazionari R(−1, 0) e S(0,−1) (oltre a O e P , che sono però da escludere); e se si calcola la matrice hessiana

Hg(x, y) =

 2y(y+1)

(x−y)3
− 2xy+x+y

(x−y)3

− 2xy+x+y

(x−y)3
2x(x+1)

(x−y)3

 in R e S si ottiene Hg(R) =
(

0 −1
−1 0

)
e Hg(S) =

(
0 1
1 0

)
, e il relativo

criterio dice che si tratta di due punti di sella. Non vi sono dunque estremi locali per g.

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sul triangolo T di vertici A(−1,−2), B(2,−2) e C(2, 1)
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(che esistono in base a Weierstrass) dividiamo T nelle zone T0 dei suoi punti interni; T1 del lato orizzontale AB
privato dei vertici; T2 del lato obliquo AC privato dei vertici; T3 del lato verticale BC privato dei vertici; e
T4 = {A, B, C} dei vertici. • Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di T0, tale punto dovrebbe
essere in particolare stazionario per g: come visto prima i soli punti stazionari sono R e S, che però sono al di
fuori di T0. • Sul lato T1 la funzione vale ϕ1(x) := g(x,−2) = − x

x+2
con −1 < x < 2. Se massimo o minimo

assoluti fossero assunti in un punto di T1, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ϕ′1(x) = − 2
(x+2)2

ma ciò

non accade mai. • Sul lato T2 la funzione vale ϕ2(x) := g(x, x− 1) = x2 con −1 < x < 2. La derivata ϕ′2(x) = 2x
si annulla in x = 0, dunque si ottiene il già noto punto S. • Sul lato T3 la funzione vale ϕ3(y) := g(2, y) = −2 y+1

y−2

con −2 < y < 1, la cui derivata non si annulla mai. • Infine, i punti A, B e C di T4 vanno tenuti presenti. •
Gli estremi assoluti di g su T potranno dunque assunti solo nell’ambito dei quattro punti A, B, C, S: poiché
g(A) = 1, g(B) = − 1

2
, g(C) = 4 e g(S) = 0, si può concludere che il massimo assoluto di g su T è 4 (assunto in

C) e il minimo è − 1
2

(in B).

(5) L’equazione differenziale y′′ + 2y′ + 4y = 4x2 è del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti. L’equazione
caratteristica t2 + 2t + 4 = 0 ha soluzioni t = −1 ∓

√
3 i, dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione omogenea

associata è y(x) = Ae−x cos(
√

3x)+Be−x sin(
√

3x) = e−x(A cos(
√

3x)+B sin(
√

3x)) al variare di A,B ∈ R. Una
soluzione particolare per la completa con 4x2 avrà la forma ỹ(x) = ax2 +bx+c, e il calcolo dà (a, b, c) = (1,−1, 0);
dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione completa è y(x) = e−x(A cos(

√
3x) +B sin(

√
3x)) + x2 − x al variare

di A,B ∈ R. • L’equazione differenziale xy′ = αx+2y è lineare del primo ordine, e per x 6= 0 si può scrivere nella
forma y′ + p(x)y = q(x) con p(x) = − 2

x
e q(x) = α. Una primitiva di p(x) è P (x) = −2 log |x|, e

∫
eP (x)q(x) dx =∫

1
x2
αdx = −α

x
: dunque le soluzioni sono y(x) = e−P (x)(

∫
eP (x)q(x) dx + k) = x2(−α

x
+ k) = kx2 −αx al variare

di k ∈ R (si noti che queste soluzioni sono tutte definite anche per x = 0). Si hanno soluzioni comuni solo quando
α = 1, e si tratta della sola y(x) = x2 − x (ottenuta per A = B = 0 e k = 1).

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2, con l’integrale (in giallo) richiesto nell’ex. (3.a). 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. 4: zeri (rosso), segno positivo

(giallo) e negativo (grigio) della funzione g. Il triangolo T (azzurro).
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STATISTICA (A-E) - Gobbi
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STATISTICA (F-O, P-Z) - Di Palma
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