Sistemi di due particelle

Problema dei due corpi: studio del moto relativo di due corpi
supposti puntiformi sotto 1’azione della forza di interazione mutua.

Esempio: moto (relativo) di due corpi celesti sotto 1’azione della
forza gravitazionale moto di un pianeta relativo al sole, moto della
luna rispetto alla terra, moto dell’elettrone rispetto al protone
nell’atomo di idrogeno ma anche il moto (relativo) di una coppia
di punti materiali collegati tra loro da una molla, oppure da un’asta
rigida e di massa trascurabile.

Le grandezza cinematiche (posizione velocita e accelerazione) del
centro di massa del sistema dei due corpi nel sistema L e C:

Vettori rey, Vem, acym del centro di massa nel sistema L:
— 2 2 —
Fom = 2i=1” M 1 /20=1" My = (Mgl + morz) / (M + my)
— 2 2 —
Vem = 2i=1” My Vi 221" my = (Mg + myvy) / (m; + my)

Acm = Xiza® M; & [2i=r” My = (Mg + mMapay) / (M + my)

Vettori r'cu, V'em, @'cv del centro di massa nel sistema C:
Mom = Ziet” M 5 [ie® my = (mari' + mary) / (mi + my) = 0
Viem = Ziet® Mi Vi3 [2i=? mi = (M + mpvy') / (M + my) = 0

a'om = Zim® My @ [Xi=r” My = (Myay' + myay’) / (m; +my) =0

Grandezze cinematiche relative nel sistema L: ry; Vip aso
e nel sistema del centro dimassa (C): ri,' vi2', e a5’



N.B.: Il vettore posizione, velocita e accelerazione relativa dei due
corpi non devono dipendere dal sistema si riferimento L o C che
sia. Infatti:

o= —I=r =1 =rg (e ra =12,
Vi = Vi — Vo =Vp — Vo' = Vp)' (e Va1 = Vy1'),
Ap=a;—a=a, —a =ap (e ax =axn).

| passo: Vogliamo trovare le relazioni che legano le grandezza
cinematiche (posizione, velocita e accelerazione) individuali dei
due corpi in termini delle corrispondenti grandezze relative nel
sistema L e nel sistema C:

Vettore posizione della particella m; nel sistema C:

i =1ri—rcm
ri' = ri— rem = My r/(me+m,) o =r —r;=ry
ry' = r, — rem = My r/(Mg+m,) oy =r,—ry="ry

Vettore velocita della particella m; in C:

Vi' = Vi — Vcwum
Vi' = Vi— Vem = My Vo/(My+my) Vip = Vi — V= Vg
Vo' =V, — Vom = My Vor/(My+my) Vo1 = Vo — V1= V'

Vettore accelerazione della particella m; nel sistema C:
aj'=a; — acm

a;'= a;— acm = My ap/(My+my) a;p = a; —a= apy'
ay'= a, — acv = My az/(My+my) ay =a;—a;=ay'



N.B.: Nel caso in cui il sistema delle due particelle sia isolato (i.e.:
quando non 3 Fy® e quindi F;® = 0, per i = 1, 2), per cui quindi
acm = 0, si ha che 1’accelerazione relativa a;' € 1’accelerazione
assoluta a; di ciascuna particella coincidono e sono legate
all’accelerazione relative a;; (oppure a;j') dalle relaizioni:

a;' = a; =m; ao/(my+my) a,' = a; = My az/(my+my)

Il passo: Studio del moto relativo di due corpi supposti puntiformi
sotto 1’azione della forza di interazione mutua Fq; = F(ry)

Esempi: Fg(r1) =—7 Mm PYIOTA Fe(re) =—7 Mm rolrg’

Fei(X21) = — K [(X2=X1) — lo]; Fei(X12) = — K [(X1—X2) + lo]

Equazione del moto di ognuno dei due PM espressa dalla legge di
Newton: m;ia; = F(r;;), coni,j = 1,2 e (J=i):

mia; = Fio
myay= — Fq

Accelerazione relativa della particella 1 rispetto alla particella 2:
dp=ad;—a = Flg(llml + 1/m2)

Definizione di massa ridotta p del sistema: p = mymy/(my+m,)
Sfruttando la definizione di massa ridotta p: 1/ = [1/my + 1/mjy]

Si avra:
djp=a;—adx = F12/lvl

Questa relazione esprime il moto relativo delle 2 particelle,

soggette unicamente alla loro mutua interazione, che e stata
ottenuta partendo dall’equazione del moto delle 2 particelle,
puO essere scritta anche cosi:

na, = Fip



Equazione del moto relativo dei due corpi in termini della loro
massa ridotta: u = mymy/(my+m,) = my/(1 + my/my)

Essa ¢ I’equazione del moto in un SRI (Sistema L) di una
particella di massa p soggetta all'azione di una forza F,.

Oraap =a; —a=a;' — a,' = ar,' (perche sistema isolato).

Quindi sara pure:
nap = Fp

Questa ¢ I’equazione del moto nel Sistema C (ancorato al CM del
sistema) di una particella di massa p soggetta all'azione di una
forza F,.

N.B.: Il moto relativo di due particelle nel sistema di riferimento L
e equivalente al moto di una particella di massa p (massa efficace
del sistema) soggetta all’azione di una forza uguale alla forze di
interazione mutua F1, studiato nel sistema C (che e un sistema di
riferimento inerziale!)

N.B.: Arigore, lo studio del moto relativo in un SRI di due corpi
celesti soggetti all’azione della forza di attrazione gravitazionale €
ricondotto allo studio, nel sistema di riferimento C, del moto di un
corpo di massa u che si muove sotto I’azione di Fg. Tuttavia ....

Cosa succede quando m;>>m, (sistemi sole-pianeta, pianeta-
satellite, come ad esempio il sistema terra—luna: massa terra >>
massa luna; etc. o nel caso dell’atomo di idrogeno: massa protone
>> massa elettrone).

La massa ridotta p = mymy/(my+m;) = my/(1 + my/my) = m;
mentre la posizione del CM del sistema “coincide” con m;

e questo giustifica I’approssimazione usata nell’espressione della
legge di gravitazione universale fatta da noi finora e 1’adozione del
sistema di riferimento con origine O ancorato alla massa m,.



In generale, se le due masse sono confrontabili, si deve studiare il
moto, nel sistema C, in termini della massa ridotta p.

Esempio: Caso del moto roto-traslatorio su un piano orizzontale
perfettamente liscio di manubrio costituito da 2 corpi puntiformi
ancorati alle estremita di un‘asta rigida lunga L e priva di massa.
Calcolo della tensione della asta:

ma; =T,
mpa, = T,

Per il principio di A/R: T,=-Tjy, maT,=T;
T = pvi/re = p /L.

N.B.: Il modulo T dipende dalla velocita di rotazione  del
manubrio, atteso che vy, = Lo, che, quindi, deve essere nota.

Esercizio: Coppia di corpi puntiformi posti in quiete su un piano
orizzontale perfettamente liscio e collegati da una molla a riposo.
Aty = 0 viene applicato al corpo di massa m; un impulso Jg = Jy .
Studiare il moto del sistema dopo I’applicazione dell’impulso,
derivare, in particolare, per t > t;:

a) la legge oraria Xcm(t) del moto del CM due corpi;

b) le leggi orarie dei due corpi X;'=x;'(t) e X,'=X,'(t) nel sistema C;
c) le leggi orarie dei due corpi X; = X1(t) e X, = X,(t) nel sistema L.

Sia X, (1) la legge oraria del moto relativo del P.M. 2 rispetto al
P.M. 1, che si ottiene risolvendo I'equazione del moto:

dyy=ad—d; = Fgllu, con F21 = Fe| (Xgl) =—k [(Xz—Xl)—lo]i
e ricordando che:

X' (1) = [ma/(me+my)] X1z (1) € X2 (t) = [Ma/(Ma+m2)] X (1)
N.B.: Xl(t) = Xcm(t) + Xll (t) = [XCM(O) + Jot/(m1+mg)] + m2X12(t)
Xz(t) = XCM(t) + Xgl (t) = [XCM(O) + Jot/(m1+m2)] + m1X21(t)



Espressione delle grandezze dinamiche collettive nel sistema C
e delle relazioni di Konig per un sistema a due corpi.

Espressione delle grandezze dinamiche collettive nel sistema C

— Quantita di moto:

Ps'=p, +p2 =0,
dacui p;'=—p,, e ricordando che v;'= myvi/(my+m,),

Si avra anche;:
P1' = MyVi'= MimyVio/(mg+my) = 1 vy
P2’ = MyVy'= MaMyVar/(M+My) = 1 Vo = — 1 Vpo.

Quindi: Py =P =puVe=p

N.B.: Il modulo della quantita di moto di ognuna delle due
particelle, nel sistema C, equivale al modulo della quantita di
moto di una particella di massa p che si muove con la velocita
relativa delle due particelle.

Ovviamente:
Ps'=pi'+p2' = nvip—p vy =0,

— Energia cinetica interna: E,™"

EkINT = 1 V122 — p'2/2u
Dimostrazione;

EkINT =m; V1|2 +ism, V2|2
=% ml[m2V12/(m1+m2)]2 +2 My [m1V21/(m1+m2)]2 =
=% m1m22 V122/(m1+m2)2 + 15 m2m12 V212/(m1+m2)2 =
= mim; (M1+my) V122/(m1+m2)2 = *5 MM, V122/(m1+m2) =
=1 uVy,”



N.B.: L’energia cinetica interna di un sistema di 2 particelle
equivale all’energia cinetica di una particella di massa p che si
muove con la velocita relativa delle due particelle.

— Momento angolare interno o intrinseco: Loy

IN

T _
Lem =TrAp V.

Dinostrazione;

IN

Lem T= F{'AMVy' + R'AmMyv,' =

= m, ryp/(me+my) A my[myv/(me+my)] + my r/(me+my) A m,
[M1Var/(My+my)] =

= m2r12/(m1+m2) A ml[mzvlz/(ml'l'mz)] + [— m; r12/(m1+m2)] A Mo
[— m1V12/(m1+m2)] =

= A m1m22V12/(m1+m2)2 + oA mlzmzvlz/(m1+m2)2 =
=TI A [m1m22/(m1+m2)2 + m12m2/(m1+m2)2] Vip =
= A [mm; (m1+m2)/(m1+m2)2] Vip =l AUV

N.B.: Il momento angolare intrinseco Lcy'™ ' (riferito al CM) di un
sistema di 2 particelle equivale al momento della quantita di moto
(riferito ad un punto O) di una particella di massa u che si trova
nel punto individuato dal raggio vettore posizione relativa ry, che
si muove con la velocita relativa delle due particelle vy,.

Teoremi di Konig per un sistema due corpi

N.B.: La velocita v¢y di un sistema isolato € costante:
Usando le grandezze calcolate nel sistema C si avra:

PSZMVCM+ PS':MVCM



Ek,S = Ek,CM + EkINT =3 MVCM2 + 35 n V122
Los=Locm+ L'cms=rcmA Mvey + Mz A p vy

Risoluzione di alcuni problemi di dinamica dei sistemi a 2 corpi:

1) Due blocchi di massa m; e m, , inizialmente in quiete su un
piano orizzontale liscio, sono attaccati alle estremita di una molla
ideale di costante elastica k e di lunghezza a riposo Iy, con 1’asse di
simmetria lungo 1’asse x. All’istante t = 0 viene applicato al
blocco di massa m; in direzione parallela all’asse di simmetria
della molla un impulso Jg = Jo i. Studiare il moto del sistema,
determinando, in particolare, per t > 0:

a) la posizione iniziale del CM,

b) la legge oraria del moto del CM,

c) le legge oraria del moto relativo dei sue blocchi;

d) le leggi orarie del moto dei due blocchi nel sistema C;

e) le leggi orarie dei due blocchi nel sistema L.

2) Due blocchi di massa m; e m,, posti su piano orizzontale liscio,
sono attaccati alle estremita di una molla ideale di costante elastica
k e di lunghezza a riposo |y, con I’asse di simmetria lungo I’asse x.
Inizialmente il sistema e mantenuto in quiete con la massa m;
appoggiata alla base di una parete verticale fissa con la molla
completamente compressa tramite una fine ancorata alla due
masse. All’istante t = 0 la molla viene lasciata espandere, e
nell’istante to In cui la molla raggiunge la sua lunghezza di riposo,
la massa m; si stacca dalla parete. Studiare il moto del sistema per
t>0, calcolando espressamente nel sistema di riferimento del
laboratorio:

a) I’accelerazione del CM del sistema all’istante t = 0.;

b) la legge oraria del moto del CM dopo che il blocco di massa m;
ha abbandonato la parete verticale;

c) le leggi orarie del moto dei due blocchi nel sistema del CM.



Teoremi della dinamica per un sistema S di particelle:
A) Teorema dell'impulso applicato ad un sistema S:
Jo = APs
dove APs = Y-, Api.
B) Teorema del momento dell'impulso:
rondo==Algs .
con ALgs -1 Foi A Ap:.

Esempi di applicazione:

1) Si consideri un manubrio asimmetrico, posto in quiete su un
piano orizzontale liscio incardinato a una cerniera coincidente con
il corpo di massa m;. Studiare il moto di un manubrio dopo
I’applicazione di un impulso istantanco Jo in corrispondenza del
corpi di massa m; in direzione ortogonale all’asse principale di
simmetria del manubrio. Determinare in particolare:

a) velocita del CM;

b) velocita angolare di rotazione del manubrio;

C) tensione dell’asta,

d) energia cinetica interna e momento angolare interno.

2) Manubrio (simmetrico 0 asimmetrico) con due masse m; e m,
inizialmente posto in quiete su un piano orizzontale perfettamente
liscio. All’istante t = 0 si applica un impulso alla particella m, un
impulso Jo che formi un angolo 6, con 1’asse di simmetria
principale del manubrio. Studiare il moto del sistema calcolando:
a) velocita del CM;

b) velocita angolare di rotazione del manubrio;

C) tensione dell’asta,

d) energia cinetica interna e momento angolare interno.



