
ERRORE NEI SISTEMI LINEARI



LIMITE SUPERIORE DELL’ERRORE DEL MEG

Consideriamo il sistema lineare quadrato, non singolare,

𝐴𝑥 = 𝑏

Siano

• 𝑥 la soluzione esatta;

• 𝑥𝑐 la soluzione ottenuta con il MEG e una data aritmetica di macchina.

La domanda è: come possiamo sapere quanto vicina è 𝑥𝑐 a 𝑥? 

Definiamo l’errore relativo
𝑥 − 𝑥𝑐
𝑥

Per 𝑥𝑐 = 𝑥 l’errore è nullo. Ma l’errore non può essere calcolato. Devo stimarlo.



STIMA DELL’ERRORE USANDO IL RESIDUO

Il residuo associato a 𝑥𝑐 è

𝑏 − 𝐴𝑥𝑐 = 𝑟𝑐

E’ facile da calcolare. Inoltre, si può dimostrare che, mediamente, il MEG dà un
residuo piccolo, ossia

𝑟𝑐

𝑏
≪ 1 (  ad esempio, 10−9 )

Notare che il residuo associato a 𝑥 è nullo. Quindi, sembra che a un piccolo residuo
relativo debba anche corrispondere una soluzione 𝑥𝑐 vicina a 𝑥 ossia un piccolo
errore relativo. Vediamo se effettivamente è così.



STIMA DELL’ERRORE USANDO IL RESIDUO
Riscriviamo 𝑏 − 𝐴𝑥𝑐 = 𝑟𝑐 come

𝐴𝑥𝑐 = 𝑏 − 𝑟𝑐

Questa equazione dice che possiamo interpretare 𝑥𝑐 come la soluzione in aritmetica
esatta del sistema lineare 𝐴𝑥 = 𝑏 in cui al temine noto 𝑏 è stata aggiunta la piccola
perturbazione 𝛿𝑏 = −𝑟𝑐 . Allora, sappiamo che

𝑥 − 𝑥𝑐
𝑥

≤ K A ∙
𝛿𝑏

𝑏
= K A ∙

𝑟𝑐
𝑏

0

Limite superiore

Errore effettivo



SISTEMI TRIANGOLARI ALTI (n=100, random)

K(U) = 1017 || b-Ux ||2 = 10-9

Componenti corrette

Errori arrotondamento si propagano
distruggendo la soluzione

K(U) = 1017 || b-Ux ||2 = 10-14



METODO DI SOSTITUZIONE ALL’INDIETRO



METODO DI SOSTITUZIONE ALL’INDIETRO



LEGAME TRA ERRORE E RESIDUO 
(MEG con pivoting)

200 prove con sistemi lineari di 
dimensione n = 100 con elementi 
pseudocasuali con distribuzione 
uniforme in (0,1).



LEGAME TRA ERRORE E RESIDUO 
(MEG con pivoting)

200 prove con sistemi lineari di 
dimensione n = 100 con elementi 
pseudocasuali con distribuzione 
normale con media 0 e varianza 1.

Distribuzione normale 
(con media=0, varianza = 1): 
randn()



LEGAME TRA ERRORE E RESIDUO 
(MEG con pivoting)

200 prove con sistemi lineari di 
dimensione n = 100 con elementi 
pseudocasuali con distribuzione 
normale con media 10 e varianza 9.

Distribuzione normale 
(con media=m, varianza = v): 
v*randn()+m



ESERCITAZIONE: ALGORITMO DI THOMAS



FILL IN NELLA FATTORIZZAZIONE LU

Variables in the current scope:

Attr Name        Size                     Bytes  Class
==== ====        ====                     =====  =====

A         100x100 3992  double
L         100x100 80000  double
U         100x100 80000  double
n           1x1 8  double


