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Il Problema della Raggiungibilita’

Dato un automa ibrido H calcolare Reach(H) C Q x X.
Permette di rispondere a domande su proprieta’ di sicurezza:

dato F C Q x X, la proprieta’ “always F” (in CTL scritto
come Al F') e’ soddisfatta da H se lungo tutte le esecuzioni
di H lo stato rimane in F..

F' €' un insieme "legale” di stati in cui si vuol sempre ri-
manere o anche F¢ e’ un insieme "illegale’” di stati da cui
Si vuole sempre rimanere fuori.

Altre proprieta’:

"eventually F' se lungo tutte le esecuzioni di H lo stato a
un certo punto raggiunge F (vivacita’ semplice, progresso;
in CTL scritto come A) F).

" always eventually F” o stato visita F' infinitamente spesso,
sempre eventualmente (rispondenza, vivacita’ ripetuta, eq-
uita’; in CTL scritto come AO AQ F).

"eventually always F" a un certo punto |lo stato raggiunge
F e vi rimane per sempre, eventualmente sempre (persis-
tenza; in CTL scritto come Al A F).

AO (F NAQ F) lungo tutte le esecuzioni di H ci sono almeno
due stati dove vale F'.

In LTL si omette il quantificatore A sui percorsi.



Sistemi di Transizione

Un sistema di transizione €' una collezione
T — (8727%73073}7)

dove
1. § e un insieme di stati
2. 2 €' un alfabeto di eventi
3. -C S x 2 xS e una relazione di transizione
4. So C S e’ un insieme di stati iniziali

5. Sp C S e’ un insieme di stati finali



Sistemi di Transizione

Un automa finito M = (Q, >, A, qgo, F') €' un sistema di tran-
Sizione dove

1. S=Q

2. 2 e' |o stesso

3. = A
4. So = qo
5. Sp = F



Sistemi di Transizione

Un automa ibrido H = (Q, X, Init, f, Inv, E,G, R) insieme
con una proprieta’ di sicurezza “always F” e' un sistema di
transizione dove

1. S=Q x X

2. 2 =FU{7}

3. —= {transizioni_discrete}U{evoluzioni_continue}, carat-
terizzate da Inv,G, R

4. So = Init

5. Sp = F¢



Sistemi di Transizione

Esempio di problema della raggiungibilita’: dato un sis-
tema di transizione T', c'e’ uno stato sy € Sr raggiungibile
da uno stato sg € Sp con una successione di transizioni 7
Per automi finiti si possono sempre risolvere i problemi di
raggiungibilita’ mediante enumerazione.

Esempio. Automa finito.




Calcolo della Raggiungibilita’

Raggiungibilita’(T) {

Reachg = Sp
Reach_1 =10
1=20

while Reach; # Reach;-1 {
Reach;+1 = Reach; U
{s' € S:3ds € Reach;,0 € = con (s,0,s") €=}
1=1+1
}
}

Se la procedura puo’ essere meccanizzata, ed essa termina,
e al termine Reach; N Sr = () allora la risposta al problema

della raggiungibilita’ €’ " no".

Per automi finiti la procedura puo’ essere meccanizzata e
termina sempre. Nell’esempio Reach_1 = 0, Reacho = {qo},
Reachi = {qo,q1,q92}, Reachs = Q.



Relazione d’'Equivalenza

Nell'esempio g1 € g2 hanno proprieta’ simili, poiche’ sono
raggiungibili da go mediante a e tutte le esecuzioni succes-
sive sono simili. Gli stati q1 e g» sono "equivalenti”. La
nozione di bisimulazione cattura tale equivalenza.

Una bisimulazione e’ una relazione d’equivalenza che preserva
la relazione di transizione.

Una relazione d’equivalenza ~C S x S e’ una relazione:
1. riflessiva: (s,s) e~ Vse S
2. simmetrica: (s,s') e~ = (d,s) €~
3. transitiva: (s,s) e~ A (d,8") e~ = (5,8") e~

Una relazione d’'equivalenza partiziona S in un numero di

classi d’equivalenza S;: S = |J, S; tali che Vs,s' € S, s,s' €
S; se e solo se s ~ .



Relazione d’'Equivalenza

Data una relazione d’equivalenza ~, S/ ~= {S;} denota lo
spazio quoziente, cioe’ I'insieme delle classi d’equivalenza.

Dato un insieme P C S, P/ ~ rappresenta la parte dello
Spazio quoziente in comune con P:

P/N:{SZSZQP#(Z)}QS/N

Dato un sistema di transizione T' = (S, %, —, So, Sr), il sis-
tema di transizione quoziente ¢’

T/ ~=A{S/ ~%,—~,50/ ~,Sp/ ~}

dove per S1,52 € S/ ~,(S1,0,52) €=~ se e solo se ci sono
s1 €51 e so € Sy tali che (81,0', 82) c—.

Per o € X, Prey, : 2° — 29 €' I'insieme degli stati che rag-
giungono P con una transizione in o

Pre,(P) ={se€ S:3s € P con (s,0,5') €=}

Nell’esempio, se P = {q3,qa,qs5,qe6}, allora Pre,(P) = Pre.(P) =
{Q1,QQ}-
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Bisimulazione

Dato T = (5,3, —, So,Sr), una bisimulazione e’ una re-
lazione binaria ~C S x S tale che Vo € 3_:

1.

2.

5.

0.

S1~8 N 81 €Sy = s2€ 85)

S1~8> N s2€ S5y = 51 €850

. 81 ~8 AN 81 €S = s»€e Sp

S1~8 AN so€Sp = s1€Sp
s1~ s2 A (s1,0,8]) €= = 3s, [s] ~ s, A (s2,0,8,) €]

81 ~ 82 N (82,0, 8/2) c— = 38/1 [Sll ~ 3/2 A (31707 3/1) E_>]

Gli stati s1 e s> sono equivalenti rispetto alla bisim-
ulazione o bisimili se ¢c’'e’ una bisimulazione ~ tale che
S1 ~~ So.
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Bisimulazione

La precedente definizione di bisimulazione si puo’ riscrivere
nel seguente modo.

Dati T = (5,3, —, So, Sr) € una relazione d'equivalenza ~
su S, ~ €' una bisimulazione se per tutte le coppie si, so
tali che s1 ~ so:

1. s1 € 570= 55 €5

2. 1€ Sp=s5>€ Sk

3. (s1,0,8)) €= = 3s, [s] ~s5, N (s2,0,5,) €]

Si puo’ parafrasare il terzo punto dicendo che se sotto o
da uno stato s1 € S; ¢'e’ una transizione in uno stato della
classe d’'equivalenza S;, allora da ogni altro stato s> € S;
sotto o c'e’ una transizione in uno stato di §;.
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Bisimulazione

Proposizione. Dato T = (5,3, —, So,Sr) € una relazione
d'equivalenza ~ su S, ~ €' una bisimulazione se e solo se

1. So € un'unione di classi d’equivalenza
2. Sp e un’unione di classi d'equivalenza

3. Vo € >, se P e’ un'unione di classi d'equivalenza, anche
Pre,(P) e’ un'unione di classi d'equivalenza.

Compito: Dimostrare |la proposizione.
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Bisimulazione

Alcuni fatti per aiutare l'intuizione:
e Se ~ e’ una bisimulazione, T' e T/ ~ si dicono bisimili.
e La relazione d'uguaglianza €’ una bisimulazione.

e Sistemi di transizione bisimili generano le stesse suc-
cessioni di transizioni, cioe’ gli stessi linguagdgi.

e Se ~ €' una bisimulazione, non distinguiamo tra gli
elementi di una classe d’'equivalenza.

e Se uno stato in Sg €' raggiungibile da uno stato in Sp,
uno stato in Sgp/ ~ €' raggiungibile da uno stato in
So/ ~.
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Bisimulazione

Svolgimento del compito precedente.

Data la definizione:
Una relazione d’'equivalenza ~ €' una bisimulazione se e
solo se per tutte le coppie s1, s> tali che s; ~ s7:

1. s1€ Sop= s> €50
2. 81 € Sp=s>¢€ Sp
3. (s1,0,8]) €= = 3s,, [s] ~ s, N (s2,0,s,) €]

dimostrare |la proposizione precedente:
Dato T = (S,X, —, So, Sr) e una relazione d’'equivalenza ~
su S, ~ €' una bisimulazione se e solo se

1. Sp € un'unione di classi d'equivalenza
2. Sy e un'unione di classi d’equivalenza

3. Yo € >, se Pe'" un'unione di classi d'equivalenza, anche
Pre,(P) e’ un'unione di classi d'equivalenza.
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Bisimulazione

Dimostrazione di = 1.

e Dato che Sp €' un’unione di classi d'equivalenza, se
s1 € Sp e s1 ~ s» Si ha che anche s> € Sg, perche’ Sp
contiene l'intera classe d’equivalenza di s;

Dimostrazione di = 2.
Come nel caso precedente.

Dimostrazione di = 3.

e Data la coppia s1 ~ s sia (s1,0,s]) €—, vogliamo
mostrare che Js, tale che s} ~ s, e (s2,0,s5,) €—

e Sia Uy la classe di equivalenza di s| e poniamo P = Cy,

e Siccome P = (g4 €' una classe di equivalenza (caso
speciale di un'unione di classi di equivalenza), Pre,(P)
e’ un'unione di classi di equivalenza, e in particolare
s2 € Pre,(Cy) (da sy € Pre,(Cy) € s1 ~ 52)

o s € Pre,(Cy) vuol dire che 3s, € Cy tale che sia
(s2,0,s,) €—, einoltre s| ~ s, dato che per costruzione
P = C, coincide con la classe di equivalenza di s}
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Bisimulazione

Dimostrazione di <« 1.

e Sia s1 € So, poiche’ Sy €' un'unione di classi di equiv-
alenza, in particolare Sp contiene la classe d'equivalenza
di s1 € percio’ se s;1 ~ s> Si ha che s, € S

Dimostrazione di <« 1.
Come nel caso precedente.

Dimostrazione di « 3.

e Sia P un’'unione di classi d'equivalenza. s; € Pre,(P) =
ds} € P (s1,0,s8]) €—

o (s1,0,8]) €= Asi~so = s, :8] ~s,5 A (s2,0,8,) €~
e 5| ~ s, e P unione di classi d’equivalenza = s, € P

e s,€P A (s2,0,55,) €= = s2€ Pre,(P)

e Poiche’ Vsy : s1 ~ sp vale sp € Pre,(P), Pre,(P) €'
un'unione di classi d'equivalenza.
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Bisimulazione

Due sistemi di transizione T = (S5,>,—,S0,Sr) € T/ =
(S, X, =", 55, 5%) si dicono bisimili se esiste una relazione
binaria ~C S x S’ tale che Vo € 3:

1.

2.

S1

S1

. S1

S1

. S1

. 81

Sy AN 81 €S5Sy = so € S(/)
s N s2€S) = s1€ 850
Sy N 81 E€ESp = sy € S};
S> N 8o & S}; = 81 € Sp
s2 N (s1,0,8)) €= = 3s, [s] ~ s5 A (s2,0,s,) €]

so A (s2,0,8,) €= = 3s| [s] ~ s5 A (s1,0,5]) €]
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Bisimulazione

Proposizione. Se T = (S,X,—,50,5r) e T/ ~= {S/ ~
, 2>, —~, S0/ ~,Sp/ ~} sono sistemi di transizione bisimili, i
problemi di raggiungibilita’ di T" e T/ ~ sono equivalenti.
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Simulazione

Dato T = (S,X,—,S0,Sr), una simulazione e' una re-
lazione binaria ~C S x S tale che Vo € 3_:

l. s1~s8> A s1€ 50 = s2€5p
2. 81~8S> N 81E€Sr = s> € Sy
3. s1~s2 A (s1,0,8]) €= = 3Ts, [s] ~ s, A (s2,0,s,) €]

Gli stati s1 e s» sono equivalenti rispetto alla simulazione
se c'e’ una simulazione ~ tale che s; ~ s» € una simulazione
~' tale che s> ~ s7.

Per avere una bisimulazione bisogna che ~'=~~1, cioe’ ~
dev'essere una simulazione in entrambe le direzioni.
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Simulazione

Bisimulazione — Simulazione — Linguaggio.

Un’equivalenza piu’ fine di un’altra identifica meno stati
come equivalenti. Dalla piu’ fine alla meno fine:
Bisimulazione — Simulazione — Linguaggio.

Esempio. Gli stati g1 e r1 sono equivalenti rispetto al lin-
guaggio, ma non simili, perche’ nessun a-successore di q;
simula I'a-successore rp di r;.

i

Compito: Esibire dei sistemi di transizione T e T” tali che
lo stato iniziale so di T" €' equivalente allo stato iniziale sj
di T” rispetto a simulazione e linguaggio, ma non rispetto
a bisimulazione.

21



Calcolo del Quoziente di Bisimilarita’

Se T e’ un sistema di transizione, la relazione binaria =5%C

Sx S e’ definita da g =% r se e solo se c’e una bisimulazione
~ su T con g~ r.

La relazione =% e’ I'unione di tutte le bisimulazioni su T.
Compito: La relazione =% e’ una bisimulazione su T.
La relazione = si dice bisimilarita’.

Il quoziente T/Ez;»s e’ il quoziente di bisimilarita’ di T
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Calcolo del Quoziente di Bisimilarita’

Bisimilarita’ (T) {
S/ ~={So,Sr, S\ (SoUSF)}
while 3P,P' € S/ ~, o € = PN Pre,(P') # P A
PN Pre,(P) #=0 {
Py = PN Pre,(P')
P> = P\ Pre,(P')
\ S/ ~= () ~\{P}) u{P, P}
h

Si suppone Sog =0, Sp£E= 0, SoNSp =10. Se SoNSr £ 0, si
pone S/ ~= {So \ Sr,Sp \ So,So N SF,S\ (So U SF)}

Se l'algoritmo termina ~ €' una bisimulazione:

1. So e un’'unione di classi d'equivalenza: inizialmente
So € S/ ~ e poi I'unica operazione e’ la suddivisione di
una classe in piu’ classi

2. Sg €' un'unione di classi d’'equivalenza: inizialmente
Srp € S/ ~ e poi I'unica operazione e’ la suddivisione di
una classe in piu’ classi

3. Se termina VP,P' € S/ ~ e Yo € ¥, PN Pre,(P’) €
uguale a P o0 a 0 = Pre,(P’) € un'unione di classi
d’equivalenza
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4. Anche se P e’ una classe d'equivalenza singola, Pre,(P)
potrebbe essere |'unione di piu’ classi d'equivalenza,
ad es. ci potrebbero essere P’ e ~ tali che Pre,(P") N
Pre,(P) = Prey(P’) cosi’ da partizionare Pre;(P) in
Pre,(P') e Pres(P) \ Prey(P').



Calcolo del Quoziente di Bisimilarita’

T e T/ ~ hanno problemi di raggiungibilita’ equivalenti.

Se S e’ finito, I'algoritmo termina sempre e riduce la com-
plessita’ del calcolo della raggiungibilita’.

Esempio. Quoziente di bisimilarita’ del precedente automa
finito: ~= {{qo0},{q1,92},{q3,96},{qa,q5}}.

[Da P = {q1,92,q4,95}, P' = {qo}, Pres(P") = {q1,92}, PN
Preo(P') = {q1,q2}, P\ Pre.(P') = {qa,q5}.]
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Quoziente di Bisimilarita’: T'e T/R

Problema: si consideri il seguente sistema di transizione T':

e stati: a,b,c,d, e; a stato iniziale e tutti gli stati finali,

e transizione da a a b: con evento O,
transizione da a a ¢: con evento O,
transizione da b a d: con evento O,
transizione da b a e: con evento O,
transizione da c a d: con evento O,
transizione da c a e: con evento O,
transizione da d a b: con evento 1,
transizione da e a a: con evento 1.
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1. Data la relazione d’equivalenza Ro = {{a,b,c,d,e}}, si
mostri il grafo di T'/Ro.

Si verifichi se T' simula T'/Rp e viceversa se T'/Rp simula
T (esibendo la relazione di simulazione se esiste, o la
ragione per cui non esiste).

Traccia.

Dati 71 = (S1,>, —1,850,,Sr) € To = (52,2, —2,S0,,5k,),
una simulazione di 77 da parte di 7> e’ una relazione
binaria ~C S1 X S» tale che Vo € X:

(a) Vsp, € Sp, dso, € So, tale che sg, ~ sq,

(b) s1~s2 A (s1,0,8]) €E=1 = 3s, [s] ~s, A (s2,0,5,) €=2]
(definizione adattata da quella della bisimulazione di
sistemi di transizione)

Si noti che:

e T/R; simula T, per i =0,...,4, come spiegato nel
punto finale. Ogni stato s in T e’ simulato dallo
stato B in T/R; tale che s € B.

(C or wn
{a,b,c,d, e} /Fo

e 7 non simula T/Rg; ad es. non c'e’ una transizione
sotto 1 dallo stato iniziale a di T', mentre c'e’ una
transizione sotto 1 dallo stato iniziale {a,b,c,d, e} di
T/Ro.



2. Data la relazione d’'equivalenza R; = {{a,b,c},{d,e}},
si mostri il grafo di T/R;.

Si verifichi se T' simula T'/R; e viceversa se T'/R1 simula
T.

Traccia.

T non simula T/Ri1; a dovrebbe simulare {a,b,c}, ma
quando {a, b, c} sotto 0 va in {d,e}, a sottoOvainboc
pero’ ne’ b ne’ ¢ simulano {d,e} (non hanno transizioni
sotto 1).



3. Data la relazione d'equivalenza Ry = {{a},{b,c},{d,e}},
si mostri il grafo di T/R>.

Si verifichi se T' simula T'/R»> e viceversa se T'/R> simula
T.

Traccia.

T non simula T'/Ry; sotto I'ingresso 00 T'/R» va in {d, e}
eT vaoindoine mane dne e simulano {d,e}.
Infatti {d,e} puo’ produrre la stringa 1010 che e non
puo’ produrre, inoltre {d,e} puo’ produrre la stringa
1001 che d non puo’ produrre.



4. Data la relazione d'equivalenza Rz = {{a},{b,c}, {d}, {e}},
si mostri il grafo di T/R3.

Si verifichi se T' simula T'/R3 e viceversa se T'/R3z simula
T.

Traccia.

(b.c) " 1R,

T simula T/R3, come indicato dalla seguente relazione
di simulazione

7/r,—1 = 1({a},a), ({b, ¢}, b), ({d}, d), ({e}, €) },
oppure da
rr—r = 1({a},a), ({b, ¢}, ¢), ({d}, d), ({e}, e)},

la cui unione

Rrjg,—r = {({a},a), ({b,c},b), ({b, ¢}, ¢), ({d}, d), ({e}, e)}

da’ la relazione di simulazione massima.



5. Data la relazione d'equivalenza Ra = {{a},{b}, {c}, {d},{e}},
si mostri il grafo di T/Ra.

Si verifichi se T' simula T'/R4 e viceversa se T'/R4 simula
T.

Traccia.
T/R4 =17T.
T simula T'/R4 poiche’ i due grafi sono isomorfi.

6. Si traggano delle conclusioni sull’esistenza di una sim-
ulazione tra T e T/R, e viceversa.

Traccia.

Se R €' una relazione d’'equivalenza su T, e’ sempre
vero che T/R simula T. Ogni stato s in T e’ simulato
dallo stato B in T/R tale che s € B. Dato che una re-
lazione d’'equivalenza partiziona gli stati di T" in blocchi
disgiunti, per ogni stato s in I' c'e’ un unico blocco B
di T/R che contiene s.

Nell’altro verso in generale non e’ vero che T simuli
T/R. Cio' avviene solo quando la relazione di equiv-
alenza e’ stata definita in modo da preservare la fun-
zione di transizione, intuitivamente quando gli stati ac-
corpati in un medesimo blocco della relazione di equiv-
alenza generano i medesimi linguaggi, cioe’ sono equiv-
alenti come comportamento.



Calcolo del Quoziente di Bisimilarita’

T e T/ ~ hanno problemi di raggiungibilita’ equivalenti.

Se S €' infinito, il calcolo della raggiungibilita’ non e’ detto
termini. Se pero’ l'algoritmo della bisimulazione termina
producendo un quoziente T/ ~ finito, si possono risolvere
su T/ ~ i problemi di raggiungibilita’.

Se T ha una bisimulazione finita, €' garantito che su T/ ~
sia la raggiungibilita’ in avanti che all’'indietro terminano.

Ma c’e’ di piu’...
Se T ha una bisimulazione finita, o la raggiungibilita’ in
avanti o quella all’'indietro terminano su 7.

Il quoziente rispetto alla bisimilarita’ serve soprattutto a
stabilire la decidibilita’ del problema, poi si calcola |la rag-
giungibilita’ in avanti o all'indietro.
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Calcolo del Quoziente di Bisimilarita’

Problema: per quale classe di sistemi di transizione infiniti,
c'e’ una bisimulazione finita 7

La decidibilita’ richiede non solo |la terminazione della pro-
cedura, ma anche la calcolabilita’ di ogni passo:

e rappresentare simbolicamente gl'insiemi
e eseguire intersezione e complementazione d'insiemi
e calcolare se un insieme e’ vuoto

e calcolare Pre,(Y) di un insieme Y
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Sommario

e Automi temporizzati

e Bisimulazione di automi temporizzati
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Automa Temporizzato

Predicati di orologio

L'insieme ®(X) di predicati di orologio di X €' un insieme
di espressioni logiche finite definite induttivamente da § €
d(X) se:

0:=(x;i<c)|(xi>c)|d1]|01N2
dove 61,00 € P(X),z; € X e ¢ > 0 €' un razionale.

A ogni 6 € P si associa un insieme
d={x € X :6(x) = True}
Esempi
e (1 <1) € d(X)
e (0<z1 <) eP(X) (=(@x12>20)A(z1<1))

(r1=1) e P(X) (=(@x121)A(z1<1))

(z1 <1) € P(X) (= ~(z121))

True € P(X) (= ~((x1 <0)A(x1>1)))

(r1 < 22) € P(X)
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Automa Temporizzato

Un automa temporizzato e’ un automa ibrido

H=(Q,X, Init, f,Inv, E,G, R) dove
e Q €' I'insieme dei modi (stati discreti), Q= {q1,...,qm}

o X={a:1,...,a:n}, X=R"

o Init = {{g} x Inity(z)}7,, dove Init,(z) € P(X)

e f(q,x) =(1,...,1), V(q,x)

o Inu(q,z) = Invy(z), dove Inv,(z) € ®(X), Vg€ Q

e ECQXQ

o G(e,x) = @, dove Ge(z) € P(X), Ve =(q,q) € E
e R(e,x) o lascia z; invariato o lo azzera, Ve € E

Per semplicita’ nel costruire la bisimulazione si assumera’

o Inv(q,x) = X, Vge Q
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Automi Temporizzati

Esempio di automa a tempo con 1 orologio.

77 :

r1=1—>x21:=0

o1
5131:0

r1=1—>x21:=0

02

Esempio di automa a tempo con 2 orologi.

r1=1—21:=0

75

1 = T2 =

To =2 > x5 :=0
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Automi Temporizzati

Un automa temporizzato, con un insieme di stati finali F' =
{{g:} x F,}>,, dove F, € ®(X) si puo’ vedere come un
sistema di transizione T = (5,3, —, So, Sr) dove

1. S=Q x X

2. X = FEU{r}, 7 € un simbolo che denota il passaggio
del tempo

3. ((¢,z),e,(d,2")) €= if e =(q,q') € E, Ge(z) = True €
2’ € R(e,x)

4. ((q,z),7,(¢,2") e—ifqg=¢,It>0:2" =x+t(1,...,1)
5. S0 = Init

6. Sp =F
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Automi Temporizzati

Esempio di automa a tempo.

T :
1 <3N <2 —>x2:=0

513'1:0

z2 =0 r1 <1
3 SRR T TS TEPEPS PO >
2 ------------------------------------ ~
1 ____________________________________ >

1 2 3
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Automi Temporizzati

Q= 1{q}, Q= {q1,92}

o X ={z1,22}, X= R?

Init = {(q1,0,0)}

flg,z) =(1,1), V(q,z)

Inv(q) = R? Vg€ Q

E = {(q1,92),(q2,91)}

G((q1,q2)) ={z € R?: (z1 < 3)A(22 < 2)}, G((q2,q1)) =
(we R (21 < 1)}

e R((Ql,q2),x) — (q27 {(O,Ig)}), R((QQ,Ql),I) — (Ql; {(Il,xg)})
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Obiettivo: mostrare che gli automi temporizzati hanno una
bisimulazione finita.

Senza perdita di generalita’ si possono considerare tutte
le costanti come intere. Sia T un sistema di transizione
definito da un automa temporizzato H € A > 0 un razionale.
Sia H, l'automa temporizzato ottenuto sostituendo tutte
le costanti ¢ in H con Ae. Sia T) il sistema di transizione
associato con H,y.

Proposizione. 1" e 7T sono bisimili.
Compito. Dimostrarlo.

Percio’ consideriamo il sistema bisimile T}, dove X €' il multi-
plo comune di tutti i denominatori delle costanti non intere.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Sia ¢; la costante maggiore con cui si confronta x;. Nell'es.
c1 = 3,c0 = 2.

Sia |z;] la parte intera di z; e (x;) la parte frazionaria di z;:
zi = |xi] + (i), @] € Z, (i) €10,1).

Si consideri la relazione binaria ~C (Q X X) X (Q x X),
dove (gq,z) ~ (¢',2') se

1. ¢q=¢
2. Vai, |z;] = |z] oppure (z; > ¢;) A (2 > ¢;)

3. Vzi,zj conz; < ¢ e xj < cj

({ws) < (z5)) < ({@7) < ()

4. Vx; con z; < ¢
({zi) = 0) & ((zf) = 0)

Proposizione. ~ e’ una relazione d’equivalenza.

Compito. Dimostrarlo.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Classi di equivalenza per qi:

1 2 3

Classi di equivalenza per go:

37



Bisimulazione di Automi Temporizzati

Le classi di equivalenza sono
e triangoli aperti
e segmenti o semirette aperti
e rettangoli aperti
e punti

Nell’esempio il numero di classi d’'equivalenza e': 2 x (12
punti 4+ 30 linee 4+ 18 regioni) = 120.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Teorema. ~ €' una bisimulazione.

Dobbiamo dimostrare che:
1. Init € un’'unione di classi d'equivalenza
2. F e un'unione di classi d'equivalenza

3. Se P e un'unione di classi d’'equivalenza e e € F,
Pre.(P) €' un'unione di classi d'equivalenza.

4. Se P €' un'unione di classi d'equivalenza, Pre,(P) e’
un’unione di classi d'equivalenza.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Init e FF sono unioni di classi d’equivalenza..

Se § € d(X), d = {z € X: 5(x) = True} € un’'unione di
classi d'equivalenza (solo sulle variabili X), poiche’ § puo’
scriversi come unione e intersezione d'insiemi della forma

{x; > ¢}, {zi < ¢}, {zi <<}, {zi > ¢}, {xi = c}.

Tutti questi insiemi sono unioni di classi d’equivalenza sulle
variabili in X.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Lemma. Se P e’ un’unione di classi d'equivalenza
R e, P)={(g,2) e QxX:3(¢,7') € Pe=(q,q),7' € R(e,x)}
e’ un'unione di classi d'equivalenza.

Proposizione. Se P e’ un’unione di classi d’'equivalenza,

Preg.(P) =R ((¢,4), P) N (g,G((q,4)))
e’ un'unione di classi d'equivalenza.

Proposizione. Se P e’ un’unione di classi d’'equivalenza,

Pre.(P) = {(¢g,z) € QxX:
3(¢,2") e Pt >0,q=q, 2’ =z +1t(1,...,1)}

e’ un'unione di classi d'equivalenza.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Dimostrazione per esempio :-)
Siano Py, P>, P3, Py,QQ1,Q> come in figura:

Classi di equivalenza per qi:

P1

1 2 3

Classi di equivalenza per qo:

P4 /1 Q1




Bisimulazione di Automi Temporizzati

Siano date le seguenti definizioni d'insiemi in RZ:

Pi = (q1,{1 <z2<z1<2}),

P = (q1,{0<x2=x1 < 1}),

P; = (g2, {0<z<1,1<21<2,20<x — 1},
P, = (qz,{l <xo < 2,11 ZO})

Qi = (g, {l<z2<z1<2}),

Q2 = (qo, {O <2 =721 < 1})

Per le transizioni e1 = (q1,92), e2 = (g2,q1), gl'insiemi Pre
Si calcolano come segue.

Pree,(P1) )

Pre.,(P>) = ()
Prec,(P1) = Pre. (P>) = (), perche’ la locazione di P, e di P
e' g1 e la transizione e; = (q1, g2) porta a stati con locazione
q2.

Pree,(P3) )

Prec,(Pg) 0
Pre.,(P3) = Pre.,(Ps) = (), perche’ la locazione di P; e di Py
e' ¢o e la transizione ex> = (g2, q1) porta a stati con locazione
q1-
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Pre,(P1) R '((g2,q1), P1) N (g2, G((g2,q1))

Q1N (g2, {z1 < 1})

0

Per calcolare Pre.,(P1), si noti che ey lascia la regione in-
variata e percio’' ci si aspetterebbe che tutti gli stati in Q1

finissero in P; per la transizione es; pero’ la transizione e»s
avviene solo se e’ vera la guardia x1 < 1, per cui

Pree,(P1) Q1N (g2, {z1 < 1})

(g2, {1 < z2 <21 <2})N(g2,{x1 <1})
(g2, {1 < z2 < z1 <2}N{z1 <1})

0.

Prec,(P>)

Q2N (g2, {z1 < 1})
Q2

Similmente, per calcolare Pre.,(P>), si noti che e lascia la
regione invariata e inoltre che questa volta tutti gli stati in
Q> finiscono in P, per la transizione ey, perche’ la guardia
r1 < 1 e’ soddisfatta dagli stati in )2, per cui

Pree,(P2) Q2N (g2, {z1 < 1})

(2, {0< 2 =21 <1}Nn{x; <1})
(2,{0 <zx2 =121 < 1})

Q2.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

R '((q1,92), P3) N (g1, G((q1, q2)))
DN (g1, {z1 <3 Az2<2})

0

Per calcolare Pre.,(Ps3), si noti che e; riassegna z; a 0, ma
in P3 tutti gli stati hanno 1 > 1 percio’ la transizione e;
non puo’ portare ad alcuno stato in Ps, per cui

Pre. (P3) = 0.

Pre. (P3)

R ((q1,42), Pa) N (g1, G((q1,92)))
(q1,{x1 > 0Nl <z <2yN{z1 <3A22<2})

= (q1,{0<z1 <3A1<22<2})

Per calcolare Pre.,(Ps), si noti che in P, tutti gli stati hanno
x1 = 0 sicche’ potrebbero finire in P, tutti gli stati con
x1 € [0,00) e 2 € (1,2); pero’ la transizione e; avviene solo
se e’ vera la guardia 1 <3 e x5 < 2, per Ccui

Prec, (Ps)

Pree,(Pa) = (q1,{0<zxz1<00Al<z<2}N
{z1 <3 Az <2})
= (q1,{0<z1<3A1<z<2}).
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Gl'insiemi predecessori rispetto alla transizione = (scorrere
del tempo) si calcolano come segue:

Pre.(P>) =
Pre,;(P3)
Pre;(Py)
PT@T(Pl)

P> U (q1,{x1 = x> = 0})

PsU (g2, {(1 <21 <2)A(z2=0)})
Py

P U

U (q1,{(1 <z1 <2)A(z2=1)})

U (g, {(1 <21 <2)A0< 22 <1)A
ANaxr—1<x2)})

U (g, {(zi=1)A0<z2<1)})

U (q1,{(0<z1 <1)A(0< a2 < 1)
A(x1 > x2)})

U (g1, {(0<x1 <1)A(xz2=0)})

Tutti gl'insiemi Pre sono unioni di elementi del grafo delle

regioni.
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Un altro esempio di calcolo di Pre,. Siano P, P, P>, P3, Py, P5
come in figura:

Classi d'equivalenza per qi:

P1

Classi d'equivalenza per go:

Pre,(P) =PUP,UP,U P3U P4 U Ps
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Bisimulazione di Automi Temporizzati

Conclusione: i problemi di raggiungibilita’ su automi tem-
porizzati possono essere risolti su un insieme di transizione
finito, grafo delle regioni, con un numero di stati discreti
limitato da

m(n)2"MN_,(2¢; + 2)
(m modi, n orologi).

In generale invece di costruire il grafo delle regioni si puo’:

e O calcolare al volo la raggiungibilita’ - spesso termina
senza aver costruito l'intero grafo delle ragioni

e O calcolare una bisimulazione piu’ grezza, ad esempio il
quoziente di bisimilarita’ che spesso genera meno classi
di equivalenza del grafo delle regioni

Ma il problema e’ PSPAZIO-completo !
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Automi a Pendenza Fissa

Gli automi a pendenza fissa generalizzano gli automi tem-
porizzati ammettendo orologi del tipo z; = a;, dove a; €’
una costante intera che non varia da modo a modo.

Compito. Esibire una bisimulazione finita per gli automi
a pendenza fissa. Calcolare la relazione di bisimilarita’
sull’esempio seguente.

r1=1—=21:=0

true

To =2 = x0:=0
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Un Automa Rettangolare

Compito. Applicare I'algoritmo di bisimilarita’ al seguente
automa rettangolare. Che cosa si puo’ dedurre circa |'esistenza
di uno spazio quoziente finito 7

true

To =2 > xo.:=0
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