Appunti di Matematica

3.3 Derivazione

Con la nozione di “funzione continua” abbiamo individuato una classe di funzioni che
si distinguono per la loro regolarita, in quanto esse “non fanno salti” nei punti del loro
dominio. Dato un sottoinsieme A C R ed una funzione continua f : A — R, puo essere
talora interessante studiare con che rapidita cambia il valore di f(x) € R al cambiare della
variabile x € A. Si pensi ad esempio di voler descrivere, al variare del tempo, la posizione
di un punto P che si muove su una retta: in tal caso, fissato un sistema di coordinate
ascisse sulla retta, si sta considerando la funzione f ove la variabile x del dominio A
indica il tempo (diciamo dunque che A sia un intervallo temporale A = [a,b]), ed il valore
f(x) indica l'ascissa del punto della retta occupato da P all’istante = del punto P. Presi
due istanti z( (iniziale) e z; (finale) in A, il rapporto %ﬁéxo) tra la misura spaziale
f(z1) — f(xo) e lintervallo temporale x; — ¢ si chiama, come noto, velocita media del
punto P tra gli istanti zg e x1, e descrive proprio la rapidita media di movimento del punto
P in tale intervallo temporale. Pensando ora di rendere sempre piu vicino l'istante finale
x1 a quello iniziale xg, per continuita anche la posizione finale f(z1) si avvicinera sempre

piu a quella iniziale f(x): come abbiamo visto, ¢id non significa che il limite del rapporto
f(z1)—f(z0)

T1—x0
la welocita istantanea del punto P nell’istante x0.3® La nozione di “funzione derivabile”

descrive per I’appunto una funzione in cui tale passaggio al limite é possibile, con risultato
finito. Cio permette di continuare il procedimento di ricerca di regolarita che abbiamo
iniziato con le funzioni continue: non ci si accontentera piu del fatto che la funzione non
faccia salti, ma si chiedera anche che la funzione “proceda in modo liscio”. Vediamo di
precisare questa idea.

debba per forza esistere ma, se esiste, ¢ naturale che tale limite ci descrivera

3.3.1 Derivate

Sia A C R, f: A — R una funzione, e sia ¢ € A di accumulazione per A. Se £ € A\ {c},
il rapporto incrementale %f(c) descrive la rapidita con cui varia la funzione f tra £ e
¢ in rapporto al muoversi della variabile da & a ¢: ad esempio, se f € costante esso e
nullo (ovvero, la rapidita di variazione ¢ nulla). Il significato geometrico del rapporto
incrementale € evidente: nel piano cartesiano che contiene il grafico di f, esso rappresenta
il coefficiente angolare (cioe, la “pendenza”) della retta che congiunge i punti (¢, f(c)) e
(&, f())- E naturale allora esaminare il limite di tale rapporto incrementale quando £ tende

a c: infatti, per quanto appena detto, se esiste finito, geometricamente esso rappresentera

33Con esempi pitl familiari, la velocita istantanea & la velocita che la Polizia Stradale rileva su un veicolo
che transita per strada ad un certo istante, mentre la velocita media ¢ quella che un addetto corse rileva,
cronometro alla mano, dividendo la lunghezza del circuito per il tempo impiegato dal pilota della sua
scuderia che ha appena effettuato un giro di prova.
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il coefficiente angolare della retta tangente al grafico della funzione nel punto (c, f(c)).
Tale valore reale, se esiste, si denotera con f’(c), o con %(0), e si dira derivata di f in c:

f0) = 1 1O @ _ Tt ) = (0

i—e E—c h—0 h ’

ove la seconda espressione segue subito dal cambio di variabile h = £ — ¢ (la variabile
infinitesima h si dice incremento). Si dira allora che f & derivabile in c. Puo certo accadere
che esistano finiti separatamente i limiti f} (c) = limg—, .+ w (detti rispettivamente
derivata destra e sinistra di f in ¢) senza che essi siano uguali Ein tal caso, &€ d’uso chiamare
¢ “punto angoloso”, con ovvio significato geometrico): & allora chiaro che la funzione f
e derivabile in ¢ se e solo se essa & derivabile a destra e a sinistra in ¢ con lo stesso
valore finito da ambo i lati. Anche qui & fondamentale notare che la derivabilita in ¢ &€ un
concetto locale, ovvero che si studia solo in un intorno (anche assai piccolo) di c. Se f &
derivabile in ogni punto ¢ del suo dominio A, essa si dira derivabile in A; in generale, il
sottoinsieme A" = {x € A: f & derivabile in 2} C A si dira insieme di derivabilita di f in
A: si determina cosi una nuova funzione f': A” — R, detta (funzione) derivata di f.
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Figura 3.9: Rapporto incrementale; derivata; punto angoloso.

Vediamo ora che, effettivamente, la derivabilita ¢ una proprieta piu forte della continuita.

Proposizione 3.3.1. Se f ¢ derivabile in ¢, essa é anche continua in ¢, ma non vale il
VICEVETSA.

Dimostrazione. Se f & derivabile in ¢ vale limg—.(f(§) — f(c)) = limg—.(§ — 0)? =
0- f'(¢) =0, e dunque lim¢—. f(§) = f(c), ovvero f & continua in c. La funzione modulo
f(z) = |z| & continua in 0 ma ivi non derivabile, perché f(0) = limg o= % ==+1 (le
derivate sinistra e destra esistono ma sono diverse); addirittura, la funzione g : R — R
definita da g(0) = 0 e g(z) = zsin(2) per  # 0 & continua in 0 (infatti lim,—g z sin(2) =
0, perché z ¢ infinitesima e sin(%) limitata), ma le derivate sinistra e destra di g in 0 non
. l _0
esistono (perché non esistono i limiti limg_ o+ % = limg 0+ sin(%)). O

Esempi. (0) Si consideri un punto P che si muove sulla retta reale, e si consideri la funzione f che ad ogni

istante temporale x associa ascissa f(x) occupata da P nell’istante considerato. Allora, come gia detto,
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il rapporto incrementale % descrive la velocita media di P nell’intervallo temporale compreso tra gli
istanti € e ¢, mentre (se esiste) la derivata f'(c) & la velocita istantanea di P nell’istante c. (1) Calcoliamo le
derivate di alcune funzioni elementari. Se f(z) & costante, tutti i rapporti incrementali sono nulli (il numera-
tore & nullo) e dunque f'(z) = 0. Se f(z) = az+b, allora f'(x) = limg—, w = lime—5 a(g&::) =
2

a. Se f(z) = az® + bz +c si ha f'(z) = lime—, 2 +b5+c> (az thate) _ 11m5_> W%H’b) = 2ax +b.
Se f(z) = VZ ez > 0si ha f/(z) = lime—, YL = hmg—m 7z = oo

lime—o \f—_oo = lim¢g—o % = +00, e dunque f non & derivabile in 0. (2) La funzione f(z) = |[x+1|—|x—2|

mentre per x = 0 si ha

(che dunque vale —3 per x < —1, 2z — 1 per —1 < & < 2 e 3 per = > 2) & continua. Nei punti ¢ < —1 e

¢ > 2 essa € costante, e dunque banalmente derivabile con derivata nulla; nei punti —1 < ¢ < 2 il rapporto
(26— 1) (2¢—1)

— = 2, e dunque la derivata vale sempre 2. In ¢ = —1 (risp. ¢ = 2) essa &

incrementale ¢
derivabile a sinistra con valore 0 (risp. 2) e a destra con valore 2 (risp. 0): dunque essa non sara derivabile.

(3) Sia f : R — R definita da f(z) = —2 (se x < 0) e f(x) = 3z® (se x > 0). Essa & continua in tutto

R. Se ¢ < 0 il rapporto incrementale (all’intorno di ¢) vale (_Eg% = —1, e dunque f & derivabile in ¢

con valore —1; se ¢ > 0 il rapporto incrementale (all’intorno di ¢) vale (3522%?& = 3(£ + ¢), e dunque f
(=9)—-0 _
§&-0

¢ derivabile in ¢ con valore 6c. Se invece ¢ = 0, la derivata sinistra vale lim; - —1, mentre la

3¢2—
£—0

destra vale limg o+ 9 — 0: dunque f non & derivabile in 0.

Proposizione 3.3.2. (Derivate e parita) Se f ¢ una funzione derivabile pari (risp. dis-
pari), la sua derivata f' & una funzione dispari (risp. pari).

Dimostrazione. Se ad esempio f & pari, poston = —¢ si ha f'(—z) = limg—_, w =

lim,,— % = lim,—, % —f'(x), ovvero f’ & dispari. O
Calcoliamo le derivate delle funzioni elementari, mettendo in evidenza il dominio naturale

A C R e linsieme di derivabilita A’ C A.

Proposizione 3.3.3. Le funzioni elementari hanno dominio di derivazione e derivate
come riportato nella tabella della Figura 3.10.

Dimostrazione. Nel corso di questa dimostrazione si useranno i limiti notevoli visti nella
Proposizione 3.2.10. e Se f(z) = k (costante), come visto, tutti i rapporti incrementali
sono nulli e dunque anche il loro limite. e Se f(x) = z%, esaminiamo limj,— M#
Iniziamo dal caso x = 0 (e dunque andra supposto all’inizio o« > 0): si ottiene limp—o h* ™,

che e finitopera>1levalelsea=1e0sea>1. Seinvecea:;éo,ponendot:%siha

. h)o g . 1—}-& e | _ . 1+¢)*—1 —
limp—sq w = z%limy—sq % = 2% imy—g % = ozl e Se f(r) =

|z| vale f(z) = —z (se x < 0) e f(x) = x (se x > 0), da cui I'affermazione segue immedi-
atamente. o Se f(x) = a”, ponendo 7 = hloga si ha lim,—g w = a®limp—q h_l

a®loga. e Se f(x) = log, x, ponendo t = % ed usando le proprieta del logaritmo si ha

. — . og, (Zh . ..
limp,—q w = limp—o g“(h =)~ %hmt_m logagHt) = mléga' e Per le funzioni

goniometriche sinz, cos, tgx e cotg x si usano le formule di prostaferesi: ad esempio, ri-
cordando che sina —sin § = 2cos(a+ﬁ) sin(“5~ aByetga—tgf = %, per f(x) =sinz
2 cos(:c—‘r%) sin %

ponendo t = 2 si ha limhﬁow = limp—o

tg(z+h)—tgx
h

= limy—gcos(x +

sin h _

t)Lnt = Ccosx, mentre se f(ﬁ) = tgx si ha hmh—>0 = hmh—>0 %m =

t
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f(z) = k (costante) A=A"=R fl(x)=0

a R>p (sea>0 / a—
f(x):x A_{R>0 Esea<0; f(a:):ax 1

s {Rzo (se > 1)
Rso (sea< 1)

f(z) = |2l A=R, A =R\ {0} ) =2 ={11 e
f(x) =a”" A=A =R f'(z) = a"loga
f(z) =log, x A=A =Ry f(x) =1/(zloga)
f(z) =sinz A=A =R f(x) =cosz
f(z) = cosx A=A =R f(x) = —sinx
f(z) =tgx A=A =R\ {% +Zr} f'(x) =1/cos’z
f(z) = cotgx A=A =R\ {Zr} f'(x) = —1/sin*z
f(z) = arcsinx A=[-1,1], A =] - 1,1] fl(z) =1/V1 — 22
f(z) = arccosx A=1[-1,1], A =] - 1,1] f'(z) = —1/V1 — 22
f(z) = arctgx A=A =R f(z) =1/(1 + 2?)
f(z) = arccotg x A=A =R f(z) = —1/(1 +2?)
f(z) =sinhz A=A =R f/(x) = coshx
f(z) = coshz A=A =R f(x) = sinhx
f(z) = settsinhx A=A =R fl(x) =1/vVa2 +1
f(x) = sett cosh x A=R>y, A =Ry fl(x) =1/vVa? -1

Figura 3.10: Dominio di derivazione e derivate delle funzioni elementari.

—1—. e Sia ora f(z) = arcsinz, e studiamo lime—, —arcsmgizmsmx. Se z = 0, ponendo
t = arcsin{ si ricava limg—g %mﬁ = lim;—g ﬁ = 1. D’ora in poi supponiamo che

x # 0; anzi, poiché la funzione & dispari, la sua derivata sara pari e dunque possi-
amo supporre per semplicita che =z > 0 (e, considerando & in un intorno di z, anche
€ > 0). Se a = arcsin e § = arcsinz, si ha sin(a — ) = sinacos 3 — cosasinfg =
EvV1— 22 — x24/1 — €2, da cui otteniamo facilmente le asintoticitd arcsiné — arcsinxz =
arcsin(§V1 — 22 —zy/1 — €2) ~, EVI —22—2/1 -2 = /1 - &2 (5 1+ 512_—6:22 - :v) ~g
V1-¢2 (f(l + %%) - x) = /1-&2 (1 + 25((151?2))) (¢ — z). Pertanto abbiamo
limg—s mng:w = limg—, /1 — &2 (1 + 25((151?2))) = \/i? La dimostrazione per

arccos x ¢ analoga. e Sia f(x) = arctgx, e consideriamo il limite lim¢—,

arctg E—arctg x
— = Se

a = arctgé e 3 = arctgx, si ha tg(a — ) = ltf%;tfgﬁﬂ = f;g;, da cui arctg & — arctgr =
3

—z f—x T arctg {—arctgx  __ 7. | i-
arctg(—lﬁx) ~o Trg; © bercio h.mg_m e —.hn.ag._m Ter = Tia? Stessa dl.
mostrazione per arccotgx. e Gli enunciati per le funzioni iperboliche e le loro inverse si
provano in maniera analoga a quanto fatto per le corrispondenti funzioni circolari, tenendo

presente che valgono proprieta formali analoghe come detto nel paragrafo 3.2.6. O

Dalla Proposizione precedente risulta evidente il motivo per cui si previlegia la base “na-
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turale” a = e per I'esponenziale ed il logaritmo: infatti, in tal caso il fattore loga vale 1 e
I’espressione della derivata ne risulta semplificata.

Figura 3.11: La funzione derivata descrive, punto per punto, la pendenza del grafico di una
funzione.

Derivare funzioni ottenute sommando, sottraendo, moltiplicando, dividendo, componendo
e (quando possibile) invertendo funzioni elementari ¢ un semplice esercizio meccanico una
volta che si ricordano le relative regole di calcolo, che per comodita ricordiamo tutte
insieme nella prossima proposizione.

Proposizione 3.3.4. Siano f,g: A — R funzioni derivabili in x € A.

(i) (Linearita della derivazione) Se «, 3 € R, la funzione af + Bg e derivabile in x e
vale

(af + Bg)(z) = af'(x) + By (x).

(ii) (Regola di Leibniz per la derivata del prodotto) La funzione prodotto fg (ovvero
(fg)(z) = f(x)g(z)) é derivabile in x e vale

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(2)g' ().

Piu generalmente, se fi,..., fn sono derivabili in x anche il loro prodotto F(x) =
fi(x)fo(x) - fu(x) & derivabile in x e vale

F'(z) = fi(x)fa(@) - fulz) + (@) fo(@) - fula) + -+ fi(@) fal@) - fr (@)

(iii) (Derivata del quoziente e del reciproco) Se g(z) # 0, allora 5 é definita all’intorno
di x e derivabile in x, e vale

<f>' (2) = f'(@)g(x) — f(x)g'(x)
g

' /(@)
(in particolare, si ha (%) (z) = g%x)ﬂg ).

(iv) (Regola della catena per la derivata della composizione) Se ¢ é una funzione deri-
vabile in f(x), allora la funzione composta ¢ o f (ovvero (p o f)(z) = ¢(f(x))) é
derivabile in x e vale

(o f) (@) = ¢ (f(2)) f'(z).
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Piu generalmente, se @1,...,pn sono funzioni tali che o1 & derivabile in f(x) e
@; € derivabile in ;_1(---p1(f(x))) (per j = 2,...,n) allora la funzione composta
pno---0wyo f e deriwabile in x e vale

(en o oprof) () =en(en(1(f(2))) - e1(f(@)) f(@).
(v) (Derivata della funzione inversa) Se f ¢ un omeomorfismo, la funzione inversa f—*

¢ derivabile nel punto y = f(x) se e solo se f'(x) # 0, e vale

!
 f(@)

()

Dimostrazione. (i) Immediata conseguenza delle proprieta del limite. (ii) Basta calcolare il

f(E)g(Eg—f(ﬂﬁ)g(x)

limite del rapporto incrementale , col trucco di aggiungere e togliere al nu-

meratore il termine f(§)g(x): si ottiene allora limg—, <f(£)g(§g:g(z) + f(%:i(‘r)g(x)) =

f(x)g(x) + f(x)g'(x). La stessa idea permette di mostrare il caso generale. (iii) Con

lo stesso trucco, si ha {—% (% — %) = g(ﬁ)Z(x) (f(f)_f(ﬂﬂ))g(acg:ig(f)—g(év))f(m), passando
al limite si ottiene quanto affermato. Ponendo poi f = 1 (e dunque f' = 0) si ot-

tiene la formula per la derivata del reciproco. (iv) Usando la funzione ausiliaria ¢ (n) =
{mg—;fgg@ se ) # f()

¢'(f(x)  sen=f(z)
rapporto incrementale della funzione ¢ o f come W =Y(f (5))%, basta
allora passare al limite per £ — x. Il caso generale si mostra ripetendo piu volte il medesimo
G A ¢)

n—y

limg—, m, che esiste finito (e vale ﬁ) se e solo se f'(x) # 0. O

, che per ipotesi & continua in n = f(z), possiamo scrivere il
ragionamento. (v) Usando il cambio di variabile n = f(§), si ha lim,—,

tg(z2—3

Esercizio. Calcolare il dominio delle funzioni f(x) = arctg?®(log|vz — xz|) e g(z) = m), dire dove

esse sono derivabili e calcolare la loro derivata.

Risoluzione. La funzione f(z) = arctg®(log|v/x — x|) & definita e derivabile se z > 0 e /x —x # 0,

ovvero in Rso \ {1}. La sua derivata ¢ f'(z) = 2arctg(log|v/z — x\)mﬁ(ﬁ -1
(1-2/@) arctg(log | /G—z]) t(x?—3)

N . . . . 2 b
22 (L HoaZ [Va—2l) - = ¢ definita e derivabile se x 3 # 5 4 km (con
k € Z) e sinz > 0, ovvero se © # +./3+ 5 +kr e 2kr < x < 7+ 2km (con k € Z) con derivata
sinzftg(z273) Q\L/O% __ 4z sin zfsin(1273) cos(z273) cos T
(V'sinz)? - 2 sin zv/sin x cos? (2 —3)

La funzione g(z) =

g/($) — c052(252—3)

Retta tangente e retta perpendicolare al graﬁco‘ Se una funzione f: A — R &

derivabile in ¢ € A, la retta tangente (risp. perpendicolare) al grafico di f nel punto di
ascissa ¢ dovra passare per il punto (¢, f(c)) con coefficiente angolare f’(c) (risp. —f%(c)):
si avra pertanto

y— f(c) = f(e)(x —¢) (retta tangente al grafico di f in c¢);
y— f(c) = —f%(c)(x —¢) (retta perpendicolare al grafico di f in c).
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Esercizio. (1) Data la funzione f(z) = "' + 1, calcolare le equazioni cartesiane delle rette tangente e
perpendicolare al grafico di f nel punto di ascissa 2. (2) Data la funzione g(x) = 22 —x+2, si dica per quali
¢ € R le rette tangenti o perpendicolari al grafico di g nel punto di ascissa ¢ passano per lorigine. (3) In

éf\{; la retta tangente al grafico di h é parallela alla retta ©—2y+7=07?

quali punti del dominio di h(x) =

Risoluzione. (1) Essendo f'(z) = €%, da cui f'(2) = e, la retta tangente (risp. perpendicolare) al
grafico di f nel punto di ascissa 2 avra equazione cartesiana y — (e + 1) = e(x — 2), ovveroy = ex —e + 1
(risp. y — (e +1) = =2 (x — 2), ovvero y = —1z + 2 4 ¢+ 1). (2) Nel generico punto ¢ 'equazione della
retta tangente & y — g(c) = ¢'(c)(x — ¢), ovvero y = g'(c)z + g(c) — cg’(c), e dunque questa passa per
lorigine se e solo se g(c) — cg’(c) = 0, ovvero (c® — ¢+ 2) — ¢(2¢ — 1) = 0, ovvero —c® + 2 = 0, ovvero

¢ = ++/2: in questi due punti le tangenti hanno equazioni y = (£2v/2 — 1)z. Quanto alla perpendicolare

y—g(c) = —g%(c)(ac — ¢), questa passa per 'origine se e solo se ﬁ + g(c) = 0, ovvero g(c)g'(c) + ¢ = 0,
ovvero (¢ — ¢ +2)(2c — 1) + ¢ = 0, da cui 2¢® — 3¢ + 6¢ — 2 = 0. 1l trinomio P(c) al primo membro
& strettamente crescente (infatti P’(c) = 6(c* — ¢ + 1) > 0 per ogni c), e inoltre P(0) = —2 < 0 e

P(1) = 3 > 0: ne ricaviamo che P(c) = 0 ha una sola soluzione reale 0 < ¢o < 1. In tale punto, la retta
perpendicolare al grafico ha equazione y = —260%19[:. (3) Il dominio di h & {z > 0:x # 9}. Per x # 0 si
calcola h'(z) = m (si noti che lim,—,o+ h'(z) = +00, e dunque h non ha derivata destra in 0). La
ﬁ = 1: ponendo /¢ =t si ricava t* — 6t + 9t — 4 = 0.

C’¢ un’evidente soluzione ¢ = 1; dividendo con Ruffini per ¢ — 1 si ottiene t> — 5t + 4 = 0, con soluzioni

condizione da imporre & h'(c) = 1, ovvero

t = 1 (nuovamente) e ¢ = 4. I punti cercati sono dunque ¢ = 1 e ¢ = 16 (in cui le rette tangenti sono

rispettivamente y = %x + % ey = %a: —13).

’Diffeomorﬁsmo‘ Il raffinamento della nozione di omeomorfismo (ovvero, come si &
visto, una funzione biiettiva e continua con inversa pure continua) ¢ quello di diffeomor-
fismo: per definizione, si tratta di una funzione biiettiva e derivabile con inversa pure
derivabile. Come appena visto, un omeomorfismo ¢ un diffeomorfismo se e solo se esso €
ovunque derivabile con derivata mai nulla.

Esempi. (1) La funzione h(z) = 20”245 & definita in A = R\ {1}, ed & ivi derivabile. Se f(z) = 22%—2+5

x—1
eg(z)=z—1,siha f(z) =2-2zr —1+0=4x—1le g (x) =1—0 =1, ed applicando la derivata di
un quoziente si Ficlava W(z) = f/(ac)g(z)(;)fz(m)g/(m)i = ((ilx'—l))(m(lezz)(gz2,x+5) _ 290(21—7219);2:3 (2) Essendo
flz) = tgz = L i ritrova f'(z) = “=F CREEpEERE = 0031296. (3) Se f(z) = xz°e”sinz, si ha

f'(z) = (2%) e” sinz+a®(e”) sinz+a’e”(sinz)’ = 3z°e” sinw+a’e” sinz+a’e” cosz = 2°e” ((x+3) sinz+
xcosz). (4) Si ricava subito che sinh’(z) = coshz e cosh’(z) = sinhz. (5) La funzione g(z) = log |z|

& definita per A = R\ {0} ed & ivi derivabile. Essa & la composta di ¢(y) = logy con f(z) = |z|, e

dunque la regola della catena da ¢'(z) = ' (f(z))f'(z) = ﬁ‘%l = 1. (6) La funzione g(z) = tg(e”)
¢ la composta di ¢(y) = tgy con f(x) = €%, e dunque g¢'(z) = c0521(€m>e” = CUSQ'(EZ). (7) La funzione
g(x) = esin*(32=5) & composta di @3(t) = e’ con pa2(2) = 2%, pi(y) = siny e f(x) = 3z — 5; dunque si

) .
ha ¢’ () = @3(e2(01(f(2))) - €21 (f(2))) - 21 (F (@) - ['(2) = €™ G279 25in(3z — 5) - cos(3x — 5) - 3 =
3esin” (32-5) sin(2(3z — 5)). (8) €” ¢ un diffeomorfismo tra R e Rso: infatti esso & un omeomorfismo

ovunque derivabile, e la sua derivata (ancora e®) non si annulla mai. La sua inversa ¢ il logaritmo: se

. . I3N / _ 1 _ 1 1 . . T T p .
y > 0, ritroviamo percio log'(y) = & = oz = - (9) 51n|[7g%] s =%, 5]—=[-1,1] & un omeomorfismo;
poiché sin’ () = cos z, esso induce un diffeomorfismo tra ]— %, Z[ e ] —1, 1[, con inversa arcsin y. Ritroviamo
dunque arcsin’(y) = —*— = L = L__ come gia calcolato in precedenza. Analogamente, tgx

cos cos(arcsiny) /1—y2

Corrado Marastoni 79



Appunti di Matematica

induce un diffeomorfismo tra ] — 5, Z[ e R, con inversa arctgy, e tg'z = c052 # 0 per ogni z €] — 5, 7
pertanto, se y € R si ha arctg'(y) = COSIQI = 0052(arlctg(y)> = ﬁ (10) La funzione f : R — R data da

f(x) = z® & un omeomorfismo, ma non un diffeomorfismo: infatti essa & ovunque derivabile, ma f’(0) = 0.

Il Teorema di de I’Hopital per il calcolo dei limiti‘ Il risultato che segue, di cui
non riportiamo la dimostrazione, semplifica moltissimo il calcolo dei limiti in parecchi casi.

Teorema 3.3.5. (Regola di de 'Hopital) Sia A C R un intervallo, e sia ¢ € R un punto

di accumulazione per A. Siano f,g: A\ {c} — R due funzioni derivabili con ¢'(x) # 0
f'(z)

g'(x)

Allora, se (1) f e g sono entrambe infinitesime in c, oppure se (2) g é infinita in c, esiste

f(=)

anche lim =L e vale
T7¢ g(x)

per ogni x € A\ {c}, e si assuma che esista limy—s.

lim @ = lim f(z)

cglx) a—eg(z)

Esempi. Lasciamo allo studente di rivedere tutti gli esercizi fatti sui limiti cercando di applicare, quando

sin &

possibile, la regola di de I’Hopital per ritrovare i risultati gia noti. Ad esempio, in limgz—so , le funzioni

(sin)’ (x)

f(z) =sinz e g(z) = x soddisfano alle ipotesi nel caso (1) (il limz—o ey = lme—o “4E

esiste e vale

1, e si ha una forma “2”),

e dunque il limite vale 1; in limz—so Hﬂ la regola si puo apphcare arrivando

L aw
sg‘;, quindi applicare di nuovo arrivando a lim;—o “5* = % come 1noto; in limz— o0 <5 (con

a, 3 > 0) basta applicare la regola M volte (ove M = [J] se ﬂ eN,eM=[f]+1sef € Rso\N: in
aMea:):
(B—M+1)zP—M

a lim;—o

entrambi i casi vale 0 < M — 8 = frac 8 < 1) per arrivare a limz— 4 B5=D) = 4o00.

Nel calcolo dei limiti, la regola di de I’'Hopital € indubbiamente comoda perché non richiede
pressoché alcuno sforzo concettuale, e per questo motivo gli studenti tendono a ricor-
rervi automaticamente ogniqualvolta si presenti una forma indeterminata del tipo “0”
oppure “52”. Tuttavia, ¢ il caso di mettere in guardia da un suo uso “troppo auto—
matico”, perché potrebbe capitare che la regola non sia applicabile (se il limite non ne
soddisfa le ipotesi), oppure che la sua applicazione porti a complicare le cose anziché a
semplificarle: non va scordato che abbiamo studiato molte maniere di calcolare i lim-
iti, maniere che spesso risultano piu convenienti (oltre a dimostrare una ben maggiore
padronanza degli strumenti di calcolo da parte di chi le adopera). Ad esempio, nel limite
% (del tipo “32”) non si puod applicare la regola di de 'Hopital, perché il
limite delle derivate lim;— o éfgf’ﬁg non esiste; d’altra parte, essendo sinz = 04.o()
€ COST = 0400(3%) = 0400(x), si ricava subito che il limite di partenza ¢ uguale a

limy— 400 55 = % Invece, nel limite llmx_>0+ T (del tlpo “0”) la regola si puo ap-

limx_>+oo

plicare, ma porta al limite lim, o+ % = lim, o+ & S,z biu comphcato di quello di

partenza; in questo caso basta invece usare il cambio di variabile x = per arrivare a

=0.

w""

: “t 17 t
limg— 4 o0 627 =3 limy— 4 o0 ot

Derivate successive, funzioni di classe C*¥ e C*| Con le funzioni derivabili abbi-
amo selezionato, all'interno delle funzioni continue, una famiglia di funzioni “piu regolari”

Corrado Marastoni 80



Appunti di Matematica

delle altre. D’altra parte, dovremmo aver gia intuito che I'azione di derivare porta, se non
ad un peggioramento, certamente non ad un miglioramento della regolarita delle funzioni:
non ¢ affatto detto che la derivata di una funzione derivabile sia anch’essa derivabile.3*
Anzi: se una funzione f : A — R é deriwabile (diciamo, in A’ C A) possiamo almeno
sperare che la sua derivata f' : A — R sia sempre una funzione continua? Addirittura a
questo livello pitt modesto la risposta &, in generale, no.?®> Tuttavia, abbiamo

Proposizione 3.3.6. Sia A un intervallo, c € A di accumulazione per A ed f: A — R
una funzione continua in A e derivabile in A\ {c}. Selim,_, .- f'(x) esiste finito, allora f
¢ derivabile anche in ¢ con valore f'(c) = limgz—s. f'(x), e la funzione derivata f': A — R
é continua in A; se invece tali limite esiste finito a sinistra e a destra ma con valori diversi,
oppure se esiste a sinistra o/e a destra ma infinito, allora f non é derivabile in c.

Dimostrazione. Per la regola di de I’'Hopital si ha lim,_, .+ @)=/ lim, . ! ’gm)

r—c
lim, .+ f'(x), e le conclusioni sono allora chiare.

ol

Diremo allora che f : A — R ¢ di classe C' in A se essa ¢ derivabile in A con derivata
continua in A: come visto, non tutte le funzioni derivabili in A sono di classe C! in A.36
Per una tale funzione ci possiamo chiedere se la derivata, che & continua, sia per caso
anch’essa una funzione derivabile: diremo allora che f : A — R & di classe C? in A se la
sua derivata f': A — R & derivabile in A e la “derivata seconda” (ovvero, la derivata della

derivata) f” : A — R ¢ una funzione continua.

Esempio. Sia z(t) la funzione che descrive, al variare del tempo ¢, la posizione z di un punto che
si muove sull’asse cartesiano xz. Come visto, la funzione derivata prima z’(t) rappresenta la velocitd
(rapidita di variazione della posizione) istantanea del punto; analogamente, la funzione derivata seconda

2’ (t) rappresenta I’accelerazione (rapiditd di variazione della velocitd) istantanea del punto.

Continuando allo stesso modo, preso un qualsiasi k& € N diremo che f : A — R & di classe C*
in A se essa ¢ derivabile k volte in A (ovvero, se esistono le derivate f/, . ..., fE=1) pk)
A — R) e la derivata k-esima f*) : A — R & continua. Se una funzione f : A — R & di
classe C* per ogni k € N, si dird che f & di classe C*: si tratta delle funzioni che “pitt
liscie non si pud”.3” E d’uso denotare con Ck(A) I'insieme delle funzioni f : A — R di
classe C*, con k = 0,1,..., 400, intendendo che C°(A) sia semplicemente l'insieme delle
funzioni continue: & semplice verificare che tutti i C¥(A) sono sottospazi vettoriali di R4

31Per esempio, si vede subito che la funzione f(x) = 2®sign« ha derivata f’(z) = |z| (infatti, essendo
f(z) = +2* per 2 = 0 si ricava subito f'(z) = +z per = = 0, ovvero f(x) = |z| per z # 0, mentre in 0 il
rapporto incrementale % = ¢sign€ = |¢| tende a 0 e dunque f/(0) = 0), ed il modulo & una funzione
continua ma non derivabile.

%11 classico controesempio ¢ dato dalla funzione g : R — R definita da g(z) = 2”sin L (se z # 0) e
g(0) = 0, che & derivabile ovunque (per = # 0 & ovvio con derivata ¢'(z) = 2z sini — cos %, mentre per

9(§)—9g(0)

z&—0
0 (perché limy—o ¢’ () = limy—0 2z sin £ — cos L non esiste).

%Tornando agli esempi appena visti f(z) = z”signz & di classe C' in R, mentre g(z) = z”sin L (se
x #0) e g(0) = 0 & derivabile ma non di classe C' in R.

37In realta si pud chiedere ancora di pit: anche se noi non ce ne occuperemo, menzioniamo che ¢’¢ una
classe di regolarita, delle funzioni dette analitiche, ancora piu ristretta delle funzioni C*°.

2 = 0 il rapporto incrementale = £sin% tende a 0, e dunque g’(0) = 0) ma ¢’ non & continua in
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(lo spazio di tutte le funzioni f : A — R), e abbiamo percio le inclusioni di regolarita
C®(A)C---CCFA) cCFY(A) - cC¥A) cClA) cC'A) c RA

Sottolineiamo ancora una volta che lo spazio delle funzioni di classe C* & strettamente piu
piccolo dello spazio delle funzioni C*~! tali che la derivata (k—1)-esima f(*~1) sia anch’essa
derivabile, perché non ¢ detto che la derivata k-esima f*) = (f (k_l))’ sia continua.

Esempi. (1) f(z) = 2”signa & di classe C' ma non C* in R. (2) g(z) = 2”sinl (sex #0) e g(0) =02
continua (ovvero di classe C°) e derivabile ma non di classe C' in R. (3) Fissato un qualsiasi a € R, la
funzione h : R — R data da h(z) = 0 (per z < 0) e h(z) = z° (per z > 0) & di classe C[*) ! (se a € N) o C!
(se @ ¢ N) ma non di classe superiore: infatti, se « = n € N la derivata (n — 1)-esima esiste ed & continua
ma non ¢ derivabile (vale f("~V(z) = 0 per z < 0 ef™ 1 (z) = n(n —1)---2z per = > 0), e lo stesso se
« ¢ N per la derivata [a]-esima (che vale £V (z) = 0 per 2z < 0e fV(z) = a(a—1) - - (a—[a] +1)z* "]
per z > 0). (4) La funzione u : R — R data da u(z) =0 (per z <0) e u(z) = e % (per z > 0) & di classe
C>: ad esempio, se x > 0 la derivata prima & f'(z) = x%efi che tende a 0 quando z — 07; la derivata
seconda ¢ f"(z) = —(I% + z%)efi che pure tende a 0 quando z — 0%; e cosi via (varra f*)(0) = 0 per
ogni k € N).

Formula di Taylor ‘ L’interesse della formula di Taylor e di dare una facile espressione

dell’approssimazione polinomiale di una funzione piu volte derivabile f(z) mediante i valori
delle derivate di f in un prefissato punto base del suo dominio, lasciando in evidenza un
resto il cui comportamento andra valutato a seconda della sua espressione. Nel teorema
che segue daremo due forme di questo resto, utili rispettivamente nel calcolo locale (attorno
al punto base) e globale (nel dominio di f): si invita a porre attenzione alla diversita delle
ipotesi nei due casi.

Teorema 3.3.7. Sia A un intervallo, c € A ed f: A — R di classe C*~1 in A.

(i) (Formula di Taylor con resto nella forma di Peano) Si assuma che f sia derivabile
k wvolte in c. Allora

k) (e
@) =3 D (o 4o - o)),

(ii) (Formula di Taylor con resto nella forma di Lagrange) Si assuma che f sia derivabile
k wvolte in A\ {c}. Allora per ogni x € A\ {c} esiste qualche £ interno all’intervallo
di estremi x e c tale che

L (k)

Esempi. (1) Scriviamo lo sviluppo asintotico di f(z) = log(z + 2) in ¢ = 1 fino all’ordine k = 3. Si
1

ha f'(z) = o435, [(z) = —ﬁ e f"(z) = ﬁ, da cui lo sviluppo con resto di Peano ¢ f(z) =

F) + f[(D(x—1) + f”2(1)(x —1)% + #(w — 1) 4+ 01((x — 1)) ovvero log(z + 2) = log3 + é(m —

1) — (@ — 1%+ &(z— 1)® + o1((z — 1)*), mentre lo sviluppo con resto di Lagrange & log(z + 2) =
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log3+3(x—1)— x(z—1)°+ w(aj —1)® per qualche ¢ interno all’intervallo di estremi = e 1. (2)
Scriviamo lo sviluppo asintotico di g(z) = €® in ¢ = —3 fino all’ordine k = 2. Si ha ¢'(z) = ¢’ (z) = €%,
da cui lo sviluppo con resto di Peano ¢ g(z) = g(—3) + ¢'(=3)(z + 3) + #(x +3)% + o1((= + 3)?)
ovvero €* = e *(1 4+ (z + 3) + 5(z + 3)°) + o1((z + 3)*), mentre lo sviluppo con resto di Lagrange &

e’ =e (14 (z+3)) + %(m +3)? per qualche ¢ interno all’intervallo di estremi = e —3.

3.3.2 Derivabilita, crescenza ed estremi locali

Abbiamo gia spiegato (vedi pag. 51) che cosa significa crescenza, decrescenza, estremi
ed estremanti assoluti. Dopo aver introdotto una topologia su R (ovvero, dopo aver
precisato la nozione di “vicinanza” in R), siamo in grado di dare una definizione “locale”
di tali proprieta. Cosi, se f: A — R & una funzione e ¢ € A, diremo che f & crescente in
c (risp. strettamente crescente in c) se esiste § > 0 tale che f|4-p () sia crescente (risp.
strettamente crescente), e diremo che ¢ & un punto di massimo locale (o relativo) per f in
A se esiste § > 0 tale che ¢ sia un punto di massimo assoluto per f| - Bo(5)} idem per “f
decrescente in ¢” e “c punto di minimo locale”). Tali nozioni sono ovviamente piu deboli
delle analoghe nozioni assolute: ad esempio, un punto di massimo assoluto ¢ anche un
punto di massimo relativo, mentre il viceversa ¢ in generale falso. Il legame, ovvio, tra
estremi locali e crescenza e il seguente:

Proposizione 3.3.8. Se esiste 6 > 0 tale che f’AmB;((S) ¢ crescente (risp. decrescente)

e f’AmBﬂé) decrescente (risp. crescente), allora ¢ € un punto di massimo (risp. minimo)
c

relativo, e se crescenza e decrescenza sono strette allora ¢ é un punto di massimo (risp.

minimo) relativo stretto.

Va osservato che, contrariamente a quanto potrebbe sembrare, il viceversa e falso: ad
esempio, la funzione f : R — R data da f(z) = 2%(2 + siné) se x # 0 e f(0) = 0 (che,
tendendo x a zero, oscilla in continuazione tra z? e 3z%) ha in 0 un punto di minimo
assoluto stretto, ma non esiste alcun 0 > 0 tale che f sia decrescente in | — 4, 0] e crescente
in [0, 4]

Esempi. Per meglio visualizzare gli esempi seguenti, provare a tracciare il grafico delle funzioni descritte.
(1) La funzione : R — R, f(z) = —2® & strettamente decrescente (e dunque & strettamente decrescente in
tutti i punti di R). (2) La funzione f(z) = sin(wz) ha massimo assoluto 1, e punti di massimo assoluto
(e dunque anche relativo) in % + 2Z, ed ha minimo assoluto —1 con punti di minimo assoluto (e dunque
anche relativo) in —1 +27Z. (3) La funzione f(z) = _ng —@ w0 non ammette massimo e minimo
x®—2x sex >0
assoluti su R, ma ha un punto di massimo (risp. minimo) relativo stretto in z = —% (risp. in = = 1), con
valore & (risp. con valore —1). (4) La funzione f : R — R definita da f(z) = 2 + 1 (se z < 0), 0 (se
0<z<1)el (se x> 1) non ha minimo assoluto, mentre ha massimo assoluto 1 assunto nei punti z > 1
(che dunque sono tutti punti di massimo assoluto, e in particolare relativo, non stretto); essa & crescente
in tutti i punti di R, strettamente per < 0. (5) La funzione f(z) = = + 2sinz non ha estremi assoluti,
ma ha punti di massimo locale in ¢, = 27" + 277 e punti di minimo locale in ¢}, = —%’T + 2Zm. (L’esame

del grafico, ottenuto sommando z e 2sin x, dovrebbe giustificare la conclusione in modo “qualitativo”; per

Corrado Marastoni 83



Appunti di Matematica

la conferma “quantitativa” dei risultati bastera attendere un po’, quando avremo ben descritto il legame

tra gli estremi locali di una funzione e la sua derivata.)

Se A C R & un intervallo e f : A — R & una funzione, si vede immediatamente che f
e crescente (risp. decrescente) se e solo se tutti i rapporti incrementali sono > 0 (risp.

<0):

cio fa apparire naturale che ci debba essere un legame tra la derivata di f e le zone

del dominio dove essa € crescente o decrescente. Andiamo a studiare questi legami nella
seguente

Proposizione 3.3.9. Siano f: A — R una funzione e ¢ € A di accumulazione per A.

(i)

(i)

(Derivata ed estremi locali) Se ¢ é un punto di massimo locale, allora (se esistono)
fl(e) >0 e fi(c) <0; analogamente, se c & un punto di minimo locale, allora (se
esistono) f(c) <0 e fi(c) >0.

Pertanto, se ¢ é un estremante locale allora (se esiste) f'(c) = 0.

Corollari:

(Teorema di Rolle) Sia f : [a,b] — R (con a,b € R) una funzione continua, e
derivabile in |a,b[. Se f(a) = f(b), allora esiste & €]a,b[ tale che f'(§) = 0.

Piu generalmente:

(Teorema “del valor medio” di Lagrange) Sia f : [a,b] — R (con a,b € R) una fun-

zione continua, e derivabile in |a,b]. Allora esiste & €]a,b] tale che W = f(¢).

Ancora piu generalmente:

(Teorema “degli incrementi finiti” di Cauchy) Siano f,g : [a,b] — R (con a,b € R)
due funzione continue, e derivabili in |a,b[; sia inoltre g'(x) # 0 per ogni x €a,b|.

- f)—f(a) _ f'(€)
Allora esiste € €]a, b| tale che MOEIORRIGE

(Derivata e costanza) f é derivabile con derivata identicamente nulla in A se e solo
se f ¢ localmente costante, ovvero costante su ogni intervallo contenuto in A. In
particolare, se A & un intervallo e f,g : A — R sono due funzioni derivabili con
=4, allora f e g differiscono per una costante additiva (ovvero esiste k € R tale
che f(z) = g(z) + k per ogni x € A).

(Derivata e monotonia locale) Sia f derivabile in c. Se f é crescente (risp. decres-
cente) in ¢, allora f'(c) > 0 (risp. f'(¢) < 0). D’altra parte, se f'(c) > 0 (risp.
f'(c) <0) allora f ¢é strettamente crescente (risp. strettamente decrescente) in c.

(Derivata e monotonia globale) Sia A un intervallo aperto, e sia f derivabile in A. f
¢ crescente (risp. decrescente) se e solo se f'(x) > 0 (risp. f'(x) < 0) per ogni x € A.
In particolare, f ¢é strettamente crescente (risp. strettamente decrescente) se e solo
se f'(x) >0 (risp. f'(x) < 0) per ogni x € A ed il sottoinsieme {x € A: f'(x) = 0}
di A & privo di punti interni.
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Dimostrazione. (i) Se ad esempio ¢ & un punto di massimo locale, per definizione esiste
un intorno U di ¢ in R tale che il rapporto incrementale % e > 0 (risp. < 0)
per ogni x € UN A con & < ¢ (risp. x > ¢): per il teorema del confronto si ha allora
fr(c) = limg % >0e fl(c)=limg_ .+ % < 0. Nelle ipotesi del Teorema
di Rolle, grazie al Teorema di Weierstrass (vedi pag. 63) f ammette estremi assoluti in
[a,b]. Ci sono allora due possibilita: almeno uno tra massimo e minimo assoluto viene
assunto in qualche & €]a, b[, oppure sia massimo che minimo assoluto sono assunti negli
estremi a e b. Nel primo caso, come appena visto, vale f'(£) = 0; nel secondo, la funzione
& necessariamente costante in [a, b], e dunque f’(£) = 0 per ogni £ €]a, b]. Per dimostrare
ora il teorema di Cauchy (quello di Lagrange & solo il caso particolare g(z) = x), basta
osservare che la funzione h : [a,b] — R data da h(z) = (f(b) — f(a))(g(x) —g(a)) — (g(b) —
g(a))(f(x)— f(a)) soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle, e dunque esiste £ €]a, b] tale che
R(&) = (f(b)— f(a)g' (&) — (g(b) —g(a))f' (&) = 0. (ii) Sia f’ = 0 su A; preso un intervallo
B C Aeda,be€ B con a < b, per il teorema della media di Lagrange esiste £ €|a, b[ tale
che W = f'(&) =0, da cui f(a) = f(b), ovvero f|g € costante; il viceversa ¢ ovvio,
perché A ¢ I'unione degli intervalli in lui contenuti. Infine, se A ¢ un intervallo e f' = ¢’
in A, allora h = f —g: A — R (essendo ' = f' — ¢’ = 0) & costante su A. (iii) Se f &
f&)—1(e)

crescente in ¢, per definizione esiste un intorno U di ¢ in R tale che e > 0 per ogni

£ € (UNA)\ {c}: per il teorema del confronto si ha allora f'(c) = lim¢—s. % > 0.

D’altra parte, se f'(c) = limg—. w > 0 allora, per il teorema della permanenza del

segno esiste un intorno U di ¢ in R tale che % > 0 per ogni £ € (UNA)\ {c}, e
dunque f ¢ strettamente crescente in ¢. Dimostrazioni analoghe per la decrescenza. (iv)
Come appena visto, se f & crescente in A allora f'(z) > 0 per ogni x € A; viceversa,
supponendo che valga f’(z) > 0 per ogni z € A, presi due qualsiasi a,b € A con a < b,
per il teorema della media di Lagrange esiste £ €]a, b[ tale che w = f'(&§) >0, da
cui f(b) > f(a), e cido mostra che f & crescente in A. Ora, se f & crescente in A, essa ¢
strettamente crescente se e solo se essa non ha tratti in cui € costante, ovvero se e solo
se non esistono a,b € A con a < b tali che f[y,, sia costante, ovvero (per (ii)) tali che
f'ljap; = 0: ma cid equivale precisamente al fatto che {z € A : f'(z) = 0} non ha punti

interni. OJ

E opportuno fare alcuni commenti sugli enunciati appena visti (ogni capoverso si riferisce
al corrispondente punto dell’enunciato).

(i) Si & visto che in un estremante locale la derivata, se esiste, ¢ nulla; pertanto, per funzioni
derivabili I'insieme degli estremanti locali & contenuto nell’insieme dei punti stazionar: o
critici, ovvero quelli in cui la derivata € nulla (dal punto di visto geometrico, i punti in cui
la retta tangente al grafico ¢ orizzontale, vedi Figura 3.12(a)), e cio semplifica notevolmente
la loro ricerca. Va notato che non tutti i punti stazionari sono estremanti locali (si pensi ad
esempio al punto ¢ = 0 per la funzione f(z) = z3): ne riparleremo piu tardi. Il significato
geometrico del teorema di Rolle & allora chiaro (vedi Figura 3.12(b)), mentre quello del
teorema della media di Lagrange € che esiste un punto interno ad [a, b] in cui la pendenza
della tangente al grafico é uguale alla pendenza della retta che congiunge (a, f(a)) con
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Figura 3.12: Punti stazionari ed estremi locali; il teorema di Rolle; il teorema di Lagrange;
crescenza e segno della derivata.

(b, f(b)) (vedi Figura 3.12(c)).

(ii) Se A non & un intervallo e f/ = 0 in A, non & detto che f sia costante su tutto A: si
pensi, ad esempio, a A = R\ {0} ed alla funzione f(z) = signz (ovvero f(z) = £1 per
x 2 0), oppure a A = R\ Z e f(z) = [z] (la “parte intera” di x, vedi pag. 33). Come
appare chiaramente da questi esempi, come detto si puo solo concludere che f ha un valore
costante (possibilmente diverso) per ogni “componente connessa”’ di A.

(iii) I viceversa delle due affermazioni fatte sono (in generale) falsi: come visto, se f'(¢) =0
(e dunque f’(c) > 0), ovvero se ¢ & un punto stazionario, pud accadere di tutto; e f(x) = 23
& strettamente crescente in 0 anche se f'(0) = 0.

(iv) Come dovrebbe apparire evidente, questo fatto ¢ di grandissima utilita pratica, perché
da una descrizione immediatamente calcolabile della monotonia delle funzioni derivabili,
che rappresentano la grande maggioranza dei casi. Tra ’altro, anche molte delle funzioni
non derivabili sono in realta derivabili a tratti, ovvero lo sono tranne che negli estremi o
in alcuni punti isolati, e dunque anche per esse il risultato vale in ognuno dei tratti di
derivabilita, con la riserva di completare poi lo studio nei punti di non derivabilita con
Pesame concreto, uno per uno. Facciamo un paio di semplici esempi. (1) La funzione
f:R —= R, f(x) = |z| ¢ derivabile in A" = R* con derivata f'(z) = +1 per = 0:
non essendoci punti stazionari (e dunque estremi locali) in R*| si ¢ tentati di chiudere
la questione dicendo che non vi sono estremanti locali per f. Tuttavia cio & palesemente
falso, perché e chiaro che 0 & un punto di minimo assoluto stretto per f: ma cio si deve
dire con un discorso specifico per 0, e non si puo ricavare dallo studio della derivata (che
perde completamente di vista il punto 0). (2) La funzione g : [1,2] — R, g(z) = 22, &
derivabile in |1, 2[ con derivata ¢'(x) = 2z (negli estremi —2 e 1 a rigore non possiamo dire
che la funzione ¢ “derivabile”, perché lo e solo da un lato: non a caso I’enunciato richiede
che lintervallo A sia aperto): essendo ¢'(z) # 0 per ogni z €]1,2[, nessuno dei punti
interni ¢ un estremo locale, ma anche qui ¢ chiaro che 1 (risp. 2) ¢ un punto di minimo
(risp. massimo) assoluto stretto per g: ancora una volta, cid va verificato direttamente in
ciascuno dei due punti, e la derivata non da alcuna informazione su di essi.
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Esercizio. Studiare la crescenza e gli estremi relativi delle funzioni

f(z) = (z—1)loglz — 1| — (x — 3) log |z — 3| — (log 2)z, g(z) = —log|cosg| — .

Risoluzione.  Le funzioni sono derivabili nel loro dominio, dunque & sufficiente studiare il segno della

loro derivata. La funzione f(z) = (z — 1)log|z — 1| — (z — 3) log |z — 3| — (log2)z & definita per  # 1 e

x #3,% esiricava f'(z) = logloz — 1| + (z — 1)-15 — log|z — 3| — (# — 3)-15 — log2 = log | 2= | — log 2,
z—1
z—3

= 2 oppure ;—:é = —2, con soluzioni z = 5 e

z—1
r—3

da cui f'(z) = 0 se e solo se

‘ = 2, ovvero
z—1
r—3

ottiene 2:; -2 = fc_fg > 0, che da 3 < z < 5, e nel secondo i:é +2 = 3;”_‘; < 0, che da % <z <3

Dunquefécrescenteper%<x<3e3<x<5€decreseenteperx<1,1<x<%ex>5,ene

deduciamo che z = I & un punto di minimo relativo stretto (con f(Z) = 2log3 — (—2log 2) — Zlog2 =

3(2log2 —log3) + 2(log2 — log3) — Zlog2 = —log 2 ~ —1,5) e z = 5 & un punto di massimo relativo
stretto (con f(5) = 4log4 — 2log2 — 5log2 = log2 ~ 0,7). Invece, la funzione g(z) = —log|cos 5| — =

T x

T = %; si ha poi f/(z) > 0 se e solo se ‘ > 2, ovvero T::Ia > 2 oppure T:;, < —2: nel primo caso si

¢ definita per cos § # 0, ovvero per § # T + km (con k € Z), ovvero per x # m + 2kw (con k € Z) e
—Llgnz

si ricava ¢'(z) = ——2-52 — 1 = 1tg% — 1, da cui ¢'(z) = 0 se e solo se tg% = 1, ovvero tg % = 2,

z
cos 5

ovvero £ = arctg 2+ kx (con k € Z), ovvero & = 2arctg 2 + 2kn (con k € Z); si ha poi g'(z) > 0 (ciog,
g crescente) se e solo se %tgg > 1, ovvero tg§ > 2, ovvero arctg 2+ kn < § < § +km (con k € Z),
ovvero 2arctg 2 + 2km < x < w + 2kw (con k € Z). Ne deduciamo che i punti zx = 2arctg 2 + 2k7

(con k € Z) sono di minimo relativo stretto, con valori (ricordando che in generale cosf = + \/m)

g(zk) = 3 logh — 2arctg 2 — 2km (con k € Z).

Un altro criterio molto utile per stabilire la natura di un punto stazionario di funzioni
derivabili pit volte & il seguente.

Proposizione 3.3.10. Siano A C R un intervallo, f : A — R una funzione derivabile k
volte (con k> 1) e c € A tale che f'(¢) =---= fE () =0 e f®)(c) # 0.

(i) Se k ¢ pari e fF)(c) > 0 (risp. f*¥)(c) < 0) allora ¢ & un punto di minimo (risp.
massimo) locale stretto per f.

(ii) Se k ¢ dispari allora ¢ non é un estremante locale per f.

Dimostrazione. Dalla formula di Taylor (Teorema 3.3.7) si ricava che f(x) — f(c¢) =
%(m — )% + 0c((x — ¢)¥): essendo f*)(c) # 0, per il teorema della permanenza del
segno ne discende che esiste un intorno U di ¢ in cui il segno di f(z) — f(c) coincide con
quello del polinomio p(z) = %(x — ¢)¥; inoltre, a meno di restringere tale intorno, si
puo supporre che in U 'unico zero di p(x) sia ¢. Se k & pari allora per ogni z € U \ {c}
vale f(z) — f(¢) = p(x) = 0 a seconda che f)(c) = 0, da cui Iaffermazione (i). Se invece
k & dispari e f®)(c) > 0 (risp. f*)(c) < 0) allora si ha f(z) — f(c) = p(z) > 0se z > ¢
(risp. se z < ¢) e f(x) — f(c) = p(x) < 0se z < c (risp. se z > ¢), da cui (ii). O

Esempi. (1) Sia f(z) = 2*: si ha f/(0) = --- = f*"D(0) = 0 e f™(0) = k! > 0. Per la Proposizione

3.3.10, 0 € un punto di minimo locale stretto se k € pari, e non ¢ un estremante locale se k ¢ dispari

38Si noti comunque che limz—1 f(z) = 0—(=2)log2—log 2 = log 2 e lim,—s3 f(z) = 2log2—0—3log2 =
—log 2, e dunque si potrebbe prolungare f per continuita a tutto R ponendo f(1) =log2e f(3) = —log?2.
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(gia si sapeva). (2) Sia f(x) = 3(z +sinxcosz) — 4cos® 2. Si ha f'(z) = 3 + 3cos2x + 12sinz cos® x =
6cos®z(1 + 2sinz), da cui f'(z) =0 per x =  + km, 2 = —Z + 2km e x = 2% + 2km (con k € Z). Si
ha f”(z) = 2cosx(1 — sinz — 3sin® z); essendo f"(—% + 2km) = % >0e f’(% + 2km) = —37‘5 <0,
possiamo dire che i punti —% + 2k7 (risp. %’r + 2k7) sono di minimo (risp. massimo) locale stretto; invece
f ”(g +km) = 0, dunque ancora non si puo dire nulla sulla natura di tali punti stazionari. Un ulteriore conto
da f"(z) = 2(3sin® z+8sin® z—Tsinz—1), ed essendo f"'(5+2km) =6 # 0e f"(3+(2k+1)7) =22 # 0,

concludiamo che i punti £ 4+ k7 non sono estremanti locali.
2

3.3.3 Problemi di massimo e minimo

Una classica applicazione pratica delle relazioni tra derivate e crescenza sono i problems
di masstimo e minimo, in cui si richiede di determinare gli estremi di una certa quantita,
diciamo y, che cambia al cambiare di un’altra, diciamo z. Si tratta dunque di studiare gli
estremi di una funzione y = f(x), e quando tale funzione ¢ derivabile possiamo applicare
i risultati appena trovati.

Diamo qui nel seguito alcuni esempi.

Esercizio. Risolvere i sequenti problemi di massimo e minimo. (1) Tra tutti i triangoli isosceli di dato
perimetro 2p, trovare quello con l'area massima. (2) Tra tutte le pentole cilindriche di dato volume interno
V', qual’é il diametro interno di quella con la superficie interna (parete pit fondo) minima? (3) Tra
tutte le scatole senza coperchio a forma di parallelepipedo a base quadrata di data area totale esterna A,
trovare il lato di base di quella che ha il volume massimo. (4) Un agricoltore deve scavare nel terreno una
vasca, a forma di piramide retta con base quadrata e la punta in git, che possa contenere esattamente un
volume V' di acqua. Per impermeabilizzare i lati della vasca, egli usera dei teli di linoleum, che paghera
al negoziante in base alla superficie acquistata. Quale sarebbe la lunghezza del lato di base della vasca che
gli permetterebbe di risparmiare al massimo sull’acquisto di linoleum? (5) In un quadrato Q di lato £,
giacente sul piano orizzontale, si considerino due vertici opposti A e A’. Dato 0 < x < £, dentro Q si
imscriva un triangolo T avente due vertici a distanza x da A ed il terzo vertice alla medesima distanza ©
da A'; infine, considerato il punto V posto verticalmente ad altezza x sopra il centro di Q e la piramide di
base T' e vertice V, si dica per quale valore di x tale piramide ha volume massimo.

Risoluzione. (1) Sia z la lunghezza della base del triangolo (dunque 0 < = < p): allora i lati obliqui

z

sono lunghi p — £, e per il teorema di Pitagora l'altezza risulta /(p — £)% — (%)2 = /p(p — x): l'area
¢ allora pari a A(x) = gm\/p —xz. Da A'(z) = ?(\/pf z+ x%) = 42”_3% si ricava A'(z) = 0

p—ax
se e solo se x = %’7’ e A'(x) > 0 se e solo se z < %”. In altre parole: se si allarga la base del triangolo

1

da 0 a p mantenendo pero inalterato il perimetro totale 2p, I'area del triangolo aumenta fino a quando

la base diventa lunga %p e diminuisce da tale valore in poi. Dunque ’area ¢ massima quando la base

¢ lunga %p, ovvero quando il triangolo & equilatero. (2) Sia z il raggio interno della pentola. Se h &
la sua profonditd interna, vale V = z?mh da cui h = # La superficie interna & dunque y = S(x) =
o’m + 2rzh = 2¥ + w2®. Da §'(z) = — 2% + 27z si ricava S'(z) = 0 se e solo se z = {/V/m, e S'(z) > 0
se e solo se z > W Il valore minimo si ha allora quando il diametro interno e QW, e vale
S(YV/m) = 3¥V2r. (3) Sia z il lato di base: allora l'altezza h deve soddisfare A = 4hx + 22°, da
cui h = 42 2 e il volume & V(z) = ha? = I(A%M. Si ha V'(z) = %6127 da cui V'(z) > 0 per

x < {/A/6: pertanto V(x) cresce prima di x = {/A/6 e decresce dopo. Dunque la scatola cercata ha il
lato di base lungo {/A/6, ed il volume massimo ¢ V({/A/6) = (A/6)% (4) Si tratta di vedere quando
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Parea laterale della piramide (ovvero, la superficie da rivestire di linoleum) ¢ minima. Sia z la lunghezza

del lato di base della vasca: 1'altezza h della piramide (profondita centrale della vasca) soddisfa V' = h—f,

da cui h = i—‘g/ L’apotema della piramide (altezza delle quattro facce triangolari laterali) ¢ dato da

a=+/h?+(5)? = AVAahs LAY dunque P’area laterale della piramide & data da S(z) = 4% = 7W,

22 x
62 .\ /16136V2
N 2 6_ 2 .
definita per z > 0. La derivata ¢ S'(z) = 2y e S0V — = 22(:/671_:%‘;‘)27 e si ha S'(z) = 0 per
x x

z = V18V2e §'(z) > 0 per z > v/18V2. Dunque il massimo risparmio si ottiene quando il lato della vasca

& lungo v18V2. (5) Levando all’area del quadrato @ i pezzi che non stanno in T, si ha che 'area di T &
EZ z2 (L—x)? (L—z+z)x
2

= x({ — x), dunque la piramide ha volume y = f(z) = Fz({ — x) = @
Derivando, si ottiene f'(z) = % (2z(¢ — z) — 2%) = 1z(2¢ — 3z). Vale f'(z) =0 per z = 2/, e f'(z) > 0 se

esolose 0 <z < %6. Pertanto il valore massimo del volume della piramide si ottiene quando = = %6.
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