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Matematica e Statistica

Prova di MATEMATICA (06/02/2013)

Università di Verona - Laurea in Biotecnologie - A.A. 2012/13

Cognome-Nome Matr.
IN STAMPATELLO VR · · · · · ·

*** Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in seguito i punti (b). *** IIII Test a quiz sul retro IIII

(1) (a) Nello spazio sono dati i vettori ~v = (1, 0,−1) e ~w = (2, 1, 0): trovare la decomposizione di
~w nelle direzioni parallela e ortogonale a ~v, e (sia in forma parametrica che cartesiana) il
piano Π parallelo a ~v e e passante per i punti P (−3, 1, 3) e Q(0, 0,−2), e la retta r passante
per Q e ortogonale sia a ~v che a ~w.

(b) Tra i punti della parabola x = y2 + y sul piano orizzontale (x, y), qual è il più vicino a Q?

(2) Studiare (giustificando le conclusioni) l’andamento di f(x) = log(2ex + 1)− |x| , e tracciarne
il grafico.

(3) (a) Calcolare gli integrali

∫ π

0
(e3x + x2 sinx) dx e

∫ 1

0

1

ex + 2
dx .

(b) Disegnare S =
{

(x, y) :
√
x + 1 − 1 ≤ y ≤ 4− |x− 1|, 0 ≤ x ≤ 3

}
, e calcolarne l’area.

(4) (a) Data g(x, y) = (2xy − y2) ex , determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti, dise-
gnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali. Determinare il
piano tangente al grafico di g sopra il punto (0,−1).

(b) Calcolare gli estremi assoluti di g sul triangolo pieno T di vertici A(−4,−4), B(−4, 4),
C(4,−4).

(5) Sono date le equazioni differenziali 2y′ex = x(y2 + 1) e y′′ − 2y′ + 2y = 4− 5 cosx .

(a) Trovare le soluzioni di ciascuna delle due equazioni, specificando quali di esse hanno il
grafico passante per l’origine.

(b) Quali delle soluzioni ammettono un massimo locale per x = 0 ?
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Soluzioni

MATEMATICA

(1) (a) La componente di ~w = (2, 1, 0) parallela a ~v = (1, 0,−1) è data da ~w′ = ~w·~v
~v·~v ~v = 2

2
~v = ~v, dunque la componente

di ~w ortogonale a ~v è ~w′′ = ~w − ~w′ = ~w − ~v = (1, 1, 1). • Il piano Π parallelo a ~v = (1, 0,−1) e passante
per i punti P (−3, 1, 3) e Q(0, 0,−2) sarà parallelo anche a Q − P = (3,−1,−5), dunque ha forma parametrica
Π = {(x, y, z) = (0, 0,−2) + s(1, 0,−1) + t(3,−1,−5) : s, t ∈ R} = {(s+ 3t,−t,−2− s− 5t) : s, t ∈ R}; sostituendo
t = −y e s = x− 3t = x+ 3y in z = −2− s− 5t si ottiene l’equazione cartesiana x− 2y + z + 2 = 0. • La retta r
passante per Q e ortogonale sia a ~v che a ~w sarà parallela al prodotto vettoriale ~v∧ ~w = (1,−2, 1), da cui la forma
parametrica r = {(x, y, z) = (0, 0,−2) + t(1,−2, 1) : t ∈ R} = {(x, y, z) = (t,−2t,−2 + t) : t ∈ R}; sostituendo
t = x nelle altre due coordinate si ottiene una forma cartesiana come sistema tra 2x+ y = 0 e x− z − 2 = 0.

(b) La distanza tra il punto Q(0, 0,−2) e il punto generico P (y) = (y2 + y, y, 0) della parabola x = y2 + y
sul piano orizzontale (x, y) è data da d(y) =

√
(y2 + y)2 + y2 + 4 =

√
y4 + 2y3 + 2y2 + 4. La derivata d′(y) =

y(2y2+3y+2)√
y4+2y3+2y2+4

è ≥ 0 (ovvero d(y) è crescente) per y ≥ 0, dunque il punto della parabola più vicino a Q è

P (0) = (0, 0, 0) (l’origine, come era intuibile dovesse essere).

(2) (Figura 1) La funzione f(x) = log(2ex + 1) − |x| è definita purché 2ex + 1 > 0, il che è sempre vero: dunque il
dominio è tutto R. • Si ha f(x) ≥ 0 quando log(2ex + 1) ≥ |x|, ovvero (esponenziando ambo i membri) quando
2ex + 1 ≥ e|x|. Se x ≥ 0 ciò dà 2ex + 1 ≥ ex, ovvero ex + 1 ≥ 0, sempre vera come > 0 e mai come = 0
(dunque per x ≥ 0 la funzione è strettamente positiva, e priva di zeri); mentre se x < 0 ciò dà 2ex + 1 ≥ e−x, che
moltiplicando per ex equivale a 2e2x + ex ≥ 1, cioè 2e2x + ex − 1 ≥ 0, che posto t = ex dà 2t2 + t − 1 ≥ 0, con
soluzioni t = ex ≤ −1 (impossibile) oppure t = ex ≥ 1

2
, che dà x ≥ log 1

2
= − log 2 ∼ −0,7 (dunque per x < 0

la funzione si annulla in x = − log 2, ed è strettamente positiva dopo). • I limiti interessanti sono in ∓∞. In
−∞ il limite è determinato, e vale −∞; invece il limite in +∞ è in forma indeterminata +∞−∞, ma possiamo
scrivere limx→+∞ f(x) = limx→+∞(log(2ex + 1) − x) = limx→+∞(log(2ex + 1) − log ex) = limx→+∞ log 2ex+1

ex
=

limx→+∞ log(2+e−x) = log 2. Dunque a +∞ c’è l’asintoto orizzontale y = log 2; notiamo che per x > 0 l’equazione
f(x) = log 2 non è mai verificata (esponenziando ambo i membri equivarrebbe a (2ex + 1)e−x = 2, ovvero
e−x = 0, impossibile), dunque poiché f(0) = log 3 > log 2 la funzione tende all’asintoto orizzontale decrescendo

da sopra. Per −∞ notiamo che vale limx→−∞
f(x)
x

= limx→−∞
log(2ex+1)+x

x
= limx→−∞

x(
log(2ex+1)

x
+1)

x
= 1, e

che limx→−∞(f(x) − 1x) = limx→−∞ log(2ex + 1) = 0, dunque y = x è asintoto obliquo a −∞; notiamo che per
x < 0 l’equazione f(x) = x non è mai verificata (esponenziando ambo i membri equivarrebbe a (2ex + 1)ex = ex,
ovvero 2e2x = 0, impossibile), dunque la funzione tende anche all’asintoto obliquo restandovi sopra. Derivando,
per x 6= 0 si ottiene f ′(x) = 2ex

2ex+1
− signx. Per x < 0 si ha f ′(x) = 2ex

2ex+1
+ 1 > 0, dunque f è strettamente

crescente, mentre per x > 0 si ha f ′(x) = 2ex

2ex+1
− 1 = − 1

2ex+1
< 0, dunque f è strettamente decrescente. Ne

ricaviamo anche che in x = 0 c’è necessariamente un punto di massimo assoluto per la funzione, con f(0) =
√

3;
e si tratta di un punto angoloso, in quanto f ′−(0) = limx→0− f ′(x) = 5

3
e f ′+(0) = limx→0+ f ′(x) = − 1

3
. Infine,

derivando ancora si ottiene f ′′(x) = 2 ex

(2ex+1)2
> 0, dunque f è strettamente convessa sia per x < 0 che per x > 0.

(3) (a) Vale
∫

(e3x +x2 sinx) dx =
∫
e3x dx+

∫
x2 sinx dx = 1

3
e3x +x2(− cosx)−

∫
2x(− cosx) dx = 1

3
e3x−x2 cosx+

2
∫
x cosx dx = 1

3
e3x−x2 cosx+ 2(x(sinx)−

∫
1(sinx) dx) = 1

3
e3x + 2x sinx+ (2−x2) cosx+ k, dunque

∫ π
0

(e3x +
x2 sinx) dx = ( 1

3
e3x + 2x sinx + (2 − x2) cosx]π0 = ( 1

3
e3π − (2 − π2)) − ( 7

3
) = 1

3
(e3π − 13) + π2. • Ponendo

ex = t (da cui x = log t, dunque dx = 1
t
dt) si ha

∫ 1

0
1

ex+2
dx =

∫ e
1

1
t(t+2)

dt = 1
2
(
∫ e

1
( 1
t
− 1

t+2
) dt = ( 1

2
log | t

t+2
|]e1 =

1
2
(log e

e+2
− log 1

3
) = 1

2
log 3e

e+2
.

(b) (Figura 2) La funzione
√
x+ 1 − 1 è la radice quadrata traslata a sinistra di 1 e abbassata di 1; mentre la

funzione 4 − |x − 1| vale x + 3 per x < 1 e vale 5 − x per x ≥ 1. L’insieme S ne risulta allora come in Figura 2,

ed avrà area
∫ 1

0
(x+ 3) dx+

∫ 3

1
(5− x) dx−

∫ 3

0
(
√
x+ 1 − 1) dx = ( 1

2
x2 + 3x]10 + (5x− 1

2
x2]31 − ( 2

3
(x+ 1)

3
2 − x]30 =

( 7
2
)− (0) + ( 21

2
)− ( 9

2
)− (( 7

3
)− ( 2

3
)) = 47

6
∼ 7,9.

(4) (a) (Figura 3) Il dominio di g(x, y) = (2xy− y2) ex è tutto il piano R2; si tratta di una funzione differenziabile, in
quanto le derivate parziali ∂g

∂x
= (2y+2xy−y2) ex e ∂g

∂y
= 2(x−y)ex risultano continue nel dominio. La funzione

si annulla quando si annulla 2xy − y2 = y(2x− y), ovvero per y = 0 (l’asse x) e sulla retta y = 2x; il fattore y è
positivo sopra l’asse x, il fattore 2x−y lo è sotto la retta y = 2x, e il segno di g ne segue per prodotto. L’unico limite
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interessante è a ∞2, che non esiste: infatti tendendovi lungo l’asse x esso è nullo, mentre tendendovi lungo l’asse
y (ovvero x = 0) la funzione diventa −y2 e dunque tende a −∞. I punti stazionari sono le soluzioni del sistema
∂g
∂x

= ∂g
∂y

= 0: da ∂g
∂y

= 0 si ricava x = y, che messo in ∂g
∂x

= 0 dà 2x(x+2) ex = 0, ovvero x = 0 oppure x = −2, da

cui i punti O(0, 0) e P (−2,−2). La matrice hessiana di g risulta Hg(x, y) =
(

(4y + 2xy − y2) ex 2(1 + x− y) ex

2(1 + x− y)ex −2ex

)
;

essendo Hg(O) =
(

0 2
2 −2

)
e Hg(P ) =

(
−4 e−2 2 e−2

2 e−2 −2e−2

)
, il criterio dell’hessiano ci dice subito che O è un

punto di sella mentre P è un punto di massimo relativo stretto. Infine, il piano tangente al grafico di g sopra il
punto (0,−1) ha equazione cartesiana z = g(0,−1)+ ∂g

∂x
(0,−1) (x−0)+ ∂g

∂y
(0,−1) (y− (−1)) = −1−3x+2(y+1),

ovvero 3x− 2y + z − 1 = 0.

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sul triangolo pieno T di vertici A(−4,−4), B(−4, 4),
C(4,−4) (che esistono in base a Weierstrass, essendo T un sottoinsieme compatto —ovvero chiuso e limitato—
interamente contenuto nel dominio di g, che è continua) dividiamo T nelle zone T0 dei suoi punti interni; T1 del
bordo orizzontale privato dei vertici; T2 del bordo verticale privato dei vertici; T3 del bordo obliquo privato dei
vertici; e L4 = {A, B, C} dei vertici. • Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto di T0, tale
punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g: come visto prima ce ne sono due, e l’unico dentro T0 è
P (−2,−2), che essendo di massimo relativo diventa un candidato per essere il punto di massimo assoluto per
g su T . • Sul lato T1 la funzione vale ϕ1(x) := g(x,−4) = −8(x + 2) ex, con |x| < 4. Se massimo o minimo
assoluti fossero assunti in un punto di T1, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ϕ′1(x) = −8(x + 3) ex, e
ciò accade in x = −3. Otteniamo dunque un nuovo punto D(−3,−4). • Similmente, sul lato T2 la funzione vale
ϕ2(y) := g(−4, y) = −(8y + y2) e−4 con |y| < 4; ma la derivata ϕ′2(y) = −(8 + 2y) e−4 si annulla in y = −4,
che non soddisfa |y| < 4. • Sul lato T3 la funzione vale ϕ3(x) := g(x,−x) = −3x2 ex con |x| < 4; la derivata
ϕ′3(x) = −3(x2 + 2x) ex si annulla per x = 0 e x = −2, dunque otteniamo il già noto O(0, 0) e il nuovo punto
E(−2, 2). • Infine, i tre punti A, B, C di T4 vanno tenuti tutti presenti. • Gli estremi assoluti di g su T potranno
dunque assunti solo nell’ambito dei sette punti A, B, C, P, D, O, E: poiché g(A) = 16 e−4, g(B) = −48 e−4,
g(C) = −48 e4, g(P ) = 4 e−2, g(D) = 8 e−3, g(O) = 0 e g(E) = −12 e−2, il massimo assoluto di g su T è 4 e−2

(assunto in P ) e il minimo assoluto è −48 e4 (assunto in C).

(5) (a) L’equazione differenziale 2y′ex = x(y2 + 1) è del primo ordine a variabili separabili. Notato che non vi sono
soluzioni costanti (infatti y2 + 1 non si annulla mai), separando le variabili si ottiene 2

y2+1
dy = x e−x dx, da cui

integrando 2 arctg y = −(x + 1)e−x + k con k ∈ R, da cui y(x) = tg ( k−(x+1)e−x

2
) con k ∈ R. Imponendo che il

grafico passi per l’origine (ovvero y(0) = 0), da 2 arctg y = −(x+ 1)e−x+k si ricava che 0 = −1 +k, ovvero k = 1,

e si ottiene cos̀ı y(x) = tg ( 1−(x+1)e−x

2
). • L’equazione y′′ − 2y′ + 2y = 4− 5 cosx è del secondo ordine, lineare a

coefficienti costanti. L’equazione caratteristica t2− 2t+ 2 = 0 ha soluzioni t = 1∓ i, dunque lo spazio di soluzioni
dell’equazione omogenea associata è y(x) = ex(A cosx+B sinx) al variare di A,B ∈ R. Una soluzione particolare
per la completa con b1(x) = 4 è la costante ỹ1(x) ≡ 2, una particolare per la completa con b2(x) = −5 cosx è
del tipo ỹ2(x) = a cosx + b sinx, e i calcoli danno (a, b) = (−1, 2); dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione
completa è y(x) = ex(A cosx + B sinx) − cosx + 2 sinx al variare di A,B ∈ R. Imponendo che y(0) = 0 si ha
0 = A− 1, ovvero A = 1, ovvero le soluzioni y(x) = ex(cosx+B sinx)− cosx+ 2 sinx al variare di B ∈ R.

(b) Per vedere quali delle soluzioni delle equazioni date ammettono un massimo locale per x = 0 ricordiamo
innanzitutto il seguente noto risultato, che poi applicheremo.

Sia f(x) derivabile, e sia f ′(x0) = 0.

(1) Se x0 è un punto di massimo (risp. di minimo) locale per f , allora vale f ′′(x0) ≤ 0 (risp. vale f ′′(x0) ≥ 0).

(2) Viceversa, sia k ≥ 2 il minimo intero tale che f (k)(x0) 6= 0. Allora:

– se k è pari e f (k)(x0) > 0 il punto x0 è di minimo locale stretto;
– se k è pari e f (k)(x0) < 0 il punto x0 è di massimo locale stretto;
– se k è dispari il punto x0 è un flesso orizzontale.

• Le soluzioni di 2y′ex = x(y2 + 1) hanno tutte un punto stazionario in x = 0 (infatti da y′(x) = x e−x (y2+1)
2

si ricava y′(0) = 0). Derivando ambo i membri rispetto a x si ottiene 2(y′′ex + y′ex) = 1(y2 + 1) + x(2yy′), da

cui calcolando in x = 0 e ricordando che y′(0) = 0 si trova 2y′′(0) = y2(0) + 1, da cui y′′(0) = y2(0)+1
2

> 0
(naturalmente, del fatto che y′(0) = 0 e y′′(0) > 0 avremmo potuto accorgercene anche derivando due volte la

soluzione generica y(x) = tg ( k−(x+1)e−x

2
)). Ne segue che per tutte le soluzioni il punto x = 0 è di minimo locale,

pertanto per nessuna di esse è di massimo locale.

• Passiamo ora all’equazione del secondo ordine y′′ − 2y′ + 2y = 4 − 5 cosx. Derivando la soluzione generica
y(x) = ex(A cosx+B sinx)− cosx+ 2 sinx si ottiene y′(x) = ex((A+B) cosx+ (B−A) sinx) + sinx+ 2 cosx e
y′′(x) = ex(2B cosx−2A sinx)+cosx−2 sinx . Come detto, una condizione necessaria per ammettere un massimo
locale per x = 0 è che y′(0) = 0 e che y′′(0) ≤ 0, ovvero A+B+2 = 0 e 2B+1 ≤ 0, ovvero A = −B−2 con B ≤ − 1

2
.

Se y′′(0) < 0 (ovvero se B < − 1
2
) la condizione è anche sufficiente. Resta da controllare il caso di B = − 1

2
, in

2



cui dunque A = −(− 1
2
)− 2 = − 3

2
: da y′′′(x) = ex((2B − 2A) cosx+ (−2A− 2B) sinx)− sinx− 2 cosx si ricava

y′′′(0) = 2B−2A−2 = −1+3−2 = 0; e derivando ancora si ha y′′′′(x) = ex(−4A cosx−4B sinx)−cosx+2 sinx,
da cui y′′′′(0) = −4A− 1 = 5 > 0, dunque in questo caso limite c’è un minimo locale. Ricapitolando, le soluzioni
di y′′ − 2y′ + 2y = 4 − 5 cosx che ammettono un massimo locale per x = 0 sono tutte e sole quelle del tipo
y(x) = ex((−B − 2) cosx+B sinx)− cosx+ 2 sinx con B < − 1

2
.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. (4.b): zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g;

i punti stazionari (porpora); il triangolo T (azzurro).

3



STATISTICA

4



5



6


