Esercizi sugli studi di funzione

Studiare ’andamento e tracciare il grafico delle seguenti funzioni di «:
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(Per rendere piu significativo [’esercizio, si consiglia di non leggere gli svolgimenti scritti
e non osservare i grafici delle funzioni prima di aver provato a compierne personalmente
lo studio, per quanto possibile.)

Risoluzione. Per ogni funzione f si seguira, di massima, questo schema: dominio na-
turale; eventuali periodicita e parita; continuita; limiti notevoli; limitatezza; intersezioni
del grafico con gli assi coordinati; segno; asintoti, e loro eventuali intersezioni col grafico;
derivabilita, e calcolo di f’; punti stazionari; crescenza; estremanti locali; derivabilita
ulteriore, e calcolo di f”; punti stazionari di f’; convessita; punti di flesso, e calcolo della
“tangente inflessionale”; descrizione della regolarita di f. I grafici sono riportati alla fine.

(a) [f(z) = “3*] 11 dominio ¢ dato da = # 0. La funzione non ha periodo ne’ parita, ¢ di classe C>
in ogni punto del dominio, si annulla in z = 1 ed & positiva per z > 1. Vale limy—7o f(z) = 0T e
lim,_,o+ f(xz) = —oo; pertanto la funzione & inferiormente illimitata ma, come si pud intuire da quanto
appena calcolato, si pud dimostrare che essa & superiormente limitata.! Come visto, y = 0 & asintoto

orizzontale a Foo (interseca il grafico di f(x) in « = 1), e z = 0 & asintoto verticale bilatero. La derivata
2

e fl(z) = ”_+—1)2z = 2% vale f'(z) = 0 per z = 2, e f'(z) > 0 per 0 < z < 2, pertanto f decresce

strettamente per x < 0 e x > 2 e cresce strettamente per 0 < x < 2, cosi che x = 2 ¢ punto di massimo

relativo (in realtd, come preannunciato, assoluto) stretto per f, con f(2) = i La derivata seconda risulta
3 Q..2

f'(z) = W = 22353 vale f’(z) = 0 per = 3, e f'(z) > 0 per & > 3, pertanto f &

strettamente concava per x < 0 e 0 < x < 3 e strettamente convessa per > 3, dunque = = 3 ¢ un flesso,

con quota f(3) = 2 e pendenza f'(3) = — 4.

(b) [f(z) = Iff—;] 1l dominio & dato da = # —+/2. La funzione non ha periodo ne’ parita, & di classe C* in

ogni punto del dominio, vale lim; 5o f(7) = Foo e lim__,_ g5+ f(z) = Foo, dunque ¢ illimitata sia sopra

!Notando che (a) f(z) & positiva se e solo se > 1, (b) f & continua in tutto il suo dominio, (c) vale
ad esempio f(3) = %, e (d) essendo lim,—. 1o f(z) = 0", esiste M > 3 tale che f(z) < % per ogni x > M,
certamente il massimo assoluto di f(z) sull’intervallo [1, M] —che esiste per il Teorema di Weierstrass—
¢ anche massimo assoluto per f(z) su tutto il suo dominio.



che sotto. Si ha f(0) =0, f(x) = 0 solo per x =0 e f(z) > 0 per x > — /2. La retta 2 = —+/2 & asintoto

verticale bilatero, e non vi sono asintoti orizzontali. Poiché invece lim; .y £ (f) = lim, 7 ﬁ =1le
limg— 300 (f(z) — ) = lime— 700 % =0, si ha che y = z & asintoto obliquo per f a Foo (interseca il
grafico di f(z) quando f(z) = z, dunque solo in z = 0). La derivata (dopo conti) & f'(z) = %: vale
fl(x)y=0perz=0ex=—2,¢e f'(x) >0 per x < —2 oppure = > 0: se ne deduce che z = —2 & punto di
massimo locale (a quota f(—2) = —%) e 2 = 0 punto di minimo locale (a quota f(—2) = —%). La derivata
seconda (sempre dopo conti) & f"(z) = %: vale f”(z) =0 perz =0ez = V/4, e f’(x) > 0 per

—/2 < x < V4, pertanto x = /4 & un flesso con quota f(V/4) = # e pendenza f'(V/4) = 3.

(c) [f(x) = 2cosx — sin® x] La funzione ha dominio R, periodo 27 ed & pari: conviene dunque studiarla in
[—m,7]. Essa & ovunque C*, vale f(—7) = f(n) = —2 e f(0) = 0; poiché |f(z)| < 2| cosz| + |sin® x| < 3,

la funzione & limitata. Da f(x) = cos®x + 2cosz — 1 = 0 si ottiene cosz = —+/2 — 1 (impossibile)
oppure cosz = /2 — 1: posto a = arccos(v/2 — 1), poiché 0 < V2 —1 < % si ha che & < a < %,
e vale f(x) = 0 per z = +a. Quanto al segno, la disequazione f(z) = cos’z + 2cosz — 1 > 0 &
soddisfatta per cosz < —v2 — 1 (impossibile) oppure cosz > V2 — 1, vero per —a < z < a. La
derivata risulta f'(zr) = —2sinx — 2sinzcosz = —2sinz(1 + cosx): vale f'(z) =0 perz = +r ez = 0,

e f'(z) > 0 quando sinz < 0, ovvero per —m < = < 0: se ne deduce che f cresce strettamente per
—m < x < 0 e decresce strettamente per 0 < x < 7, dunque ¢ = =7 e = 0 sono rispettivamente
punti di minimo e massimo relativi (in realtd assoluti) a quota —2 e 2. La derivata seconda & f”(z) =
—2(cosz(1+ cosz) + sinz(—sinz)) = —2(2cosz — 1)(cosz +1): vale f’(z) =0perz=tmex=+%, ¢
f"(z) > 0 quando cosz < %, ovvero per —7 < ¥ < —% e 3 < x < m: dunque f ¢ strettamente convessa
all’esterno di 7% e strettamente concava all’interno, cosi che x = % sono flessi con quota f (:I:g) = i e
pendenza f'(+%) = ¥¥.

(d) [f(x) = 2*€®] Tl dominio & tutto R; la funzione non ha periodo ne’ parita, ed & ovunque C*°. Vale
ovviamente limg . oo f(z) = 400, mentre limg—, o f(z) & in forma indeterminata oo - 0; tuttavia, posto
t = —x si ottiene lim,—._o f(z) = limt_.+oo(ft3e_t) = —lim¢— 4o z—f = 0". Con gli stessi ragionamenti
usati per le funzioni studiate in precedenza, si conclude che f(x) & superiormente illimitata ma inferiormente
limitata. Siha f(0) =0, f(z) = 0soloperz =0e f(x) > 0 per z > 0. Come visto, la retta y = 0 ¢ asintoto
orizzontale a —oo; essendo limg_ 4 oo @ = limg— 400 z2e® = +00, non vi sono asintoti obliqui a +oo (era
chiaro: la funzione cresce troppo rapidamente). La derivata risulta f'(z) = 32%e” +2%e” = 2?(x+3)e”: vale
f'(z) =0 per z = —3 e z = 0, mentre f'(z) > 0 per z > —3: se ne deduce che z = —3 ¢ punto di minimo
locale (in realta assoluto) stretto, a quota f(—3) = —% ~ 1,3, mentre x = 0 & semplicamente un flesso
orizzontale. La derivata seconda risulta f”(z) = 2z(z +3)e” +221e” + 2 (x +3)e” = x(2® 4+ 62+ 6)e”: vale
f'(x)=0perz=0,2=-3-vV3~—-43cx=-3+vV3~—-17,¢f"(z) >0per -3—v3 <z < -34+3
oppure z > 0: pertanto, oltre al gia noto flesso orizzontale & = 0, sono flessi anche i punti z = —3 4+ /3.

(e) [f(z) =log|e®” — 3z|] Il dominio & dato dagli € R tali che e # 3z. Ma il grafico di e” e quello di 3z
si intersecano o no? Imponendo alla retta tangente y — e® = e°(x — ¢) di passare per 'origine si trova ¢ = 1
e la retta y = ex: essendo 3 > e e ’esponenziale strettamente convesso, esisteranno esattamente due punti
aefB(con0<a<l<f<2essendo (¢”),_, =e*> > 6= (3x),_,) per cui e” # 3z. Il dominio & dunque
R\{«, 8}, ed in esso la funzione & di classe C*°. I limiti notevoli sono lim, .+« f(z) = 400 e limy_.o f(z) =
lim, g f(z) = —oco. Vale f(0) = 0, mentre f(z) = 0 se e solo se |e® —3x| = 1, cioe e” = 3z—1 (impossibile)
0e” =3z +1 (che accade per z = lex = con 3 < v < 2, essendo (e”),_, = e* > 7= 3z +1),_,);
quanto a f(z) > 0, esso vale quando |e® — 3z| > 1, ovvero e < 3z — 1 (impossibile) o e* > 3z + 1 (che
accade per z < 0 e z > ). La funzione non ha asintoto obliquo a —oo (si noti che f(z) ~_ log |z|) mentre
flz) _ limg— 400 log(e®—3z) _
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ha y = x come asintoto obliquo a oo (infatti limy— oo

e limy—yoo(f(z) — ) = limg— oo (log(e® — 3z) — loge”) = limgz— 40 log 91%37 =0), eda f(x) = z si ha
e —3 .
e —3zx?
siha f'(z) =0 per z =log3 ~ 1,1 e f'(x) > 0 (cioe f strettamente crescente) per a < x < log3 e x > f3:
dunque z = log3 ¢ un punto di massimo locale, con f(log3) = log(3(log3 — 1)) ~ log% =—log3 ~ —1,1.
Infine si ricava f”(z) = —ﬁ((m —2)e” + 3). 1l confronto grafico tra le funzioni e” e ——2; risulta
troppo delicato tra 0 e 2 (le due funzioni sono estremamente vicine; in particolare, in z = 0 la seconda
sta sopra la prima ma ha pendenza inferiore...), dunque conviene procedere come segue: considerando la
funzione derivabile ¢(z) = (z —2)e” +3 si ha ¢'(z) = (z — 1)e”, dunque p(z) ha minimo assoluto in x = 1,
in cui vale p(1) =3 —e ~ 0,3 > 0: dunque p(x) & sempre positiva, e ne deduciamo che f”(x) < 0 (ovvero,
f & concava) in ogni = del suo dominio.

|e®—3z| = e”, ovvero e” —3x = —e” (impossibile) 0 €*—3z = €* (da cui z = 0). La derivata e f'(z) =




(f) [f(x) = arctg 2”“] Il dominio & R\ {£1}; la funzione non ha periodicita o parita, ed & C* in tutto
il suo dominio eccetto che in 0, ove & certamente continua ma non ¢ detto sia derivabile (a causa della
presenza di |z|). Inoltre, f & limitata perché |f(x)| < 5 per ogni = nel dominio. I limiti notevoli sono
lim,—5c0 f(x) = Farctg2 (ove arctg2 ~ 1,1) e lim_,5 f(z) = limys f(z) = F5. Si ha f(0) = =5 e
f(x) = 0 se e solo se z = f%; si ha poi f(x) > 0 se e solo se |211\t11 > 0, il che & vero se e solo se
—1 <z < —1 oppure 2 > 1. Come visto, la retta y = Farctg?2 & asintoto orizzontale per f(z) a Foo; da
f(xz) = —arctg2 (risp. f(z) = arctg2) da si ricava la sola intersezione z = § (risp. z = —3). Per x # 0 +1

) = 1
si ricava f'(z) = —75z2+2151g;“;‘+2>, ovvero f'(z) = — gz (e x <0, 2 # —1) e f'(2) = — 5513
(se z > 0, z # 1): si noti che f'(z) < 0 per ogni tale x, dunque la funzione & strettamente decrescente
negli intervalli | — oo, —1[, ] — 1, 1[ e ]1, +oo[. Per il disegno, & interessante notare che lim,—._1 f'(z) = —1,
fL(0) = =3, f1(0) = —2 (dunque, come si sospettava, f non & derivabile in 0) e lim,—1 f'(z) = —3.

Infine, se z < 0 e x # —1si ha f"(z) = 2m,mentresex>06m;£lsihaf”( ) 6%

vale f"(z) = 0seesolosex = —2, e f’(z) > 0 (dunque f & strettamente convessa) per —2 < z < 0 oppure
x>0;inx = —g la funzione ammette dunque un flesso, con f(—g) = —arctg% ~ —0,46 e f’(—%) = —5.

() [f(z) = (2 + 2x) log |z|] La funzione non & periodica, non ha parita, ed ha come dominio R \ {0}; vale
poi, limz— 4o f(x) = +00 e (usando il noto lim,_ o+ tlog|t| = 0F) lim,_ o+ f(z) = 0T. Si ha f(z) =0 se
e solo se (nel dominio) 22 4 2z = 0 oppure log |z| = 0, ovvero se e solo se (nel dominio) z = —2, —1, 1.
Vediamo ora il segno. Si ha z? + 2z > 0 se e solo se # < —2 oppure z > 0, mentre log|z| > 0 se
e solo se |z| > 1, cioé se e solo se z < —1 oppure z > 1: da cid deduciamo che sara f(z) > 0 se e
solo se £ < —2, —1 < z < 0 oppure z > 1. La funzione & di classe C* nel suo dominio, ed & priva
di asintoti lineari. La derivata risulta f'(z) = (2z + 2)log |z| + 502% = 2(z + 1)log|z| +x + 2. Siha
allora f’(z) = 0 se e solo se 2(x + 1)log|z| + x + 2 = 0; se x = —1 cid ¢ falso, e se x # —1, dividendo

per x + 1, cid vale se e solo se log|z| = 72(””17121). La funzione al primo membro & la nota log |z| (il cui
grafico si ottiene “riflettendo quello di logz rispetto all’asse y”), mentre la funzione al secondo membro
¢ la funzione affine con asintoto orizzontale y = —%, asintoto verticale x = —1 e che vale —1 per z = 0;

un semplice confronto grafico tra le due funzioni mostra chiaramente ’esistenza di tre punti a,b,c con
—2<a<-1<b<0<c<1incuiiloro grafici si intersecano. Per il segno di f'(z), notiamo che
f'(=1) =1 > 0; se invece = # —1, nel dividere per = + 1 bisogna fare attenzione al segno di quest’ultimo,
e dunque se z = —1 si ha f'(z) = 2(z + 1)log|z| + =+ 2 > 0 se e solo se log|z| = —25”17:'_21). Usando
ancora il suddetto confronto grafico, ricaviamo dunque che f'(z) > 0 se e solo se a < = < b oppure
x > c¢: ne deduciamo che x = a e x = ¢ sono punti di minimo relativo, mentre x = b € un punto di
massimo relativo. E altresi interessante notare che lim, o+ f'(z) = —oco: la funzione “si verticalizza”
mentre tende a zero per x — 0. Se si vuole (ma non era richiesto) si pud derivare ulteriormente, ottenendo
f"(x) =2log |z| + 22 + 1 = 2log|x| 4+ 222, che si puo studiare coi metodi gia usati per f’.

(h) [f(z) = s'” ] Il dominio & R\Zn = {z : © # k=, k € Z}. La funzione & periodica di periodo 27, dunque

studiamola 1n] m,w[\{0}, in cui & di classe C*°. I limiti notevoli sono lim,_, .+ f(z) = lim,_,- f( )y=0"

elim, o+ f(z) =lim,_, .- f(z) = +o0; la funzione & inferiormente limitata da 0 (infatti un esponenziale &
1

sempre > 0), e per quanto appena visto si ha 0 = inf(f). La derivata & f'(z) = f%esmm :siha f'(z) =
per cosz = 0, ovvero = £%, e f'(x) > 0 per cosz < 0, ovvero —7 < < —% e 5 < & < m. Dunque

f ha un punto di massimo in —% (con f(—7%) = 1/e) e un punto di minimo in 5 (con f(3) =e). Peril
disegno, si noti che lim, , .+ f'(z) =07 e lim, o f'(x) = 0~ (basta porre t = ). Infine, si calcola

17 sin® x+51112 x—2sinz—1 1
f (.%') == sind

esmw . Posto u = sinz, consideriamo il polinomio P(u) = u® + u? — 2u — 1:
derivando si ottiene P’(u) = 3u? +2u — 2, dunque P cresce per u < f@ ~ —1,8eu> ‘/72*1
essendo limy, .o P(u) = Foo, P(-2) = —1, P(—1) =1 e P(0) = P(1) = —1, per il Teorema degli Zeri le
tre soluzioni a < b < ¢ di P(u) = 0 (si noti che non ci sono radici multiple, perché P(u) e P’(u) non hanno
radici comuni) soddisferanno a < —1 < b < 0 < 1 < ¢. Pertanto f”(z) = f<SinIﬁ“xs;nnﬁ;b)(smzfc)
ove vale sempre sinz —a > 0 e sinw — ¢ < 0. Ne ricaviamo che f”(x) = 0 se e solo se sinz = b (da cui
x = arcsinb < 0 e z = —7 — arcsinbd), e f”(z) = 0 se e solo se sinz > b (da cui —7 < z < —7 — arcsinb,
arcsinb <z <0el<z< 7r) pertanto —m — arcsin b e arcsin b sono flessi, collocati tra —m e 0; in essi f
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esinx

(i) [f(z) = |tgz| — 2z] Studiamo la funzione in ] — 5, Z[. Vale lim_ =+ f(z) = limx f(z) = 4o0. Si
ha f(z) > 0 se e solo se [tgz| > 2z, ed un semplice confronto grafico mostra che esiste un unico punto

a in ]0, 5[ (ma pit vicino a 5 che a 0) tale che f(z) =0 perz =0exz =aqa, f(z) <Oper0 <z <ae



f(z) > 0per -5 <z < 0oppure a < z < %. Laderivataéf’(m):%fQ:msea:>0,ed

2 COS2 x COS2 x
e fllx) = ——2%- —2= —HQC% se z < 0: dunque, se z < 0 la funzione é strettamente decrescente,

- COS2 x COS2
mentre per x > 0 essa ha punti stazionari per 1 — 2cos® x = 0, ovvero per cosz = g

strettamente crescente se 1 — 2cos? z > 0, ovvero per cosx < g, ovvero per § <z < 7. Dunque x = 7 ¢

un punto di minimo relativo (che vale f(7) =1—% ~ —0,5). Nel punto = = 0 la funzione non & derivabile;
tuttavia, poiché essa & decrescente subito prima e subito dopo, tale punto non sara d’estremo locale. Si ha
inoltre f.(0) = —1—2= —3e f}(0) =1—2= —1. La derivata seconda ¢ f"(z) = 22%% > 0 se z > 0, ed
e f'(z) = 72;;5% > 0 se x < 0: dunque la funzione ¢ strettamente convessa sia per x < 0 che per z < 0,
e poiché f’ (0) = -3 < f4(0) = —1 lo & anche in z = 0.

Sul resto del dominio naturale, la funzione tende a +occ in tutti i punti & +kn (con k € Z); inoltre essa ha
dei punti di minimo locale in xy = § 4 km, con f(zx) =1 — 5 — 2kn. Si noti che tutti questi minimi del
grafico giacciono sulla retta y = —2x +1 (infatti da ¢ = % + km e y = 1 — § — 2k, eliminando & si ottiene

y=1-%2-2ri(z—2)=—-2z+1).

,chedaz =7, ede¢

() [f(x) = v/]z? 4+ 22 — 3| — z] Il dominio di f & tutto R (grazie al modulo, ’argomento della radice &
sempre > 0). La funzione non ha periodo ne’ paritd, ed ¢ certamente continua ovunque; inoltre, nei punti
in cui 2 42z — 3 # 0 (ovvero per & # —3 e x # 1) essa & anche C*. A tal proposito conviene notare subito
che 22 4+ 2z — 3 > 0 per < —3 oppure z > 1, percid in tal caso vale f(z) = Va2 + 22 — 3 — z; invece,
quando —3 < z < 1 si ha f(z) = V3 — 2z — 22 — x, e nei punti di passaggio vale f(—3) =3¢ f(1) = —1;
vale inoltre f(0) = v/3. Si ha poi f(z) = 0 quando /|z2 + 2z — 3| = =; nellipotesi = > 0 cid equivale a

|z + 22 — 3| = 22, ovvero 2 + 2z — 3 = 27, da cui x = % > 0 (accettabile), oppure z2 + 2z — 3 = —z?, da
cui x = ‘ﬁ;l > 0 (accettabile) e x = # < 0 (non accettabile). Pertanto il grafico di f interseca 1'asse

z nei due punti z = @ ~ 0,8 e x = 2. Passando al segno, vale f(z) > 0 quando +/[z> + 2z — 3] > ; se

x < 0 cio & sempre vero, mentre se x > 0 cio equivale a \m2 + 2z — 3| > z2, ovvero z2 4+ 2z — 3 > 22, da

VTl g < VL
2 2

O<z< @) Pertanto il grafico di f sta sopra l'asse z quando x < ‘ﬁ;l ex > %

Sihalimz— o f(z) = 400 (entrambi gli addendi tendono a +00), mentre limy— 1o f(z) € in forma indeter-
2 2

minata 400 — oco; moltiplicando e dividendo per v/x2 + 2z — 3 +x si ottiene perd limg—, 4o (3042'2127_3);”_” =
<42 — x

= 1. Pertanto la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale solo a +o00; le sue inter-

cui x > % (accettabile), oppure 22 4+ 2z — 3 < —z?, da cui (accettabile solo l'intervallo

limg oo — 22232

z(y/142/2—3/x2 +1)
sezioni col grafico di f(x) sono date dall’equazione f(z) = 1, ovvero y/|x? + 2z — 3| = £+1, che nell’ipotesi
z+1>0,ciot x> —1, equivale a |[z? +22 — 3| = (z +1)* =2 + 2z + 1, ovvero 2> + 2z —3 = 2> + 2z + 1
(impossibile) oppure 2% 42z —3 = —(z2+2z+1), cioe 2> 4+22—1 = 0, con soluzioni z = —1++/2 delle quali
l'unica accettabile (perché > —1) ¢ z = V2 -1~ 0,4. A questo punto resta da indagare I’eventuale pre-

\z242x—3 —x
x
forma indeterminata ; tuttavia, raccogliendo z” sotto radice e notando che V22 = |z| = —z (infatti z sta

—z4/1+2/2—-3/22 —2 —\/14+2/x—3/22 -1

T 1
ora limy—, oo (f(z)+2z) = limy—._ oo (1/|22 + 22 — 3| +2), in forma indeterminata +oo — co; moltiplicando

senza di un asintoto obliquo a —oo, pertanto calcoliamo limg—, — @ = limgz— o che ¢ in

tendendo a —o0) si ottiene limg— oo =limz oo = —2. Va calcolato

e dividendo per vx2 4 2z — 3 — x si ottiene lim @42e-3)2® _ )y e(2-3/x) =-1
T Va2 420-3—a T —a(\/142/2-3/2% +1) '
Pertanto la retta y = —2x — 1 & asintoto obliquo a —oo, e interseca il grafico di f(z) nel solo punto

z=—V2—-1~—-24 (procedere come per le intersezioni con l’asintoto y = 1).
Passiamo finalmente al calcolo della derivata. Se z < —3 oppure z > 1 vale f'(z) = 2ot2 1=

24/ z2422—3
z+1—+/x2422—3 .

Vot con calcoli simili a quelli gia fatti si ottiene che f'(z) > 0 per = > v/2 — 1, dunque f &

x Tr—

strettamente decrescente per x < —3 e strettamente crescente per x > 1. Invece, per —3 < x < 1 vale
x _ I*Jﬁz .

fllo) = —=22=2_ ] = VI 2027 o i trova che f'(z) > 0 per —3 < o < —v/2 — 1: dunque

2¢/3—22—a? V/3—2z—a?
f & strettamente crescente per —3 < & < —v/2 — 1 e strettamente decrescente per —v2 —1 <z < 1, e
il punto x = —v/2 — 1 & di massimo relativo con quota f(—v2 — 1) = 2/2+ 1 ~ 3,8. Da quanto detto,
infine, i punti di passaggio x = —3 e = 1 sono di minimo relativo; in essi la funzione & continua ma non
derivabile, in quanto lim,_, _s3 f'(z) = lim,_,,5 f'(z) = *oo (verificarlo): detto con altre parole, in tali
punti il grafico assume pendenza infinita.

(k) [f(z) = (z + 1)arctg|z|] Il dominio della funzione & tutto R, ed in esso f(z) & di classe C* in tutti i
punti diversi da 0; invece in = 0, a causa di |z|, essa & continua ma probabilmente non derivabile. Limiti



notevoli: lim; .+ f(x) = Foo. Vale f(0) =0e f(z) = 0 per ¢ = —1 e x = 0; poiché arctg |z| > 0 per ogni
a:+1

# 0,siha f(z) > 0 per x > —1 ma x # 0. Per gli asintoti, vale lim, .+« f(;) = limg 500 “arctg|z| = 5,
elimy 3o (f(z) — 5o = limz— 500 (w +arctg|z|) = 531 (si puo usare de l’Hopltal). dunque y =
z+ % +1 & asintoto a Foo. Quando z # 0, la derivata & f'(z) = arctg |z| + ;2‘:_11 sign x = (sign z) (arctg « +
277)- (Si moti subito che lim, o~ f'(z) = =1 = f.(0) e lim, o+ f'(z) = 1 = f(0), dunque 0 &
un punto angoloso.) Prepariamoci ad un confronto grafico tra arctgz e ¥(z) = f;”;f:l. La funzione
(x) si studia facilmente (definita su tutto R; nulla per z = —1 e positiva per x < —1; infinitesima a

+oo; la derivata & ¢’ (x) = %, dunque 1 & strettamente crescente per x < —v2 —1 ~ —2,4 ¢

z > v2—1~ 0,4, con massimo assoluto in —v2 — 1 (che vale f(—v2—1) = 3(vV2—-1) ~ 0,2) e
minimo assoluto in v/2 — 1 (che vale f(v2 —1) = 1(—=v2 —1) ~ —1,2). E dunque chiaro che arctgz e
1 (z) si incontrano se e solo se x = a per un certo —1 < a < 0 (si ha a ~ —0,46). Percio f'(z) = 0 per
x = a, e f'(r) > 0 per z < a oppure z > 0 in x = a si avra allora un punto di massimo locale (con
fla) = —(a+1arctga = (a+ 1) Ft5 = 1+ F95 ~ 0,23). Derivando ancora, sempre per x # 0 si ottiene

f"(z) = —2 (sign x)ﬁ vale f”(z) =0 per x = 1 e f’(x) > 0 (percid f & strettamente convessa) per
0 < <1, dunque 1 & un flesso (con f(1) =% e f'(1) =7 +1).

1
(1) [f(z) = (Jz] — 1)e”""] 1l dominio della funzione & R\ {—1}. In esso, f(z) & di classe C*° in tutti i
punti diversi da 0, mentre in = 0 (a causa della presenza di |z|) essa & continua ma, probabilmente, non
1

derivabile. T limiti notevoli sono lim, e f(z) = +00 (si noti che e”*" tende a 1), lim,_,_,- f(z) = 0"
elim, ,_;+ f(z) = —oco (si faccia attenzione ai segni; nel secondo caso la forma indeterminata 0 - oo del
1

limite, che diventa lim, , ;+(—z — l)em, si risolve col cambio ¢t = achrl) Si ha f(0) = —e, f(z) =

per z = 1 (si ricordi che z # —1) e f(z) > 0 per |z| > 1, ovvero per z < -1 oppure & > 1. Si ha
1

lirnm_>_,_OO fe) — Eem =1, © limm_>+oo(f(x) —x)) = limg—yoo(x (eT+l -1) - H'1) = 0 (si ponga

T T

= 1), da cui l'asintoto y = = a +00. In modo analogo, a —oo (notando

che |z| = —z) si trova lasintoto y = —z — 2. La derivata risulta f'(z) = _meﬂ (sex<0,z#—-1)e

fl(z)= ﬂ”(zfi)*fe”l (se z > 0): si noti che f' non si annulla mai (in 0 non & definita) e f'(z) > 0 (ovvero,

f & strettamente crescente) se e solo se —1 < z < 0 oppure x > 0; si ha f’ (0) =0 e f}(0) = 2, dunque
1

come previsto 0 &€ un punto angoloso Derivando ulteriormente si ottiene infine f'(z) = —ﬁem (se
r<0,z#—-1)e f'(z)=— (i”:;;’ge (se # > 0): dunque f” non si annulla mai e f”/(x) > 0 (ovvero f &

strettamente convessa) se e solo se x < 1.
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