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Questo documento riporta una traccia (ancora incompletp)esiti ed esercizi
come aiuto alla preparazione dello scritto.
Attualmente sono inclusi esercizi sulle reti di Petri e saitcollo supervisore.



1. Esercizi sulle reti di Petri.

Una rete di Petri marcata e’ specificata da una quintupla:7’, A, w, x},
dove P sono i posti,I’ le transizioni,A gli archi,w la funzione di peso sugli
archi, ex il vettore di marcamento (numero di gettoni per posf@};) indica
I'insieme dei posti in ingresso alla transiziot)eO(¢;) indica I'insieme dei
posti in uscita dalla transiziortg.

Per associare un linguaggio a unarete di Petri s’introdogesieme di eventi
E, una funzione che etichetta le transizioni con evénti7 — FE, e un
insieme di stati che accettardy,, C N" (n €’ il numero di posti).

(a) Si consideri la rete di Petft;, definita da:
o P = {plap2}
o] = {tl}
o A= {(p1,t1), (t1,p2)}
o w(pi,t1) =2, w(ps,t1) =1
i. Si disegni il grafo della rete di Petf?, con la marcatura; = [1, 0].
(b) Si consideri la rete di Petf?, definita da:
o P ={p1,p2, p3, pa}
o' = {t17 t?) t37 t47 t5}
o A= {(pln tl)? (pla t2)7 (p27 t?)? (p27 t3)7 (p27 t5)7 (p47 t5)7
(t17p1)7 (t17p2)7 (t27p3)7 (t37p3)7 (t37p4)7 (t47p3)a (t57p1)}
o w(pi, t1) = L w(p, t2) = Lw(pz, ta) = 1, w(p2, t3) = 2, w(pa, t5) =
1, w(ps,ts) = 1, w(ty,p1) = 1, w(ty,p2) = 1, w(te, p3) = 1,
w(ts,p3) = 1, w(ts, ps) = 1, w(ts,p3) = 1, w(ts,p1) = 1
I. Si disegni il grafo della rete di Petft,.
(c) Siconsiderila rete di Petft, definita da:

o P = {p1,p2,p3, s}

o[ = {tl,tz,tg}

o A= {(p1,t1), (p1,3), (P2, t2), (p3, t2), (p3, t3), (P4, t3),
(t1,p2), (t1,p3), (t2,p2), (t2,p4) }

o w(py,t1) = L, w(p, t3) = 1, w(pe, t2) = 1, w(ps3, t2) = 1, w(ps, t3) =
L, w(ps,t3) = 1, w(ti,p2) = 1, w(ti,p3) = 1, w(te,p2) = 1,
w(tz, ps) = 1



i. Sidisegniil grafo dellarete di PetR, con stato inizialery = [2, 0,0, 1].
Quali transizioni sono abilitate all’inizio ?
Si faccia scattare la transiziote Quali transizioni sono abilitate
dopo lo scatto di; ? Sifaccia seguire lo scatto@i Quali transizioni
sono abilitare ora ?
Ritornando a dopo lo scatto i, si faccia ora scattarg. Quali tran-
sizioni sono abilitare ora ?
Si scriva la matrice d’incidenza @ con stato inizialecy = [2, 0,0, 1]
e se ne calcoli I'evoluzione in forma matriciale se soncefattattare
in sequenza le transizioti, t», t;. Siripeta il calcolo facendo scattare
in sequenza le transiziohy, t», t3. Si commentino i risultati.

(d) Si consideri la rete di Petf?;, definita da:
o P={p1,p2}
o T ={ty,to,t3}
o A= {(p1,t1), (p1,t2), (P1,t3), (P2, t2), (t1, p2), (t3,p1) }
o w(py,t1) = 1, w(py, t2) = 1,w(p1, t3) = 1, w(p2, t2) = 1, w(t1, p2) =
1, w(ts,p1) =1
i. Si disegni il grafo della rete di Petf?,, con la marcatura; = [1, 0.
ii. Siclassifichino in base alla vitalita’ ("liveness”) leguenti transizioni
(cioe’ si dica se sond.0-vive, L1-vive, L2-vive, L3-vive, L4-vive):
e Transizione&;
e Transizione,
e Transizionés
lii. Larete di PetriP;, e’ persistente ?

(e) Si consideri la rete di Petft, definita da:
o P ={p1,p2,p3,ps}
o T = {t1,ts,13}
o A= {(p1,t1), (p2, t2), (P2, 3), (p3, t3), (t1, p2), (t1, p3), (t2, 1), (3, p3),
(t3,p4)}
o w(py,t1) = 1, w(ps, t2) = 1, w(ps, t3) = 1, w(ps3, t3) = 1, w(t1, p2) =
Lw(t,ps) = 1, w(te,p1) = 1, w(ts, p3) = 1, w(ls, pa) = 1
i. Sidisegniil grafo dellarete di Petf, con la marcatura; = [1,0, 0, 0].
ii. Sidiscuta la costruzione dell’albero di raggiungitalidi P;s.
lii. Sidisegnil'albero di copertura ds.
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(f) Si consideri la rete di Peti;4, definita da:

o P = {p1,pa, 3}
o T = {t|,ts,t3}
o A= {(p1,t2), (P2, t2), (3, 3), (t1, 1), (2, P3), (3, P2)
o w(pi,t2) = 1, w(pa, t2) = 1L, w(ps, t3) = 1, w(t,p1) = 1, w(ta, p3) =
L w(ts,p2) =1
i. Sidisegniil grafo dellarete di Peth;, con la marcatura; = [0, 1, 0].
ii. Si discuta la costruzione dell’albero di raggiungitalidi P, 4.
lii. Si disegni l'albero di copertura db, 4.
Iv. La rete di PetriP4 €’ limitata ?
v. La rete di PetriP,4 €' conservativa ?
(g) Si considerino la rete di PetH, 5, definita da:
o P = {p1,pa, 3}
o "= {t1,t5}
o A= {(p1,t1), (P2, t2), (t1, p2), (t2, p1), (t2, p3)
o w(py,t1) = 1, w(ps, t2) = 1, w(ty, p2) = 1, w(te, p1) = 1, w(ts, p3) =
1
e la rete di PetrP;5, definita da:

o P= {plap27p3}

o ['= {tlatZ}

o A= {(p17 tl)a (p27 t2)7 (t17p2)7 (t27p1)7 (t27p3)

i U)(pl,tl) - ]" w(p27t2) — 11w(tlap2) = ]-’ w(t27p1) — 11w(t27p3) —
2

I. Si disegni il grafo della rete di Peti#;;, con la marcatura; =
[1,0,0].
ii. Si discuta la costruzione dell’albero di raggiungitalidi P;s,,.
lii. Qual e’ la successione di marcature raggiungibili ne$tops in P5,
2
Iv. Si disegnil'albero di copertura dp;5,,.
v. Si disegni il grafo della rete di Pet##5, con la marcatura:, =
[1,0,0].
vi. Sidiscuta la costruzione dell’albero di raggiungitailidi P;s,.



Vil.

Qual e’ la successione di marcature raggiungibili destops in P35,
?

viii. Si disegni l'albero di copertura db, 5.

iX.

Si confrontino gli alberi di copertura d?5, e P;5,, € Si commenti
sulla capacita’ dell'albero di copertura di discriminara stati rag-
giungibili e quindi di rispondere a domande su proprietaidurezza.

(h) Si consideri la rete di Petf,s definita da:

o P= {plap27p37p4}

o' = {t17t27t3}

o A= {(pb tl)a (p27 t?)a (p37 tl)a (p47 t3)7 (tlap2)7 (t27p3)7 (t27p4)7 (t37p1)
o w(py,t1) = 1, w(pa, t2) = 1, w(ps, t1) = 1, w(ps, t3) = 1, w(t1,p2) =

L, w(ts, p3) = 1, w(te, ps) = 1, w(ts, p1) =1
Sidisegni il grafo della rete di Petf;; con la marcatura; = [1,0, 0, 0].

il. Si scriva la matrice d’'incidenza dP;s dato lo stato inizialer, =

[1,0,0,0].

iii. Dato lo stator = [0, 0, 0, 1], si risolva 'equazione@ A = = — x,, dove

le incognite sono le componenti intere non-negative deébvet.

Qual e’ il significato del vettore ? Che cosa possiamo dedurre in
guesto caso dalla risoluzione dell’equazione precedente ?
L'esistenza div €’ necessaria affinche’ sia possibile raggiungeda

xo ? L'esistenza di e’ sufficiente affinche’ sia possibile raggiungere
x daxy ?

Si ripeta I'esercizio del punto precedente ednr= [0, 1,0, 0], cioe’ si
risolva I'equazione A = 2/ — x.



2. Esercizi sul controllo supervisore.
Notazione
Un automa deterministico e’ rappresentato da

G = (X7E7far7x07Xm)
dove

e X e'l'insieme deqgli stati
e F e’ l'insieme degli eventi

e f: X x E — FE €'lafunzione di transizione (puo’ essere parziale sul
suo dominio);f (z, e) = y indica che c’e’ una transizione etichettatacda
dallo statar allo statoy

e[ : X — 2F ¢’ la funzione degli eventi attivil'(x) e’ 'insieme degli
eventie per cuif(x, e) e’ definito o insieme attivo dix in

e 1( €' lo stato iniziale
e X,, C X e’ l'insieme degli stati marcati

Se X e’ finito 'automa si dice a stati finiti.
Il inguaggio generato d& e’

L(G) ={se E*: f(xg,s) e definito}
Il linguaggio marcato dé&: e’
£.(G) = {s € L(G) : f(x0,5) € Xu)
Un automa non-deterministico e’ rappresentato da
G = (X, EU{e}, fua, I, Xo, Xin)
dove

o foa: X x EU{e} — 2%, percuif,q(z,e) C X dove e’ definito
e X) C X, cioe’ ci puo’ essere piu’ di uno stato iniziale

Il prefisso di un linguaggid. si puo’ indicare come préf.), prefiss¢L),
oppureL.



Definition 0.1 Sano K e M = M linguaggi sull’alfabeto di eventi £, con
E,. C E. S diceche K € controllabile rispetto a M e F,., Se per tutte le
stringhe s € K e per tutti gli eventi 0 € F,. si ha

sc e M= soeK.

[equivalentea K E,., N M C K]

Definition 0.2 Sano K e M = M linguaggi sull’alfabeto di eventi £, con
E.CE,E,C E,elaproiezione P : E* — E’. S diceche K € osservabile
rispetto a M, E,, E,, se per tutte le stringhe s € K e per tutti gli eventi
o€ E.9 ha

so @ K Nso € M= P [P(s)loNnK = .



(@) i. SiaF = {u,b}, M = {ub,bu}, E,, = {u}, Ey. = {b}, K1 = {bu}.
Si disegnino i diagrammi degli automi che riconoscaide K.
Il linguaggio K; = {bu} €’ controllabile rispetto &/ e F,,. ?
Il linguaggio K; = {bu} €’ osservabile rispetto &/, £, e E. ?
Traccia di soluzione.
K e’ controllabile: all’inizio si disabilita: e poi si riabilita.
Per stabilire sd{, e’ osservabile si ragioni come segue. Si consider-
ano tutte le stringhe € K, eo € E..
La stringas = ¢ € K, puo’ essere estesa fuori dg con I'evento
controllabilec = u, inoltre sc = eu = u € M. Pero’ non c’e’ nes-
suna altra stringa i; con un prefisso che abbia la stessa proiezione
del prefissa e che termini inu. Percio’ per quests, o

P UP(s)onNK, =0

che soddisfa la condizione di osservabilita’
(nel dettaglio
PP(s)lonNK; = PY[P(e)]un{e b, bu} = P~ elun{e, b, bu} =
{u*}Iun {e, b, bu} = 0).
Lo stesso vale pet = b, cioe’ non c’e’ nessun evento controllabile
che estende in M ma non inkj;.
Lo stesso vale per = bu.
Segue ché{; e’ osservabile.
ii. Sia E'={u,b}, M = {ub,bu}, £, = {u}, By, = {u}, Ky = {ub}.
Si disegnino i diagrammi degli automi che riconoscaiae K.
Il linguaggio K> = {ub} €’ controllabile rispetto &/ e F,. ?
Il linguaggio K> = {ub} €’ osservabile rispetto &/, £, e E. ?
Si supponga ora di modificarg,. come segueF,. = {b}. K, €’
controllabile ?K5 e’ osservabile ?
Traccia di soluzione.
K, e’ controllabile: all’inizio si disabiliteb e poi si riabilita.
Per stabilire sd<, e’ osservabile si ragioni come segue. Se si con-
sideras = ¢, 0 = b € E., sihasc = eb = b € M\ Ky, ma
s’ =u € P~ P(s)] (poiche’u € E,,) es'c = ub € M N Ko.
Segue ché{, non e’ osservabile.
Se si modificat,. comeFE,. = {b}, alloraK, sarebbe incontrollabile,
perche’ non si puo’ disabilitare I'eventaniziale per impedire che si
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produca la parolau che non e’ nella specifica.

Che cosa si puo’ dire circa I'osservabilita’ i, ? Si considerano
tutte le stringhe € Ky eo € E..

La stringas = ¢ € K, non puo’ essere estesa fuoriHacon I'evento
controllabilec = w; per la stringas = u € K, Si haso = uu & K,
esoc = uu ¢ M; perla stringas = ub € K> si haso = ubu ¢ K,
eso = ubu ¢ M. Segue che{, e’ osservabile. Intuitivamentex’,
e’ osservabile, perche’ la verifica di osservabilita’ e’ dotta solo
rispetto agli eventi controllabili, in altri termini sicaee fallisce prima
la controllabilita’ non e’ 'osservabilita’ limitata a ingglire ad un su-
pervisore di mantenere lI'impianto all'interno della spiea.



(b) Il problema del gatto e topo nel labirinto.
Ci sono due agenti mobili, diciamo un gatto e un topo, che vono
in un labirinto. Il labirinto e’ mostrato in Fig. 1: ha cings&anze che co-
municano tramite porte, ciascuna delle quali e’ travensalia direzione
indicata in figura esclusivamente dal gatto (porte di g esclusiva-
mente dal topo (porte di tipm;). Il gatto e il topo si possono modellare
ciascuno con un automa i cui stati sono le stanze, e le cusizani
rappresentano lo spostamento da una stanza all’altratoldeuin Fig. 2
e’ ottenuto dall'intersezione degli automi del gatto e agdd. suppo-
nendo che inizialmente il gatto e’ nella stanza 2 e il topoadlanstanza
4r. Ogni stato dell’lautoma composto corrisponde alla calistanze
(re, 7m), doOver, €’ la stanza attuale del gatta-g e’ la stanza attuale del
topo; c’e’ un transizione dallo stato,, r,,,) allo stato(r., r,,,) (0 allo stato
(re,77,)) per 'eventoc; (0 m;) se il gatto (o il topo) varca la poria (o
m;) per andare nella stanza (o ;). Non abbiamo disegnato 'automa
per intero per motivi di spazio, tuttavia quanto mostratsidficiente per
comprendere la procedura che segue. Tutte le porte possseie@perte
o chiuse da parte del controllore, tranne la porta bidiregi®c; che e’
sempre aperta, cioe; e’ incontrollabile mentre tutte le altre porte sono
controllabili. L'obiettivo e’ di progettare il controll@ supervisore piu’
generale che soddisfa le seguenti due proprieta:

I. Il gatto e il topo non sono mai contemporaneamente nedigsststanza.
ii. E’ sempre possibile per il gatto e per il topo ritornareaitato iniziale
(2,4).

Si puo’ ottenere il controllare iterando dei passi di eliaaione di stati il-
legali fino a raggiungere un punto fisso. Inizialmente si congd’automa
del labirinto con 'automa della specifica del sistema (itga il topo non
sono nella stessa stanza, e c’e’ un percorso per tornaretalminiziale).
Il risultato della composizione e’ che si eliminano tutti gtati con il
gatto e il topo nella stessa stanza: (0,0), (1,1), (2,23)(84,4)) (mentre
non ci sono stati da eliminare per I'altra condizione sutbggbilita’ di
raggiungere lo stato iniziale). Quando si elimina uno dtédogna anche
eliminare tutte le transzione che partono da esso. Dopoaparato la
potatura iniziale, si ripete il passo seguente fino alla eagenza a un
punto fisso.

e Se si e’ eliminata una transizione etichettata da un evactmirolla-
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bile (perche’ diretta a uno stato eliminato), si eliminanaclze lo stato
da cui la transizione parte e tutte le altre transizioni dmes

¢ Si eliminano tutte le transizioni dirette a uno stato eliatm

e Si eliminano tutti gli stati irrangiubili dallo stato inizie e tutti gli
stati non co-raggiungibili (cioe’ quelli da cui non si puaggiungere
uno stato che accetta).

Nel nostro esempio, Sono necessari i seguenti passi peunagge un
punto fisso:

I. Passo 1:
Eliminare lo stato (1,3), perche’ la sua transizione inoatdbile a
(3,3) per I'eventa:; deve essere eliminata (poiche’ (3,3) e’ stato elim-
inato in precedenza), ed eliminare tutte le transizioni H&)( ne
segue che gli stati nel sottografo radicato nello statg €ofo resi ir-
raggiungibili (nella figura non si mostra il sottografo reatio in (1,0)
per non affollare troppo il disegno).
Eliminare le transizioni a stati precedentemente rimas$gs. elim-
inare dallo stato (0,3) le transizioni a (3,3) pge a (0,0) perng.
Eliminare gli stati irraggiungibile, ad es. lo stato (1,0)sei0i succes-
sori.

ii. Passo 2:
Eliminare lo stato (0,3) perche’ non e’ co-raggiungibile,quanto
dopo la rimozione di (1,3) lo stato (0,3) e’ diventato undtaloc-
cante senza transizioni uscenti, ed eliminare tutte lesizeoni ad
€sso.

Quello che rimane e’ il controllore supervisore mostratd=ig. 3. In
ogni stato alcune porte devono essere aperte o chiuse epantie porte
rimanenti e’ indifferente (a parte naturalmenteche e’ incontrallabile e
qguindi sempre aperta), secondo le seguente indicazioni:

(2,4):63:1,m5:1,61:C2:C4:C5:C6:—,m1:m2:m3:
myg = Mg = —

(0,4):61:].,C4:1,m5:O,62263265266:—,7711:7712:
msg = MMy = Mg — —

QAd):co=1,m;=0,ci=c3=c4=cCc5=C=—,M1 =My = M3 =
my = Mg = —
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B4hd):cs5=0,m5=0,c1=ca=c3=C4=C=—,M1 =My =mMm3 =

my = Mg = —
20):c3 =0,m =0, my =1,¢1 = o = ¢4 =5 = g = —,
Mo = Mg = My = Mg — —
(2,3):03:O,m6:1,cl202:64:05266:—,m1:m2:m3:
mqg — My = —

Queste scelte permettono la massima flessibilita’ per tbgatil topo.

all'interno delle condizioni dettate dalla specifica. Sbpottenere un

controllore ridotto con la fusione di stati seguente: In@dueed version

of the controller the states are merged as follows:

Soz{(2,4)}: cs=1l,ms=1l,co=c=cy=c35=c=—,Mm1 = My =
ms =My = Mg — —

Sl = {(0,4),(1,4),(3,4),(2,0),(2,:}) C1 = ]., Cy = ]., Cy = ]., C3 = O,
c5=0m =0,m;=0,my=1,mg=1,c6 = —,my =m3 = —

La riduzione degli stati avviene a scapito di restringerdidasibilita,

cioe’ di perdere dei gradi di liberta’ nella realizzaziored dupervisore.

Il controllore ridotto e’ mostrato in Fig. 4.

Cat l l Mouse

Figure 1: Labirinto con il gatto e il topo.

(c) Si consideri un impiantd: con = {a,b}, ¥, = {b}, L(G) = a*ba*
(cioe’ il linguaggio ottenuto dai prefissi delle stringhdl@spressione
regolarea*ba*), L,,(G) = a*ba*.
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Figure 2: Frammento dell’automa del labirinto con il gattibtepo.

Si supponga che la specifica (il linguaggio generato desidesiak’ =
{a*ba* k > 0} C L(G), cioe’ sirichiede che I'impianto controllato generi
prefissi di stringhe con un numero ugualexdihe precedono e seguono
un unicob.

Il linguaggio K e’ controllabile ? Si enunci la definizione di controlla-
bilita’ di un linguaggio e la si applichi al caso.

Si enunci il teorema di esistenza di un supervisore sotttralailita’
limitata. Esiste un supervisoretale che I'impianto controllato generi il
linguaggioK ? Si mostri un tale supervisorfese esiste, e si descriva in
breve la sua strategia di controllo.
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Figure 3: Supervisore del problema del gatto e topo.

C3, M5

C1,C4,C7, Mg

Co, My

Figure 4: Supervisore ridotto del problema del gatto e topo.
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