Appunti di Matematica

3 Funzioni di una variabile reale

Il nucleo centrale del corso, che affrontiamo in questo capitolo, consiste nello studio
delle funzioni reali di una variabile reale, ovvero delle regole f : A — R che ad ogni
elemento = del dominio A C R assegnano uno ed un ben precisato valore reale f(z).

3.1 Generalita

Prima di approfondire la conoscenza “locale” delle funzioni, che richiede la precisazione
del concetto di “vicinanza” (come vedremo tra breve parlando di “topologia”), possiamo
dare fin da ora alcune nozioni “globali”, che dipendono solo dalle proprieta gia introdotte
di R.

’ Operazioni e ordine con le funzioni‘ Le operazioni di somma e prodotto di R (che,

come sappiamo, ¢ un corpo commutativo) inducono in modo naturale delle operazioni
nell’insieme R4 delle funzioni reali di una variabile reale con dominio un certo A C R: se
f,9: A — R sono due funzioni, la loro somma f+¢g: A — R ed il loro prodotto fg: A — R
saranno le funzioni date da (f+g)(z) = f(x)+g(z) e (fg)(z) = f(x)g(x) per ogni z € A;
se g non si annulla mai si potra anche considerare la funzione quoziente i A — R data

da (5)(@ = % per ogni x € A. Tali operazioni fanno di R4 un anello (vedi pag. 27). In

particolare, la funzione opposta di f & —f : A — R data da (—f)(z) = —f(z) e, se g non
si annulla mai, la funzione reciproca di g & é : A — R data da (é)(x) = ﬁ. Dal fatto
che dominio e codominio sono entrambi sottoinsiemi di R, ha anche senso “comporre”
due funzioni: se f: A - R, g: B — R e f(A) C B si definisce la funzione composta
gof:A— Rcome (go f)(x) =g(f(z)) per ogni x € A; la scrittura “go f” si legge “g
composto f7 o “g di f” o “g dopo f”, e si osservi attentamente che la prima delle due
funzioni ad operare e f, seguita poi da g. La composizione & associativa, cioe se h : C — R
con g(B) C C allora (hog)o f = ho(gof), e si scrivera percid “hogo f”; essa ha chiaramente
elemento neutro nella funzione identita idg : R — R data da idg(x) = x per ogni = € R,
ed e distributiva rispetto a somma e prodotto (ovvero ho (f +¢g) = (ho f)+ (hog) e
ho(fg)=(hof)(hog)). Se A,BCRe f:A— B ¢una funzione biiettiva, allora come
si sa @ univocamente definita la funzione inversa f~': B — A tale che f~lo f = id4 e
fo f~! =idp. Dalla relazione d’ordine totale “<” di R si introduce inoltre una relazione
d’ordine (parziale) in R4 ponendo f < g se e solo se f(z) < g(z) per ogni x € A.

Esempi. (1) Se f(z) = 22, g(z) = |z| e h(z) = sinz, allora (ho (f + 3g))(z) = sin(z® + 3|z|). (2) La
funzione /log(|z| — 4) pud essere vista come la composizione ho go f, ove f(z) = |z| — 4, g(x) = logx
e h(z) = v/z. (3) La funzione 6arctg®(sinz — 1) pud essere vista come la composizione ko ho go f, ove
f(z) =sinz—1, g(x) = arctgz, h(z) = 2° e k(x) = 62. (4) La funzione f : [2, 5[—[—1, 8[ ¢ iniettiva (infatti,
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f(z1) = f(x2) equivale a 7 — 2% = 4(x1 —x2), e se T1 # T2 cid equivale a 21 + 2 = 4, ma cid & impossibile
se x1,x2 € [2,5] perché cio forzerebbe x1 = z2 = 2) e suriettiva (se y € [—1,8[, cercando le soluzioni
x € [2,5[ di f(z) = y si trovano i numeri reali = 2+ /T +y, ed essendo 2—/T+y <2<2+/T+y<5
si trova una ed una sola soluzione 2+ +/1 + y € [2, 5]), e dunque biiettiva. Il conto appena fatto ci permette
inoltre di scrivere esplicitamente I'inversa f~* : [~1,8[—[2,5[: essa sara f~!(z) = 2 + /1 + .

Dominio naturale‘ Molte funzioni sono date semplicemente esibendo 1’espressione al-

gebrica che permette, dato un certo z, di calcolare subito il valore f(x), senza specificare
chi sia il dominio A C R di f. In questo caso, si assume tacitamente che quest’ultimo sia
il dominio naturale di f, ovvero il piti grande sottoinsieme Ay di R per il quale tale espres-
sione ha senso: bisognera dunque essere in grado di determinare tale dominio naturale.

Esempi. (0) Se f(z) = sin(z? —3|z|) oppure f(x) = e>*~°°*% nessuna condizione & richiesta per dare senso
alle espressioni: dunque Ay = R. (1) Sia f(z) = v/(z +2)(3 —z). Per la realta della radice bisognera
che sia (z + 2)(3 — ) > 0, e dunque Ay = [~2,3]. (2) Sia f(z) = /log(Jz| — 4) — tg(z — 2). Per la
realtd del logaritmo va richiesto che |z| — 4 > 0, per la radice che log(|z| —4) > 0, e per la tangente

. . . |zl —4 >0 |z| > 4 N
che z — 2 # 7 + Zm. Si ottiene dunque il sistema { log(lz| —4) >0 , ovvero || —4>1 , € percio
1:—2#%-0—2# a:;é2+%+Z7r

A = (Reos URss)\ {2+ T + kr : k € Z}. (3) Sia f(z) = log|a® — 1| — arcsin( 22221y Sj noti
che 'argomento del logaritmo & \IQ — 1] > 0: dunque, per esistenza del logaritmo basta richiedere che
tale argomento sia non nullo, ovvero che z # +1. Per lesistenza dell’arco-seno, invece, va richiesto che il

e ddlz—2] . .. .
7“‘*‘3”5 ‘ % é ovviamente > 0, la condizione diventa

suo argomento stia in [—1, 1] e percio, poiché
W <1, ovvero |z| 4 |z — 2| < 3: dunque se z < 0 si ha —x — (z — 2) < 3, che da x > —3 (da cui le
soluzioni [—3,0]); se 0 <z < 2 si ha x — (z —2) < 3, che da 2 < 3, sempre vero (da cui le soluzioni [0, 2]);
infine, se z > 2 si ha 2 + (z —2) < 3 che da = < £ (da cui le soluzioni [2, ]). Riassumendo, log |[z* — 1| ha

(\wl+lw—2l
3

senso per x # 1, mentre arcsin ) ha senso per x € [—1, 3]: pertanto si ha Ay = [—1, 3]\ {1}.

Abbiamo visto che, in generale, se X,Y sono due insiemi e f : X — Y una
funzione, il grafico di f ¢ il sottoinsieme I'y = {(z,y) € X xY :y = f(z)} del prodotto
cartesiano X x Y. Pertanto, il grafico di una funzione f : A — R con A C R sara un
sottoinsieme di R? = R x R, visualizzabile dunque come sottoinsieme del piano cartesiano
(solitamente si identifica il dominio A con un sottoinsieme dell’asse delle ascisse, mentre
lasse delle ordinate funge da codominio). Per definizione di funzione, per ogni z € A
esistera allora uno ed un solo y = f(x) tale che (z,y) € I'y.

Appare allora chiaro che, data una funzione f : A — R:

e il grafico della funzione opposta —f : A — R, data da (—f)(x) = —f(x), si ottiene
riflettendo quello di f rispetto all’asse x;

e il grafico della funzione speculare ¢ : —A = {z € R : —x € A} — R data da
o(z) = f(—=x) si ottiene riflettendo quello di f rispetto all’asse y;

e se f : A — B & biiettiva, il grafico della funzione inversa f~!' : B — A si ottiene
riflettendo quello di f rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante y = «:
infatti, (a,b) € I'y se e solo se b = f(a), ciot se e solo se a = f~1(b), cioe se e solo se
(b, CL) € Ff—l .
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Figura 3.1: Grafico di una funzione; grafici della funzione opposta e speculare; grafico della
funzione inversa; immagine e antiimmagine sul grafico.

’Immagine e antiimmagine‘ Se ACRe f:A— R e una funzione, 'immagine di
A c Ae f(A) ={f(x): 2z € A} C R, I'insieme delle immagini degli elementi di A’ (&
dunque un sottoinsieme del codominio, visualizzabile sull’asse delle ordinate nella rapp-
resentazione cartesiana). Invece I’antiimmagine di B C Re f~Y(B) = {z € A: f(z) €
B} C R, l'insieme dei punti del dominio A la cui immagine sta in B (si tratta dunque un
sottoinsieme del dominio, visualizzabile sull’asse delle ascisse nella rappresentazione carte-
siana). In generale € pitt “meccanico” calcolare un’antiimmagine che un’immagine: infatti,
per antiimmagine f~!(B) va studiata la condizione f(z) € B (che si riduce di solito alla
risoluzione diretta di sistemi di equazioni e/o disequazioni nell’incognita x), mentre per
Iimmagine f(A’) bisogna essere in grado di calcolare, per ogni y nel codominio, quali sono
le sue antiimmagini (ovvero, chi & la “fibra” f~!(y)) e poi controllare per quali y accade
che almeno una di esse stia in A’. In generale, e specialmente per il calcolo dell’immagine,
¢ utile avere un’idea abbastanza precisa dell’andamento della funzione (sapere se cresce o
decresce, se “fa salti” o no...): in particolare, se si dispone del grafico della funzione ci si
puo rendere subito conto visivamente di che cosa siano immagini o antiimmagini.

Esempio. Si consideri f : R — R dato da f(z) = 2? — 22 — 3 (il grafico & pertanto una parabola con asse
parallelo all’asse delle ordinate, concavita rivolta verso l’alto, intersezioni con l’asse delle ascisse in —1 e
3 e vertice in (1,—4)). L’immagine di un intervallo [a,b] del dominio non & facile da trovare senza dare
un’occhiata al grafico, ed & una grave ingenuita dire che essa & sempre 'intervallo compreso tra f(a) e f(b):
ad esempio, se [a,b] = [—1,4] si ha f(—1) = 0e f(5) = 12 ma f([—1,5]) = [—4,12], come verifichiamo
ora. Dato y € R, per trovare la fibra f~'(y) bisogna risolvere f(z) = 2> — 2z — 3 = y, e cid & possibile
solo per y > —4 con soluzioni z1 = 1 — /y+4 e z2 = 1 + /y +4; la condizione z; € [—1,5] diventa
—1<1—Vy+4<5,cioe =2 < —y+4<4,cioe —2 < —/y+4, cioe v/y+4 > 5, cioe y <0, mentre
la condizione z2 € [—1,5] diventa —1 < 1+ /y+4 < 5, ciot —2 < /y +4 < 4, cioe vy +4 < 4, cioe
y < 12. Ne deduciamo che quando y < 12 almeno uno tra z1 e x2 sta in [—1,5]: questo, combinato con la

succitata y > 4, da quanto detto. Per calcolare Pantiimmagine diciamo dell'intervallo ¢, d] del codominio
basta invece risolvere la disequazione ¢ < f(x) < d nell'incognita z: cosi, se si vuole 'antiimmagine di
22 -2 -3>-3 o f2at=22>0

2 —2r—-3<5 e{xQ—Qm—8<0

)

[—3,5] si deve risolvere —3 < f(z) < 5, ovvero il sistema {
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che da le soluzioni [—2,0] U [2,4].

Se il dominio A di una funzione ¢ simmetrico rispetto a 0 (ovvero se —A = A,
cioe © € A se e solo se —x € A), ha senso parlare di funzione “pari” o “dispari”. La
funzione f : A — R si dira pari se per ogni = € A vale f(—x) = f(x), e dispari se per ogni
x € A vale f(—z) = —f(x): in termini di grafico, cio si nota dal fatto che quest’ultimo
e simmetrico rispettivamente rispetto ’asse delle ordinate o rispetto ’origine. L’interesse
del determinare la parita di una funzione f e evidente: se individuata, cio permette di
limitare lo studio di f a ANR>o.

Esempi. (0) Se0€ Ae f: A— R, sinoti che allora f(0) = 0 (infatti f(0) = f(—0) = —f(0)). La sola
funzione sia pari che dispari & la funzione nulla (infatti per ogni € A dovrebbe essere f(z) = f(—z) =
—f(x)). (1) La funzione potenza intera f(z) = z™ (con n € Z) & pari per n pari e dispari per n dispari.
2 gt er, log | sin x| sono esempi di funzioni pari; sinz, tgz sinhz, arcsinz,
2

(2) cosz, coshz, |z|, =

arctg(z — 2*) sono esempi di funzioni dispari. (3) e®, z* — , log |z 4 x + 1| non sono né pari né dispari.

Periodicita| Una funzione periodica e una funzione che “si ripete inalterata ad intervalli
regolari”. Piu precisamente, f : A — R si dird periodica se esiste 7 > 0 tale che (i)

A = n1 + A per ogni n € Z (ovvero, “A non cambia se lo si trasla a destra o sinistra di
multipli interi di 77), e (ii) per ogni z € A vale f(z+7) = f(z). In tal caso, il piu piccolo
numero positivo 7; con queste proprieta si dira periodo di f, e tutti gli altri 7 saranno
suoi multipli interi. Anche qui, I'interesse del determinare la periodicita di una funzione
f & evidente perché, se individuata, essa permette di limitare lo studio di f al tratto di A
contenuto in un segmento [n7s, (n + 1)7¢] per un qualsiasi n € Z.

Esempi. (1) Come visto, sinz e cosz sono funzioni periodiche di periodo 27, mentre tgz e cotgx sono
periodiche di periodo . (2) Se a,b € R, la funzione f(z) = sin(az + b) & periodica di periodo %: infatti
flz+ %”‘) = sin(a(z + %) +b) =sin(ax + b+ 27) = sin(az +b) = f(z). (3) La funzione f : R — R data da
f(z) = frac(z) — 3 (ove frac(z) rappresenta la “parte frazionaria” di z, vedi pag. 33) & dispari e periodica
di periodo 1. (4) Le funzioni e¥™%, sin®(2z) e log(cos2z) + /1 — tgx sono tutte periodiche (di periodi
rispettivamente 27, 7 e 7): in effetti, in esse la variabile z & “trattata per prima” da funzioni periodiche.

Cio non accade in sine” e tg+/1 + z2, che infatti non sono periodiche.

’Crescenza e decrescenza, massimi e minimi‘ Una funzione f : A — R si dira cres-

cente (risp. decrescente) se per ogni x1,x2 € A tali che x; < o si ha f(x1) < f(z2)
(risp. f(x1) > f(x2)); strettamente crescente (risp. strettamente decrescente) se tali disug-
uaglianze sono strette, ovvero se per ogni x1,z2 € A tali che 1 < x9 si ha f(z1) < f(x2)
(risp. f(z1) > f(x2)); il termine monotona significa “crescente oppure decrescente”. Se
f(A) C R ha il massimo (risp. il minimo), si dira che f ammette/assume massimo (risp.
minimo) assoluto (o globale) in A; tali valori, se esistono, vengono detti entrambi estremi
(assoluti) di f in A. Invece, i punti del dominio in cui tale massimo (risp. minimo) asso-
luto viene assunto si diranno punti di massimo (risp. di minimo) assoluto per f in A, ed
un punto di massimo (risp. minimo) assoluto si dira stretto se ¢ 'unico punto in cui tale
massimo (risp. minimo) assoluto viene assunto. I punti di massimo e minimo assoluto si
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Figura 3.2: Grafico di una funzione pari f e dispari g; grafico di una funzione periodica; grafico di
una funzione limitata con massimo e minimo; grafico di una funzione limitata priva sia di massimo
che di minimo.

dicono anche estremanti (assoluti) di f in A.

Esempi. (0) Se una funzione ¢ costante, tutti i punti del suo dominio sono punti di massimo o minimo
assoluto (ovviamente, non stretto). (1) Sia A=Re f: A — R, f(z) = z*: tale funzione non ammette
massimo assoluto ma ammette minimo assoluto 0, e x = 0 ¢ 'unico punto di minimo assoluto (stretto). (2)
La funzione sin : R — R ¢ strettamente crescente per —7 +2km < z < 7 + 2k7 e strettamente decrescente
per 2 + 2km < x < 3F 4 2kr (con k € Z); essa ammette massimo e minimo assoluti (1 e —1), assunti

rispettivamente in x = § + 2km e x = —5 + 2k7 (con k € Z).

Una funzione f : A — R si dird superiormente limitata su A (risp.

inferiormente limitata su A) se la sua immagine f(A) € un sottoinsieme superiormente
(risp. inferiormente) limitato di R; & chiaro che questa nozione si puo riformulare dicendo
che esiste a € R tale che f(z) < « (risp. f(x) > «) per ogni z € A. La funzione f si dira
limitata se ¢ sia superiormente che inferiormente limitata, e cio equivale a dire che esiste
M > 0 tale che |f(z)] < M per ogni X € A. Si ponga attenzione al dominio sul quale si
considera la funzione: una funzione f : A — R illimitata puo certamente essere limitata
se ristretta ad un sottoinsieme di A.

Esempi. (0) Una funzione & costante f(z) = k & ovviamente limitata. (1) L’esponenziale f(z) = e”

(con z € R) ¢ inferiormente limitata, (perché e® > 0 per ogni € R) ma non superiormente limitata.
11 logaritmo g(z) = logz (con = > 0 & illimitato sia inferiormente che superiormente. (2) Le funzioni
f:A—=R, f(z) =sing(x) (ove ¢ : A — R & una qualsiasi funzione) e g : R — R, g(z) = H—%’ sono
limitate (entrambe sono, in modulo, < 1). (3) La funzione f(z) = 2 & inferiormente limitata (da 0) ma
superiormente illimitata sul suo dominio naturale A = R; tuttavia, essa diventa limitata se il suo dominio
viene ristretto ad un qualsiasi intervallo limitato di R. (Naturalmente, questa proprietd non & caratteristica

solo di 22, come vedremo.)

’Funzioni composte con riflessioni, traslazioni, omotetie‘ Se & data una funzione

f+ A — R, per ogni z € A siamo in grado di calcolare il valore f(x). L’effetto del
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comporre f con la funzione riflessione m : R — R, m(t) = —t, ovvero la biiezione che
“cambia il segno”, ’abbiamo gia discusso parlando di funzioni pari e dispari: la funzione
—f(z) : A — R ha come grafico quello di f riflesso rispetto all’asse x, mentre la funzione
f(=x): —=A — R ha come grafico quello di f riflesso rispetto all’asse y.

Sia ora ¢ € R, e consideriamo la funzione traslazione 7. : R — R, 7.(t) = t + ¢, ovvero
la biiezione che “sposta di ¢”. Si ha allora (7. o f)(x) = f(x) + ¢: dunque il grafico della
funzione f(x)+c: A— R é ottenuto da quello di f muovendolo verticalmente verso [’alto
di ¢ (se ¢ > 0) o verso il basso di —c (se ¢ < 0). D’altra parte si ha (fo7.)(x) = f(x +¢):
se il dominio di f & A, per poter calcolare f(x + ¢) il dominio di f(x + ¢) dovra essere
A—c={zx € R:z+c e A}, ovvero cio che si ottiene muovendo A orizzontalmente
verso sinistra di ¢ (se ¢ > 0) o verso destra di —c¢ (se ¢ < 0). Sul dominio A — ¢, il
comportamento di f(x + ¢) sara poi identico a quello di f su A: dunque il grafico della
funzione f(x+c¢): A—c — R ¢ ottenuto da quello di f muovendolo orizzontalmente verso
sinistra di ¢ (se ¢ > 0) o verso destra di —c (se ¢ < 0).

Sia infine k£ > 0, e consideriamo la funzione omotetia ¢ : R — R, li(t) = kt, ovvero
la biiezione che “dilata di k” (se k > 1) o “contrae di k” (se 0 < k < 1). Si ha allora
(g o f)(z) = k f(x): dunque il grafico della funzione k f(z) : A — R ¢é ottenuto da
quello di f mantenendone inalterata la dimensione orizzontale e dilatandone (se k > 1) o
contraendone (se 0 < k < 1) la verticale del fattore k. D’altra parte si ha (f o fy)(z) =
f(kz): anche qui, se il dominio di f ¢ A, per poter calcolare f(kz) il dominio di f(kx)
dovra essere A/k = {x/k : x € A}, ovvero cio che si ottiene dividendo tutti i punti di A
per k. L’effetto sul grafico sara inalterato in verticale, e di restringimento (se k& > 1) o
dilatazione (se 0 < k < 1) in orizzontale.

3.2 Limiti, continuita e confronto locale

Finora ci siamo occupati principalmente delle proprieta algebriche di R, ovvero delle
sue proprieta di corpo commutativo. In questo capitolo iniziamo invece a studiare R
dal punto di vista topologico: 'idea € quella di rendere precise delle nozioni come “ap-
prossimare arbitrariamente”, o “tendere”, che abbiamo piu volte usato in modo intuitivo
e non rigoroso. Insomma: dobbiamo definire con precisione il concetto di “vicinanza”,
“prossimita” ad un punto di R; anzi, visto che cio ¢ assai utile per rendere piu chiara la
fondamentale nozione di limite, lo faremo fin da subito per I’estensione R di R, ottenuta
da R aggiungendo i due “punti all’infinito” 4oo.

3.2.1 Retta reale estesa, intorni e punti di accumulazione

Come preannunciato, definiamo la retta reale estesa R come I'insieme ottenuto aggiun-
gendo ad R due nuovi punti —oo e +oo, chiamati rispettivamente “meno infinito” e “piu
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infinito”: nella nostra immaginazione, converra pensare a questi due punti rispettivamente
come “incollati alla lontanissima sinistra e destra della retta reale”: 'ordine totale < di R
potra essere esteso anche a R, ponendo —oco < a < +o0 per ogni a € R.

Il prossimo passo consiste nel definire la nozione di intorno di un punto di R: iniziamo dai
punti di R. Se x, € R e r > 0, porremo

BIO (r) :]xo — 7Ty + r[; Bz_o (r) :}xo - xo]a B (r) = [xm Ty + r[:

si tratta di intervalli centrati (oppure solo da un lato) in x, di raggio r, con gli estremi
compresi 0 no: la notazione “B” & scelta per pensare ad essi come a delle “palline uni-
dimensionali” centrate in z,. Se U C R, diremo che U ¢ un intorno di x, se U contiene
qualche intervallo centrato in x,, ovvero se esiste » > 0 tale che B%(r) C U; piu mod-
estamente, diremo che U ¢ solo un intorno sinistro (risp. destro) di x, se esiste r > 0
tale che B;O(r) C U (risp. B;{O (r) € U) Si noti che cio implica che z, € U in tutti e
tre i casi.?0 In particolare, tutti gli intervalli centrati By, (r) sono anch’essi intorni di z,
(infatti contengono se stessi): la famiglia di intervalli centrati {By (r) : r > 0} si dira
la base fondamentale di intorni di x,, perché essa ha la proprieta che ogni intorno di z,
contiene qualche suo elemento.

v A
et N e e s 5
zo = 1S Y W) r’°l I;lll) 730 o 778

\ %, I

Figura 3.3: U e V sono entrambi intorni di x,; A é intorno di ogni suo punto; B non é intorno
del suo punto b, ma solo intorno sinistro di b.

Trattiamo ora i punti +oco. U C R si dird intorno di +o0o se esiste a € R tale che
(Rxq U {+00}) C U, ed intorno di —oo se esiste a € R tale che (R, U {—o00}) C U.2" In
particolare, le “semirette completate” R, U {400} e R, U{—00} sono anch’esse intorni
rispettivamente di +0o e —oo, e la famiglia {Rs, U {+00} : a € R} (risp. {R<q U {—00} :
a € R}) si dira base fondamentale di intorni di +oo (risp. di —o0).

Siano ora x, € R (dunque potrebbe essere x, € R oppure z, = +00) e A C R. Diremo che
2, & un punto di accumulazione per A se AN (U \ {z,}) # @ per ogni intorno U C R di
x,: ovvero se, preso un qualsiasi intorno U di x,, accade sempre che A contiene qualche
punto di U diverso dallo stesso x,. In particolare, si noti che non e detto che x, debba
stare in A.

Dalla definizione e chiaro che ci si puo limitare a scegliere gli intorni U solo tra quelli di

2Dunque U & un intorno di x, se e solo se esso & sia intorno sinistro che destro (talvolta si parla di
intorno anche come “intorno bilatero” per sottolineare il concetto “destro e sinistro”. In altre parole un
intorno di z, € un qualsiasi sottoinsieme che lo “circonda’; se lo circonda solo da un lato, si parlera di
intorno destro o sinistro.

n altre parole, U ¢ intorno di 400 se U contiene +00 e qualche semiretta superiormente limitata Rs,:
ovvero, “U circonda +00”.
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una base fondamentale di intorni di z,, perché se la condizione ¢ soddisfatta per ognuno
di essi, lo sara anche per tutti gli altri intorni di xz,. Dunque, se z, € R, la condizione
diventa

per ogni r > 0 esiste € A tale che x # z, e |z — x| <,

mentre per oo diventa

per ogni a € R esiste © € A tale che x > a (risp. = < a).

Esempi. (1) I punti di accumulazione di A = [0, 1] sono tutti quelli di [0, 1]. (2) I punti di accumulazione
di A =]0,1[U{2} U R>3 sono tutti quelli di [0,1] UR>3 U {4+00}. (3) A = {—3,0,1} non ha punti di
accumulazione, mentre quelli di A = Z sono #o0. (4) L’unico punto di accumulazione di A = {1 : n € N}
¢ 0. (5) Tutti i punti di R sono di accumulazione per A = Q oppure A = @ =R\ Q.

3.2.2 Limiti

Sia A C R, esia f : A — R una funzione. Penseremo dominio e codominio di f dentro
la retta reale estesa R; siano dunque ¢ € R un punto di accumulazione di A in R, e sia
¢ € R. Diremo che ¢ ¢é il limite di f per x che tende a ¢ in A, o che f tende a £ per x che
tende a ¢ in A, scrivendo

per ogni intorno V di £ in R
lim f(z)=14¢ se esiste un intorno U di ¢ in R
z—c, TEA
tale che f(x) € V per ogni z € (UN A) \ {c}.

Equivalentemente (facile esercizio), nella definizione basta scegliere U e V nella base fon-
damentale di intorni rispettivamente di ¢ e £. Se £ € R (risp. ¢ = £00), si usa anche dire

che f converge a ¢ (risp. diverge a £00); la scrittura “ lim  f(x) = oo” significhera
r—c, TEA

lim  f(x)éuguale a +00 oppurea —o0”. Se  lim  f(z) = 0 si usa dire che f & “in-
r—r¢c, T€EA r—c, T€EA

finitesima (o “un infinitesimo”) per x che tende a ¢” o “in ¢”, mentre se  lim B f(z) =00
T—rc, TE

si usa dire che f & infinita (0 “un infinito”) per x che tende a ¢” o “in ¢”.
Esplicitiamo qui di seguito alcuni casi particolari della definizione di limite (intenderemo
z, € ReaeR).

“

(i) (Limite finito in punto finito) lim  f(x) = « significa “per ogni € > 0 esiste
Tz, TEA

d>0talechesex € Ae |z —x,| <0 allora |f(z) —a| <e¢;

(ii) (Limite infinito in punto finito) lim  f(x) = £oo significa “per ogni a € R

=1, TEA

esiste 0 > 0 tale che se z € A e |z — z,| < J allora f(x) 2 a”;

(iii) (Limite finito in punto infinito) ilim ) f(z) = a significa “per ogni € > 0 esiste
r—>Fo0, TE

a € R tale chese x € Aex 2 a allora |f(z) — | < e”;
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) (Limite infinito i i T _ <. T _
(iv) (Limite infinito in punto infinito) _Jim Af(l‘) +oo (risp . Jim eAf(ac)

) 0,

—00) significa “per ogni a € R esiste b € R tale che se x € A e x 2 a allora f(z) > b
(risp. f(z) < b)”.

Figura 3.4: Esempi visivi di limiti; limite sinistro e limite destro.

In altre parole, dire che  lim N f(x) = ¢ significa dire che “avvicinandosi sempre di pin
Tr—c, TE

a c¢ con x senza pero andarci sopra e restando in A, ci si pud avvicinare a piacere a £ con
f(z)”: a tal proposito, & utile osservare subito che la nozione di limite é locale, ovvero
si verifica “all’intorno di ¢”: piu precisamente, se Uy € un qualsiasi intorno (anche assai

iccolo) di ¢, si avra (se esistono lim r) = lim z). Ora, nella gran
D ) di ¢, ( )x_m IeAf( ) e IE(AmUo)f( ) : g

parte dei casi (tra cui le funzioni elementari), se ¢ € A sara ¢ = f(c), ovvero, per x che
tende a c la funzione f(x) tendera “docilmente” a f(c): si parlera allora, come vedremo in
particolare nel prossimo paragrafo, di funzioni continue, che “non fanno salti”. Tuttavia,
¢ importante osservare che dalla definizione si ricava che anche se ¢ € A, a priori non c’é
alcun legame tra il limite di f in c ed il valore f(c).?8

E opportuno osservare che f non puo avere limiti diversi in uno stesso punto:

Proposizione 3.2.1. Se  lim  f(z) esiste, esso é unico.
r—>c, TEA
Dimostrazione. Siano ¢ ed f5 due elementi di R che soddisfano entrambi la condizione

per essere  lim N f(z). Se essi fossero diversi, esisterebbero intorni V; di ¢1 e Va di 4o
r—rc, TE

disgiunti (ovvero tali che V3 NV = @).2? Siano U; e Us intorni di ¢ tali che f((U; N A)\

0 sex #0
28Un semplice esempio pud essere illuminante. Sia A = R, e definiamo f(x) = 5 7 O: & ovvio
-5 sex=
che lim f(z) = 0 (infatti, preso € > 0, ogni § > 0 fa il servizio richiesto in quanto se = # 0 allora

z—0, z€R
|f(x)—0| =0 <€), e cid non dipende per niente dal valore di f in 0, che anziché —5 avrebbe potuto essere
qualunque altro numero reale senza per questo cambiare il valore del limite.
29Cid si verifica assai facilmente usando le basi fondamentali di intorni di £1 e £2 (esercizio). Uno spazio
topologico con questa proprieta (due qualsiasi elementi distinti hanno intorni “che li separano”) si dice di
Hausdorff: dunque R & uno spazio topologico di Hausdorff.
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{c}) c Vi e f((UznA)\ {c}) C Va: ora, come sappiamo, U; N Uz & un intorno di z,,
dunque non vuoto, ma dovrebbe essere f(U; NUsz) C f(Ur)N f(U1) C ViNVy = @: cio
¢ assurdo perché, per definizione di “funzione”, 'immagine di un sottoinsieme non vuoto
del dominio di una funzione ¢ un sottoinsieme non vuoto del codominio. Dunque ¢; = #o,
e cio mostra ['unicita del limite. O

Una cosa utile € il cambio di variabili nel calcolo dei limiti:

Proposizione 3.2.2. (Cambio di variabili nei limiti) Siano A, A’ C R, ¢ (risp. ¢') di accu-
mulazione per A (risp. per A’), ¢ : A" — A una funzione iniettiva tale che hm o(t) =
t—

!, te A
c: allora, se esiste lim  f(¢(t)) esiste anche lim  f(x) ed é ad esso uguale. Se in-
t—c!, te A’ T, CEGA
oltre ¢ & biiettiva e vale anche lim ¢~ (z) = ¢, allora un limite esiste se e solo se

z—c, xEA
esiste ’altro, ed in tal caso i due sono uguali.

Dimostrazione. Supponiamo esista  lim  f(z) = ¢, e sia V' un intorno di ¢ in R: sap-
x—c, TEA

piamo dunque che esiste un intorno U di ¢ in RNtale che f(UNA)\ {c}) C V. Poiché
lim  ¢(t) = ¢, esiste un intorno W di ¢ in R tale che ¢(W N A")\ {¢}) C U; anzi,

t—c!, teAl

poiché ¢ ¢ iniettiva, a meno di restringere W si puo supporre che ¢o((W N A"\ {¢'}) C
U\ {c}. Dunque (foo)(WnNA)\{}) C f(U\{c}) C V, e cido mostra che anche
. linrg B f(o(t)) = L. Viceversa, applicando lo stesso ragionamento con f o ¢ in luogo di
—c/, teA’

fe(fog)optinluogo di f o ¢, si dimostra che se esiste . lin% N f(o(t)) allora esiste

—c!, tEA’

anche lim ((fo¢)o¢ 1)(z) ed & uguale ad esso; ma (fog)oop! = f. O

r—c, xEA

Esempi. Calcoliamo alcuni limiti servendoci della definizione. (0) Se f] 4, (., ¢ costante (diciamo f(z) =

k € R per ogni = # c) vale ovviamente  lim Af(:v) = k. Infatti, preso un intorno V di k, sia U = R:
T— €

c, T

allora f(UN A)\ {c}) = {k} C V. (1) Esaminiamo la continuitd delle funzioni elementari nei punti del
loro “dominio naturale” (vedi sotto), iniziando dal logaritmo e dall’esponenziale di base a > 1. Siano
ce R>o e 0 < e < 1, e studiamo la disequazione |log,  — log, c| < ¢. Essa diventa |log,(%)| < €, ovvero
ca”® <z < ca®: questo & un intorno di ¢, ed allora bastera scegliere 6 < min{l —a™%,a°* -1} =1—a"°

affinché log, (B:(d)) C Blog, c(€): cid mostra che lim log, z = log, c¢. Per I'esponenziale, sia ¢ € R:

z—c, x€ER

applicando il cambio di variabile (Proposizione 3.2.2) ¢ : A’ — A con ¢ = log,, A’ =Rso, A=Rec =a",

come visto si ha lim log,t =log,(a®) = ¢, ed essendo lim a8t = lim t=a",
t—rc/=ac, tERsq —ac, teR>0 t—a®, teR>o
anche lim a” esisterd e sara uguale a a. (Se la base a € in ]0, 1] valgono le stesse conclusioni, con le
z—c, cER

stesse dimostrazioni a meno del fatto che in tal caso log,(z) e a” sono decrescenti.) Per la potenza z® (con
a € R) sia ¢ € Rsg, ed applichiamo il cambio di variabile ¢ : A" — A con A" =R, A = Rso, ¢(t) = aw

. . . + alogg c . t
e ¢ = alog,c (con a > 1). Come visto, si ha lim aa =a & =g¢, ed essendo lim (a=)* =
t—c’, teR t—c’, teR
’
im a' =a® = ¢, , anche lim x“ esistera e sara uguale a z%. Se o > 0 esaminiamo ¢ = 0:
t—c’, teR z—c, xER>

la disequazione |z — 0%| < € equivale a |z| < sé, intorno di 0: dunque Olim = % = 0% = 0. Infine,
EASES )
icasidiao=ne€Zec<O0: sihala" —c" =[(-1)"(—z)" = (-1)"(— )"| = |(—x)" — (=¢)"|, e si usa

la continuitd in —¢ > 0. Per il seno, si possono usare le formule di prostaferesi: se ¢ € R e supponendo
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0 < |z —¢| < 1 (si noti che |sin(t)| <t quando 0 < ¢t < 1) si ha |sinz —sinc| = 2|cos (£52)| [sin (£5¢)| <
|cos (2£¢)| |z — ¢| < |z — ¢, e cid mostra che  lim Rsina: = sinc; per il coseno la verifica ¢ identica;
c, T
per la tangente e cotangente, vedremo quando avremo a disposizione i teoremi sui limiti. (2) Sia A = R
e f(r) = —32% + 2, e mostriamo che _>llim Rf(m) = —2. Sia € > 0, e studiamo le soluzioni della

x , TE
disequazione |f(z) — (=2)| < e: essa & | — 3z% + = + 2| < ¢, ovvero —e < —3z? + x4+ 2 < ¢, ovvero
32° —z—(2+¢) <0 N <. —1—+/25F12¢ —1-/25—12¢
9 , che da le soluzioni ——221=2 < g < —— 2225
3z —xz—(2—-¢)>0 6 6
—14./25—12¢ —1+/25F12¢
= <z< -

—e <322 —1x—2 < ¢, ovvero

(§]

. Il primo dei due & un intorno di —1: basta dunque scegliere un § > 0
tale che B_1(d) sia contenuto in tale intorno, e la condizione sara soddisfatta con U = B_1(d). Lo stesso

ragionamento mostra che  lim  f(z) = —2 (si noti che l’altro intervallo & un intorno di 2). (3) Sia

x—>%, z€R

A =Rcq e f(zx) = vV/—x —1, e mostriamo che _, lim f(x) = 4o00. Dato a € R, studiamo la

—o0, zER
disequazione f(z) > a: si trova v/—xz —1 > a, da cui (possiamo supporre che a > 0) z < —Va? + 1.
Quando a > 1, questa & una semiretta & del tipo R<p, e dunque “€ un intorno di —oo in R: D’asserto &
dimostrato. (4) Sia A = R\ {1}, e f(z) = -2Z; mostriamo che lim f(z) = 2. Dato £ > 0, studiamo

z—17 r—r4o00, zER

la disequazione |f(z) — 2| < €, ovvero —e < % < €. Poiché x — 400, possiamo supporre che x > 1: la

condizione diventa allora % < g, che diventa x > 1 + % Quando € < 1, questa ¢ una semiretta del tipo

Rs3, intorno di +o0 in R.

Se B C Aec € R e di accumulazione anche per B, considerando f|g si pud esaminare

anche lim  f(x): il suo legame con  lim  f(z) & dato dal
r—c, T€EB r—c, T€A

Lemma 3.2.3. Se esiste  lim  f(x) allora esiste anche  lim  f(z) ed é uguale ad

r—c, TEA r—c, T€EB
esso; viceversa, lim  f(x) puo esistere senza che esista  lim  f(x).
r—c, TEB r—rc, TEA
Dimostrazione. Supponiamo che esista ¢ = lim s f(z). Se V & un intorno di ¢ e
r—rc, TE

U & un intorno di ¢ tale che f((U N A) \ {¢}) C V: allora anche f((U N B) \ {c}) C
F(UNA)\{c}) c V. Cid mostra la prima affermazione. Quanto alla seconda, basta dare
1 sexze@

0 sexzeR\Q

in R: allora  lim  f(x) non esiste, mentre  lim  f(z) esiste sia prendendo B = Q
r—0, rEA r—c, T€EB

che prendendo B =R\ Q (e tali limiti valgono banalmente 1 e 0). O

un semplice esempio. Siano A =R e f(z) = (la funzione caratteristica di Q

Un caso particolare ¢ I'importante concetto di limite sinistro e limite destro, denotati risp.

lim  f(x), lim  f(x):

r—c—, T€EA z—rct, z€A

se ¢ € R & un punto di accumulazione risp. di AN R.. e AN Rs,. in R, essi saranno

definiti risp. li li . Dire ch li =/
CLnit 11sp. come z—e, xler?Am]R<c) J(w)e z—ec, xler?AﬂR>c) f(@). Dire che x—>c:1tr7anAf(x)

significa dunque dire (vedi Figura 3.4) che nel calcolo del limite ci si pud avvicinare con
x € A a c solo provenendo dalla sua sinistra (visp. dalla sua destra).>

308e ¢ = +o00 (risp. ¢ = —o0) & chiaro che la nozione di limite coincide con quella di limite sinistro (risp.
destro), e che la nozione di limite destro (risp. sinistro) & priva di senso.
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Proposizione 3.2.4. lim  f(x) esiste se e solo se lim  f(x) esistono e sono uguali.
r—rc, TEA r—ct, zcA

Dimostrazione. La necessita (ovvero “=") segue dal Lemma 3.2.3 (con B = ANR.. e

ANRs.). Vediamo la sufficienza (ovvero “<”). Siaf = lim  f(z)= lim  f(x):

r—rc, TEA r—ct, z€A
se V ¢ un intorno di £ e U sono intorni di ¢ tali che f((U£N(ANR3.))\{c}) C V, ponendo
U=U;:NU_siha (UNA)\{c} =(UNR<)NA)U((UNRs.)NA) C (U-N(ANR.))U
(U4 ((ANR,)), da cui® siha f((UNA)\{e}) C F((U-N(ANR))U(U4 N (ANR)) =
f(U— ﬂ(AmR<c))Uf(U+ﬂ(AﬂR>c)) cV. [

0 <0
Esempi. (1) Sia f: R — R, f(z) = T=>Y Giha  lim  f@)=0e lim f(z) =3
3 sex>0 z—0~, z€R z—0+, zeR

0
{33:—1—1 sex < —1

dunque di certo lim x) di certo non esiste. (2) Sia f: R — R, f(x) = ; si
a z—0, zeRf( ) 2) ! @) —2rx—4 sex>-—1
h li =-2= li d ist h li = -2

a w_)iluiny zERf(x) w_)iluin weRf(x), unque esiste anche z—>1l,rnz€]Rf(m)

La notazione  lim N f(x) & completa ma un po’ pesante: nella pratica, scriveremo
r—rc, TE

solo a}g}nc f(x), dando per sottointeso chi sia il dominio A di f (ed useremo la notazione
completa solo nel caso in cui vi sia rischio di confusione). In effetti, molto spesso f
¢ definita solo usando una espressione che fa apparire la variabile x: in questo caso,
intenderemo tacitamente che il dominio di f sia il suo dominio naturale Ay, ovvero il
pit grande sottoinsieme di R in cui tale espressione avrebbe senso: cosi, ad esempio, se
Pespressione ¢ data da f(x) = vV —x2 4+ 2z + 3 log, x, si intendera che il dominio di f &
A ={z eR:—24+22+3 >0,z > 0} =|0,3]. Negli altri casi, in cui la funzione ne-
cessiti di una definizione piu articolata, il dominio dovrebbe essere comunque chiaro dalla
) sex € [—3,0]
definizione: ad esempio, il dominio di f(z) = { —10 sex=0 & inteso
V=22 +2z +3logz sez €]0,1]
essere [—3,0[U{0}U]0, 1[= [—3, 1.

’Teoremi sui limiti‘ Sarebbe assai difficoltoso dover calcolare i limiti ricorrendo ogni
volta alla definizione: conviene senz’altro ricorrere ad alcuni risultati di carattere generale.
(Negli enunciati, in cui si considerano funzioni definite in un sottoinsieme A C R per cui
c € R & di accumulazione, I'espressione “P(z) vale in un intorno di ¢” significa “esiste un
intorno U di ¢ in R tale che P(x) vale per ogni z € (UN A) \ {c}”, e © lim ” viene

r—c, €A

abbreviato in “limgz—.".)

Proposizione 3.2.5. Siano f,g,h: A—-Rece R di accumulazione per A.

31n generale, se f : X — Y & una funzione e A, B C X si ha f(AUB) = f(A)U f(B): infattiz € AUB
se e solo se z € A oppure z € B, da cui f(z) € f(A) oppure f(z) € f(B), cioe f(z) € f(A)U f(B) (e
dunque vale “C”), e viceversa y € f(A)U f(B) se e solo se y € f(A) oppure y € f(B), dunque esiste 2’ € A
tale che f(x) = y oppure esiste 2/ € B tale che f(z”) € y, dunque esiste x € A U B tale che f(z) = v,
ovvero y € f(AU B) (e dunque vale “D”).
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(a) (Limiti delle funzioni monotone) Sia f crescente e ¢ di accumulazione a sinistra
(risp. a destra) per A: allora lim,_, . f(z) (risp. im,_, .+ f(z)) esiste, ed ¢ uguale
asup{f(z):x € A, x < c} (risp. a inf{f(z) : = € A, x > ¢}). Analogamente, se
[ € descrescente, vale lim,_,.— f(x) = inf{f(x) : x € A, x < ¢} elim, .+ f(z) =
sup{f(z):x € A, z > c}.

(b) (Permanenza del segno) Se i limiti esistono e vale lim,—s. f(z) < limz—. g(x), allora
f(z) < g(x) in qualche intorno di c.

In particolare:
Se lim,—. f(x) esiste ed é > 0, allora f(x) > 0 in qualche intorno di c.

(c¢) (Confronto) Se f(x) < g(x) in un intorno di c, allora, se i limiti esistono, vale
lim, . f(z) < limg,—. g(x).

In particolare:
(i) Se f(z) > 0 in un intorno di c allora, se esiste, limy—s. f(x) sara > 0;

(ii) (Teorema dei “due carabinieri”): Se f(z) < g(z) < h(z) in un intorno dic, allora
se esistono e sono uguali limy—. f(z) = limy—. h(z), anche limy—.g(z) esiste e
sara uguale ad esst.

(d) (Limiti e operazioni):
(i) Se esistono 01 = limy—. f(z) e lo = limy—. g(z) e si ha l1,ls € R, allora esistono
anche limy—.(f(z)+g(z)) elimz—. f(z)g(x), e sono uguali rispettivamente a £1+¥o
e al1ls.
(ii) Se limgz—. f(z) = +oo (risp. —o0) e g € inferiormente (risp. superiormente)
limitata in un intorno di ¢, allora lim,—.(f(x) + g(z)) esiste ed é uguale a +0o0
(risp. a —o0).
(iii) Se limy—s. f(z) = foo ed esiste a > 0 tale che g(x) > a in un intorno di c,
allora limy—. f(x)g(z) esiste ed é uguale a £oo.

(iv) Se esistono {1 = lim,—. f(x) e by = limy—.g(x) € si ha l1,0, € R e {5 # 0,
allora 5 e definita all’intorno di ¢ ed esiste lim,—s %, uguale a %

(v) Se f(z) # 0 all’intorno di ¢ e limz—. f(x) = 0 (risp. limz—. f(x) = £o0) allora

limg,—s. ﬁ esiste ed ¢ uguale a £oo (risp. 0).

Dimostrazione. (a) Supponiamo ad esempio che f sia crescente e ¢ di accumulazione a
sinistra per A, e denotiamo a = sup{f(z) : z € A, x < ¢} € RU {4+00}. Se a € R, sia
0 <e < 1: essendo o — € < «, esiste t € A tale che t < ce f(t) > a —e. Poiché f e
crescente, varra allora a —e < f(t) < f(z) < a per ogni z €]t, c[, ovvero f(Jt,c[) C Bq(e):
cio mostra che lim,_, .~ f(z) = a. Le altre affermazioni si provano allo stesso modo. (b)
Siano {1 = lim,—. f(x) e f2 = limz—.g(x) con {1 < l9, e siano Vi e V5 intorni di ¢ e
Uy rispettivamente con V3 NV, = & (vedi Nota 29), da cui y3 < y2 per ogni y1 € Vj e
y2 € Va; siano Uy e Us intorni di ¢ tali che f((U1NA)\{c}) C Vieg((UanA)\{c}) C Va.
Allora, U = U; NUs € un intorno di c e se x € (UN A) \ {c} vale f(z) € V] e g(z) € V3,
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Figura 3.5: Limiti di funzioni monotone in ¢ € R e in +00; permanenza del segno; i due carabinieri.

da cui f(x) < g(z). L’altra affermazione si ottiene scegliendo f e g come 0 e f. (c) Siano
0 = limg—s. f(z), ¢ = lim,—.g(x) e supponiamo per assurdo che sia {1 £ o, ovvero
01 > ly; per la permanenza del segno esiste un intorno U di ¢ tale che f(z) > g(z) per
ogni z € (UN A)\ {c}, ma cio ¢ impossibile per ipotesi. (d) Vediamo ad esempio solo (i),
lasciando le altre come esercizio. Sia € > 0, e consideriamo V' = By, 14,(r): si noti che
V =Vi+ Vs, ove V; = By, (5) (per j =1,2). Sia 6 > 0 tale che f((B:(6) N A)\ {c}) C W
e g(B.(0) N A)\ {c}) C Vo; allora, se x € B.(9) si ha f(x) +g(z) € Vi1 + Vo = V. Per il
prodotto si ragiona in modo analogo, con V; = By, (y/€) (per j = 1,2). O

Abbiamo visto (negli Esempi a pag. 57) che le funzioni elementari log,, exp,, potenza, sin e
cos sono tutte continue, ovvero il loro limite in un qualsiasi punto del loro dominio coincide
col valore assunto nel punto stesso. Inoltre, grazie alla Proposizione 3.2.5(d), 'operazione
di limite ¢ sostanzialmente compatibile con le operazioni tra funzioni. Pertanto, quando
si deve calcolare il limite di una funzione ottenuta sommando, moltiplicando o dividendo
funzioni elementari, 'idea di fondo da applicare ¢: “prova a far tendere x verso ¢ dal verso
richiesto, e guarda cosa accade alla funzione di cui vuoi calcolare il limite, ricordando che
“at oo =+o0” e “5 =07 per ogni a € R, “f = 00” e “a-o00 = o0” per ogni a € R* e
“tood oo =+o00". E dunque chiaro che questi risultati permettono il calcolo immediato
di moltissimi limiti, come vediamo dagli esempi che seguono.

Esempi. (1) Usando (a), si dimostra subito che vale limy— oo log, z = limyz— 100 a° = limg— 400 2% =

+o00, lim,_,y- log, z = —oco e limz—_oc a® = lim,_,p+ 2% =0 (ovea > lea > 0). (2) Sia f(z) = z—sinz:
allora limy—1 f(z) = 1 —sinl (per (d-(i))), limz—+o00 f(z) = £oo (per (d-(ii)), anche se chiaramente
limy—+oo sinz non esiste), limy—1 ‘J;(_zl)‘ = +oo (per (d-(iii-v)). (3) limg—_oo(—2% + ) = —o0 (per

(d-(i1)). (4) limg— oo TGt =0 (per (d-(iii-v)). (5) Se c € [0,7] con ¢ # § si ha lim,—.tgz = tgc

(per (d-(iv))) e lim, =+ tgz = Fo0 (per (d-(iii-v))), e similmente per cotg .

Tuttavia, siamo ancora un po’ incerti nel trattare i limiti delle funzioni composte. Per
spiegarsi meglio: se lim;—. f(x) = a e a & un punto di accumulazione per il dominio
naturale di una funzione elementare g, possiamo dire che lim,—. g(f(z)) = limy—q g(t)
(in particolare, limz—.g(f(x)) = g(a) se a sta nel dominio di g) ? Ad esempio, poiché
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ora sappiamo che limx_>g sinz = 1 e limy— 4 oo (2% — 3cos ) = +o0, possiamo dire anche

. . . 2_ .
che lim, .z log,(sinz) = log,1 = 0 e che lim;— 4o a® deose — limy_,, oal = +o0?

La risposta ¢ si, ed il motivo e che stiamo calcolando il limite di una funzione composta
g(f(z)) ove g & una funzione continua (e come abbiamo visto, le funzioni elementari sono
“continue”). Dunque, per rendere davvero potente questo metodo di calcolo dei limiti, sara
opportuno fare una pausa e rendere finalmente precisa la nozione di funzione continua, le
sue proprieta e la sua influenza sul calcolo dei limiti, come la appena citata regola della
composizione.

3.2.3 Funzioni continue

Abbiamo oramai capito che cosa significa “funzione continua”: € una funzione f che
“non fa salti”, ovvero: quando la variabile = tende ad un punto ¢ del suo dominio, f(x)
tende “docilmente” al valore che ognuno s’aspetta, ovvero a f(c). Diamo pero la definizione
precisa.

Sia A CR, f: A — R una funzione, ¢ € A. Diremo che f € continua in c se il punto c

¢ isolato oppure, nel caso in cui ¢ sia di accumulazione per A, se  lim N f(x) esiste ed
r—rc, TE

¢ uguale a f(c): ovvero, se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che f(B.(6) N A) C By (€),
ovvero se |[x —c¢| < d e x € A allora |f(z) — f(c)| < 0. Un altro modo assai espressivo di
enunciare la continuita in c ¢ il seguente: esistono entrambi i limiti f(cT) := lim,_, .+ f(x)
e vale f(¢™) = f(¢t) = f(¢). E importante notare che la continuitd in ¢ & un concetto
locale, ovvero che si studia solo in un intorno (anche assai piccolo) di c.

Se f & continua in ogni punto ¢ del suo dominio A, essa si dira continua in A.

Elenchiamo ora alcune delle proprieta elementari delle funzioni continue.
Proposizione 3.2.6. Sia ACR ece A.

(a) (Continuita ed operazioni) Se f,g: A — R sono continue in ¢, anche f + g e fg lo
sono; se g(c) # 0, allora 5 e definita all’intorno di ¢ ed & continua in c.

(b) (Permanenza del segno) Se f,g : A — R sono continue in ¢ e f(c) < g(c) allora
f(z) < g(x) in tutto in un intorno di c.

(¢) (Limite di funzioni composte e composizione di funzioni continue) Sia B C R, p € R
di accumulazione per B e ¢ : B — A C una funzione tale che lim ¢(t) = c.
t—p, teB

Allora, per ogni funzione f: A — R continua in ¢ vale lim _ f(p(t)) = f(c).
t—p, teB

In particolare:

Se ¢ é continua in p e f & continua in ¢ = ¢(p), allora f o ¢ é continua in p.

(d) (Restrizioni di funzioni continue sono continue) Se f : A — R una funzione continua
inc, ece BCA, allora f|g:B — R ¢é continua in c.
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Dimostrazione. (a) e (b) discendono immediatamente dalla Proposizione 3.2.5. Per (c),
sia € > 0; essendo f continua in ¢, esiste 6 > 0 tale che se x € A e |x — ¢[ < § allora
|f(z) — f(c)| < e, per lesistenza del limite di ¢, esiste v > 0 tale che se [t — p| < 7 con
t € Bet#pallora |¢(t) — ¢| < d: ne consegue che |f(4(t)) — f(c¢)| < € che dimostra la
tesi. La continuita delle composizioni ne deriva immediatamente. Per (d), basta ricordare
il Lemma 3.2.3. 0

Esempi. (0) Le funzioni costanti sono banalmente continue nel loro dominio. (1) Come abbiamo visto,
le funzioni potenza, logaritmo, esponenziale, goniometriche sono continue (nel loro dominio naturale); &

immediato vedere anche che il modulo ¢ una funzione continua (esercizio). Inoltre, tutte le funzioni ottenute

sin(y/z2—
sommando, moltiplicando, dividendo e componendo tra loro tali funzioni (ad esempio, %)
saranno continue nel loro dominio naturale . (2) La funzione f = sign : R — R, f(z) = —1 (se z < 0),

f(0)=0¢€ f(z) =1 (se z > 0) & continua in ogni ¢ # 0 (infatti f & costante all’intorno di ¢) ma non in
¢ =0, perché f(07) ed f(0T) esistono entrambi (valgono rispettivamente —1 e 1) ma sono diversi. (3) La
2
se 1
funzione f(z) = v 3 z 7 ) ¢ continua in ogni ¢ # 1 (infatti all’intorno di ¢ essa ¢ la funzione continua
-3 sex=
2?) ma non in ¢ = 1, perché f(17) ed f(17) esistono entrambi e sono uguali tra loro (valgono entrambi 1)
ma sono diversi da f(1) = —3. (4) La funzione f(z) = -5 & continua in ¢ = 1? Questa domanda & priva

di senso, perché 1 non appartiene al dominio di f!

Altre proprieta delle funzioni continue fanno della continuita un concetto di grande im-
portanza, che vediamo qui di seguito senza dimostrazione. Prima di iniziare, d’ora in poi
chiameremo intervallo compatto un intervallo chiuso e limitato del tipo [a,b] con a,b € R.

Proposizione 3.2.7. Siano ACR ed f: A — R.

(a) (Immagini continue di intervalli sono intervalli) Se f é continua e A é un intervallo,
allora anche f(A) é un intervallo.

Corollario:

(Teorema degli zeri) Sia f : A — R wuna funzione continua e [a,b] un intervallo
compatto contenuto in A con f(a) > 0 e f(b) < 0 (o viceversa). Allora esiste
x €la, b| tale che f(x)=0.

(b) (Continuita delle funzioni monotone) Se A é un intervallo, una funzione monotona
(ovvero, crescente oppure decrescente) f: A — R é continua se e solo se f(A) é un
intervallo.

(¢) (Immagini continue di intervalli compatti sono intervalli compatti) Se [a,b] é un
intervallo compatto e f : [a,b] — R é una funzione continua, allora anche f([a,b]) é
un intervallo compatto.

Corollario:

(Teorema di Weierstrass) Se [a,b] é un intervallo compatto, ogni funzione continua
[ :[a,b] — R ammette massimo e minimo assoluti. (In particolare, ogni funzione
continua su un intervallo compatto e limitata.)
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Lo ax e win

Figura 3.6: Antiimmagini di intervalli tramite funzioni continue; limmagine di un intervallo
tramite una funzione continua é un intervallo; 'immagine di un intervallo tramite una funzione
discontinua puo non essere un intervallo; il teorema di Weierstrass.

Esempi. (1) Consideriamo la funzione log, (2sinz + v/3) con a > 1: essa sara continua nel suo dominio
{zeR:2sinz+v3>0={zeR: —% +2kr <z < 2T, ke Z}. Poiché f(2) =log,(v3—Vv2) <0
e f(r) = log,(v/3) = %log, 3 > 0, gia sappiamo che esiste £ €]r, —2F[ tale che f(§) = 0: in effetti, da
1-v3 V3—1

5~ , OVVero T = — arcsin (T) +2km oppure x = w+arcsin (‘/52*1 ) +2k7 (con

3x—1 sex <0
VT sex >0
e strettamente crescente (ovvero se x1 < z2 allora f(z1) < f(z2)) e la sua immagine f(R) = R<; URso

f(z) = Osiricavasinz =

k €Z),e&=m+arcsin (‘/52_1) effettivamente sta in ], =27 [. (2) La funzione f(z) =

non ¢ un intervallo: dunque essa non pud essere continua su tutto il suo dominio R (infatti ¢ continua in
ogni punto do R tranne che in ¢ = 0, ove si ha f(07) = f(0) = —1 # f(0") = 0). (3) La funzione continua
f:R =R, f(z) = 32° — 112% + 8z non ammette massimi e minimi assoluti in R (infatti, come vedremo,
limy— o0 f(2) = £00) ma, poiché A = [—1, 3] & compatto, in base al Teorema di Weierstrass la restrizione
fla + A — R avra minimo a e massimo §, ove f(A) = [a,3]. Ma... come calcolare 'intervallo f(A), e
come capire, poi in quali punti di A tali estremi vengono assunti (cioe, quali sono “i punti di massimo e
minimo assoluto di f su A”)? Effettivamente, per ora i nostri mezzi sono ancora limitati, e non possiamo

rispondere: al piu, provando a disegnare il grafico di f (che & una cubica), ci possiamo accorgere che essa
) %7
pilt dotati di strumenti (pit precisamente, dopo aver studiato la derivabilitd) potremo verificare che f &

si annulla per z = 0,1 ha un massimo locale tra 0 e 1 ed un minimo locale tra 1 e %. Quando saremo

crescente fino a x = % e dopo = = 2, e decrescente tra % e 2, e che dunque essa ha un massimo locale

in 2 = 3 (con valore 392 ~ 1,6) ed un minimo locale in « = 2 (con valore —4); essendo f(—1) = —22 e
1 < 2 < 2 ne deduciamo che f(A) = [—-22,2%2], da cui il minimo (risp. massimo) assoluto di f su A &
o= —22 (assunto in x = —1) e B = 399 (assunto in z = 3).

’Tipi di discontinuité‘ Se f: A — R, un punto ¢ € A (necessariamente di accumu-

lazione per A) in cui f non & continua si dira punto di discontinuita. Se entrambi i limiti
f(c*) =lim,_,+ f(z) esistono finiti (ovvero, in R) ma non vale f(c™) = f(c*) = f(c) si
parlera di discontinuita di prima specie o di salto (il numero f(ct)— f(c™) & infatti chiam-
ato “salto di f in ¢); in particolare, se f(c¢™) = f(c¢™) ma f(c) & diversa dal loro valore
comune si dira che ¢ € una discontinuita eliminabile perché basterebbe modificare il valore
f(c) per rendere f continua in c. In tutti gli altri casi si dice che ¢ & una discontinuita di

Corrado Marastoni 64



Appunti di Matematica

seconda specie, 0 essenziale.
A tal proposito, & utile parlare anche di

Proposizione 3.2.8. (Prolungamento per continuita) Sia A C R e f : A — R una

funzione continua in A; definiamo Ay = {x € clpA : esiste  lim  f(x) finito}. Allora
r—c, TE

f(z) sex € A . . o
lim f(z) sexe gf\A e continua in Ay.

rz—c, TEA

la funzione f : gf — R definita da f(z) = {

. . a? sex#1 PR
Esempi. (1) La gia vista funzione f(z) = 5 ) ha una discontinuita eliminabile in x = 1
-3 sex=
(basterebbe modificare f(1) da —3 a 1); idem per f(z) = sign® z data da f(z) =1 (se x # 0) e f(0) = 0.
Invece f(z) = signz (data, come detto, da f(z) = —1sez < 0, f(0) = 0e f(z) = 1sex > 0)e

f@) = {x2+3 sex <0

9 hanno una discontinuita di prima specie in 0 con salti rispettivamente 2 e
= —2 sex >0

. L osex£2
—5. (2) Le funzioni f(z) =< * (in cui lim,_,,+ f(z) = +o0) e g(z) =
4 se x = 2 2 sex =0

1
sin—- sexz#0
© 7 (in
cui limz—o g(x) non esiste, perché “se x tende a 0 g(z) oscilla sempre pili velocemente tra —1 e 1”) sono
2_4
Iz+2
poiché chiaramente limz—_2 f(z) = —4, si pud prolungare f per continuita anche in —2 ponendola uguale

discontinuita di seconda specie. (3) La funzione f(z) = ha come dominio {z € R : z # 2}; tuttavia,

sinx

1
a —4. Idem per g(z) = e I e h(z) = *2£, che hanno dominio R* = {x € R : & # 0}: poiché, come

si vedra meglio tra breve tornando a parlare di limiti, si ha limz—o g(z) = 0 e limz—o h(z) = 1, esse si

possono prolungare per continuita anche in 0 con tali valori.

’Omeomorﬁsmo‘ Se A,B C R, un omeomorfismo tra A e B & una funzione biiettiva
f : A — B continua e con inversa f~! : B — A pure continua. In tal caso A e B
si diranno “omeomorfi”: il significato & che, topologicamente, essi sono “indistinguibili
a meno del dizionario f che traduce I'uno nell’altro”, ed & chiaro che l’essere omeo-
morfi da una relazione d’equivalenza in P(R). Cosi, due intervalli “dello stesso tipo”
(ovvero entrambi aperti/chiusi/semichiusi e limitati, o entrambi semirette aperte/chiuse)
sono sempre omeomorfi: ad esempio, A = [a,b] e B =|c,d] sono omeomorfi tramite

f:A— B, f(z)= _ (d=c)rrac=bd (che “sovrappone A a B rovesciandolo e modificandone

b—a
la lunghezza™), la cui inversa & f~1: B — A, f~l(y) = —(b_a)g%_bd. Ma pud accadere

che siano omeomorfi anche dei sottoinsiemi che a prima vista non sembrano avere molto a
che fare I'uno con I'altro: ad esempio, la funzione tg :] — 7, [— R ¢ un omeomorfismo tra
A =]-3,5[e B =R (¢biiettiva e continua, con inversa arctg : R —|—7, 5[ pure continua).
Si faccia attenzione al fatto che, in generale, non e detto che una funzione biiettiva e con-
tinua abbia anche inversa continua: ’esempio classico € quello in cui A = Ro_1U{0}UR~ 1,
B=Ref:A— Bdatada f(r) =  —signz, in cui f~!(y) = y + signy non & con-
tinua, avendo un salto f~1(0%) — f71(07) = 2 in y = 0. Tuttavia, se A & un intervallo
non accadono tali sorprese, come mostra la seguente Proposizione di cui non diamo di-

mostrazione.

Proposizione 3.2.9. Sia A un intervallo di R, e sia f : A — R una funzione continua.
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Allora f ¢ iniettiva se e solo se essa ¢ strettamente monotona, ed in tal caso essa induce
un omeomorfismo tra A e B = f(A) (che sara dunque anch’esso un intervallo).

'})13:[‘3/1’[-—'ﬁ ]cld} QC: lR>° S j°/4£

Figura 3.7: Gli intervalli [a,b] e |¢,d] sono omeomorfi (le funzioni f e g sono due possibili omeo-
T

morfismi); la funzione f(z) = ;5

¢ un omeomorfismo tra R-g e ]0,1] .

Esempi. (1) Esaminiamo ad esempio le funzioni sin : [-%,%

T2032
continue e strettamente monotone (risp. strettamente crescente e decrescente), e dunque costituiscono un

] = Recos: [0,m1] — R: esse sono

omeomorfismo tra il loro dominio (intervallo) e 'immagine (che & [—1,1]): ne desumiamo in particolare

che le loro inverse arcsin : [-1,1] — [-%, %] e arccos : [—1,1] — [0,7] sono continue. (2) Ancora piu
interessante ¢ il caso di tg :] — §, 5 [— R: e cotg :]0, 7[— R: esse sono continue e strettamente monotone
(risp. strettamente crescente e decrescente), e dunque costituiscono un omeomorfismo tra il loro dominio

(intervallo) e 'immagine (che & R): percio le loro funzioni inverse arctg : R —]— 7, Z[ e arccotg : R —]0, 7|

sono continue, e mostrano che R é omeomorfo ad uno (e dunque ad ogni) suo intervallo aperto e limitato.
un omeomorfismo ¢ : R —] — 1, 1[ ponendo ¢(x) = 2 arctgx; un altro omeomorfismo tra gli stessi spazi &
perd anche ¢ : R —] — 1, 1], ¢¥(x) = ‘x‘%

con dominio l'intervallo R ed immagine | — 1,1]).

Cosi, ad esempio, componendo con ’omeomorfismo naturale tra | — [e]—1,1] visto poco fa, otteniamo

(anche questa & una funzione continua e strettamente crescente

3.2.4 Limiti (ripresa), forme indeterminate e limiti notevoli

Dopo aver studiato le funzioni continue, possiamo ora tornare al problema originale
del calcolo dei limiti. La combinazione dei teoremi sui limiti (Proposizione 3.2.5) e le
proprieta delle funzioni continue, particolarmente il limite delle composizioni con funzioni
continue (vedi Proposizione 3.2.6) ci danno modo di risolvere “istantaneamente” la stra-
grande maggioranza dei limiti: come anticipato, 'idea ¢ di far tendere x verso ¢ dal verso
richiesto, e guardare cosa accade alla funzione di cui si vuole calcolare il limite, ricordando
le operazioni con i limiti e tenendo presente che “le funzioni continue commutano con
I'operazione di limite”: se g ¢ continua, allora “lim;—. g(f(z)) = g(limy—. f(z))”, dove il
secondo membro di tale uguaglianza va inteso nel senso di “limite di g quando la variabile
tende a limg,—. f(x)”.

Esempi. (0) Per ogni a > 0 si ha limz— 4o ar =1 (infatti quando  — 400 si ha % = 0", e dunque
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(I'esponenziale & continuo!) at —a®" = 1%); si ha lim,—,,+ arctg(;2>) = ¥ (infatti quando z — 1% s
ha 1—z — 07, da cui -1~ — Foo, da cui (I'arco-tangente ¢ continual) arctg(;-) — “arctg(Foo) =" F3).
(1) Si voglia calcolare lim;—s 4o (log, (1 + 1 + ) — b_”z)7 ove a,b>0¢e a,b# 1. Quando x — 400 si ha
142 — 400, da cui (la radice & continua!) /1 + x — 400, da cui 1 ++/1 + & — +00, da cui (il logaritmo
¢ continuo!) log, (1 + 1+ x) — +oo (se a > 1) ° log, (1 ++v1+z) — —o0 (se 0 < a < 1); poi si ha

—2? — —oo da cui (I'esponenziale & continuo!) b~ = 0 (se b > 1) oppure b~ ** oo (se 0 <b<1):

«

pertanto il limite vale “+oo — 0="40c0 se b > 1, vale “—oc0 —co="—c0se 0 < b < 1le 0 < a< 1, mentre

se 0 <b<1lea>1sitrova “+00 —00”...7 Questa ¢ una “forma indeterminata”, di cui ci occuperemo

sin(zz) + - 2 + . .
T2 eV Quando x — 27 si ha 2 — 47, da cui (il seno
3

¢ continuo) il numeratore tende a sin(4) < 0 (infatti 7 < 4 < 2F); al denominatore si ha z — 2 — 07,
e (la tangente & continua) tg(v/z) — tg(v2) > 0 (perché v2 ~ 1,41 e dunque 0 < V2 < %), e dunque

«sind _»

tra breve. (2) Si voglia calcolare lim,_,,—

il denominatore tende a “0% - tg(v/2) =”"0". Pertanto la funzione tende a —oo (infatti, di certo

diverge a oo; il segno si ricava poi dall’osservazione dei segni del numeratore (< 0) e denominatore (> 0)).

Gli unici casi che non si possono risolvere con questo “procedimento speditivo” sono le
cosiddette forme indeterminate. Ad esempio, calcolando lim,— o (22 — ) si ha che
l'addendo z? tende a +oo mentre —z tende a —oo, non rendendo chiara la tendenza
della funzione. Si tratta dunque di situazioni in cui si manifesta un “braccio di ferro tra
tendenze opposte”, e non & chiaro se e quale di esse la vincera. Queste forme indeterminate
si possono classificare nei tipi “d+o00 Fo00”, “8”, “eer 4. 400”4007 e “1°%°” . che non sono
indipendenti perché spesso si puo spesso trasformare I'uno nell’altro, come mostrano i
seguenti esempi. (1) Il limite lim, ,y+ z cotgx, che ¢ della forma “0 - o0”, puod essere

. ; . t
scritto anche come lim, g+ 77 che ¢ della forma “0”, oppure come 11m$_>0+ 9 /gx L che

«oo

1
¢ della forma (2) Il limite ¢ = limy—s1 2 @-1? che ¢ della forma “1°°”, puod essere

opportunamente riletto usando la continuita del logaritmo: se ¢ € R esiste, allora sara

1
“log, (¢)” = limg—s1 log, (z@-D?) = limg,—s (lx e (ove il primo membro va inteso nel senso

di “lim;—log,(t)”), ed il limite da calcolare al secondo membro ora & della forma “3”.

Gli strumenti piu potenti per affrontare le forme indeterminate sono il calcolo di confronto
locale (che vedremo tra breve) e il teorema di de ’'Hopital (che vedremo invece piu tardi
nello studio della derivabilita). Per ora ci limitiamo a segnalare alcuni importanti casi
particolari.

Proposizione 3.2.10. Consideriamo i sequenti limiti in forma indeterminata.
(a) (Il numero di Nepero e) Vale
) 1\* 1 1 1 1
xgﬁlm(l—i_a;) —1+1'+ +3'+ + - €R>0.

1l valore di tale limite si indica col simbolo e = 2,71828... ed é detto numero di
Nepero32. Inoltre, per ogni o € R wvale

¢® = lim (1+%) =145 45+

T—>+00

3,+ >+

32«Nepero” & l'italianizzazione del cognome di John Napier, matematico scozzese del XVImo secolo.
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(b) (Esponenziali, logaritmi e potenze) Per ognia > 1, « >0 e 3 € R wvale

ar

(1) lim =400, (2) lim =0, (3 lim 2°[log, x|’ =0.

r—Too 1B x—+oo % z—0%t

log? x

(c) (Funzioni razionali) Siano f(z) = it @iz’ = amaz™ + - + a1z + ag e g(z) =
Z?:o bjwj =bpx" 4 - - - + bix + by polinomi reali con ap,,b, > 0: allora

“+o00 sem >mn (=)™ "0 sem >n
lim Lx): am /by, sem=mn lim M: am /b sem=n.
r—>~400 g(x) miEm ’ Tr—>—00 g(m) mim
0 sem<n 0 sem <n

(d) (Limiti notevoli) Per ogni a € Rso \ {1} ed ogni o € R wale

. sinz . 1—coszx 1 .ooat—1
(1) lim —— =1, (2) lim —p—=7, (3) lim —— =loga,
. log,(142) 1 . (I+x)* -1
(4) xlino x - loga log, e, (5) 901£>n0 x -

Dimostrazione. Di (a) non diamo la dimostrazione. (b) Il limite (1) non presenta al-
cuna forma indeterminata se § < 0, e vale +oo. Se invece 8 > 0, col cambio di vari-

8. "
= (i25) limioioo 5.

Tenendo presente che e = 1+t+§!+---, si ha e! > 1+t+§+---+%ﬂ, >

ml

axT

abile x = b%t (ove loga = log,a > 0) si ha limy— 100 %5

per ogni m € N. In particolare, preso un qualsiasi m € Nsg si ha lim;— f—; >

tm m
. e . -5 o C e
limi— oo 2 = limi— 400 tW = +4o0. Il limite (2) ne segue col cambio di variabili
z = a', e (3) segue da (2) col cambio z = 1. (b) Raccogliendo z™ al numeratore
Am—1 aj aq
: : B e : .
e 2" al denominatore si ha % = T an=l =™ e le varie affermazioni
g LI s s s =

seguono facilmente. (c¢) (1) Quando 0 < x < 1 si ha sinz < z < tgz, da cui (dividendo
per sinz e invertendo) 1 < % < cosz: il risultato segue allora dal Teorema dei due
carabinieri. (2) Vale sin? £ = 12652 " da cui (sfruttando la continuita della potenza, ef-
fettuando il cambio di variabile ¢t = £ e ricordando il limite notevole appena calcolato)

N8 [

2
2
sin? Z

2 = 1 (limy—o Siit)Q = 1. (4) Usando la con-

¢ 2
tinuita della funzione log, ed il cambio di variabile z = :I:%, vale lim g+ w =

lim, g+ log, (1 + .T})% = log, (lim, g+ (1 + a:)%) = log,(lim¢— 4o (1 + 1)) = log,e. 11
limite (3) segue da (4) col cambio di variabile = = log,(1+t). Nel limite (5) la conclusione

¢ banale se a = 0, e pensiamo dunque a # 0. Intendendo (1 + z)* = elog(1+2) i ha
(1+z)*—1 e log(l+z) _q e log(1+z) 1 log(1+x)

l—coszx
72

si ottiene lim,— = %limgc_)o

72

allora lim,— - = lim,—g = = alim,—g aTog(1+7) ——; essendo poi

. exlog(l+x) 1 .. ev—1 . . C1s .

lime—0 SFiogiray = limu—o = =1 (col cambio di variabile u = alog(1l + z) ovvero
. log(1 C

T = et/ — 1) e lim,—sq w =1, si ottiene quanto voluto. ]
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¢ nella forma indeterminata %; sfruttando i limiti notevoli si ha

sin? 2z

Esempi. (1) Il limite lim;—o 1= o 3

N T sin? 2z __ sin? 2z (296)2 (3:6)2 T sin 2z \2 422 (393)2 2 4 1 _ 8 .
pero hmx_)o l—cos3z hmx_>0 (2x)2 (3z)2 1—cos3z hmx—>0( 2z ) 9z2 1—cos3z =1 % - 9 (2) Si
. log(3z—2 . . . . .
debba calcolare limg—s %, nella forma indeterminata J. Ponendo ¢t = z — 1, il limite diventa
. log(143t) __ log(143t) 3t _ 1: log(14+3t) 3 _ 3
lim;—o g = limg—o =257 Tha = limi—o =25 755 s =5

Convenzione. D’ora in poi, parlando di “esponenziale” e “logaritmo” si sottintendera
(salvo esplicita indicazione contraria) che si tratta rispettivamente dell’esponenziale e log-
aritmo naturali, la cui base ¢ il numero di Nepero e. In particolare, si intendera sempre

log x := log, x

3.2.5 Trascurabilitd ed asintoticita

Nel calcolo dei limiti, come abbiamo visto, le forme indeterminate scaturiscono dal
contrapporsi di tendenze opposte da parte delle varie componenti della funzione, che non
rendono chiaro quale sara la tendenza globale di quest’ultima; I’esito della combinazione di
queste tendenze opposte puo essere assai diverso a seconda dei casi. Ad esempio, le funzioni
1 —cosx e x sono entrambe infinitesime in 0 e dunque lim,—q w presenta una forma
indeterminata del tlpo “0” Ma in realta si vede facilmente che tale limite vale 0 (infatti
limg,—sq lcﬂ = 5 e hmm_mx =0, cosi limz—sq lcﬂ = (hmx_m w)(limm_m x) =
0): dunque, 1—cos z € un infinitesimo piu forte di x, ovvero esso “va a zero piu velocemente
di quanto faccia #” quando x tende a 0. Analogamente, sia e* che z® sono infinite in
400, ma si ha lim;— % = 4o00: percid e* & un infinito pit forte di x3, ovvero esso
“va all’infinito pit velocemente di quanto faccia z3” quando z tende a +oo. Invece,

come abbiamo visto, Vale hmw_>o sin 2z 23” = 2 (infatti, col cambio di variabile z = % si ha
limg,—g sm2:z: = limy—g & t/2 = 211mt_>0 Smt = 2): le funzioni sin 2z e = sono entrambe

inﬁnitesnne in 0, ma il fatto che, a dlfferenza di prima, il limite del loro quoziente & finito
e non nullo ci fa capire che esse tendono a zero con velocita paragonabili. Vogliamo dunque
stabilire con precisione cosa significa che due funzioni hanno comportamenti locali in ¢ che
sono “dello stesso tipo”, oppure “I’'uno nettamente prevalente sull’altro”; lo scopo finale di
questa operazione, come si puo intuire, sara di cercare di rimpiazzare, nei problemi locali in
¢ (come ad esempio il calcolo di un limite quando x tende a ¢) un funzione “difficile” f(x)
con una piu “facile” g(x), quando si sappia che f e g hanno “comportamenti paragonabili”
(anche questo un concetto da chiarire) all’intorno di c.

Sia A C R, ¢ € R un punto di accumulazione per A, e f,g : A — R due funzioni.
Supponiamo che esista un intorno U di ¢ in cui g non si annulla mai eccetto eventualmente
in ¢ (ovvero g(z) # 0 per ogni z € (ANU) \ {c}). Si dira che

(a) f & trascurabile rispetto a g (e si scrivera f = o.(g), da leggersi “f € o piccolo di g
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per x che tende a ¢”) se limg—. % =0;
(b) f & asintotica a g in ¢ (e si scrivera f ~, g) se limy—. % = 1; piu generalmente, si

dira che f ¢ dello stesso ordine di g in ¢ (e si scrivera f ~% g) se limg—s. % € R*.

Nel seguito, scrivendo ad esempio “f + o.(f)” si intende “f pin qualche funzione trascur-
abile rispetto a f in ¢’ dove di questa “qualche funzione” non ci interessa dare la de-
scrizione precisa, ma solo sapere che € trascurabile rispetto a f in ¢. Talvolta con “o.(f)”
intenderemo l'insieme di tutte le funzioni trascurabili rispetto a f in c.

La definizione (a) ¢ la nozione che, nei nostri intenti, esprimera 'idea di “andare a zero
piu velocemente” o “andare all’infinito piu lentamente”; essa rappresenta una sorta di
“ordine stretto” nella famiglia delle funzioni che hanno ¢ come punto di chiusura del loro
dominio. Nel caso in cui f e g siano entrambe infinitesimi (risp. infiniti) in ¢, si usa dire
che “f & un infinitesimo di ordine superiore di g in ¢” (risp. che “f ¢ un infinito di ordine
inferiore di g in ¢”). Per quanto riguarda (b), “asintoticita” ed “essere dello stesso ordine
sono invece le nozioni che esprimeranno, con maggiore o minor precisione, 'idea di “avere
comportamenti paragonabili”.

Esempi. (1) Vale sinz = o.(1) per ¢ = kw (con k € Z); in generale, ovviamente, vale o(z) = o.(1) se
e solo se o(x) & infinitesima in c¢. (2) Bisogna fare attenzione a dove si sta facendo lo studio locale! Ad
esempio, (i) vale sinz = 0100() € sina ~o z; (ii) vale e* = 0o(1) e L = 010(e”) (3) La Proposizione
3.2.10 dice in sostanza che per ogni a > 0 e 8 € R si ha 2® = 0,,,(e*®) (nelle forme indeterminate,
lesponenziale vince contro la potenza), log” & = 0400 (x) e |logz|® = 0o(z*) (nelle forme indeterminate,
la potenza vince contro il logaritmo). (4) Sempre la Proposizione 3.2.10 afferma che f(z) ~o z per

f(z) =sinz, e — 1, log(1 + ), mentre 1 — cosx ~§ 2 e (14 z)® — 1 ~§ = per ogni a # 0. (5) Essendo
s;;}Qt

ha 0o(1 — cos z) = 0o(x?). (6) Essendo logz = 0400 (+/Z), s€ avrd 04 (log ) C 0400 (V).

sin 2z
z

sin 2z ~¢ = (infatti limz—o = lim;—o =2 € R*) si ha o(sin 2z) = 0o (z); per lo stesso motivo si

Lavorare con i limiti usando trascurabilita ed asintoticita semplifica considerevolmente il
lavoro.

Proposizione 3.2.11. Siano ACR, c € R di accumulazione per A, e siano f,g: A — R.

(i) (Sostituzione di un fattore con una funzione asintotica) Esista un intorno U di
c in cui g non si annulla mai eccetto eventualmente in ¢, e sia g ~. §. Al-
lora lim,—. f(x)g(x) e limx—m% esistono se e solo se esistono rispettivamente

f(z)

limg—. f(z)g(z) e limg—s. Sty €d in tal caso vale

lim f(z)g(x) = lim f(z)g(z),

T—c T—c T—c g x) e g ZC) )

(ii) (Eliminazione degli addendi trascurabili) Esista un intorno U dic in cui f e g non si
annullano mai eccetto eventualmente in c. Allora limy,—.(f(x)+o.(f))(g(z)+0c(g))
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elim,—. % esistono se e solo se esistono rispettivamente lim,—s. f(z)g(x) e
(z)

9(2) ed in tal caso vale

~

limx_>c

]

lim (£(2) + 00(£))(g(2) + 00(g)) = lim f(2)g(z),  Tim LE) T 0L

e a—e 2oe g(z) +ocg) = g(x)

Dimostrazione. (i) Facile (raccogliere g(x), e usare la definizione). (ii) Segue applicando
questa conclusione prima al fattore f(x)+ o.(f) (asintotico a f(x)) e poi al fattore g(z) +
oc(g) (asintotico a g(x)). O

sin 2z
To

Esempi. (1) Studiamo il limite lim,_,q+ al variare di a > 0. Poiché sin 2z ~q 2z, si pug‘ sostituire

sin 2z
xC\/
0<a<l, vale2se a=1c¢vale +00 se @ > 1. (2) Poiché 2*, sinz, logx e 5 sono tutti o1 (e”), si

e —z34sinz _ q; e 1 1y 1. iohé 12 —
ETlogs ger = UMa— oo —57 = limz—4o0(—5) = —3; analogamente, poiché z* = oo(x) e
2
T—x — 1 z - _1
sx—3sinz llmz—>0 —3sinz 3

al numeratore sin2x con 2z ottenendo lim,_,q+ = lim, g+ i—ff = lim, o+ 22 ™%, che vale 0T se

ha limz—>+oo

1 —cosz ~§ z? = 0o0(x) = oo(sinz), si ha limz—o T—co

3.2.6 Funzioni iperboliche

Dopo aver reintrodotto nella Proposizione 3.2.10 il numero di Nepero con le corrispon-
denti funzioni esponenziale naturale e® e logaritmo naturale logz := log, x, € arrivato il
momento giusto per completare 1’elenco delle funzioni elementari introducendo le cosid-
dette “funzioni iperboliche”: esse sono

X —X X —
. et —e e’ +e
sinhz = ——, coshr = ———,
2 2

dette rispettivamente seno iperbolico e coseno iperbolico. (Viene usata talvolta anche la
tangente iperbolica tghx = ig;}ﬁﬁ = gzjrz:i .) Seno e coseno iperbolici sono funzioni con
dominio R, ed il loro nome ¢ giustificato dal fatto che per ogni x € R vale I'identita (verifica

banale)

cosh?z — sinh?®z = 1,

ovvero, il ruolo della circonferenza unitaria 2 + 2> = 1 per le “funzioni circolari” sin e
cos ¢ svolto dall’iperbole equilatera 2> — y? = 1 per le “funzioni iperboliche” sinh e cosh.
Le funzioni iperboliche hanno proprieta formali molto simili a quelle delle circolari, come
ad esempio le seguenti formule di addizione-sottrazione e prostaferesi, di dimostrazione
immediata:

sinh(x1+29) = sinh 21 cosh xo+cosh 1 sinh x5, cosh(z1+x9) = cosh 21 cosh zotsinh 1 sinh z5;
sinh 1 + sinh 25 = 2sinh % cosh #1572 cosh 1 + cosh o = 2 cosh % cosh #1572,
La funzione sinh : R — R & ovviamente continua, dispari (cio¢ sinh(—z) = —sinhz per

ogni € R, da cui sinh0 = 0) e strettamente crescente (basta usare 'identita sinhxz; —
sinh 9 = 2 cosh “31‘5:”2 sinh #1572 ) e suriettiva (infatti, y = sinh z, calcolando, diventa e* —
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Figura 3.8: Grafici del seno iperbolico sinh, del coseno iperbolico cosh e delle loro inverse sett sinh

e sett cosh.

e™% = 2y ovvero e** —2ye® —1 = 0 ovvero e* = y++/y?2 + 1, da cui z = log(y + /%2 + 1))
e dunque ¢ un omeomorfismo da R in sé; la sua inversa si chiama settore seno iperbolico o
arco-seno iperbolico e si denota con sett sinh: come abbiamo appena calcolato, sara dunque

settsinh : R — R, sett sinh(x) = log(z + V22 + 1).

Invece, la funzione cosh : R — R, oltre che continua, ¢ pari (cioé cosh(—z) = coshz
per ogni z € R, con cosh0 = 1), strettamente crescente in R>o (basta usare 'identita
cosh 21 —cosh z9 = 2sinh xlg“ sinh #5%2) e, se ristretta a R>q, con immagine R>; (infatti
y = coshz > 0, calcolando, diventa e® 4+ ™% = 2y ovvero e2* — 2ye® + 1 = 0 ovvero
e’ = y++/y? — 1, che ha soluzione reale se e solo se y > 1, data da = = log(y++/y? — 1));
essa induce dunque un omeomorfismo da R>¢ in R>1 e la sua inversa, detta settore coseno

iperbolico o arco-coseno iperbolico e denotata sett cosh : R>; — R>g, sara

sett cosh : R>; — Rxq, sett cosh(x) = log(x + vV 22 — 1).

La Figura 3.8 mostra I’andamento del grafico delle funzioni iperboliche appena introdotte.
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