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#5% Svolgere prima i punti (a) di tutti gli esercizi; solo in sequito i punti (b). **% [>»»» Test a quiz sul retro »rrr

(1) (a) Nello spazio tridimensionale il piano II contiene 'asse z ed ¢ parallelo al vettore v =
(1,3, —2); mentre la retta r, passante per il punto P(—2,1,1), & ortogonale a v = (1,3, —2)
e all’asse y. Determinare per entrambi una forma parametrica e una cartesiana.
(b) Determinare il punto () d’intersezione tra II e r, e (sempre sia forma parametrica che
cartesiana) la retta s passante per ), contenuta in IT ortogonale a r.

et —2

= m , e tracciarne il grafico.(t)
x J—

(2) Studiare (giustificando le conclusioni) I’'andamento di f(x)
1 $3 4 1
(3) (a) Calcolare gli integrali /0 P v dr e /0 Tt dx .

1
(b) Disegnare S = {(w, y):x >0, y <5, ix\/x +1<y<6- a:} , e calcolarne 'area.

2 2
Tty +2y—1 . .. . C .
(4) (a) Data g(z,y) = y2 1y , determinarne dominio, zeri, segno e limiti interessanti,
x —_—
disegnando i risultati. Trovarne i punti stazionari ed eventuali estremi locali. Se possibile,

descrivere le curve di livello g(x,y) = k al variare di k € R.

(b) Calcolare gli estremi assoluti di g sull’insieme Q = {(z,y) : 0 <z < %, 822 <y <2}.

(5) Sono date le equazioni differenziali ' = e +2e” —y e y'+2y +y=4e".

(a) Trovare le soluzioni di ciascuna delle due equazioni, specificando se ve ne sono in comune.

(b) Quali delle soluzioni tendono a +oo sia quando z tende sia a +00 che a —oo ?

(D Per 1o studio di crescenza e convessita potrebbe essere utile un confronto grafico.
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*** Attenzione: compiti illeggibili non verranno corretti | *** [»»»» Test a quiz sul retro prr»

Esercizio 1)

Un ricercatore vuole verificare la pericolosita dell'uso dei telefonini cellulari di nuova generazione. Per far cio ha
provato a fare una telefonata di 3 minuti ad un un soggetto ed ha valutato la penetrazione delle onde nel cervello
mediante un esame non invasivo. Il risultato della penetrazione delle onde ¢ stato suddiviso in tre categorie (Alto,
Medio e Basso). L'esperimento condotto su 40 soggetti ha conseguito i seguenti risultati:

AAMBAMMABAMBAMAAMBMB
ABAMMBAMMMAMAMAMABMA
11 candidato

a) Determini la tipologia del carattere.

b) Fornisca una rappresentazione grafica dei dati.

¢) Indichi e calcoli tutti gli indici di posizioni adeguati ai dati.

d) Descriva e calcoli gli indici di variabilita adeguati ai dati.

e) Dopo aver descritto quali caratteristiche siano riassunte dagli gli indici sintetici di forma, calcoli

quelli adatti ai dati in esame.

Esercizio 2)
Ai 40 soggetti descritti nel precedente esercizio ¢ stato chiesto il numero intero di ore in cui usano il cellulare in media
al giorno. Si sono ottenute ordinatamente’ le seguenti osservazioni:

021122 211
0 021

20122111010
02 0 01212200101
11 candidato usi queste osservazioni per stimare puntualmente e per intervallo il numero di ore in cui un generico
soggetto usa il cellulare. Il candidato indichi le ipotesi necessarie e proceda al calcolo anche se queste non fossero

soddisfatte.

Esercizio 3)
Il ricercatore vuole utilizzare i dati raccolti negli esercizi 1 e 2 per verificare se i due caratteri misurati siano tra di loro
legati. Il candidato

a) raccolga i dati in una tabella a doppia entrata

b) indichi il carattere della serie bi-variata ottenuta

¢) Se possibile calcoli un indice sintetico di posizione

d) 1l candidato verifichi se esiste un legame fra le ore di uso quotidiano del cellulare ed il grado di penetrazione
delle onde, evidenziando le necessarie ipotesi. Il candidato proceda al calcolo anche se queste non fossero
verificate.

¢) Qualora un legame esistesse, si indichi la natura del legame.

Esercizio 4)
Si considerino i seguenti eventi dichiarati indipendenti.

E,: siottenga x<I dove x ¢ estratto da una v. c. distribuita come una N(2,1).
E>: siottenga y>0 dove y ¢ estratto da una v. c. Unif(-2,1).

a) Il candidato calcoli le seguenti Probabilita: P(E), P(E,); P(E,UE,) P(E,| E,).
b) Il candidato fornisca la definizione dei seguenti eventi notevoli: eventi statisticamente indipendenti, evento certo ed
evento impossibile.

1 Il termine ordinatamente indica che le osservazioni sono state raccolte interrogando le stesse unita statistiche nel
medesimo ordine e che quindi le osservazioni relative alla stessa unita statistica occupano la stessa posizione. Pertanto se
si volesse costruire le osservazioni relative alla bi-variata si esse sarebbero (A;0), (A;2), (M,1), ..., (A;1).



Tavola I

Integrali della variabile
casuale normale
standardizzata z

Tavola II

Integrali della variabile
casuale chi quadrato a v
gradi di liberta.

z .00 o0t 0.0z 0.03 004 0.05 0.06 0.07 008 0.09
0.0 0.0000 00040 0.0080 0.0120 0.0160 00199 0.0239 00279 0.0319 0.0358
o1 0.0398 00438 00478 D.0517 00557 0059 00636 00675 00714 0.0753
02 00793 0O0B32 D0O0B71 00910 00048 O000B7 0.1026 D.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 01255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1285 02019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 0.2257 02291 02324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 02517 0.254%9
0.7 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 02881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0318 03212 03238 0.3264 03289 0.3315 03340 03385 0.3389
1.0 0.3413 03438 03461 03485 03508 03531 0.3554 03577 0.3599 0.3621
1.1 D 3843 03865 03688 03708 03729 03749 03770 03750 03810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3838 03907 0.2925 03944 0.3962 0.3580 03997 04015
1.3 0.4032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
1.4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
1.5 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04429 04441
1.6 0.4452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0.4545
1.7 0.4554 04564 04573 D 4582 04591 04599 04608 04616 04625 04633
1.8 D.46417 04649 D4656 D4664 04671 D4B7B D A46B6 D4693 D 4899 04708
1.9 D 4713 04719 D4726 D 4732 04738 D4744 04750 DA7T5E8 D4761 D 4767
2.0 04772 04778 D4TB3 04788 04793 04798 04803 0.48B08B 04812 04817
2.1 0.4821 04826 04830 04834 04838 D.4842 0.4846 0.4850 0.4B54 04857
2.2 0.4861 04864 04868 04871 04875 04878 0.4881 0.4884 04887 0.48%0
23 04893 04896 04898 049071 04904 04906 04909 04911 04913 04916
2.4 04918 04920 04922 04925 04927 04929 04931 04932 04934 0.4936
25 D. 4938 04940 04941 04943 04945 04946 04948 04940 04951 0.4852
26 0.4953 04955 04956 0.4957 04959 04960 04961 04962 04963 0.4964
27 D 4965 04966 04967 D.4968B 04969 04970 04971 04972 D4973 04974
28 0.4874 04975 0D4976 D 4977 04977 04978 049579 04979 04980 0.49%981
2.9 0.4981 04982 04982 04983 04984 04984 04985 0.4985 04986 0.4986
3.0 04987 04987 04987 04988 04988 049859 045895 04982 0.4990 04990
’\, P oos| 001 002 o0 010 | 025 | 050 | 078 00 | 095 0875 098 u.sss,m;'

1 10,0000{0,0002 0,0010/0,0039/0,0158 0,102 {0,455 | 192 2,71 | 384 . 502 | 663 | 7,88 | 8

2 0,010010,0201/0,0508/ 0,103 | 0,211 0,576 135 | 277 461 | 599 | 7.3 | 821 | 10,5 | 128

3 100717/ 0,150,216 0352 | 0584 | 121 | 237 | 4,11 625 | 781 {83 | 113 | 128 | 163

4 0207|0297 0,484 0711|108 | 182 | 338 | 530 | 7.78 | 9.49 | 11,1 [ 13,3 | 148 [ 165

5 0412(0554 (0831 115 | 161 | 267 436 | 863 [ 024 | 11,0 | 128 | 151 | 167 | 208

6 | 0676|0872 124 184 | 220 | 345 535|784 | 106 | 128 | 144 | 88 | 185 | 225

700,089 1,24 [ 169 | 217 | 283 [ 425 6,35 | 9,04 | 120 | 141 | 460 185 | 203 | 243

8 | 134 165|218 | 273 | 343 | 507 | 7.3 | 102 | 134 | 165 [ 175 [ 20,1 | 220 | 261

9173 209|270 383 417 590 (834 114 | 147 189 190 | 217 238|279

10 | 216 256 | 325 | 304 487 | 674 (034 | 125 160 183 | 205 [232 252 | 202

11| 260 | 305 482 (45 558 [ 758 | 103 | 187 | 173 167|219 | 247 268 | 313

12| 307 | 357 | 440 (529 | 630 | 844 | 113|148 | 185 210 | 233 |62 203 | a29

13 | 357 | 411 501 | 509 | 7,04 | 830 (123 | 160 | 198 | 224 | 2¢7 [ 277 | 298 | M5

141 4,07 | <66 589 6567 | 779 | 102 {193 171 |2t | 23,7 1281 | 204 | 313 | 361

16| 460 | 528 | 6,26 | 726 | 855 | 110 | 143 182 |23 250 275 | 308 | 398 277

6| 54 | 581 | 651 | 788 | D&t | 118 | 153 | 194 | 235 | 263 288 | 320 | 348 | G0a

17 | 570 | 641 | 7.56 | 887/ 10,7 128 (183 | 205 248 | 276 | 202 [ 204 | 357 |4

181626 | 701 | 823 (939 | 109 137 | 173 (216 280 | 289 | 315 | 344 | ar2 | 423

19.| 684 | 763|881 (104 | 117 746 | 183 (227 272 | 301 | 329 | 382 | 385 | 438

201743 | 826 | 059 | 109 | 12¢ 155|193 | 238 284 [ 314 [342 | 376 | 400 | 453

21 B3 | 880 (103 116 | 132 | 183 |20 | 249 | 296 | 827 | 355 | 389 | 414 | 468

2 B4 | 954 | 11,0 23 | 140 | 122 | 213 | 260 | 308 | 33,9 | 36,5 403 | 428 | 483

23| 926 | 102 | 10,7 130 | 145 | 181 229|271 | 830 | 352 | 38,1 416 | 442 | 497

24| 989 | 109 | 126 [ 138 | 157 [ 190 233 | 28,2 | 332 | 364 | 394 430 | 456 | 51.2

26 | 105 115|131 | 146 | 165 | 199 | 243 | 203 | 344 | 377 | 405 443 | 480 | 528

2 | 112 122 (138 | 154 173 | 208 | 253 | 304 | 350 359 | 419 | 456 | 483 | 4,1

&7 | 118 | 129 | 148 (182 81 [ 21,7 | 263 | 315 | 367 40,1 |432 | 470 498 | 65,3

2 | 125 | 146 | 153 (168 | 189 [ 227 | 273 | 326 | 478 413|445 | 483 510 | 58

20 1131|143 1160 | 177 | 108 | 238 | 283 (337 | 20,1 426 | 457 | 496 | 523 | 58,3

0 138 150 168 | 185 | 206 245 | 293 | 348 | 4023 | 438 | 470 | 509 | 537 | 9.7




(1)

(2)

(3)

Soluzioni

| MATEMATICA |

(a) 11 piano II, contenendo 'asse x, deve passare per lorigine O(0, 0,0) ed essere parallelo al vettore €1 = (1,0,0);
considerato anche poi il parallelismo al vettore ¥ = (1, 3, —2), una forma parametrica & II = {(z,y, z) = (0,0,0) +
5(1,0,0) + ¢(1,3,-2) : s,t € R} = {(s +t,3t,—2t) : s,t € R}; sostituendo poi t = —zes=z—t=x+ 2z in
y = 3t si ottiene y = —2 2, ovvero 2y + 3z = 0 (per arrivarci subito bastava osservare che t = 1y = —1z). e La
retta r, ortogonale sia a ¥ che all’asse y (dunque ortogonale al vettore & = (0,1,0)), sara parallela al prodotto
vettoriale W = ¥A& = (2,0, 1); tenuto presente il passaggio per il punto P(—2, 1,1), una forma parametrica risulta
r={(-2,1,1)+u(2,0,1) : t € R} = {(—2+2u,1,14u) : u € R}. Sostituendo poi u = z—11in (z,y) = (—2+2u, 1)
si ottiene una forma cartesiana dal sistema delle due equazioni * —2z2+4=0 e y=1.

(b) Il punto @ d’intersezione tra il piano II e la retta 7 si puod trovare mettendo in sistema le equazioni delle rispettive

forme cartesiane, o confrontando tra loro le forme parametriche: nel primo modo,da y=1 e z = —%y = —% si
ricava =2z —-4=—-5—-4=-% dacuiQ(—-%, 1, -2); nel secondo, da (s +t,3t,—2t) = (—2 4 2u, 1,1 + u)
si ricava t = %, u=-2t—1= —% es= -2+ 2u —t = —g, da cui nuovamente Q(— 1671,—§). e La retta s

¢ ortogonale a r, dunque deve essere ortogonale al vettore @ = (2,0, 1); inoltre, essendo contenuta nel piano II,
deve essere ortogonale anche al vettore @ = (0,2,3) (che & ortogonale al piano II, come si deduce dall’equazione
cartesiana 2y + 3z = 0); dunque s sara parallela al prodotto vettoriale @ A 2 = (—2,6,4) (o anche a (1, -3, —2),
parallelo). Tenuto conto del passaggio per ), una forma parametrica sara allora s={(—3,1,-2)+k((1,-3,-2)) :
keR}={(—% +k,1-3k,—2—2k): k € R}; sostituendo poi k =z + 2 in (y,z ) (1 -3k, —2 — 2k) si ottiene
una forma cartesiana dal sistema delle due equazioni (y, z) = (—3z — 15 —2z — 3 ovvero 3z +y+15=0 e
6z +32z+34=0.

(Figura 1) La funzione f(z) = f;l—j ¢ definita per x # F1, e nel dominio & derivabile infinite volte tranne che in
2 = 0 dove, a causa del modulo, & solo continua ed & probabile un punto angoloso. Vale f(z) = 0 quando e® = 2,
ovvero = log 2. Il numeratore & positivo per > log 2, il denominatore per x < —1 oppure z > 1, dunque vale
f(z) > 0 per —1 < z < log?2 oppure per z > 1. I limiti interessanti sono in Foo e in F1: quelli determinati
sono limg—, oo f(z) =07, lim,_, ;5 f(z) = lim,_,;5 f(z) = Foo, mentre limy 4o f(z) & in forma determinata
ma si vede subito (con de I'Hopital, o raccogliendo e” sopra e x sotto) che vale +co: dunque y = 0 & asintoto

orizzontale a —oo, x = F1 sono asintoti verticali bilateri, ed essendo limgz_, 4o @ non c’¢ asintoto obliquo a

e’ (|lz|—1—0)+20
(Jz|=-1D?

, dunque vale

+oco (in effetti la crescenza & a tutti gli effetti di tipo esponenziale). Derivando si ottiene f'(x) =

e’ (z—2)+2
(z—1)2

f/(z) > 0 quando €”(x — 2) + 2 > 0, ovvero x — 2 > —2e¢~*: un accurato confronto grafico tra la funzione
lineare © — 2 e l'esponenziale —2e™" mostra che esiste z1 €]1,2[ tale che cio & verificato per x > 1, e cio
prova che f(z) decresce su ]0,1[ e su |1,z1] e cresce in ]z1,4o0o[, dunque z = z; & punto di minimo locale

con f(z1) ~ 4,9). Invece quando = < 0 si ha f'(z) = —£<+2 dunque vale f'(z) > 0 quando ze® + 2 < 0,
(z+1)

ovvero x < —2e~ % ma per x < 0 cid non si verifica mai: dunque f(z) decresce in | — oco,—1[ e in | — 1,0].
Notiamo anche che f’ (0) = lim,_,o- f'(z) = =2 e f,(0) = lim,_,o+ f'(x) = 0, dunque come previsto z = 0 &
eﬂl(g;2_2((1‘+‘o')z)-§3+20)—4 Per > 0 si

z|—1 :

x 2
ottiene f"(z) = %: il numeratore & > 0 quando z® — 42 + 5 > 4e™7, e un altro accurato confronto

grafico tra la funzione quadratica z? — 4z + 5 (il grafico & una parabola) e l’esponenziale 4e¢™* mostra che per

x > 0 cio & sempre vero; d’altra parte il denominatore € > 0 per x > 1, dunque vale f & concava per 0 < x < 1
e®(z241)—4

CERE

e sempre un confronto grafico mostra che per x < 0 cio & sempre falso; d’altra parte il denominatore & > 0 per

x > —1, dunque f € concava per x < —1 e convessa per —1 < z < 0.

ove o = signz (dunque 0 = F1 a seconda che z < 0). Per x > 0 si ottiene f'(z) =

—x

effettivamente un punto angoloso. Derivando ulteriormente si ha f”(x) =

T

e convessa per x > 1. Invece per z < 0 si ha f"(z) = ; il numeratore & > 0 quando z® +1 > 4e™ 7,

(a) Vale — 1231” = (z+2)(gfz_7221z122>+2z 4 dunque fo 712 5ors dv = fo (z+2+ <2§” 22;+22) dr = f (z+2+ 221212”

m) doe = (2% + 2z +log(x® — 22+ 2) — 2arctg (z — 1)]5 = (5 +2) — (log2—2(—F)) = =E2 —log 2. e Posto
. - 4 2

x =t°, da cui dz = 2t dt, si ricava ﬁ de =2 [) oy dt = 2f0 (1 — ) dt = 2(t —log(t + 1)] (2 —log 3).

(b) (Figura 2) La funzione ¢(z) = fzvz +1 & di facile studio (deﬁnita per z > 1, nulla per x = -1 ez =0,

negativa su [—1,0] e positiva poi, ed essendo ¢'(z) = ivz + 1+ 4\/F = ‘i}”% essa decresce fino al minimo




(4)

(5)

4)0(_%) = _ﬁ ~ —0,2 e poi cresce a +00 come la potenza x3/2). L’equazione %x\/x + 1 = 6—x equivale, elevando

al quadrato (pensando dunque z < 6) a 2®—3x?4+48z—144 = (z— 3)(x +48) =0, con la sola soluzmne reale z = 3,
evale 5 = 6—x quando x = 1 dunque Parea di S, posto z+1 = ¢, vale fo 5dac+f1 (6—x) dm—i—f rva+ ldr =

(52]6 + (62 — 3a°)T do — [P(# = )t dt = (5) = (0) + (5) — (%) (gt PR =18-((%) - (- %)): 55 ~9L

a) (Figura 3) Il dominio di g(z,y) = M & tutto il piano R? privato delle rette verticali = F1; si tratta
g 9z, y P

di una funzione differenziabile nel suo dominio, in quanto le derivate parziali % = —% e % = 25‘12#:)

risultano continue. La funzione ¢ evidentemente pari rispetto a x (infatti f(—x,y) = f(z,y)); essa si annulla
quando z% + y? + 2y — 1 = 0, ovvero z° + (y + 1) = 2: si tratta dunque della circonferenza di centro C(0,—1) e
raggio /2, da cui perd vanno esclusi i punti P (F1,0) e P;f (1, —2) perché fuori dal dominio. II numeratore &
positivo al di fuori della circonferenza, il denominatore lo & all’esterno delle due rette verticali x = F1, e il segno
di g ne segue per quoziente. I limiti interessanti sono a ooz e nei punti delle rette z = F1. In un punto (F1,yo)
delle rette verticali diverso da P;" e Py~ (dunque con yo # 0, 2) il denominatore tende a zero e il numeratore
no, dunque il limite & 00 a seconda di yo e del lato destro o sinistro da cui vi si tende. In oos il limite non

esiste: ad esempio, tendendovi lungo I’asse y la funzione vale g(0,y) = —(y® + 2y — 1) e dunque tende a —oo,
mentre tendendovi lungo 'asse x la funzione vale sempre g(z,0) = 1 (notiamo che la stessa cosa accade per la
retta orizzontale y = —2, in cui g(z, —2) = 1). Quanto ai punti P;" e P57, tendendovi lungo la circonferenza la
funzione & nulla, mentre tendendo ad essi lungo l'asse = (per P;") o lungo la retta y = —2 (per P,") la funzione
vale come detto sempre 1: dunque il limite non esiste nemmeno in questi quattro punti. I punti stazionari sono
le soluzioni del sistema % = % = 0: da % = 0 si ricava y = —1, che messo in @ =0daz =0, da cui il
Y Yy ox
2y(y+2)(3x241) _Az(y+1)
gid noto punto C(0,—1). A conti fatti la matrice hessiana di g risulta Hy(z,y) = (41@21) R F
T @2-n? z2—1

essendo H,(C) = ( P ), il criterio dell’hessiano ci dice subito che C' & un punto di sella. Esaminiamo infine

le curve di livello g(z,y) = k, ovvero (1 — k)z? + (y + 1)> = 2 — k, iniziando da due casi particolari: se k = 1 si ha
y? 42y = 0, ovvero y(y+2) =0, ovvero y = 0 oppure y = —2, che & 'unione dell’asse z e della retta y=—2 (gia
avevamo osservato in precedenza che su tali rette la funzione vale 1); se invece k = 2 otteniamo —z% + (y+1)% = 0,
ovvero ¢ = F(y + 1), unione delle due rette x =y + 1 e z = —y — 1 (che si intersecano in C'(0,—1)). In tutti gli
-+ (y+1)

altri casi possiamo scrivere 2 = 1 che, come noto, a seconda dei valori di k possono essere delle ellissi

centrate in C' (quando 2 ﬂ > 0 e 2 —k > 0, ovvero per k < 1; in particolare per kK = 0 otteniamo come gia noto
la circonferenza degli zeri 2 4+ y® + 2y — 1 = 0) o delle iperboli centrate in C' con i vertici sull’asse = (quando

% >0e2—k <0, ovvero per k > 2) o sull’asse y (quando % <0e2—k>0,ovvero per 1 <k < 2).

(b) (Figura 3) Per la ricerca degli estremi assoluti di g sull'insieme Q = {(z,y) : 0 < o < , 82 <y < 2}
(che esistono in base a Weierstrass, essendo Q un sottoinsieme compatto —ovvero chiuso e limitato— interamente
contenuto nel dominio di g, che & continua) dividiamo Q nelle zone Qg dei suoi punti interni; Q; del bordo
orizzontale privato dei vertici; Q2 del bordo verticale privato dei vertici; Qs del bordo parabolico privato dei
vertici; e Q4 = {O(0,0), A(0,2), B(%,2)} dei vertici. ® Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un punto
di Qo, tale punto dovrebbe essere in particolare stazionario per g: ma come visto prima 'unico ¢ C(0, —1), che
perd non sta in Qo (poco male: essendo una sella non sarebbe interessante nella nostra ricerca). e Sul lato Qi

. 2 . . . . ..
la funzione vale ¢1(x) := g(z,2) = :;_rz, con 0 < < 3. Se massimo o minimo assoluti fossero assunti in un

punto di Q1, in tale punto dovrebbe annullarsi la derivata ¢} (x) = (Z 1>2 , e cid accade in = 0, che perd ¢ un
estremo (& il punto A) e non sta in Q;. e Similmente, sul lato Q2 la funzione vale p2(y) := ¢(0,y) = —(y*>+2y—1)
con 0 < y < 2; ma la derivata ¢5(y) = —(2y + 2) si annulla in y = —1, che perd non sta in Q». e Sul lato Qs,
che giace sulla parabola y = 8z% con z > 0 e 0 < y < 2, si pud sostituire z> con %y dunque la funzione vale

ws3(y) == % con 0 < y < 2; la derivata p5(y) = 2% V%

valori entrambi al di fuori di ]0,2[ e dunque non interessano. e Infine, i tre punti O, A, B dl Q4 vanno tenuti

tutti presenti. e Gli estremi assoluti di g su Q potranno dunque assunti solo nell’ambito dei tre estremi O, A, B:

poiché g(0) =1, g(A) = =T e g(B) = =% ~ —9,7, il massimo assoluto di g su Q & 1 (assunto in O) e il minimo
29

assoluto ¢ — % (assunto in B).

si annulla per y = , che pero sono

(a) L’equazione differenziale 3y’ = e * +2e* —y & linare del primo ordine, perché pud essere scritta nella forma
y +p(x)y = g(z) con p(z) = 1 e g(z) = e ® + 2¢”. Una primitiva di p(z) & P(z) = z, e [eFDg(z)dx =
Je (e +2€e")dx = [(1+2€**)dr = z + e**: dunque le soluzioni sono tutte e sole quelle del tipo y(z) =
e PO ([P @g(x)de +k) = e (x+e>"+k) = (z+k) e " +e” al variare di k € R. o L'equazione y” +2y' +y = 4e”
¢ del secondo ordine, lineare a coefficienti costanti. L’equazione caratteristica t* + 2t 4+ 1 = 0 ha soluzione doppia
t = —1, dunque lo spazio di soluzioni dell’equazione omogenea associata ¢ y(z) = Ae *+Bzxe = (A+Bx)e™ *
al variare di A, B € R. Una soluzione particolare per la completa con b(z) = 4e” & del tipo §(z) = ae”, e dovendo
essere §(z) + 2§’ (z) + §(z) = ae® + 2ae® + ae® = 4ae” = 4¢€” si ha a = 1; dunque lo spazio di soluzioni
dell’equazione completa € y(z) = (A+ Bz) e ® +e” al variare di A, B € R. e Notiamo che tutte le soluzioni della



prima equazione lo sono anche della seconda.

(b) La soluzione y(z) = (A+ Bz) e ” +e” quando z tende a +0o tende sempre a +oo (infatti (A + Bz)e™” tende
sempre a 0 qualunque siano A, B € R). Quando invece z tende a —oco, se B # 0 essa tende a —(sign B)oo mentre
se B = 0 essa tende a (sign A)oo (se A # 0) oppure a 0 (se anche A = 0), dunque affinché essa tenda a +oo
bisognera che B < 0 (con A qualsiasi) oppure che B =0e A > 0. Ad esempio, nessuna delle soluzioni della prima
equazione (che sono quelle con A =k e B = 1) soddisfa a questi requisiti.

B 41 13 :

-l

e

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Ex. (4.b): zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio) della funzione g;

il punto stazionario (porpora); I'insieme Q (azzurro).



| STATISTICA |

a) Determini la tipologia del carattere.

Il carattere ¢ di tipo qualitativo (in quanto espresso da giudizi e non numeri) ordinabile (in quanto i giudizi
possono essere ordinati).

18
16 +

b) Fornisca una rappresentazione grafica opportuna. 14
Per caratteri qualitativi non ordinabili tipicamente si utilizza come jz
rappresentazione grafica il diagramma a barre. Questo diagramma ¢ ottenuto
ponendo sulle ascisse di un piano cartesiano le modalita delle osservazioni e
disegnando per ogni modalita un rettangolo la cui altezza ¢ pari alla relativa
frequenza assoluta. A lato si mostra il diagramma relativo ai dati in oggetto.
c) Si indichino e si calcolino tutti gli indici di posizioni adeguati ai dati. Alto Medio Basso
L'indice di posizione di una serie di osservazioni indica il valore
centrale che viene assunto dalla serie. Gli indici di posizione visti a lezione sono tre: moda, mediana e media. Per i
caratteri in esame sono calcolabili sono 1 primi due.

o N & O

¢ La moda (ovvero la modalita cui corrisponde la modalita maggiore). In questo la frequenze assoluta non ha
un massimo unico ma doppio. Si dice quindi che la statistica ¢ bimodale e le due mode sono "Alto" e

"Medio".

¢ La Mediana (ovvero l'osservazione che bipartisce le osservazioni ordinate). In questo
caso si hanno 40 osservazioni pertanto la mediana deve lasciarne (40-1)/ 19.5 alla n; F;
propria destra ed altrettante alla propria sinistra. Poiché questo non ¢ possibile, Alto 16 16

generalmente si mediano la 20-sima e la 21-sima osservazione. Normalmente la Medio 16 32
media di due osservazioni qualitative non sarebbe possibile ma considerando le
frequenze assolute e cumuliate riportate a lato si evince che entrambe le osservazioni Basso 8 40
sono pari ad M, quindi la mediana non puo che essere "M".
d) Descriva e calcoli gli indici di variabilita adeguati ai dati..
Per dati come qualitativi non ¢ possibile determinare alcun indice di variabilita.
e) Dopo aver descritto quali caratteristiche siano riassunte dagli gli indici sintetici di forma forma, calcoli
quelli adatti ai dati in esame.
Gli indici di forma sono volti a misurare due caratteristiche

*  La simmetria ovvero il fatto che le osservazioni si distribuiscano in modo simmetrico rispetto al valore
centrale. Gli indici utilizzabili a questo scopo sono il momento centrale terzo, il momento centrale terzo
normato (o standardizzato), il coefficiente di skewness (o di asimmetria) di Pearson.

* La curtosi ovvero il fatto che le osservazioni si distribuiscano in modo simile ad una distribuzione di
tipo gaussiano (o normale). Gli indici utilizzabili a questo scopo sono il momento centrale quarto, il
momento centrale quarto normato (o standardizzato), I'eccesso curtosi,

Nessuno degli indici summenzionati puo essere calcolato per caratteri qualitativi quale quello in esame.

Esercizio 2)

Possiamo modellare il processo di generazione dei dati del presentati nell'esercizio come il frutto di diverse estrazioni
dalla variabile casuale

P : numero di ore giornaliere in cui una persona usa il cellulare.

avente distribuzione ignota. Si sono effettuate n = 40 osservazioni i. i. d. in cui si son rilevate M = 3 modalita.
Continuando con il modello precedentemente definito l'esercizio richiede di stimare E/P]/ puntualmente e per
intervallo.

La stima ¢ possibile solo se la le estrazioni sono indipendenti ed identicamente distribuite e se la dimensione del
campione ¢ pari ad almeno 30 unita. Nel caso in esame entrambe le ipotesi si possono considerare verificate.



Lo stimatore puntuale del valore atteso ¢ la media campionaria che, utilizzando i conti riportati in tabella produce la
seguente stima

o M
E[Pl=y=2._, f*y=3

Per ottenere la stima per intervallo occorre fissare un livello i di confidenza a. Posto a= 90%, la stima per intervallo ¢
in caso che la varianza della popolazione sia ignota ¢ data dalla

E|Ple

y—z < Ptz =
R

ricordando la formula del calcolo della varianza campionaria ed utilizzando i conti riportati in tabella si ha che:

P M 5 - _
“'Zgz,,’qj:(zi:lf,-*y:—yz) (1617 20=06153  Z5=196

n—1 39
Pertanto l'intervallo richiesto &:  E[X]|€|1—1.964 0'31056 s 14+1.964 0'21056}:[0.876 o 1.124]
Vi n; fi n;*f; yi i
0 12 0.300 0.000 0 0
16 0.400 0.400 1 04
2 12 0.300 0.600 4 1.2
Totali 40 1 1 1.6

Esercizio 3)
Unendo i dati dei primi due esercizi si ottiene la seguente bivariata (x, y) dove

X: grado di penetrazione delle onde, Y: ore giornaliere in cui una persona usa il cellulare

a) raccolga i dati in una tabella a doppia entrata
Le osservazioni posso essere raccolte nella seguente tabella a doppia entrata.

Y: Ore giornaliere .
Totale complessivo

X: grado di penetrazione 0 1 2

Alto 6 6 4 16
Medio 4 6 6 16
Basso 2 4 2 8
Totale complessivo 12 16 12 40

b) indichi il carattere della serie bi-variata ottenuta
La serie bivariata ¢ data dall'unione di un carattere qualitativo ed un quantitativo pertanto non presenta un carattere
preciso.

¢) Se possibile calcoli un indice sintetico di posizione
L'unico indice di posizione calcolabile per la serie in esame ¢ la moda corrispondente alla modalita avente frequenza
relativa maggiore. Questo caso vi sono 4 modalita che soddisfano questo requisito.

(Alto; 0) (Alto; 1) (Medio; 1) (Medio; 2)

d) Il candidato verifichi se esiste un legame fra le ore di uso quotidiano del cellulare ed il grado di penetrazione



delle onde, evidenziando le necessarie ipotesi. 1l candidato proceda al calcolo anche se queste non fossero
verificate.
E' possibile rispondere al quesito mediante un particolare test di ipotesi: il test di indipendenza. Il test sfrutta la
distribuzione limite dello stimatore di Pizzetti Pearson che viene ad essere un chi quadrato avente gradi di liberta pari
a quelli del numero di parametri liberi della distribuzione teorica. Il primo punto di questa procedura consiste nel
calcolo delle frequenze teoriche ricavate dalle frequenze marginali ottenute orlando la tabella delle frequenze .

n . n. .
A _ A _ i,+ +,J . .
n,-_,-—np,-,j——n Vi, ]

Le frequenze teoriche risultano essere le seguenti:

Y: Ore giornaliere .
Totale complessivo

X: grado di penetrazione 0 1 2

Alto 4.8 64 48 16
Medio 4.8 64 4.8 16
Basso 2.4 32 24 8
Totale complessivo 12 16 12 40

A questo punto ¢ possibile valutare la convergenza dello stimatore di Pizzetti Pearson, possibile solo se tutte le
frequenze teoriche sono superiori a 5. La condizione non ¢ verificata ma il testo richiede comunque di continuare il
procedimento.

Poiché entrambi i caratteri della bi-variata hanno 3 modalita (M, = M, = 3), la regione di accettazione per un test al 5
% ¢ la seguente.

A=[0:X75s (M = 1)%(M ,—1))|=[0, X7 45(4)|=[0, 9.488]

Per valutare l'ipotesi di indipendenza non rimane che da calcolare il valore dello stimatore e verificare se appartiene
alla regione di accettazione. Il valore dello stimatore ¢

ii(”;._;A_’A?,-.j)z_(6—4.8)2(6—6.4)2 (4—4.8)° (4—4.8) (6-6.4)

= i + +
e hy 4.8 6.4 4.8 4.8 6.4
(6—4.8)* (2—2.4) (4-32) (2-24)
+ + + =1.2
4.8 2.4 3.2 2.4 >

e risulta interno ad 4. Quindi l'ipotesi di indipendenza viene accettata.

e) Qualora un legame esistesse indichi la natura del legame.
Poiché i caratteri sono indipendenti non vi ¢ nessun legame.

Esercizio 4)

Nel testo si considerano come eventi elementari delle estrazioni da due vv. cc. continue. Si ricorda che per una v.c.
continua X, la probabilita di ottenere una realizzazione x compresa fra due estremi x;,r ed x,,, ¢ data dall'integrale (area
sottesa) dalla densita di probabilita fy(x) fra x;,ed x,,. In simboli

R S LT

a) 1l candidato calcoli le seguenti Probabilita: P(E,); P(E;); P(E, UE,) P(E;| E>).

Per il calcolo di P(E,), si deve calcolare I'area sottesa dalla curva della densita di probabilita di una normale con valore
atteso 2 varianza unitaria da meno infinito a 1. Purtroppo integrare le d.d.p. di una normale qualsiasi non ¢ agevole
solitamente si ricorre alla variabile normale standardizzata Z (N(0;1)). Pertanto si deve trasporre I'evento di estrazione
da X all'estrazione da Z mediante la standardizzazione dei valori coinvolti.



—x[”/»_E[X]:_OO_Q':—OO X —1-z =

= _ w—EX]_1-2_
inf Var[X] 1 sup

R

_x’_’!/. =——oZ
Pertanto ha la seguente equivalenza

P(E,)=P(x€|~;1]|=P(z€[~0;~1))=[ " f,(x)dT

Infine ricordando che, la d.d.p. di una qualsiasi gaussiana ¢ simmetrica rispetto al valore atteso e che sulle tavole
periodiche si riportano solo gli integrali fra 0 e un valore positivo si ha che

PIE)=[" finvdr=["_ fr)dt—[" fi(x)dr=["_f,(x)dT—[, f,(1)dT=05-03413=0.1587

La probabilita dell'evento £ € pari alla probabilita di estrarre un numero y positivo da una v. c. uniforme fra -2 ed 1.
In questo caso ¢ possibile ricavare la d.d.p. della v.c. Y. Basta imporre che l'area sottesa dalla d.d.p. sia unitaria.

Pertanto si ha che

J.J:i.fy(T)del

poiche la d.d.p ¢ nulla per valori esterni all'intervallo /-2; 1] la predente diviene

[ ryyde=1

ricordando che la d.d.p. € costante si ha che

[l cdr=(1-(-2))c=3C=1
da cui st ha che C=1/3.

Il calcolo della probabilita richiesta diviene ora facile

+1 1 1
P(E,)=P(y>0)=[, dT=(1-0)3=03333

Propedeutico al calcolo delle altre due probabilita e il calcolo della probabilita dell'evento intersezione (ovvero che i
due eventi si verifichino contemporaneamente). Per eventi indipendenti essa ¢ il prodotto delle due probabilita ovvero

P(E,NE,)=P(E,)P(E,)=0.1587-0.3333=0.0529
Le restanti probabilita possono essere ricavate utilizzando la definizione assiomatica

P(E\NE,) _0.0529
P(E,) 03333

P(E,UE,)=P(E )+P(E,)-P(E,NE,)=0.1587+0.3333-0.0529=04391  P(E,|E,)= =0.1587

b) 1l candidato fornisca la definizione dei seguenti eventi notevoli: eventi statisticamente indipendenti, evento certo
ed evento impossibile.
Due eventi si dicono

. statisticamente indipendenti se il verificarsi di un evento non altera la probabilita del verificarsi dell'altro.
Se A e B sono due eventi statisticamente indipendenti si ha che
P(4|B) = P(4) P(B|4) = P(B)
. certo: un evento certo ¢ un evento che si verifica sempre. Se E ¢ un evento certo certo si ha che P(E) =1.

* impossibile: un evento impossibile ¢ un evento che non si verifica mai. Se E ¢ un evento impossibile
certo si ha che P(E) =0.



