Appunti di Matematica

2 Algebra lineare

2.1 Lo spazio euclideo R"

Dato un numero n € N, il simbolo R" sta ad indicare il prodotto cartesiano R x --- xR
di n copie di R; in altre parole, si tratta delle n-uple (“coppie” per n = 2, “terne” per
n = 3) ordinate di numeri reali:

R" ={ad = (ay,...,an) :a; € Rperognii=1,...,n}.

Se @ = (ay,...,a,) € R™ il numero a; € R si dira la componente i-esima della n-upla a.
Si intende dunque che due n-uple sono uguali se e solo se esse hanno tutte le componenti
corrispondenti a due a due uguali: se d = (a1,...,a,) e b= (b1,...,b,), si ha

a==b se e solo se a; =b; perognii=1,...,n.

Di particolare importanza sono la n-upla nulla 0= (0,...,0) (con tutte le componenti
nulle) e, per ogni 1 < i < n, la i-esima n-upla canonica €; che ha tutte le componenti nulle
tranne la i-esima, uguale a 1.22

’Somma e moltiplicazione per scalari‘ Mettiamo in evidenza le seguenti due pro-

prieta (Vect1-2) di R™, che danno a quest’ultimo la struttura di spazio vettoriale su R.
(Vectl) E definita una somma di n-uple
+:Rn XRn_)Rna (a17"'7an)+(bla"'abn) = (a1+b1,...,an+bn);

chiaramente (R™,+) & un gruppo commutativo, con 0 come elemento neutro, e op-
posto di @ = (ay,...,a,) la n-upla —@ = (—ay, ..., —ay).

(Vect2) E definita anche una moltiplicazione di n-uple per numeri reali

R xR" — R", Aat, ..., an) = (Aag, ..., Aay)
che soddisfa le proprieta A(u@) = (\u)d, (A + p)d = A\a + pd, A\(@+ b) = Ad+ \b e

1@ = @ per ogni A, u € R e a@,b € R™. Con riferimento a questa moltiplicazione, gli
elementi di R si diranno scalari.

11 modulo di una n-upla @ = (a1, ...,a,) € R" ¢ il numero reale > 0 dato da

(2.1) @] = /a2 + - + a2.

Notiamo subito che:
22Ad esempio, per R* si ha & = (1,0,0,0), & = (0,1,0,0), & = (0,0,1,0) ¢ & = (0,0,0,1)).
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Proposizione 2.1.1. (Proprieta del modulo) Si ha:
(1) 10| =0, e |@] > 0 per ogni @ # 0;
(2) |Ad| = |\||@] per ogni A € R e d e R";
(3) (Disuguaglianza triangolare) |@ + b| < |@| + |b| per ogni @,b € R™.

Dimostrazione. (1) e (2) sono ovvi; vediamo ora (3). Usando la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz (vedi Lemma 2.1.2) si ha |@ + b|> = > i (ag + bj)? = (51 a?) + (> b?) +
2370y ajbj = |a® + [b]* + 2370y a;b; < |a® + [b]* + 2377, |alb| = (|a] + [b])?, da cui
|@ + b|2 < (|a@| + |b])?, che equivale a |a@ 4+ b| < |a@| + |b|. O

’Vettori geometrici nel piano e nello spazio‘ I casi n = 2 e n = 3 sono particolar-

mente significativi perché permettono di visualizzare concretamente R? e R3 come vettori
geometrici. Vediamo come.
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Figura 2.1: Vettori geometrici nel piano e nello spazio tridimensionale.

e Una scelta di coordinate cartesiane piane ortogonali monometriche nel piano II consiste
nel fissare un punto “origine” O, due rette ortogonali orientate passanti per O (dette
“assi coordinati”) ed una lunghezza unitaria: questi elementi determinano un sistema di
coordinate ascisse su entrambi gli assi coordinati scegliendo come punto unita un punto
a distanza unitaria da O nel verso scelto. Si ottiene allora una biiezione II = R? nel
modo ben noto: preso un punto P nel piano II, lo si proietta sugli assi coordinati asso-
ciandogli univocamente una coppia di numeri reali (z,y) € R? che, viceversa, individua
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univocamente P. Un procedimento analogo permette di definire un sistema di coordi-
nate cartesiane spaziali ortogonali monometriche nello spazio tridimensionale, che viene
identificato in questo modo ad R3.

e Un punto P del piano II ¢ identificabile col vettore geometrico 0—13, ovvero il segmento
orientato che va da O a P, grandezza caratterizzata come noto da un modulo (la lunghezza
del segmento) e, se P # O, anche da una direzione (la retta passante per O e P) ed un
verso (quello che va da O a P: si mette spesso una freccia sulla “punta” P del vet-
tore). Nell'identificazione tra il piano II dei “vettori geometrici piani” OP ed R? data da
un sistema di coordinate cartesiane, la somma di coppie in R? corrisponde alla somma
dei corrispondenti vettori geometrici data dalla regola del parallelogramma, e la moltipli-
cazione di una coppia (z,y) € R? per uno scalare A € R corrisponde al vettore geometrico
ottenuto da OP mantenendone inalterata la direzione, moltiplicandone il modulo per |\
e preservandone o invertendone il verso a seconda che A =2 0. Lo stesso ragionamento
permette di visualizzare R3 con le sue somma e moltiplicazione per scalari con lo spazio
dei “vettori geometrici spaziali” e la loro somma e moltiplicazione per costanti, descritte
dagli stessi procedimenti. Sia nel piano che nello spazio tridimensionale, il modulo definito
dalla formula (2.1) rappresenta niente altro che la lunghezza del vettore geometrico (ovvia
conseguenza del Teorema di Pitagora), e la Disuguaglianza Triangolare descritta nella
Proposizione 2.1.1 esprime il ben noto fatto che in un qualsiasi triangolo (nel caso pre-
sente, uno dei due triangoli in cui il parallelogramma formato da due vettori geometrici e
diviso dalla loro somma vettoriale) la somma della lunghezza di due lati ¢ sempre maggiore
o uguale del terzo lato.

Questa identificazione e utile per la concretizzazione geometrica di cio che stiamo discu-
tendo solo a livello algebrico, e fa intuire un’identificazione analoga nel caso generale tra
le n-uple di R" e i vettori geometrici di una spazio ad n dimensioni: 'unica differenza
¢, naturalmente, che se n > 4 non si possono tracciare disegni di tale spazio e dei suoi
vettori.

Questa caratterizzazione geometrica delle n-uple di numeri reali come vettori di uno spazio
ad n dimensioni (caratterizzazione che consigliamo di tenere sempre nella mente, special-
mente nei casi n = 2 e n = 3) ci porta a chiamare spesso vettori di R™ le n-uple di numeri
reali: & proprio pensando a questo che, ad esempio, dato un vettore @ € R"™, diremo che
un suo multiplo scalare A@ (con A € R) & un vettore parallelo ad a.

Prodotto scalare‘ Il prodotto scalare canonico “euclideo” in R™ ¢ la funzione R™ X

R™ — R che associa ad una coppia di vettori a, b € R™ il numero reale @ - b dato da

n
C_I:~gzzaibi =aiby + -+ apby.
i=1
Tale prodotto soddisfa le seguenti proprieta:
e (commutativitd) @-b = b - a;
e (commutazione con la moltiplicazione per scalari) Aa-b=a-Ab = \(a-

=
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e (distributivita per la somma) (@ + b) - ¢ =
o (positivita) @-ad > 0 se @ # 0.

Vale la seguente notevole

Lemma 2.1.2. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Per ogni d, b € R" vale
@ b2 < (@ -ab-b).

Dimostrazione. Per la positivita, per ogni A € R si deve avere (Ad + b) - (\@ + b) > 0,
ovvero (sviluppando il primo membro ed usando le altre proprieta del prodotto scalare)
(@-@)A2+2(@-b)A+ (b-b) > 0: poiché cid deve valere per ogni A € R, bisogna che il
discriminante di questo trinomio di secondo grado in A sia < 0, ma cio € esattamente la
tesi. O

Si noti che vale, in particolare,

n
d’-c‘izg a? = |af? per ogni @ € R" :

i=1
dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si deduce allora subito che

Corollario 2.1.3. Per ogni d, b € R" vale

a-b<|al|bl.

In effetti, nel caso n = 3 (ed in particolare nel caso n = 2) l'interpretazione geometrica
del prodotto scalare ¢ la seguente:

Proposizione 2.1.4. (Interpretazione geometrica del prodotto scalare) Se @ e b sono due
vettori geometrici e si denota con 0 € [0, 7] I’angolo convesso® tra essi, si ha

@-b=|a|b| cosb.

Dimostrazione. (Si consiglia di disegnare i vettori geometrici sul piano per capire meglio. )
Usando le proprieta del prodotto scalare, si ha |a@ — b2=(@—0b)-(@—b) = @G- a+ -
b) — 2(@- b) = |@? + |b|? — 2(a - b); d’altra parte, usando il Teorema del Coseno®* si ricava
subito |@ — b|2 = |@|? + |b|? — 2|@]||b| cos b, e la tesi segue subito confrontando queste due

uguaglianze. 0

Cosl, due vettori geometrici @ e b sono paralleli se e solo se |a@-b| = |a@||b] (in particolare, si
ha @- @ = |@|? che, come detto, & > 0 se @ # 0), e sono ortogonali (ove per “ortogonaliti”
si intende 1'usuale nozione di perpendicolarita) se e solo se @- b= 0; nei casi intermedi, essi
formano un angolo acuto (risp. ottuso) se e solo se cosf > 0 (risp. cosf > 0). Un’altra
formula interessante € la seguente:

2 ovvero, minore o uguale dell’angolo piatto.

2411 Teorema del Coseno, dovuto a Carnot, dice che in un triangolo di lati a, b, ¢, denotato con @ ’angolo
compreso tra i lati di lunghezza e a e b, vale ¢ = a® + b*> — 2abcosf (ovviamente si tratta di una
generalizzazione del Teorema di Pitagora: se i lati di lunghezza e a e b sono perpendicolari, si ha cosf = 0
e dunque ¢ = a® + b?).
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Figura 2.2: Proiezioni ortogonali nel piano.

Proposizione 2.1.5. (Formula di proiezione per i vettori geometrici) Se #,7 € R? e
v # 0, il vettore 4 si scrive in uno ed un solo modo come somma di due vettori

—»
9

i = py(ti) + og(1)

ove pz(@) (detto proiezione ortogonale di i lungo ¥) é un vettore parallelo a U e oz(@) €
un vettore ortogonale a U, e vale

;!
<L

—

U3, oz() = U —

U

I

—

py(t) = 7.

<y

<y
<Y

Dimostrazione. (Si consiglia di disegnare i vettori geometrici sul piano per capire meglio.)
Il vettore pz(i0) dev’essere parallelo a ¢, dunque del tipo A7, e deve avere modulo ||| cos 0

pertanto [T = |A||9] = ||| cos ]|, da cui |\ = w = ‘ﬁl@' = |g:g|. Se poi 0 € [0, 5]

(risp. 0 € [5,7]) dovra essere A > 0 (risp. A < 0), e percio si ottiene A = %, ovvero

3() = T v. Si avra allora necessariamente oy(#) = @ — %z U, e dunque ci resta da

— EEN

U
mostrare solo che tale oz(@) ¢ un vettore ortogonale a #: cio € vero perché oz(@) - ¥ =

)InR? se @ = (1,-3) e b = (—5,—-2) si ha @-b = 1(—5) + (=3)(=2) = 1. Vale inoltre

= Llp= (—2,-2), e o5(@) = @ — pz(@) = (35,—2); d’altra parte, invece, vale pz(b) =

=2 : L 2) In R3, i vettori geometrici @ = (1, —1,2)

e b = (—4,0,2) sono ortogonali: infatti @-b = (1)(—4) + (=1)(0) + (2)(2) = 0. La proiezione di b lungo

la retta di @ & dunque pz(b) = 0 (da cui 0z(b) = b), mentre quella di & = (1,2, —3) & pa(&) = Lig =
)

120(1,-1,2) = —2(1,-1,2) = (L, 2, — %), da cui 02(¢) = ¢ — pa(&) = (2,2, -23).

~ N

2.2 Geometria affine ed euclidea nel piano e nello spazio

Parliamo della geometria affine nel piano e nello spazio cartesiani, ovvero delle rette nel
piano e delle rette e piani nello spazio tridimensionale. Parlando di “punto” del piano o
dello spazio intenderemo l’estremo del relativo vettore: cosi, ad esempio, il punto P; =
(—1,0,2) sara visto come ’estremo del vettore @ = (—1,0,2).
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’Geometria affine ed euclidea nel piano| Pensiamo il piano munito di un sistema di
coordinate cartesiane ortogonali monometriche.

¢ Rette nel piano: forma parametrica. Dato un vettore @ = (a1, a2) # 0 ed un punto
Py = (b1,b2), la forma parametrica della retta r passante per P e parallela ad @ ¢

r=b+Ra={b+ai:acR}={(b+aa,by+ aas): acR}.

Poiché un vettore ortogonale a a ¢ il vettore @’ = (a2, —ay) (si noti infatti che @ - @’ = 0),
la forma parametrica della retta v passante per P; e ortogonale ad a ¢

rt=b+Ra = {b+ad :aeR} ={(b +aag, by — aay) : « € R}.

La distanza di Q7 dalla retta r = b+ RG & il modulo del vettore pa (€ — _)), OVVero
i—b)-a - é—b)-d'| | = .
|(C|a’|)2a a'| = l(cla'\)2a @], da cui
(6—b) @

dist(Qz,r) = @]

e Rette nel piano: forma cartesiana. Come noto, € un luogo geometrico dei punti
(z,y) del piano della forma

ur +vy +w =0 con (u,v) # (0,0).

La retta parallela ad essa passante per l'origine (0,0) ¢ uz + vy = 0, e si noti che il vettore
(u,v) & ortogonale a tutti i suoi vettori.

e Rette nel piano: dalla forma cartesiana alla forma parametrica. Se una retta
r del piano e data nella sua forma cartesiana ux + vy + w = 0:
(1) si prenda un qualsiasi punto P di r, ad esempio b= (0,—=%) (se v # 0) oppure
b= (=7%,0) (se u#0);

(2) considerata la retta parallela ad r passante per (0,0) (ovvero uz +vy = 0), si prenda
un qualsiasi vettore non nullo in essa contenuto, ad esempio @ = (a1, a2) = (v, —u);

(3) si costruisce la forma parametrica r = b + Ra.

e Rette nel piano: dalla forma parametrica alla forma cartesiana. Se una retta
r del piano ¢ data nella sua forma parametrica b + Ra:

(1) nel sistema {z - :1 IZZI si moltiplichino per as (risp. per —a1) i due membri della
= 02 2

prima (risp. della seconda) equazione;

(2) sommando membro a membro le due equazioni, si ottiene la forma cartesiana asz —
a1y = agby — aibe, ovvero asx — a1y — (agby — a1by) = 0.
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Analogamente, in (1) basta ricavare o da una delle due equazioni e sostituire nell’altra
per ottenere la forma cartesiana. La formula della distanza di un punto @)z dalla retta r
di equazione ux + vy + w = 0 diventa

B luer + veg + w

diSt(Qg, ’I”) \/m

L

R

3

W
it's
0
b

Figura 2.3: Forma parametrica di una retta nel piano; retta per due punti.

e Retta per due punti. Per due punti distinti P; = (b1,b2) e Qz = (c1,c2) passa una
ed una sola retta r. Per la sua forma parametrica, la retta r sara parallela al vettore

—

d=C—0b=(c; —b1,ca — by) e dovra passare per Py si ottiene dunque
r=b+Ra={b+a@@—b):acR}={(1-a)b +ac,(l—a)b+ac):acR}

(Chiedendo ad r di passare per @z in luogo di P; si ottiene invece {((1+ 8)c1 — 8b1, (1 +
B)ca — Bby) = B € R}, che naturalmente da lo stesso insieme di punti del piano: basta
scambiare il parametro 3 con « — 1.) Passando alla forma cartesiana, si ottiene come noto

det (© b y—b =0, ovvero (cg — bo)x — (c1 — b1)y + (bacy — bice) = 0.
Ccl — b1 Cy — bz

Esempi. (1) Dati @ = (3,—1) e b = (2,4), la retta parallela ad @ e passante per P; ha equazione

parametrica {b+ad : @ € R} = (243a,4—a) : a € R}; dalla seconda equazione del sistema { © i +3a
y=4-o

si ricava a = 4—y, che sostituita nella prima da la forma cartesiana = 2+ 3(4—y), ovvero z+3y—14 = 0.

(2) Consideriamo la retta y = —2z 4 3, ovvero 2z + 5y — 15 = 0 e determiniamone la forma parametrica.

Un suo punto ¢ ad esempio F; con b= (0,3); la parallela per 'origine ha equazione cartesiana 2x + 5y = 0,

da cui si deduce che un vettore parallelo ¢ ad esempio @ = (5,—2): dunque una forma parametrica

e{b+ai:acR}=(50,3—2a): ac R} (3) La distanza del punto Q= = (2, —1) dalla retta = di

: — 0 : _ M@+ (3)(=D+1] _ 6 ; ; ;
equazione x—3y+1 = 0 risulta dist(Qz, ) = JiZT 2 = . Ricalcoliamo la distanza dalla forma
124(—3)2 V10

parametrica. Un vettore ortogonale ad r ¢ @ = (1, —3), ed un punto di r ¢ ad esempio P; = (—1,0): dunque
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dist(Qz,7) = \(ET;/)"M - “‘?gi)jé;‘_s)‘ = \/%. (4) La retta per i due punti P; = (—1,3) e Qz = (2,1)
ha equazione parametrica b+ R(¢—b) = {(—=1,3) + a(3,-2) : @ € R} = {(-=1+3a,3 — 20) : a € R};
lequazione cartesiana si trova ricavando o da z = —1 4 3« (si ha a = ITH) e sostituendo in y = 3 — 2¢,

cheday=3-— 2%‘17 ovvero 2z + 3y — 7 = 0. (Quest’ultima equazione si puo ricavare direttamente anche

dalla formula det (926 B g:B ZlJ B g) =0.)

Geometria affine ed euclidea nello spazio tridimensionale‘ Studiamo ora le ret-
te ed i piani dello spazio tridimensionale munito di un sistema di coordinate cartesiane
ortogonali monometriche.

e Prodotto vettoriale. Dati due vettori @ = (al, az,as) e b= (b1, ba, b3), il loro prodotto
vettoriale @ A b (talvolta denotato anche con @ x b) ¢ il vettore di R? definito da

€1 € €3
anb = (agbg—agbg, —a1bs+asby, ale—CLle) (formalmente anb=det | a1 as ag )
b1 by b3
=
Al N
A0 i T
/ A~ N
/ S
/
& e /
: /
/
/

Figura 2.4: Prodotto vettoriale e area del parallelogramma; prodotto misto e volume del paral-
lelepipedo.

Proposizione 2.2.1. (Proprieta del prodotto vettoriale)

— —

(1) (Condizione di parallelismo di due vettori) Vale @A b= 0 se e solo se i vettori @ e b
sono parallels.

\

(2) Il prodotto vettoriale ¢ distributivo rispetto alla somma (ovvero @ A (by + by) =
an 51 +dA 52 e (dy + d2) A Ab = a1 AD+ ag A b) commuta con la moltlphcazmne per
scalari (ovvero @A (Ab) = (A@)Ab = )\(a/\b)) anticommutativo (ovvero bAG@ = —a@Ab)
e non associativo (ovvero in generale (@ Ab) AZ#£ @A (bA Q).

(3) (Il vettore @A b e l'area di un parallelogramma) Se i vettori d e b non sono paralleli,
aNb é ortogonale sia ad @ che a b (e dunque a tutto il piano che li contiene) ed il suo
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verso ¢ quello che fa di (a, 5,&'/\ g) una terna destrogira®; inoltre, detto 6 ’angolo
convesso compreso tra @ e b, il suo modulo vale

@ A b| = |a]|b] sin 6
che e numericamente uguale all’area del parallelogramma individuato da @ e b.

(4) (Volume di un parallelepipedo e condizione di complanarita per tre vettori) Dati tre
qualsiasi vettori @,b, ¢ € R3, il loro prodotto misto (@A b) - &€ R ¢é uguale a

ay a2 as
(6A )~E’:det b1 by b3
1 C2 C3

ed ¢, in valore assoluto, numericamente uguale al volume del parallelepipedo indivi-
duato da @, b e €. In particolare, tre vettori @,b, ¢ € R® sono complanari se e solo se
(@ND)-c=0.

Dimostrazione. (1) I vettori a e b sono paralleli se e solo se le loro coordinate sono pro-
porzionali, e cid accade se e solo se @A b = 0. (2) Si verifica direttamente che bAG = —aAb
(nella formalita del determinante, si tratta dello scambio delle ultime due righe) Per la non
associativita, ad esempio vale (€} /\62)/\62 = eg3N\eéy = —61 mentre 61/\(62/\2) =& N0 = 0
(3) Si noti che (@Ab)-d@= (@AD)-b =0, dunque @ A b & ortogonale sia ad @ che a b.

H \/7
Da cosf = (vedi Proposizione 2.1.4) si ricava sinf = v/1 — cos? 6 = laf*[bl? ~ (@b ,

\allbl | |b]
Puguaglianza |@ A b| = |@||b]sin 0 si pud dimostrare direttamente. (4) & allora una diretta

conseguenza di (2) (mfattl se 1 ¢ 'angolo formato da ¢ col piano contenente i vettori @ e
bsiha |[(@AD)-& = |@Abl|d cos(§ — ) = @ Ab||@ sinty = (Area di base)x (Altezza). [

—

Esempi. (0) Vale €1 A€y = &5 = —éx AN €1, éaNé3 =€ = —E3 N e 3 Nél =& = —€é1 Aes. (1) 1
prodotto vettorialediad = (—2,1,1) e b= (1,0,—4) ¢ Gnb = (—4,—7,—-1) (da cui I'area del parallelogramma
individuato da @ e b risulta |@ A b| = v/66); il volume del parallepipedo individuato da @, b e &= (0, —3,2)
& |(@Ab)-@ = 19. (2) Se si vuole calcolare I'area del parallelogramma individuato da due vettori del piano
cartesiano, basta vederli come vettori dello spazio con I'ultima coordinata nulla e calcolare il modulo del
loro prodotto vettoriale. Dunque @ = (a1, a2) e b= (b1, b2) vanno visti come @ = (a1, az,0) e b= (b1,b2,0),

il cui prodotto vettoriale ¢ @ A b= (a1b2 — a2b1,0,0): il parallelogramma ha percid area |a1b2 — a2b1].

e Piani nello spazio: forma parametrica. Dati due vettori @ = (a1, a2,a3) # 0 e
=/

@ = (a},dl,ay) # 0 non paralleli ed un punto Py = (b1,b2,b3), la forma parametrica del
piano II passante per P; e parallelo a a e a e

I = b+RG+Ra ={b+ai+fd:a BcR}
= {(b1 + aa; + Ba}, by + aas + Bah, by + aas + Bay) : a, f € R}.

25Slgn1ﬁca che, dlrlgendo il dito indice della mano destra lungo @ ed il dito medio della mano destra
lungo b il verso di @A b ¢ indicato dal dito pollice della mano destra. Cosi accade ad esempio per la terna
canonica (€1, €2, €3): si noti che €1 A & = €&s.
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Come detto, il vettore a A be ortogonale a IT e dunque la forma parametrica della retta
rL passante per P;, ed ortogonale a IT & rt = b+ R(@Ad). Perla distanza di Qz dal

piano II bastera considerare la proiezione ortogonale di b—CsuaAhd , OVVero
, b—3a)-(@nd
dist(Q, TT) = [(b—2) (4 )|

|d A a'|

Cio in particolare da anche la formula della distanza di una retta o di un piano paralleli
a II: sara la distanza di una qualsiasi loro punto da II. Se Pé/ € un qualsiasi punto di una
tale retta r’ o piano II’, si ottiene allora

dist(r, IT) = dist(IT', IT) =

M cas I.
S z ke eATY e
™~ /. - @a_-l- P;' g—ln a
/ _,,"" .
5? ? ol ~ FR<:‘--._,‘ ,f"‘!"’ T(-

'

E.;;s& P

f_lv"i ,K;u-b

Figura 2.5: Forma parametrica di un piano nello spazio; piano per tre punti.

e Piani nello spazio: forma cartesiana. Sono i luoghi geometrici dei punti (z,y, 2)
dello spazio che soddisfano equazioni lineari:

ur + vy +wz +t =0, (con u,v,w,t € R e (u,v,w) # (0,0,0)).

Tale piano II & parallelo al piano ux + vy + wz = 0, che passa per l'origine (0, 0,0); si noti
che il vettore (u,v,w) € ortogonale a tutti i vettori di tale piano. Ne ricaviamo subito che
due piani dati in forma cartesiana urx + v1y + w1z +t1 =0 e usx + voy + woz +to =0
sono paralleli se e solo se i vettori (uy,v1,wy) e (ug, vy, ws) sono paralleli. Inoltre, per la
distanza di )z dal piano II bastera considerare la proiezione ortogonale di b—&su (u,v,w),
ove P & un qualsiasi punto che sta sul piano II: supponendo ad esempio che sia u # 0 si
puo prendere Py = (—=%,0,0), da cui b—&=—(c1,c, 03+ 1): dalla formula della distanza
data in precedenza si ottiene allora

_Juer + ey +wes +

B N 7
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In particolare, se II' ¢ un piano parallelo a IT (dunque 'equazione di II' sara del tipo
uxr +vy+wz+t =0, un qualsiasi punto Qz di II’ soddisfa ’equazione ucy +ves +weg +t =
(ucy +vea +wes+t )+ (t—t)=0+(t—t') =t —t da cui

: ! ’t — t/|
dist(IT", 1) = —(—————.
Vu? 4+ v2 + w?

e Piani nello spazio: dalla forma cartesiana alla forma parametrica. Se un piano
IT dello spazio € dato nella sua forma cartesiana ux + vy + wz +t = 0:

(1) si prenda un qualsiasi punto P; di II, ad esempio b= (0,0, —i) (se w # 0) oppure
b= (0,—%,0) (se v 0) oppure b = (—2,0,0) (se u # 0);

(2) considerato il piano parallelo a II passante per (0,0,0) (ovvero ux + vy + wz = 0),
si prendano una qualsiasi coppia @,a’ di vettori non nulli e non paralleli in essa
contenuti, ad esempio due scelti tra (0, w, —v), (w,0,—u) e (v, —u,0);

(3) si costruisce la forma parametrica r = b + Ra + Ra’

e Piani nello spazio: dalla forma parametrica alla forma cartesiana. Se un piano
IT dello spazio ¢ dato nella sua forma parametrica b + Rad + Ra':

(1) si caleoli @ A @', e diciamo che sia uguale a (u,v,w) # (0,0,0);

(2) la sua equazione cartesiana sara dunque della forma ux +vy+wz+k =0, con k € R
da determinare;

(3) per determinare k, basta imporre il passaggio per Py, ovvero uby +vby +wbs+k =0
(da cui k = —ub; — vbe — wbs).

e Piano per tre punti. Per tre punti distinti e non allineati P; = (b1,b2,b3), Qz =
(c1,¢2,¢3) e Ry = (di,dz,d3) passa uno ed un solo piano II. Per la sua forma parametrica,
il piano sara parallelo ai vettori @ = ¢ — b= (c1 — bi,eg — bo,c3 — b3) e d = d—1b =
(d1 — b1,d2 — by, d3 — b3) e dovra passare per Pj: si ottiene dunque

M=b+Ri+Ra ={b+a(@—b)+5(d—0b):a,j3eR}.

Passando alla forma cartesiana, denotato con ¥ = (zx,y,z) il vettore generlco di R3,

I’equazione ¢ data dalla condizione di complanarita per i vettori & — b c—bed— b,
OVVero
xr — b1 Yy — bQ z — bg
det | ¢t —b1 ec3—by ec3—bs | =0.
di — b1 do— by d3—b3

Esempi. (1) Dati i vettori @ = (—1,0,3), @ = (2,1,—1) e b = (4, —1,—2), la forma parametrica del
piano II passante per Py e parallelo ai vettori @ e @' ¢ II = b+Rd+ R = {b +ad+pad :a,B R} =
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{4—a+28,-1+8,-2+3a—03):a,3 € R}. Un vettore ortogonale a tale piano & @ A @ = (—3,0, —6),
e dunque (eliminando lo scalare moltiplicativo —3) anche il vettore (1,0, 2); ne deduciamo che I’equazione
cartesiana di Il avra la forma 1z+-0y+2z+k = 0, ovvero x+2z+k = 0, con k € R da determinare imponendo
il passaggio per Py, che da —142(3)+k = 0, ovvero k = —5: si ottiene percio £+2z—5 = 0. (2) Cerchiamo
una forma parametrica per il piano II dato dall’equazione cartesiana 3x — y + 42 — 5 = 0. Un suo punto
e, ad esempio, P; = (1,—2,0); due vettori non paralleli contenuti nel piano ad esso parallelo e passante
per lorigine 3x — y + 42 = 0 sono ad esempio @ = (1,3,0) e @ = (0,4,1), da cui la forma parametrica
Il = b+RG@+Ra = {b+ad+f3d : a,8 € R} = {(14a, —2+3a+483, 8) : a, 8 € R}. (3) La distanza del punto

Qz = (4,2,—1) dal piano II dell’esempio precedente (ovvero 3z —y + 4z — 5 = 0) & data da dist(Qg, II) =
BA)-(@)+4(-1)=5 _ _1_
VEZH(-1)2+(4)2 V26
con @ = (1,3,0), @ = (0,4,1) e b = (1,—2,0)) ricaviamo @ A @ = (1,3,0) A (0,4,1) = (3, —1,4) (che &
_ 1G=g-@na)l _ 1(=3,—4,1)-(3,—14)| _
- lana’| - 1(3,—1,4)] - 6

(4) Determiniamo il piano II passante per i tre punti Py = (0,—1,2), Qz = (—3,2,4) e Ry = (2,0,5). Per
la forma parametrica, come detto, il piano Il sara parallelo ai vettori @ = ¢ — b= (-3,3,2) ed = d—b=
(2,1,3) e dovra passare per Py: sara dunque II = b+ Rad + Rad = {(0,-1,2) + «(-3,3,2) + B(2,1,3) :
a,f € R} = {(-3a+28,-1+3a+ 6,2+ 2a+303) : a,8 € R}. La forma cartesiana & invece data da

Partendo invece dalla suddetta forma parametrica di II (ovvero IT = b+Ra+Ra

infatti coerente con la forma cartesiana), da cui dist(Qgz, IT)

i

r — b1 y — ba z— bs r y+1 z-2
det [ c1 —b1 c2a—ba c¢3—bs | =0,ovverodet | —3 3 2 =0, ovvero 7Tx+13y—92+31 = 0.
di —b1 do—Dby d3—bs 2 1 3

Si noti che alla stessa equazione cartesiana si approda anche a partire dalla forma parametrica: infatti
da@Ad = (@—b)A(d—b) = (—3,3,2) A (2,1,3) = (7,13,-9) si deduce che I'equazione deve avere
la forma 7z + 13y — 92 + k = 0 con k € R da determinare imponendo il passaggio per un punto; ad
esempio, imponendo il passaggio per R; (ma anche con P; o Qz si otterrebbe la stessa cosa) si trova

7(2) +13(0) — 9(5) + k£ = 0, ovvero k = 31.

¢ Rette nello spazio: forma parametrica. Dato un vettore @ = (a1, ag,a3) # 0 ed un
punto P = (b1, ba, b3), la forma parametrica della retta r passante per P; e parallela ad @
e

r=b+Rd={b+ai:acR}={(b +aay,by+ aay,bs + aas) : a € R}.

Dato un altro punto @z, la distanza di @)z dalla retta r = b+ RG ¢ data dall’altezza del
parallelogramma costruito sui vettori b — ¢ e @, ovvero dalla sua area (pari a [(b—¢) A d))
diviso la lunghezza di suo lato (ad esempio |d|):

) b—A AN
dist(Qz,r) = W.

e Rette nello spazio: forma cartesiana. Sono i luoghi geometrici dei punti (z,y, 2)
dello spazio determinati dall’intersezione di due piani non paralleli: si tratta dunque dei
luoghi geometrici che soddisfano sistemi lineari risolubili di rango 2

wmT + vy +Fwiz +t1 = 0 ur v wp ulr v wi
con rg =rg =2
U + VoY + wez + 12 =0 Uy Vo Wy to Uo vV W2

e Rette nello spazio: dalla forma cartesiana alla forma parametrica. Se una retta
r dello spazio ¢ data nella sua forma cartesiana:
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Figura 2.6: Forma parametrica e forma cartesiana di una retta nello spazio.

(1) si prenda un qualsiasi punto Py di r;

(2) considerata la retta parallela ad r passante per (0,0) (ovvero la stessa con t; = to =
0), si prenda un qualsiasi vettore @ # 0 in essa contenuto (ad esempio si ponga una
delle tre coordinate z,y, z uguale a 1 e si risolva il sistema nelle due rimanenti);

(3) si costruisce la forma parametrica r = b + Ra.

e Rette nello spazio: distanza tra due rette sghembe. Due rette » ed 7’ nello
spazio si dicono sghembe se non si intersecano. Scritte in forma parametrica r = b+RG e
P =b + R, ipiani I1 = b+ RG + Ra’ e I = ¥/ + Ra@ + Ra’ sono paralleli e contengono
rispettivamente r e r’, e sard percio

b—0)- (@A)

dist(r, ") = dist(I[, IT') = (

e Rette nello spazio: dalla forma parametrica alla forma cartesiana. Se una retta
r dello spazio ¢ data nella sua forma parametrica b + Ra:
T =b1 + aaq
(1) nel sistema {y=bs+aas si ricavi il parametro a da una delle tre equazioni, ad
z = bz + aas

: _ x—b .
esempio o = 2 se a1 #0;

(3) sostituendo tale espressione nelle altre due equazioni, si ottengono due equazioni in
x,1, z che danno una forma cartesiana per r.

¢ Retta per due punti. Per due punti distinti P; = (b1, be,b3) e Qz = (c1, c2, c3) passa
una ed una sola retta 7, la cui forma parametrica sara ancora

r=b+Ra={b+a(@—0b):aecR}={((1-a)b +ac,(l—a)bs+ac,(1—a)bs+acs):acR}.
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Passando alla forma cartesiana, si ottiene la condizione
(x — b1,y — ba, z — b3) A (c1 — by, ca — b2, c3 — b3) = (0,0,0)
che equivale al sistema (attenzione: di rango 2)

(ca = b2)(x —b1) = (c1 — b1)(y — ba),
(c3 = b3)(x —b1) = (c1 — b1)(z — b3),
(c3 — b3)(y — ba) = (ca — ba)(z — b3).

Esempi. (1) Se b= (—1,3,-2) e @ = (2,1,—4), la retta r passante per P; e parallela ad @ ha forma
parametrica b+ Ra@ = {(—1,3,-2) + (2,1, —4) : @ € R} = {(=1 + 20,34 a,—2 — 4a) : @ € R}. Dalla

r=—1+42a
seconda equazione del sistema { y =3+« ricaviamo o = y — 3, da cui, sostituendo nelle prime due, si
z=-2—4a

z=—-2—-4(y+3) y+z=-14

di Qz da r & dist(Qz, 1) = K’l’()"(gll)ﬁ(f)"l’*‘l)' = ‘ﬁé’f:&)‘ =4/3%. (2) Consideriamo la retta r in forma

. . =—-1+2(y— -2 = o .
ottiene la forma cartesiana {m +20y—3) , OVVero {x y+7=0 . Se @=(0,3,-1), la distanza

2r—y+2+3=0

cartesiana =0 . Ponendo z = 0, dalla seconda equazione ricaviamo x = 1, e dalla prima
r—z—1=
y =2z +z+3=2(1)+ (0) + 3 = 5: dunque il punto P; = (1,5,0) appartiene a . La retta r’ parallela
- . 22— = . - = .
ad r passante per l'origine ha equazioni { v y+0z 0 ; cerchiamo un vettore @ # 0 che appartiene
T—2z=

a r’. Posto ad esempio z = 1 si ricava * = 1 e dunque y = 2x + z = 2(1) + (1) = 3: un vettore &
dunque @ = (1,3,1). Una forma parametrica per r ¢ dunque r = b+ Rad = {(1,5,0) + a(1,3,1) : @ €
R} = {(1 +a,5+3a,a) : « € R}. (3) Dati i vettori @ = (2,1,-4), @ = (1,-3,1), b = (—1,3,-2) e
b = (0,1,0), le due rette r = b+ R@ (passante per P; e parallela al vettore @) e r’ = bV + Rad (passante

per (O e parallela al vettore @) sono sghembe: infatti, dall’'uguaglianza delle loro forme parametriche

—142a =
(z,y,2) = (-1 4 20,3+ a,—2 — 4a) = (8,1 — 33, 3) si ottiene il sistema {3+ a =1 —B3ﬂ che non ha
—2—4da=p
soluzioni («, ) (infatti dalla prima equazione si ricava 8 = 2a — 1, dunque dalla seconda —2 — 4o =
2a — 1 ovvero a = —%, da cui 8 = 2(—%) —-1= —%: ma cio & incompatibile con la terza equazione,
in quanto 3+ (—%) # 1 — 3(—3)). Come detto, la loro distanza & data da dist(r,r’) = %7?(\&/)': si

ha @A d@ = (—11,—6,—7) (da cui |G A @] = V121 + 36 +49 = /206 ~ 14,3, poi b — b = (—1,2,—2) e
(b-0)-(a Aﬂc‘i’) =(-1,2,-2) - (=11,-6,—7) = 11 — 12 + 14 = 13, da cui dist(r,r’) :Jljm ~ OLQ' (4)
Dati i punti b = (2,—1,1) e = (0,1, —4), la forma parametrica della retta per essi ¢ {b+ a(¢—b) : a €

R} = {((2 - 2a, -1+ 2a,1 — 5a) : @ € R}. La forma cartesiana si puo ricavare direttamente dalla forma
parametrica: da x = 2 — 2« si ottiene a = 1 — 7, e sostituendo nelle altre due equazioni y = —1 + 2a e

y=-1+2(1-2) r4+y—1=0

z = 1 — ba si ottiene 1-5(1—2) , OVVero . La forma cartesiana si puo pero
z=1-— -5
2

S5z —2z—-8=0

ottenere anche dalla suddetta condizione (x — b1,y — b2, z — b3) A (c1 — b1, c2 — b2, c3 — b3) = (0,0, 0), ovvero

(z—2,y+1,z—1)A(-2,2,-5) = (0,0,0), ovvero (=5(y+1)—2(z—1),5(x—2)—2(z—1),2(z—2)+2(y+1)) =
5y+2z+3=0

(0,0,0), ovvero il sistema { 5z —22 —8 =0  (che & di rango 2: ad esempio la prima equazione & inutile,
r+y—1=0

perché dipende dalle altre due). E si ritrova lo stesso risultato.
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